7. Ubungsblatt zu Einfiihrung in die Computationale Logik, SS 2003

Prof. Dr. Gert Smolka, Marco Kuhlmann, MSc
http://ww. ps. uni - sb. de/ cour ses/ cl - ss03/

Lesen Sieim Skript: Kapitel 10 (Achtung: neue Version!)

Aufgabe 7.1: Normalformen Seien die Variablen x = (2, N), y = (0, N), z= (1, N) und der Term
AXY.U(AZ.vXZ)(AZ.wXY((AZ.2)Z)) gegeben.

(a) Geben Sie die de Bruijnsche Darstellung des Terms an.
(b) Geben Sie die a-Normalform des Terms an.

(c) Geben Sie die A-Normalform des Terms an.

Aufgabe 7.2: Normalformen Bestimmen Sie die 8n-Normalform der folgenden Terme:
@) (rz.a)y(Axy.fxy)
(b) (Axu.x)(Avy.y)
(c) (Axy.fxy)ab
(d) (Af.f(@)xy.fxy)b
(&) (Az.(xxy.fxy)((rz.2)2))ab
(f) (Afgx. fx(gx))(AXy.X)(AXZ.X)

Aufgabe 7.3: Substitution Bestimmen Sie die 8n-Normalformen der folgenden Terme:
(@ (Axy.z(ux)(uy))[z:= vxy].
(b) (AXy.z((AX.UX)X)(Uy))[Z:= vXYy].
(©) (Axy.z((AX.uxX)X)(Uy)[Z:= (AXY.VXY)XY].

Aufgabe 7.4: Church-Numerale Seien die folgenden Abkiirzungen fir Terme definiert:

def

No Af XX

def

Nn )\,fX.Nn_lf<fX)

add ¥ aghfx.gf (hfx)
Beweisen Sie, dass die folgenden Aquivalenzen gelten (A-Aquivalenz):
(@) addg Np H add Ng g
(b) add N4 Ng H add Ng Nyg4

(c) add N; N, H add N, N;
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Aufgabe 7.5: Lambda-Elimination Wir betrachten die folgenden Terme:
(1) Axy.y
(i) axyz.y
(i) Axyz.x
(iv) Ax. fx(fxx)

(a) Geben Sie zu jedem der Terme einen A-dquivalenten kombinatorischen Term an. Nehmen Sie
dabei an, dass die Struktur « die Kombinatoren |, K, Swie (blich interpretiert.

(b) Geben Sie fiir Ihre kombinatorischen Terme aus (a) flr jedes Auftreten der Kombinatoren I, K, S
den passen Typ an. Nehmen Sie dabei die folgenden Typen an:

iIX=1y=1Z=Db tf=b—-b—b
Aufgabe 7.6: Reduktion auf Gleichheit Beschreiben Sie die Werte v,= € B — B — B und

J e (B — B) — B mithilfe von Gleichheitspradikaten. Hinweis: Beschreiben Sie zuerst 0, 1, A, —
und V. Werte, die Sie bereits beschrieben haben, konnen Sie direkt verwenden.

Aufgabe 7.7: Quantoren Geben Sie jeweils Funktionen f, g € N — B an, flr die gilt:
(@) Ix: fxAgx £ @3x: fx)A@EX: gx)
(b) vx: fxvgx # (Yx: fx) Vv (¥X: gx)

Aufgabe 7.8: Aquivalenz Seien die Konstanten
<:N—->N->B A:B—B—B I N—->B) — B 1:B
wie Ublich interpretiert.

(a) Geben Sie die Bn-Normalform zu 3x.y < x an. Hinweis: y < X ist eine Abkirzung fir (<) y x.

(b) Geben Sie zu (Ag.gXYy A gXZ)(AXY.X < YA Y < X) einen A-dquivalenten kombinatorischen Term
an.

(c) Sei M der Term aus (b). Geben Sie zu Ix3y: M einen moglichst einfachen Term an, der flr jede
Struktur, die die Konstanten <, A und 3 wie Ublich interpretiert, &quivalent zu 3x3y: M ist.
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Aufgabe 7.9: Typen
(a) Betrachten Sie den Term (Vx3y: fxy) = (3zvx: fx(zx)).

Geben Sie die Typen von Vv, 34, 35, f und zan. Nehmen Sie dabei an, dass tx = X und ty =Y
gilt.

(b) Betrachten Sie den Term 0 = ((Ax.x) = (AX.1)).
Geben Sie die Typen von =1, x und =5 an. Nehmen Sie dabei an, dass 70 = t1 = B gilt.
(c) Betrachten Sie den Term Sf (Ka).

Geben Sie die Typen von S, K und a an. Nehmen Sie dabei an, dass t1f = X — Y — Z qilt
und dass Sund K die Kombinatoren fir A-Elimination sind.

Aufgabe 7.10: Quantoren Beweisen Sie die folgenden Aussagen lber Quantoren. Verwenden Sie
dabei die im Skript angegebenen Quantorengesetze und die n-Regel.

(@) Ixax: fx =3f
(b) ¥vx: fx <3x: fx
() Vx: fx=b=3f =D

Aufgabe 7.11: Pranexform Ein Term ist in 3V-Prénexform, wenn er die Form
AX; ... IXnVY1... VYoM

hat, wobei m, n > 0 gelten soll und M ein Term ist, der keine Quantorenkonstanten enthélt. Bestimmen
Sie zu den folgenden Termen A-aquivalente Terme in 3V-Pranexform. Nehmen Sie dabei an, dass die
Struktur A die logischen Konstanten Vv, 3, A, = wie (blich interpretiert.

@ (vx: fx) A 3@x: gx)
(b) VxVy3z: fxyz
(c) Vx: (Vy: fxy) = (Vy: gxy)

Aufgabe 7.12: Beweis mit Tautologie Sei f € B — B. Beweisen Sie:

Vo.beB.boba fb) =V beB.b= fh)

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass fir alle x, y e B gilt: (X & XA Yy) = (X = V).
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