Kapitel 9

Berechenbarkeit

Der Begriff der Berechenbarkeit wurde aus mathematischer Sicht erstmals um
1930 von Church, Gédel und Turing untersucht. In erster Linie wollten diese
Logiker kldren, ob die Gultigkeit bestimmter Formeln algorithmisch entschieden
werden kann. Es stellte sich heraus, dass dies bei hinreichend ausdrucksstarken
Formelklassen nicht der Fall ist. Zudem gibt es fiir hinreichend ausdrucksstarke
Formelklassen keine volstandigen Deduktionssysteme.

Um den Begriff der Berechenbarkeit mathematisch zu definieren, bendotigt
man ein mathematisches Berechnungsmodell. Wir werden dafiir die Program-
miersprache IMP benutzen. Zundchst werden wir zeigen, dass IMP die iibli-
chen Datenstrukturen darstellen kann. Insbesondere kann IMP die Menge der
Kommandos darstellen. Damit konnen wir Kommandos schreiben, die Komman-
dos als Daten verarbeiten (z.B. Interpretierer oder Ubersetzer). Wir werden be-
weisen, dass semantische Eigenschaften von IMP-Programme nicht durch IMP-
Programme entschieden werden konnen.

Der auf IMP basierende Berechenbarkeitsbegriff ist iibrigens mit dem auf Tu-
ringmaschinen basierenden Berechenbarkeitsbegriff identisch.
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9.1 Die natiirlichen Zahlen als universelle Datenstruktur

Wenn wir eine Funktion X — Y durch ein Programm berechnen wollen, stehen wir
zundchst vor der Aufgabe, die Mengen X und Y durch geeignete Datenstruktu-
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ren zu realisieren. Es stellt sich heraus, dass alle Datenstrukturen auf die Daten-
struktur der natiirlichen Zahlen zurtickgefiihrt werden kénnen. Folglich kénnen
IMP-Programme mit beliebigen Datenstrukturen rechnen.

Die Universalitat der natiirlichen Zahlen folgt aus der Tatsache, dass die Prim-
zahlzerlegung einer natiirlichen Zahl eindeutig ist und berechnet werden kann.
Die ganzen Zahlen kénnen wir beispielsweise mit der injektiven Funktion

#e€Z - N
#Xx = if x> 0 then 3* else 2 - 37%

darstellen. Die Menge der Tupel tiber N konnen wir mit der injektiven Funktion

#eN* - N
#(X1,...,Xp) = pg . p)l(l ..... pﬁn

darstellen, wobei py die k-te Primzahl bezeichnet. Beispielsweise gilt pg = 2 und
ps = 13. Auch rekursive Datenstrukturen stellen kein Problem dar. Beispielswei-
se konnen wir Baume tiber N

T © NENXTXT

wie folgt darstellen:

#eT - N
#n=2-.3"
#(n, ty, tp) = 3" . 570 . 7#

Mit IMP kénnen wir einen unendlichen Speicher realisieren, der fiir jede der
unendlich vielen Adressen in N eine natiirliche Zahl speichern kann, allerdings
mit der Einschrankung, dass nur an endlich vielen Adressen ein Wert ungleich
0 stehen darf. Den Zustand dieses Speichers stellen wir durch eine einzige na-
tirliche Zahl dar. Dabei hat die Adresse k in einem Zustand z genau dann den
Wert x, wenn z die Primzahl px genau x-mal enthilt. Beispielsweise gilt fiir den
Zustand 57 - 113, dass die Adresse 2 den Wert 7, die Adresse 4 den Wert 3, und
alle anderen Adressen den Wert O haben.

Auch Kommandos kénnen durch natiirliche Zahlen dargestellt werden. Im
Folgenden gehen wir davon aus, dass Darstellungen fiir Tupel iiber Z und Kom-
mandos gegeben sind. Die Darstellung eines Tupels t € Z* bezeichnen wir mit #t,
und die Darstellung eines Kommandos ¢ € Com mit #c. Das Symbol wird also
iiberladen verwendet.

Es ist jetzt klar, dass IMP aus theoretischer Sicht ein duRerst leistungsfdhiges
Berechnungsmodell ist. Anders als konkrete Computer arbeitet das Berechnungs-
modell IMP mit einem beliebig grofen Speicher.

© G. Smolka, 11. 7. 2004
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Die Universalitdat der natiirlichen Zahlen wurde zuerst von Kurt Godel er-
kannt. Turings Berechnungsmodell verwendet statt natiirlicher Zahlen Zeichen-
reihen als universelle Datenstruktur. Auch heutige Computer verwenden Zei-
chenreihen als universelle Datenstruktur, wobei sie sich auf nur zwei Zeichen
beschrinken.

9.2 Berechenbare Funktionen

Sei Z, et 70 {1}, wobei L ein einmal gewahltes Objekt mit L ¢ Z ist. Unter ei-

ner berechenbaren Funktion wollen wir eine Funktion Z — Z, verstehen, die sich
mit einem IMP-Kommando berechnen lisst. Dabei bedeutet das Ergebnis 1, dass
das berechnende Kommando divergiert. Die Funktion, die zu einem Kommando
die durch das Kommando berechnete Funktion liefert, definieren wir mithilfe ei-
ner einmal gewdhlten Lokation Xy, tiber die wir die Eingabe und Ausgabe des
Kommandos kommunizieren:

FelCom—-7—-7,
Fex = lets = Cc(op[Xp:=x]) inif s = 1L then 1 else sXy
wobei og = AX € Loc. 0
Damit ergibt sich die Menge der berechenbaren Funktionen wie folgt:
BF ' (¥ |ce com)
Ein Kommando ¢ heilt reinlich, wenn fiir alle x € Z gilt:

Fex + L = Ay € Z: Cc(op[Xo:=Xx]) = 09[Xo:=y]

Proposition 9.2.1 Jede berechenbare Funktion kann durch ein reinliches Kom-
mando berechnet werden.

Beweis Zu jedem Kommando erhalt man ein reinliches Kommando, indem man
dem Kommando Zuweisungen anfiigt, die die vom Kommando benutzten und
von X verschiedenen Lokationen auf O setzen. m

Proposition 9.2.2 Seien f und g berechenbare Funktion. Dann ist die ,Komposi-
tion“ fo, g=Ax € Z.if fx= 1 then L else g(fx) berechenbar.

Beweis Sei ¢r ein reinliches Kommando, das f berechnet, und ¢, ein Kommando,
das g berechnet. Dann berechnet cf; ¢; die Komposition f o, g. m

Aufgabe 9.1 Zeigen Sie, dass die Funktionen A x € Z. x und A x € Z. 1 berechen-
bar sind. m
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9.3 Universelle Kommandos

Da wir Kommandos als Zahlen darstellen konnen, kénnen wir in IMP einen In-
terpreter fiir IMP schreiben. Die Idee eines solchen Interpreters geht auf Turing
zurtlick. Das den Interpretierer realisierende Kommando bezeichnet man als uni-
verselles Kommando.

Satz 9.3.1 (Universelles Kommando) Es gibt ein Kommando ¢, wie folgt:
Vce ComVx eZ: Fc,#H#Hc,x)) = Fcx

Man kann noch einen Schritt weitergehen und einen gesteuerten Interpreter be-
trachten. Dieser bekommt zusatzlich zu ¢ und x eine als Reichweite bezeichnete
Zahl y als Eingabe, die vorgibt, wieviele Schleifendurchlaufe bei der Ausfiihrung
von c erlaubt sind. Wenn die Ausfiihrung von c fiir x weniger als y Schleifen-
durchldufe erfordert, liefert der gesteuerte Interpreter das Ergebnis, ansonsten
terminiert er mit einer Ausnahme. Die Ausnahme realisieren wir durch das Er-
gebnis 0 und regulare Ergebnisse stellen wir durch Zahlen verschieden von 0
dar.

Satz 9.3.2 (Gesteuertes universelles Kommando) Es gibt ein Kommando c,, so-
dass fiir alle c € Com und x € Z gilt:

1. Fcx =1 < Vy eZ: Fo,(##ce,x,y)) =0
2. Fex + L <= Ay € Z: Fec,F#H(#c,x,y)) = if Fcx = 0 then 1+ Fcex else Fex

Aufgabe 9.2 Warum existiert eine endliche Menge L < Loc, sodass jede bere-
chenbare Funktion durch ein Kommando berechnet werden kann, das nur Loka-
tionen aus L verwendet? [

9.4 Prufbare und entscheidbare Mengen

Unter einer Darstellung einer Menge X verstehen wir eine injektive Funktion
# € X — Z.Unter einem Problem verstehen wir ein Tupel (X, #, M) aus einer Men-
ge X, einer Darstellung # von X und einer Menge M < X. Ein Problem (X, #, M)
heilt

o prifbar[l wenn 3f € BEVXx € X: x€ M = f(#x) = L.
o entscheidbar,wenn 3f € BFVx € X: f(#x) € {0,1}A(X e M < f(#x) =1).
o unentscheidbar, wenn es nicht entscheidbar ist.

! pritfbarkeit wird oft auch als Semientscheidbarkeit bezeichnet. In der Literatur findet man
auch den Begriff recursively enumerable (r.e.), der eine zur Priifbarkeit dquivalente Eigen-
schaft bezeichnet.

© G. Smolka, 11. 7. 2004
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Ein Kommando ¢ heilt Priifer fiir ein Problem (X, #, M), wenn fiir alle x € X gilt:
X €M < TFc(#x) = L.Ein Problem ist genau dann priifbar, wenn es einen
Priifer fir das Problem gibt. Der Begriff des Entscheiders ist analog definiert.
Im Folgenden ergibt sich die Grundmenge X und die Darstellung # eines
Problems (X,#, M) meist aus dem Kontext. Wir beschreiben dann das Problem
(X, #, M) einfachheitshalber nur durch seine Menge M und sagen, dass die Men-
ge M priifbar oder entscheidbar ist. Fiir die Grundmenge Z werden wir stets die
Identitatsfunktion A x € Z. x als Darstellung verwenden. Darstellungen werden
wir generell mit dem Symbol # bezeichnen, das wir iberladen verwenden werden.

Satz 9.4.1 M < X ist entscheidbar genau dann, wenn M und X — M prifbar sind.

Beweis Sei # € X — 7Z eine Darstellung der Menge X. Wir betrachten die Proble-
me (X,#, M) und (X,#, X — M).

Aus einem Entscheider fir X konnen wir leicht Priifer fiir M und X — M konstru-
ieren (Ubungsaufgabe!).

Wenn wir Priifer fiir M und X — M haben, kénnen wir mithilfe des gesteuerten
universellen Kommandos einen Entscheider fiir M konstruieren. Der Entscheider
lasst beide Priifer fiir schrittweise erhohte Reichweite laufen, bis einer der beiden
Priifer Erfolgt meldet. m

Aufgabe 9.3 Sei eine Darstellung fiir X gegeben und seien M, N entscheidbare
Teilmengen von X. Beweisen Sie:

a) M n N ist entscheidbar.
b) M u N ist entscheidbar.
c) M — N ist entscheidbar. m

Aufgabe 9.4 Sei eine Darstellung fiir X gegeben und seien M, N prifbare Teil-
mengen von X. Beweisen Sie:

a) M N N ist prifbar.
b) M u N ist priifbar. m

Aufgabe 9.5 Sei M < E < X und sei E entscheidbar. Beweisen Sie: X — M ist
genau dann priifbar, wenn (X — M) n E priifbar ist. ]

9.5 Reduktionen

Seien (X,#,M) und (Y, §, N) Probleme. Eine Reduktion (X,#,M) — (Y, §,N) ist
eine Funktion f € X — Y, fir die eine berechenbare Funktion g € Z — Z,
existiert, sodass fiiralle x e X gilt x e M < fx € Nund §(fx) = g(#x).
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Proposition 9.5.1 Seien (X,#,M) und (Y,§,N) Probleme. Eine Funktion
f €X —Y ist genau dann eine Reduktion (X,#,M) — (Y,§,N), wenn sie
eine Reduktion (X,#,X-M) - (Y,§,Y —N) ist.

Die folgende Proposition besagt, dass Berechenbarkeitseigenschaften von Proble-
men mithilfe von Reduktionen bewiesen werden konnen. Wenn man beispielswei-
se zeigen will, dass ein Problem P nicht prifbar ist, genligt es, eine Reduktion
P’ — P fir ein bereits als nicht priifbar erkanntes Problem P’ anzugeben.

Proposition 9.5.2 Sei f eine Reduktion P — Q. Dann:
1. Q prifbar = P priifbar.

2. Q entscheidbar = P entscheidbar.

3. P nicht priifbar = Q nicht priifbar.

4. P unentscheidbar = Q unentscheidbar.

Beweis Sei f eine Reduktion (X,#,M) — (Y,§,N).

Wir beginnen mit Behauptung (1). Sei ¢y ein Priifer fiir N. Weiter sei ¢ ein reinli-
ches Kommando mit Vx € X: §(fx) = Fcp(#x). Dann gilt fir alle x € X:

XeM <= fxeNe Fen(§(fx)) + L = Flcron)(@#x) # L

Also ist ¢f; cy ein Prifer fir M.

Behauptung (2) ergibt sich aus Behauptung (1) mithilfe von Proposition @.5. Tlund
Satz @.4.1] Behauptungen (3) und (4) folgen mit Kontraposition aus (1) und (2). m

9.6 Unentscheidbarkeit von Programmeigenschaften

Es stellt sich heraus, dass semantische Programmeigenschaften grundsatzlich
unentscheidbar sind. Diese fiir den Uneingeweihten vollig tiberraschende Tatsa-
che wurde 1953 von Rice gezeigt. Etwa 20 Jahre frither konnte Turing bereits
zeigen, dass das sogenannte Halteproblem unentscheidbar ist (Divergiert eine
Turingmaschine fiir eine bestimmte Eingabe?). Diese Ergebnisse sind fiir die Lo-
gik und die Informatik von fundamentaler Bedeutung. Sie koénnen relativ einfach
bewiesen werden.

Proposition 9.6.1 (Halteproblem) {c € Com | Fc(#c) = 1} ist nicht priifbar.

Beweis Sei p eine Variable des Typs X — X — B. Dann gilt die Gleichung
AxVy. pxy<-(pyy) = 0. Also gibt es kein Kommando cg, sodass fiir alle Kom-
mandos ¢ gilt: Fco(#c) + L < Fc(#c) = L. Also existiert kein Priifer fir
{ce Com| Fc(#c) = 11. m

© G. Smolka, 11. 7. 2004
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Die Unentscheidbarkeit des Halteproblems ,terminiert ein Komman-
do auf seiner Darstellung?“ folgt also unmittelbar aus der Tautologie@
—-3xVy. pxy<-(pyy). Dabei spielt das zugrundeliegende Berechnungsmo-
dell keine Rolle, bis auf die Annahme, dass Programme als Daten darstellbar
sind, die von Programmen bearbeitet werden konnen.

Mithilfe von Reduktionen konnen jetzt weitere Mengen als nicht priifbar be-
wiesen werden. Hier ist ein Beispiel:

Proposition 9.6.2 {c € Com | FcO = 1} ist nicht priifbar.
Beweis Es geniigt, eine Reduktion
{ceCom| Fc#c)=1}—-{ceCom| FcO= 1}
anzugeben. Fir alle Kommandos c gilt:
Fc(#c) = L = TF(Xog:=#c;c)0=_1
Also ist A c. X := #c; c eine Reduktion wie gefordert. m

Aufgabe 9.6 Beweisen Sie, dass die folgenden Mengen nicht priifbar sind:

a) {ceCom|3IxeZ: Fcx= 1}

b) {ceCom|VxeZ: Fcx= 1}

¢) {ceCom|Fca=1} wobeiacZ

d) {(c,x) e ComXZ| Fcx= L}

e) {(c,x) eComXZ|Fcx=1LAx=<0} m

Wir betrachten jetzt die Menge aller Kommandos, die fiir alle Eingaben terminie-
ren:
T={ceCom|VxeZ: Fcx + 1}

Satz 9.6.3 Weder T und Com — T ist priifbar.
Beweis Es geniigt zu zeigen, dass das Halteproblem sowohl auf T und Com - T
reduziert werden kann.

Wir beginnen mit Com — T = {c € Com | 3x € Z: Fcx = 1 }. Fur alle c € Com
gilt:
Fc#c) =1 < AxeZ: FXg:=#c;c)x =1

Also reduziert A c. Xy := #c; c das Halteproblem auf Com— T.

2 Wir benutzen den Begriff Tautologie hier mit etwas anderer Bedeutung als im Kapitel tiber
Aussagenlogik. Hier verstehen wir unter einer Tautolgie eine Aussage, die allein kraft ihrer
logischen Form wabhr ist.
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Wir betrachten jetzt T. Sei ¢, ein gesteuertes universelles Kommando und sei
loop ein Kommando, das immer divergiert. Dann gilt fir alle ¢ € Comn:

Fc(#c) = 1L =
Vx € Z: F(Xg:=#c,#c,Xp); cy; if Xg = 0 then skip else loop)x + L

Damit haben wir eine Reduktion des Halteproblems auf T. Die Idee fiir diese
Reduktion kam von David Steurer, 10. Juli 2004. ]

Auch der Beweis des Satzes von Rice beruht auf einer Reduktion, die mithilfe
eines universellen Kommandos konstruiert ist.

Satz 9.6.4 (Rice) Sei F eine Menge von berechenbaren Funktionen Z — Z, , die die
Funktion Ax € Z. 1 enthalt und mindestens eine berechenbare Funktion nicht
enthélt. Dann ist { ¢ € Com | Fc € F } nicht prifbar.

Beweis Es geniigt, eine Reduktion
{ceCom| Fc#c) =L} - {ceCom|Fce F}
anzugeben. Sei f € BF — F. Dann gilt fiir alle ¢ € Com:
Fc(#c) = 1L < (if Fc(#c) = LthenAx e Z. Lelsef) € F

Wir konstruieren jetzt zu ¢ ein Kommando, das die Funktion auf der rechten Sei-
te der Aquivalenz berechnet. Sei ¢y ein Kommando mit Fcp = f. Sei ¢y ein rein-
liches universelles Kommando. Sei X eine Lokation, die nicht in c¢; vorkommt.
Dann gilt fiir alle ¢ € Com:

Fe#e) = L = F(Xs:= Xo; Xo:=##c,#0); cu; Xo:=Xs; ¢f) €F

Die Richtung ,—“ ist klar. Die andere Richtung zeigen wir durch Kontraposition.
Sei also Fc(#c) # L. Dann berechnet X := Xo; Xo := #(#c,#c); cu; Xo = X;
die Identitatsfunktion. Also berechnet das Kommando auf der rechten Seite der
Aquivalenz die Funktion f ¢ F.

Folglich ist Ac. X := Xo; Xo := #(#c,#c); cu; Xo := Xs; ¢o eine Reduktion wie
gefordert. [ |

Unter einer semantischen Eigenschaft eines Kommandos ¢ wollen wir eine
Eigenschaft der duch ¢ berechneten Funktion verstehen. Formal kénnen wir eine
semantische Eigenschaft von Kommandos durch die Menge aller berechenbaren
Funktionen darstellen, die die Eigenschaft erfiillen. Aus dem Satz von Rice folgt,
dass jede nichttriviale semantische Eigenschaft unetscheidbar ist:

© G. Smolka, 11. 7. 2004
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Korollar 9.6.5 Sei F eine nichtleere Menge von berechenbaren Funktionen
7 — 7., die mindestens eine berechenbare Funktion nicht enthilt. Dann ist
{c € Com| ‘Fc € F} nicht entscheidbar.

Beweis Entweder F oder BF — F enthédlt A x € Z. 1. Also folgt mit dem Satz von
Rice, dass entweder {c | Fc € F} oder {c | Fc ¢ F} nicht priifbar ist. Also ist
{c | Fc € F } unentscheidbar. m

Die folgende Proposition ist ein Beispiel fiir die Anwendung des Satzes von
Rice. Sie stellt fest, dass sematische Programmaquivalenz nicht priifbar ist.

Proposition 9.6.6 { (c,c’) € Com? | Fc = ‘Fc’ } ist nicht priifbar.
Beweis Die Funktion A c. (¢, while true do skip) ist eine Reduktion
{ceCom| Fce{AxeZ. 1}} - {(c,c’) € Com?® | Fc = Fc'}

Mit dem Satz von Rice folgt, dass die linke Menge nicht priifbar ist. Also ist auch
die rechte Menge nicht priifbar. m

Aufgabe 9.7 Beweisen Sie:
a) Furallea,b € Z: {c € Com | Fca = b} nicht entscheidbar.
b) {ce Com| {x e Z| Fcx + L} endlich } nicht priifbar. m

9.7 Church-Turing-These

Wir haben die Begriffe Entscheidbarkeit und Priifbarkeit mithilfe des Berechnugs-
modells IMP definiert. Es stellt sich die Frage, ob man dieselben entscheidbaren
und priifbaren Mengen bekommt, wenn man ein anderes Berechnungsmodell wie
zum Beispiel Turingmaschinen zugrunde legt. Es stellt sich heraus, dass man
genau dieselben Mengen bekommt. Diese Tatsache ist zundchst vollig iberra-
schend. In den dreiRiger Jaren des zwanzigsten Jahrhunderts haben Logiker wie
Church, Godel und Turing viele verschiedene Berechnungsmodelle untersucht.
Sie konnten zeigen, dass sich jeweils dieselben priifbaren und entscheidbaren
Mengen ergeben. Der damit verbundene Berechenbarkeitsbegriff wird als Turing-
Berechenbarkeit bezeichnet. Die Annahme, dass die damit erhaltenen priifbaren
und entscheidbaren Mengen den intuiven Begriff von algorithmischer Berechen-
barkeit korrekt formalisieren, bezeichnet man als Church—Turing-TheseE

3 Unter plato.stanford.edu/entries/church-turing finden Sie historische und philosophische Be-
trachtungen zur Church-Turing-These.
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9.8 Unentscheidbare arithmetische Probleme

Auf der Mathematikertagung in Paris formulierte David Hilbert im Jahr 1900 das
folgende Problem, das heute als ,Hilberts 10. Problem*“ bekannt ist:

Gibt es einen Algorithmus, der entscheidet, ob eine polynomielle Glei-
chung mit ganzahligen Koeffizienten (z.B. x°y + 3yz — y? — 17 = 0) eine
ganzzahlige Losung hat?

Als Hilbert das Problem formulierte, ging die mathematische Welt davon aus,
dass ein solcher Algorithmus existiert. Kurt Godel, ein Schiiler Hilberts, konnte
1930 zeigen, dass zumindest fiir komplexere arithmetische Probleme kein Ent-
scheidungsalgorithmus existiert. Das fithrte zu einer radikalen Anderung der ma-
thematischen Weltsicht. Weitere 40 Jahre vergingen, bis der russische Mathema-
tiker Yuri Matiyasevich 1970 zeigen konnte, dass auch fir Hilberts 10. Problem
kein Entscheidungalgorithmus existiert.

Wir wollen die Siatze von Matiyasevich und Godel prazise formulieren. Dazu
definieren wir arithmetische Ausdriicke und arithmetische Formeln wie folgt:

x e Var =N Variablen
keZ Konstanten
ecAE=Xx | k| e+e | e-e Arithmetische Ausdriicke
AeAF=e=¢e | "A | ANA | IXA Arithmetische Formeln

Die Denotationsfunktionen fir arithmetische Ausdriicke AE — (Var — Z) — Z
und arithmetische Formeln AF — (Var — 7Z) — 7 seien wie ublich definiert.

Satz 9.8.1 (Matiyasevich, 1970) Die Menge {e € AE | Vs € Var — Z: Des + 0}
der arithmetischen Ausdriicke, die fiir keine Variablenbelegung den Wert O an-
nehmen, ist nicht prifbar.

Der Beweis dieses Satzes ist jenseits unserer Moglichkeiten. Ausgehend vom
Satz von Matiyasevich ist es einfach, den Godelschen Unvollstandigkeitssatz zu
beweisen.

Eine arithmetische Formel A heilt giiltig, wenn Vs € Var — Z: DAs = 1.

Korollar 9.8.2 (Godelscher Unvollstindigkeitssatz, 1930) Die Menge der giilti-
gen arithmetischen Formeln ist nicht priifbar.

Beweis Wieder geniigt es, eine Reduktion der Matiyasevich-Menge anzugeben:
{ec AE|VseVar - Z: Des +0} — {A € AF | A gliltig }

Das ist einfach: A e. =(e = 0) ist eine solche Reduktion. ]

© G. Smolka, 11. 7. 2004
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Aufgabe 9.8 Zeigen Sie, dass die Menge der ungiiltigen arithmetischen Fomeln
nicht prifbar ist. [ |

Der Satz von Godel hat die wichtige Konsequenz, dass es fiir die Menge der giil-
tigen arithmetischen Formeln kein vollstandiges Deduktionssystem geben kann.
Das liegt daran, dass Deduktionssysteme per Definition immer so konstruiert
sein miisssen, dass man die ableitbaren Formeln algorithmisch aufzihlen kann.
Das bedeutet aber gerade, dass die ableitbaren Formeln immer eine priifbare
Menge darstellen.

Mithilfe einer Technik, die als Quantorenelimination bezeichnet wird, konnte
Mojzesz Presburger 1929 zeigen, dass die Menge der giiltigen arithmetischen
Formeln entscheidbar ist, wenn man nur Formeln ohne Multiplikation betrachtet.

Satz 9.8.3 (Presburger, 1929) Die Menge der giiltigen arithmetischen Formeln
ohne Multiplikation ist entscheidbar.

9.9 Abzahlbare Mengen

Dieser Abschnitt gehort eigentlich ins Kapitel Mengenlehre

Der Begriff der abzdhlbaren Menge geht auf Cantor zurtick. Cantor zeigte, dass
es nicht abzahlbare Mengen gibt (Cantorscher Diagonalschluss). Der Begriff der
Abzdhlbarkeit interessiert uns, da syntaktisch beschreibare Mengen immer ab-
zahlbar sind.

Eine Menge M heillt abzdhlbar, wenn es eine injektive Funktion M — N gibt.
Jede endliche Menge ist abzadhlbar. Auch N und Z sind abzéahlbar.

Informell gesprochen ist eine Menge abzdhlbar, wenn sie hochstens soviele
Elemente enthdlt wie die Menge der natiirlichen Zahlen.

Eine Menge heilt iiberabzahlbar, wenn sie nicht abzahlbar ist.

Proposition 9.9.1 Seien X und Y zwei nichtleere Mengen. Dann existiert eine
injektive Funktion X — Y genau dann, wenn eine surjektive Funktion ¥ — X
existiert.

Proposition 9.9.2 Eine nichtleere Menge M ist genau dann abzdhlbar, wenn es
eine surjektive Funktion N — M gibt.

Proposition 9.9.3 Der Schnitt, die Vereinigung und die Differenz von zwei ab-
zdhlbaren Mengen sind abzdhlbar.

Beweis Wir zeigen nur, dass die Vereinigung von zwei abzdhlbaren Mengen ab-
zahlbar ist. Die anderen Behauptungen folgen mit dhnlichen Argumenten.
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Seien f € M — Nund f' € M’ — N injektive Funktionen. Dann ist

heMuM - N
h(x) =ifxe Mthen?2 - -f(x)else2-f'(x) +1

eine injektive Funktion. m

Jede darstellbare Menge ist abzahlbar. Folglich ist auch die Menge Com der
Kommandos abzdhlbar. Also ist auch die Menge der berechenbaren Funktionen
abzahlbar.

Proposition 9.9.4 Die Menge der berechenbaren Funktionen ist abzahlbar.
Proposition 9.9.5 Die Menge Z — Z, ist Giberabzahlbar.
Beweis Durch Widerspruch. Sei x € N — (Z — Z, ) surjektiv. Wir definieren

fEZ—’ZL
fx =if X <0 then 0 else atxx + 1

Offensichtlich gilt
Vn eN: ann # fn
Das ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass « surjektiv ist. m

Die gerade verwendete Beweistechnik wird als Cantorscher Diagonalschluss
bezeichnet. Als Cantor diesen Beweis erstmals vorlegte, sorgte er in der mathe-
matischen Welt fiir einige Verbliiffung.

Wir wissen jetzt, dass es uiberabzahlbar viele Funktionen Z — Z, gibt, die
nicht berechenbar sind (Ubung: Warum?).

© G. Smolka, 11. 7. 2004
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