Kapitel 5

Fixpunktoperatoren

Rekursion ist eine wichtige Definitionstechnik. Im Rahmen dieser Vorlesung ha-
ben wir bereits eine Vielzahl von rekursiven Definitionen gesehen. Dabei wurden
Uberwiegend strukturelle Rekursionen verwendet.

Aus mathematischer Sicht stellt sich die Frage, welche Bedingungen ein rekur-
siver Definitionsversuch erfillen muss, damit er zuléssig ist. Wenn man dieser
Frage nach geht, stellt man fest, dass sie sich nicht ohne weiteres beantworten
lasst.

Mithilfe sogenannter Fixpunktoperatoren gelingt es, auch komplexe rekursive De-
finitionen auf einfache mathematische Konzepte zuriickzufiihren. Daher gehdren
Fixpunktoperatoren zur mathematischen Grundausstattung der Theoretischen In-
formatik.

Der Zusammenhang zwischen Rekursion und Fixpunktoperatoren bereitet Anfén-
gern zunachst erhebliche Verstdndnisprobleme. Das liegt daran, das Fixpunktope-
ratoren eine grundlegend andere Sicht auf Rekursion erdffnen.

In Standard ML benutzen wir Rekursion, um Prozeduren und Typen zu definieren.
Standard ML ist so konstruiert, dass rekursive Definitionen mathematisch immer
dann zul&ssig sind, wenn sie gemal der statischen Semantik zuléssig sind. Damit
kann die Zuldssigkeit von rekursiven Definitionen in Standard ML automatisch
durch ein Programmiersystem gepruft werden.

Lesematerial

[Winskel, Kapitel 4.1, 4.4 und 5.4]



5 Fixpunktoperatoren

5.1 FP-Format und R-Strukturen

Sei X eine Menge und f € X — X eine Funktion. Dann kann man versuchen,
ein x € X als die Ldsung der rekursiven Gleichung

x & f(x)

zu definieren. Wir sagen, dass ein solcher rekursiver Definitionsversuch im FP-
Format vorliegt. Die Funktion f nennen wir das Funktional des Definitionsver-
suchs. Nattrlich stellt sich die Frage, ob es ein x mit

x = f(x)

gibt (Existenz), und ob es eindeutig bestimmt ist (Eindeutigkeit). Wenn es genau
ein x mit x = f (x) gibt, dann ist die rekursive Definition ohne weitere Nebenbe-
dingungen zulé&ssig.

Sei f € X — X eine Funktion. Ein x € X heilit Fixpunkt von f genau dann,
wenn x = f (X).

Das gerade vorgestellte Definitionsschema hat das Problem, dass die in der Pra-
xis auftretenden Funktionale f typischerweise mehrere Fixpunkte haben. Dieses
Problem lésen wir, indem wir zusétzlich einen sogenannten Fixpunktoperator fest-
legen, der fur jedes Funktional f genau einen Fixpunkt auswahlt. Das fuhrt uns
auf den Begriff der R-Struktur.

Definition 5.1.1 Ein R-Struktur ist ein Tripel (X, F, fix) wie folgt:

1. X ist eine Menge.

2. Fc X = X.

3. fixe F - XsodassVf e F: fix(f) = f(fix(f)).
Die Funktion fix bezeichnen wir als den Fixpunktoperator der R-Struktur.
Sei (X, F, fix) eine R-Struktur und f € F. Dann kdnnen wir eine rekursive Defi-
nition

def

x = fX)

mithilfe des Fixpunktoperators der R-Struktur auf die nicht-rekursiven Definition

x ¥ fix(f)

zurlckfiihren. Wir werden sehen, dass dieses einfache Modell eine Vielzahl von
rekursiven Definitionen erklaren kann.
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5.2 Ein Fixpunktoperator fiir Standard ML

5.2 Ein Fixpunktoperator fur Standard ML

Wir zeigen jetzt, dass man in Standard ML einen Fixpunktoperator definieren
kann, mit dem sich rekursive Prozedurdeklarationen auf nicht-rekursive Deklara-
tionen zuriickfiihren lassen.

Als Beispiel betrachten wir die rekursive Deklaration

fun fac n = if n<2 then 1 else n * fac (n-1)

fac : int ->int
einer Prozedur, die die Fakultatsfunktion berechnet. Diese Deklaration bringen
wir zundchst in die Form

val rec fac = fnn =>if n<2 then 1 else n * fac (n-1)

Jetzt ist es nicht schwer, das Funktional fiir die FP-Form dieser Deklaration zu
deklarieren:

val facFun = fn fac => fn n =>if n<2 then 1 else n * fac (n-1)
facFun : (int ->int) -> (int ->int)

Die Deklaration
val rec fac’ = facFun fac’

ist in Standard ML leider unzuléssig, da die rechte Seite einer rekursiven Wert-

deklaration eine Abstraktion sein muss. Dieses Problem kénnen wir durch das
Einfugen einer eigentlich unnétigen Abstraktion beheben:

val rec fac’ = fn x => facFun fac’ x
fac’ : int ->int

Uberzeugen Sie sich durch Experimente, dass fac” in der Tat dieselbe Funktion
berechnet wie fac.

Wir werden gleich zeigen, wie man einen Fixpunktoperator ¥ x deklariert, der zu
den Funktionalen rekursiver Prozeduren entsprechende Prozeduren liefert. Damit
werden wir in der Lage sein, eine Fakultatsprozedur ohne Rekursion zu deklarie-
ren:

val fac’’ = fix facFun
fac’’ : int -> int

Den Fixpunktoperator deklarieren wir wie folgt:
fun fix f x =f (fix f) x

val fix: (("a->'b) ->("a->"b)) ->("a->"h)
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5 Fixpunktoperatoren

\orerst sollten Sie noch nicht versuchen, die Deklaration des Fixpunktoperators
zu verstehen. Stattdessen sollten Sie sich mit dem Interpreter davon tberzeugen,
dass die obige Deklaration von fac” tatséchlich eine Fakultatsprozedur liefert.

Wir illustrieren die gerade gezeigte Transformation von rekursiven Prozedurde-
Klarationen an einem zweiten Beispiel:

fun potenz(x,n) = if n<l then 1 else x * potenz(x,n-1)
val potenz : int * int ->int
Zuerst deklarieren wir das zu dieser Deklaration gehdrige Funktional:

val potenzFun = fn potenz => fn (x,n) =>
if n<l then 1 else x * potenz(x,n-1)

val potenzFun : (int * int ->int) -> (int * int -> int)
Durch Anwendung des Fixpunktoperator auf das Funktional

val potenz’ = fix potenzFun

val potenz’ : int * int -> int
bekommen wir eine zu potenz &quivalente Prozedur potenz”.

Wahrscheinlich wird es Ihnen vorerst nicht gelingen, vollstandig zu verstehen,
warum die Prozedur Fix das richtige Ergebnis liefert. Das ist auch nicht not-
wendig. Es geniigt, wenn Sie verstehen, wie man in Standard ML rekursive Pro-
zedurdeklarationen mithilfe eines gegebenen Fixpunktoperators Fix auf nicht-
rekursive Deklarationen zurtickfiihren kann.

Gegeben zwei Typen t; und t,, verhélt sich das Triple
<t1 — 1o, (tl — tz) —> (t]_ —> tz), fiX)

so wie eine R-Struktur. Durch Experimente kdnnen Sie sich davon Uberzeigen,
dass fur jede Prozedur

f: (tl —> t2) —> (tl —> tz)
die zwei Prozeduren Fix f und f(Fix f) dieselbe Funktion berechnen. Die
Prozedur Fix verhalt sich also tatséchlich wie ein Fixpunktoperator.

Man kann auch polymorphe Prozeduren mit dem Fixpunktoperator fix dekla-
rieren. Allerdings muss man dabei eine redundante Abstraktion einfligen, um
ambige Deklarationertd zu vermeiden:

val foo' = fn x => (fix foofun) x

1 Ambige Deklarationen fiihren zur Fehlermeldung ,,value polymorphism®.
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5.3 Volistandige partielle Ordnungen

Wir zeigen jetzt, wie man mit mathematischen Mitteln R-Strukturen konstruiert.

Dazu benétigen wir das Konzept einer vollstandigen partiellen Ordnung, kurz
VPO genannt. Eine VPO ist ein Paar (X, <), das aus einer Menge X und einer
partiellen Ordnung < auf X besteht. Zusétzlich muss eine VPO die Eigenschaft
besitzen, dass jede aufsteigende Kette eine kleinste obere Schranke hat. Die ge-
naue Definition von partiellen Ordnungen und VPOs finden Sie in [Winskel, Ka-
pitel 5.4].

Das Standardbeispiel fir VPOs sind Potenzmengen mit der Inklusionsordnung.

Sei (X, <) eine VPO. Eine Kette ist eine unendliche Folge Xg, X1, X2, ... von
Elementen von X fir die gilt: Xg < X1 < X2 < ---. Die Kkleinste obere Schranke
einer Kette xg < X1 < X» < ... bezeichnen wir mit

L%
ieN

Eine Funktion f € X — X hei3t monoton genau dann, wenn fir alle x, y € X:
x<y= f(x) =< fy.

Proposition 5.3.1 Sei (X, <) eine VPO und f € X — X monoton. Dann gilt fir
jede Kette Xo < X3 < ... in X:

(1) fXg) < f(Xg) < ... isteine Kette in X.

@ f( =[]t

ieN ieN

Beweis Sei Xp < x; < ... eine Kette in X. Da f monoton ist, gilt (1). Aus
der Monotonie von f folgt auch, dass f(x,) < f(| | Xi) furalle n € N gilt.
Also ist (| ;. Xi) eine obere Schranke fiir die Kette f (xo) < f(x1) <.... Da
Ll T (i) die kleinste obere Schranke dieser Kette ist, folgt (2). O

Sei (X, <) eine VPO. Eine monotone Funktion f € X — X heift stetig genau
dann, wenn fir jede Kette xg < X1 < ... in X die Ungleichung

f(|x) <[] fow

ieN ieN

gilt. Die Menge aller stetigen Funktionen in X — X bezeichnen wir mit
[X — X].
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Proposition 5.3.2 Sei (X, <) eine VPO und f € X — X stetig. Dann gilt fur
jede Kette xg < x1 < ... in X:

f x=]_|fon
ieN ieN

Diese Eigenschaft bezeichnen wir als Distributivitat.

Proposition 5.3.3 Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge. Wenn X endlich ist,
gilt:

1. (X, <) eine VPO.
2. Jede Funktion X — X ist stetig.

Der Fixpunktsatz formuliert die wichtigste Eigenschaft von VPOs.

Satz 5.3.4 (Fixpunktsatz) Sei (X, <) eine VPO mit einem Kleinsten Element
L e X (sprich bottom). Weiter sei f € X — X eine stetige Funktion. Dann
hat f einen eindeutig bestimmten kleinsten Fixpunkt Xo. Zusétzlich gilt:

Loxo=|]f(
ieN
2. X ist das kleinste x mit f(x) < x.
Beweis Da f monoton ist, ist
L=fW <<= -
eine Kette. Die Steigkeit von f liefert

fxo = f( @=Lt =] =D =x
ieN ieN ieN+t ieN
Damit ist xg ein Fixpunkt von f. Die noch zu beweisende, zweite Behauptung
des Satzes impliziert, dass xo der kleinste Fixpunkt von f ist.

Um die zweite Behauptung zu zeigen, nehmen wir an, dass f(x) < x gilt. Wir
missen zeigen, dass Xo < x gilt. Da xq die kleinste obere Schranke der Kette
fO(L) < f1(L) < f?(L) < --- ist, genligt es zu zeigen, dass

vneN: f7(L) <x
gilt. Diese Behauptung zeigen wir durch vollstdndige Induktion.
Sein =0. Dann f% 1) =L <x.

Sein > 0. Nach Induktionsannahme gilt f"~1(1) < x. Also folgt mit der
Monotonie von f: f"(L) = f(f" (L)) < f(x) <x. O
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5.4 Fallstudie: Rekursive Definition von Mengen

Sei (X, <) eine VPO mit einem kleinsten Element _L. Dann heift die Funktion

fixe[X = X]—= X

fix f = |_| (L)

neN

der Fixpunktoperator der VPO.

Korollar 5.3.5 Sei (X, <) eine VPO mit einem kleinsten Element und sei fix der
Fixpunktoperator der VPO. Dann ist (X, [X — X], fix) eine R-Struktur.

Die mit VPOs konstruierbaren R-Strukturen eignen sich fur die Fixpunkt-
Behandlung fast aller in der Praxis vorkommenden rekursiven Definitionen. Wir
stutzen diese Behauptung durch zwei Fallstudien.

5.4 Fallstudie: Rekursive Definition von Mengen

Wir zeigen jetzt, wie man die rekursive Definition einer Menge so umformulieren
kann, dass die Menge mithilfe des Fixpunktoperators einer VPO definiert wird.

Wir betrachten Mengen, die mithilfe von Inferenzregeln definiert werden. Bisher
haben wir nicht genau erkldrt, was wir unter einer Inferenzregel verstehen wol-
len. Um dies zu tun, missten wir eine logische Sprache einfiihren, mit der die
Pramissen und Konklusionen von Inferenzregeln formuliert werden kdnnen. Das
ist nicht so einfach. Wir sind aber auch mit einfacheren Mittel in der Lage, mehr
uber die rekursive Definition von Mengen mit Inferenzregeln zu sagen.

Sei X eine Menge. Eine Grundregel fur X ist ein Paar (A, x), dass aus einer
endlichen Menge A € X und einem x € X besteht. Beachten Sie, dass die
Menge A endlich sein muss.

Stellen Sie sich nun eine Menge von Inferenzregeln vor, mit denen eine Teilmen-
ge I € X definiert werden soll. Dann kénnen wir uns jede Inferenzregel als
ein Schema vorstellen, dass eine Menge von Grundregeln definiert. Als Beispiel
wéhlen wir

xeP yeP z=x-y
3eP 5P zeP

Hier ist X = Z. Die erste und zweite Inferenzregel definieren je genau eine
Grundregel fiir Z, namlich

(»,3) und (@,5)
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5 Fixpunktoperatoren

Die dritte Inferenzregel definiert dagegen eine unendliche Menge von Grundre-
geln:

{<{va}’z>|X’yEZ/\ZZX'y}

Beachten Sie, dass einige dieser Grundregeln im Gegensatz zur Inferenzregel nur
eine Pramisse haben. Die Pramissen einer Inferenzregel teilen wir in echte Préa-
missen (zum Beispiel x € P) und Seitenbedingungen (zum Beispiel z = x - y) ein.
Nur die echten Pramissen einer Inferenzregel kénnen als Pramissen der Grundre-
geln auftauchen.

Wir kdnnen jetzt die rekursive Definition einer Menge mit Inferenzregeln in zwei
Schritten beschreiben. Im ersten Schritt leiten wir aus dem Kontext und den In-
ferenzregeln eine Grundmenge X und eine Menge R von Grundregeln fiir X ab.
Dazu braucht man mathematische Erfahrung, um die Inferenzregel richtig zu ver-
stehen. Der zweite Schritt legt zu R eine Menge 1g C X fest, die als die durch die
Inferenzregel definierte Menge zu verstehen ist. Den zweiten Schritt kénnen wir
vollstdndig formal beschreiben. Dabei werden wir die Menge | ohne Rekursion
mithilfe eines Fixpunktoperators definieren.

Sei R eine Menge von Grundregeln fir X. Dann definieren wir eine Funktion

R e P(X) = P(X)

R(A)={x |3B C A: (B,x) € R}
Die Menge R(A) enthalt offensichtlich genau die Objekte, die man durch einma-
liges Anwenden einer Regel in R aus den Elementen von A konstruieren kann.

Offensichtlich ist R bezlglich der Inklusionsordnung auf & (X) monoton. Also
haben wir

B C RMW) < R2W) C...

Machen Sie sich jetzt klar, dass R"(#) genau die Objekte enthalt, die man durch
hochstens n-mal iterierte Regelanwendung konstruieren kann.

Die Menge Ir kdnnen wir jetzt wie folgt definieren:
Ik € UR'®)
ieN
Offensichtlich enthélt 1r genau die Objekte, die man mit den Regeln aus R kon-
struieren kann.

Proposition 5.4.1 Sei R eine Menge von Grundregeln fir X. Dann ist R eine
stetige Funktion (X)) — £ (X) (bezlglich der VPO (£ (X), C)).
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5.5 Fallstudie: Rekursive Definition von Funktionen

Beweis  Wir wissen bereits, dass R monoton ist. Sei Ag € A; C ... eine Kette
P (X). Wir miissen die folgende Ungleichung zeigen:

RJA) < [ JRA)
ieN ieN
Sei x € R(J;oy A). Dann existiert eine Regel (B, x) € R mit B C UleN A
Da B endlich ist, gibtesein n, sodass B C A,. Also x € R(Ap) C Uien R(A).

Beachten Sie, dass der Beweis ausniitzt, dass jede Regel nur endlich viele Pramis-
sen hat. (]

Sei R eine Menge von Grundregeln fir X. Wir sagen, dass eine Menge A € X
unter R abgeschlossen ist genau dann, wenn R(A) € A. Abgeschlossenheit einer
Menge X unter einer Regelmenge R bedeutet, dass man mit den Regeln in R aus
den Objekten in X nur Objekte ableiten kann, die bereits in X sind.

Der Fixpunktsatz liefert uns jetzt die folgende Proposition.

Proposition 5.4.2 Sei R eine Menge von Grundregeln fur X. Sei fix der Fixpunk-
toperator der VPO (£ (X), C). Dann gilt:

1. lg = fix(R).
2. Ir = R(IR).

3. IR ist die kleinste Teilmenge von X, die unter R abgeschlossen ist.

5.5 Fallstudie: Rekursive Definition von Funktionen

Wir zeigen jetzt, wie man die rekursive Definition einer Funktion so umformulie-
ren kann, dass die Funktion mithilfe des Fixpunktoperators einer VPO definiert
wird.

Approximationen fur rekursive Prozeduren

Zuerst zeigen wir, dass wir rekursive Prozeduren mit nicht-rekursiven Prozeduren
beliebig gut approximieren kdnnen.

Als Beispiel betrachten wir wieder die Fakultatsprozedur:
fun fac x = if x<2 then 1 else x * fac (x-1)

fac : int ->int

Das Fac entsprechende Funktional deklarieren wir wie folgt:
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val facFun = fn fac => fn x => if x<2 then 1 else x * fac (x-1)
facFun : (int ->int) -> (int -> int)
Wir konstruieren jetzt eine Folge von nicht-rekursiven Prozeduren, die die rekursi-
ve Prozedur fac zunehmend besser approximieren. Jede Approximation ist eine

Prozedur int —> Int, die entweder dasselbe Ergebnis wie Fac liefert oder die
Ausnahme

exception Approx

wirft. Die nullte Approximation

fun facO (x:int):int = raise Approx
wirft flr alle Argumente die Ausnahme Approx. Die erste, zweite und dritte
Approximation deklarieren wir wie folgt:

val facl = facFun facO

val fac2 = facFun facl

val fac3 = facFun fac2

Die erste Approximation facl stimmt genau fur die Argumente mit fac tber-
ein, fur die fac mit der Rekursionstiefe null rechnet. Die zweite Approximation
fac2 stimmt genau fur die Argumente mit Fac Uberein, fiir die fac mit der Re-
kursionstiefe eins rechnet. Allgemein gilt, dass die n-te Approximation genau fur
die Argumente mit fac Ubereinstimmt, fir die fac mit der Rekursionstiefen — 1
rechnet. Die rekursive Prozedur fac kdnnen wir also als den ,,Grenzwert” der
Approximationen auffassen.

Die VPO X — Y

Wir Ubertragen jetzt die gerade vorgefiihrte Approximationsidee flir Prozeduren
auf Funktionen.

Seien X und Y Mengen und sei L. ¢ Y. Wir definieren:
v, ¥yul

Wir betrachten die Funktionen f € X — Y. Dabei soll das spezielle Ergebnis L
dem Werfen der Ausnahme Approx entsprechen. Fir die Funktionenin X — Y
definieren wir die folgende partielle Ordnung:

f<g & vxeX: f)=Lv f(x) =gX).

Intuitiv bedeutet f < g, dass die Funktion f die Funktion g approximiert. Die
Funktion A x € X . L approximiert jede Funktion X — Y. Die Funktionen
X — Y sind die maximalen Elemente der Approximationsordnung.
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5.5 Fallstudie: Rekursive Definition von Funktionen

Proposition 55.1 (X — Y, <) ist eine VPO mit dem Kkleinsten Element
AxeX.L. Wenn fg < f; < ... eine Kette in X — Y ist, dann ist die
Funktion f € X — Y| mit

f(X)d_ef y fallsdieN: fix)=yeY
|1 fallsvieN: fi(x)=1

die kleinste obere Schranke fiir die Kette.

Beweis  Offensichtlich ist < eine partielle Ordnung auf X — Y. Es ist auch
klar, dass A x € X . L das kleinste Element ist. Sei

fo< f1<...

eine Kette in X — Y. Die Definition der Ordnung erzwingt, dass sich die Glieder
der Kette nur dadurch unterscheiden, dass spatere Glieder fur ein x € X statt dem
bisherigen L einy € Y liefern durfen. Wenn ein Glied fur ein x € X bereits ein
y € Y liefert, miissen alle nachfolgenden Glieder fiir x genau dieses y liefern.
Damit ist die Definition der Funktion f zulé&ssig und es muss sich um die kleinste
obere Schranke handeln. O

Proposition 5.5.2 Fir jede Kette fo < f; <---in X — Y gilt:

vx € X 3n e N: (|_| f)(X) = fn(X)
ieN
Proposition 5.5.3 Fr jede Kette fo < f; <--- in X — Y gilt:
VxeXV¥neN: fh0)#L = ()= 00
ieN
Proposition 5.5.4 Sei F € (X — Y;) — (X — Y ) monoton. Dann ist F stetig

genau dann, wenn fir jede Kette fo < fy <--- in X — Y_ qgilt:

vx e X3neN: F( Moo =Ffm
ieN

Salopp kann man die Aussage der Proposition so formulieren: Ein monotones
Funktional F ist stetig genau dann, wenn fiir die Bestimmung von F ( f)(x) immer
nur endlich viele Werte f(y1), ..., f(yn) erforderlich sind, und F(f)(x) = L
gilt, falls einer dieser Werte gleich L ist.
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Ruckfuhrung von rekursiven Funktionsdefinitionen
Eine rekursive Definition
feX—=>Y,
fx)=a
einer Funktion f kénnen wir mathematisch einfacher als die nicht-rekursive De-
finition
FeX=Y)—> X—=Y))
F(fy=Axe X.a

des entsprechenden Funktionals auffassen. Die Definition von f betrachten wir
nur dann als zuldssig, wenn das Funktional F stetig ist (bezlglich der VPO
(X = Y., <)). Die Funktion f definieren wir dann

f €fixF = | |FexeXx. 1)
neN
als die kleinste obere Schranke der approximierenden Kette

FOx e X. 1) < Flaxe X.1l) < FPaxe X. 1) <

Aus unseren Vortberlegungen folgt, dass die kleinste obere Schranke dieser Kette
in der Tat die Funktion ist, die wir mit der rekursiven Ausgangsdefinition definie-
ren wollen.

Der Fixpunktsatz liefert uns zwei nutzliche Eigenschaften von f:
1. f = f(F).
2.geX—>Y,: Fgo<g = f <qg.

Ein Beispiel

Als Beispiel betrachten wir die folgende rekursive Definition der Fakultatsfunkti-
on:

faceZ — 7,
fac(x) = ifx <2thenl
else if fac(n — 1) = L then L else n-fac(x — 1)
Dieser Definition entspricht das Funktional
Face (Z —> 7)) — (Z — Z,)
Fac(fac) = AxeZ. ifx <2thenl
else if fac(n — 1) = L then L else n - fac(x — 1)
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5.5 Fallstudie: Rekursive Definition von Funktionen

Man sieht sofort, dass das Funktional Fac monoton ist. Auch die Stetigkeit ist fir
das gelibte Auge leicht zu sehen (mithilfe von Proposition 5.5.4). Damit ist die
Definition von fac zuldssig und kann wie folgt formuliert werden:

fac ¥ fix Fac = |_| Fac"(Ax € Z. 1)
neN

Man kann zeigen, dass fac(x) # L fur alle x € Z. Also gilt fac € Z — Z.

Divergenz und L
Betrachten Sie die Funktionsdefinition

f EZ-)ZJ_
f(x) = f(x)

Das entsprechende Funktional

FelZ—>7))— (Z— 7))
F(f) = AxeZ. f(x)

ist stetig und liefert die Funktion
f =fixF =AxeZ. L

die fur alle Argumente _L liefert. Als Prozedurdefinition betrachtet, definiert die
obige Definition eine Prozedur, die fur alle Argumente divergiert. Das Objekt L
entspricht also der Divergenz von Prozeduren.

Im einleitenden Beispiel dieses Abschnitts haben wir die Approximationen der
Fakultatsprozedur mithilfe der Ausnahme Approx realisiert. Alternativ haben
wir die Mdglichkeit, das Werfen der Ausnahme Approx durch eine divergieren-
de Berechnung zu ersetzen. Diese Alternative passt besser zu unserem mathe-
matischen Modell, da sie das Objekt _L in jedem Fall als Divergenz interpretiert.
Wir kdnnen diese Alternative realisieren, indem wir die nullte Approximation wie
folgt deklarieren:

fun facO (x:int):int = facO x

Partialitat und L

Wir kénnen die partiellen Funktionen in

X=Y
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durch die totalen Funktionen in
X — YL

darstellen. Eine partielle Funktion f € X — Y stellen wir dabei durch die totale
Funktion

ffe X — YJ_
f'(x) = if x € Dom f then f(x) else L

dar. Das bedeutet, dass
f'(x) =L

genau dann gilt, wenn f auf x undefiniert ist. Diese Zuordnung definiert eine
Bijektion von X — Y nach X — Y, fir die gilt:

vi,ge X=Y: fCg < f'<q¢g
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