Kapitel 2

Strukturele Rekursion und Induktion

Rekursion ist eine konstruktive Technik flr die Beschreibung unendlicher Mengen
(und damit insbesondere flr die Beschreibung unendliche Funktionen). Indukti-
on ist eine Technik fur das Beweisen von Eigenschaften von rekursiv definierten
Mengen. Es gibt verschiedene Auspragungen von Rekursion und Induktion. In
diesem Kapitel interessieren wir uns besonders fiir die einfachsten Varianten von
Rekursion und Induktion, die als strukturell bezeichnet werden.

Strukturelle Rekursion ist Ihnen bereits als grundlegende Programmiertechnik
vertraut. Als Beispiel betrachten wir zwei Deklarationen in Standard ML.:

datatype tree = L of int | Nof tree * int * tree

1
1+ sizet + sizet’

fun size (L )
| size (N(t,_,t"))

val size : tree -> int

Die Werte des Typs t r ee kann man als bindre Bdume auffassen, deren Knoten
mit ganzen Zahlen markiert sind. Die Prozedur si ze liefert die Anzahl der Kno-
ten eines bindren Baums. Beide Deklarationen erfolgen mithilfe von struktureller
Rekursion.

2.1 Rekursive Definition von Mengen

Damit wir nicht zu sehr ins Abstrakte abdriften, diskutieren wir strukturelle Re-
kursion an dem einfachst méglichen Beispiel: Wir definieren eine Menge N, die
isomorph zur Menge N der natiirlichen Zahlen ist[] Dabei stellen wir alle natiir-
lichen Zahlen durch reine Mengen dar. Aufbauend auf N werden wir spater mit

1 Die hier definierte Menge N wird in der Literatur oft als » bezeichnet.



2 Strukturelle Rekursion und Induktion

struktureller Rekursion Funktionen definieren, die der Addition und Multiplikati-
on von Zahlen entsprechen.

Wir stellen die natlirlichen Zahlen wie folgt durch reine Mengen dar:

0o ¥
1 ¥
2 {9

Fir N wéhlen wir die Menge, die genau aus den reinen Mengen besteht, die ge-
man dieser Vereinbarung natiirliche Zahlen darstellen.

Wir zeigen nun, wie wir die Menge N durch strukturelle Rekursion beschreiben
kénnen, ohne dabei auf die naturlichen Zahlen N zuriickzugreifen. Wir tun dies,
indem wir eine rekursive Konstruktionsvorschrift fur die Elemente von N ange-
ben:

1. Die leere Menge ist ein Element von N.
2. Wenn x ein Element von N ist, dann ist die Menge {x} ein Element von N.
3. N enthélt nur Elemente, die durch diese Regeln konstruiert werden kdnnen.

Diese Konstruktionsvorschrift kann man bersichtlich mit zwei Inferenzregeln
formulieren:

XxeN
#eN {x} eN

Mit der ersten Regel kann man die Darstellung der Zahl O konstruieren. Mit der
zweiten Regel kann man aus der Darstellung einer Zahl n die Darstellung der
Nachfolgezahl n + 1 konstruieren. Fur die Darstellung der Zahl 3 bendtigen wir 4
Konstruktionsschritte:

1. Y mit Regel 1
2. {#}  mit Regel 2
3. {{#}} mitRegel 2
4. {{{9}}} mit Regel 2

Die rekursive Definition von N ist so zu verstehen, dass N genau die Objekte
enthalt, die mithilfe der Inferenzregeln in endlich vielen Schritten konstruierbar
sind.

Man kann Konstruktionsvorschrift fir die Elemente von N auch mit einer rekur-
siven Gleichung beschreiben:

N = {fJU{{x}xeN}
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2.2 Rekursive Definition von Funktionen

Die rekursive Definition von N hat zwei wichtige Eigenschaften, die sie als struk-
turell rekursiv auszeichnen:

1. Jedes Objekt in N kann nur mit einer der definierenden Regeln konstruiert
werden. Zum Beispiel kann @ nur mit der ersten Regel und {#} nur mit der
zweiten Regel konstruiert werden.

2. Die rekursive Regel konstruiert aus einem Objekt x € N ein grdReres Ob-
jekt {x} € N, das x als echtes Teilobjekt enthalt.

Rekursive Konstruktortypdeklarationen in Standard ML kénnen als strukturell re-
kursive Definitionen von Mengen verstanden werden. Beispielsweise entspricht
die Deklaration

datatype nat = N| S of nat

der rekursiven Gleichung

N = {f}uf{x}IxeN}

2.2 Rekursive Definition von Funktionen

Wir wollen jetzt eine Funktion D € N — N definieren, die die Elemente von N
auf die durch sie dargestellten Zahlen abbildet. Das gelingt wie folgt:

DeN—>N
D@ =0
D({x}) =1+ D(x)

Diese Definition hat zwei wichtige Eigenschaften, die sie als strukturell rekursiv
auszeichnen:

1. Fur jede der definierenden Regeln von N gibt es eine entsprechende defi-
nierende Regel fur D. Das hat zur Folge, dass auf jedes Element von N
genau eine der Regeln fur D anwendbar ist.

2. Rekursive Anwendungen von D erfolgen nur auf echte Teilobjekte des Ar-
guments. (In der zweiten Regel fur D erfolgt die rekursive Anwendung fiir
ein Argument {x} auf das echte Teilobjekt x.)

Zusammen garantieren diese Eigenschaften, dass die Regeln eine totale Funkti-
on definieren. Wenn wir die obige Definition als Prozedurdeklaration auffassen,
bekommen wir eine Prozedur, die fir alle Eingabewerte regulér terminiert.
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Als Néchstes definieren wir mithilfe von struktureller Rekursion eine zweistellige
Funktion + € N x N — N, die der Addition von natlrlichen Zahlen entspricht:

+eNxN-—=N

h+y=y
X}+y={x+y}

Machen Sie sich klar, dass die zweite definierende Regel fiir D und + jeweils eine
Konstruktionsvorschrift festlegt, mit der Funktionswerte fiir gréRere Argumente
aus den Funktionswerten fiir kleinere Argumente erhalten werden. Im Falle der
zweistelligen Funktion + lauft die Rekursion (ber das erste Argument.

2.3 Strukturelle Induktion

Um zu beweisen, dass alle x € N eine gegebene Eigenschaft A erfullen, kénnen
wir wie folgt vorgehen:

1. Beweise, dass @ die Eigenschaft A erfiillt.
2. Beweise, dass fir jedes x € N, dass A erfillt, {x} die Eigenschaft A erflllt.

Die gerade formulierte Beweisregel bezeichnen wir als Induktionsregel fir N. Sie
kann ubersichtlich als Inferenzregel dargestellt werden:

AD) ¥x € N: A(x) = A({x})
v¥x € N: A(X)

Uberzeugen Sie sich davon, das die Pramissen

1 A®
(2) VxeN: AX) = A{x})

der Induktionsregel direkt aus den definierenden Regeln fiir N abgeleitet sind.

Machen Sie sich die Giltigkeit der gerade formulierten Induktionsregel fur N
Klar. Falls Ihnen das nicht auf Anhieb gelingt, hilft Ihnen vielleicht die folgende
Argumentation. Sei A eine Aussage, fur die die oben gezeigten Pramissen (1) und
(2) der Beweisregel erfullt sind. Wir tberlegen uns, warum aus den Pramissen die
Giiltigkeit der Aussage

AG{HZHD
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2.3 Strukturelle Induktion

folgt. Wegen Pramisse (1) gilt:
AW¥)
Daraus folgt mit Pramisse (2):
A{DD
Durch zwei weitere Anwendungen von Pramisse (2) erhalten wir wie gew{inscht:

AGHIID

Der Trick liegt also bei Pramisse (2), die fur beliebiges x € N sagt, dass A fiir {x}
gultig ist, wenn A fir x giltig ist.

Als Néachstes demonstrieren wir die Induktionsregel fur N an einem konkreten
Beispiel. Wir wollen zeigen, dass

vxeNVyeN: Dx+Yy)=D(X) + D(y)
gilt. Dazu verwenden wir die Aussage
AX) ¥ VyeN: DXx+vy)=DX) + D(y)

Die Induktionsregel sagen uns, dasss es genigt, die folgenden zwei Eigenschaf-
ten zu zeigen (es handelt sich dabei um die mit dem konkreten A instantiierten
Pramissen der Induktionsregel):

(1) VyeN:DW@+y) =D + D(y)
(2) VxeN:(¥yeN:DXx+Yy)=D(x)+ D(y))
= (Vy e N: D({x} +y) = D({x}) + D(y))
Es ist nicht schwer diese beiden Eigenschaften zu beweisen.

Damit der Schreibaufwand klein und die Ubersicht gewahrt bleibt, schreibt man
Induktionsbeweise nach einem bestimmten Schema auf, das wir mit dem folgen
Beweis demonstrieren.

Proposition 2.3.1 Yx e NVy e N: DX +Yy) = D(x) + D(y).

Beweis  Durch strukturelle Induktion tber x € N.

Sei x = @. Dann:
Dx+y)=D@W+Yy)
= D(y) Definition von +
=0+ D(y)
= D) + D(y) Definition von D
= D) + D(y)
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2 Strukturelle Rekursion und Induktion

Sei x = {x’}. Dann:

D(x+y)=D({X}+Y)

=D{x +vVy) Definition von +
=14+DX +Y) Definition von D
=1+ DX+ D(y) Induktionsannahme
= D({x}) + D(y) Definition von D
= D(x) + D(y) 0

Fir jede durch strukturelle Rekursion definierte Menge gibt es eine aus der De-
finition der Menge ableitbare Induktionsregel. Beispielsweise bekommen wir fiir
die Definition

M= {0} UMxM)U(MxMx M)

eine Induktionsregel mit drei Pramissen:

A
X,y € M: A(X) A A(Y) = A((X,Y))
vX,y,ze M: AX) AAWY) AA@RZ) = AUX, Y, Z)

¥x e M: AX)

2.4 \Wohlfundierte Induktion

Rekursion und Induktion treten in vielen Varianten auf. Die gemeinsame Essenz
dieser Varianten l&sst sich mit dem Begriff der wohlfundierten Relation formulie-
ren.

Sei X eine Menge. Eine binére Relation > € X x X heit wohlfundiert, wenn es
keine unendliche Folge X1, X2, X3, ... von Elementen von X gibt mit Xx; > X, >
Xz > -+ . Ein Paar (X, >) aus einer Menge X und einer wohlfundierten Relation
> auf X bezeichnet man als wohlfundierte Menge.

Sei (X, =) eine wohlfundierte Menge. Mit der Notation x > y verbinden wir
die bildhafte Vorstellung, dass x in einem gewissen Sinne grofer ist als y.
Wohlfundiertheit bedeutet dann, dass es keine unendlichen absteigenden Ketten
X1 > X2 > Xz > --- gibt. Das Konzept von Wohlfundiertheit ist uns bereits
im Zusammenhang mit dem strukturellen Aufbau von mathematischen Objekten
begegnet.
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2.4 Wohlfundierte Induktion

Als Beispiel betrachten wir die Menge N. Offensichtlich ist

x>y<d:ef>x={y}/\xeN

eine wohlfundierte Relation auf N. Die reflexive und transitive Hiille von > ent-
spricht tbrigens der kanonischen Ordnung der nattrliche Zahlen.

Sei (X, >) eine wohlfundierte Menge und M C X. Ein x € M heif3t minimales
Element von M, wenn es keiny € M gibt mit x > y.

Proposition 2.4.1 Sei (X, =) eine wohlfundierte Menge. Dann hat jede nichtleere
Teilmenge von M mindestens ein minimales Element.

Beweis  Durch Widerspruch. Sei M eine nichtleere Teilmenge von X, die kein
minimales Element hat. Dann existiert zu jedem x € M einy € M sodass x > Y.
Da M nach Annahme mindestens ein Element hat, kénnen wir unendliche abstei-
gende Kette konstruieren. Widerspruch. O

Sei (X, >) eine wohlfundierte Menge und A(x) eine Aussage fir x € X. Dann
wird die Inferenzregel

¥VXeX: VyeX: x>=y=AY) = AX)
Vx € X: AX)

als wohlfundierte Induktion fur X, > und A bezeichnet. Die folgende Proposition
formuliert die Korrektheit dieser Inferenzregel.

Proposition 2.4.2 (Wohlfundierte Induktion) Sei (X, >=) eine wohlfundierte
Menge und A(x) eine Aussage fiir x € X. AuBerdem gelte:

Vxe X: VYyeX:x>=y=AY) = AX)

Dann gilt: Vx € X: A(X).

Beweis  Durch Widerspruch. Sei M die Teilmenge von X, die alle Elemente
enthalt, fir die A nicht gilt. Wir nehmen an, dass M nichtleer ist. Dann kdnnen wir
ein minimales Element xo von M wéhlen (Proposition[2.4.1). Da M alle Elemente
von X enthélt, fir die A nicht gilt, folgt

Vy e X: Xo >y = A®Y)

Also folgt A(xo) mit der letzten Annahme der Proposition. Widerspruch. O
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Ubungen

Aufgabe 2.1 (Strukturelle Induktion fiir N) Seien die Menge N und die Funk-
tion + wie besprochen definiert:

NE @ u(x}|xeN)

+eNxN-—=>N
d+y=y
XY+y={x+y)

1. Definieren Sie eine Multiplikationsfunktion- € N x N — N.
2. Beweisen Sie: Vx,y,ze N: (X+Yy)+z2 =X+ (y+2).
3. Beweisen Sie: VX e N: x4+ @ = x.
4. Beweisen Sie:VX,y e N: X+y =Yy +X.
Aufgabe 2.2 (Strukturelle Induktion fir Listen) Sei X eine Menge. Wir de-

finieren die Menge £(X) der Listen Uber X durch die folgende rekursive Glei-
chung:

LX) E {0} U (X x LX)

Wir fuhren zwei an Standard ML angelehnte Notationen ein. Fir die leere Liste ()
schreiben wir nil, und fir eine nichtleere Liste (x, xr) schreiben wir x :: xr (lies x
cons xr). Gegeben eine nichtleere Liste x ::xr, bezeichnet wir x als den Kopf und
xr als den Rumpf der Liste.

1. Definieren Sie die Menge .£(X) mithilfe von Inferenzregeln.

2. Geben Sie die Induktionsregel fur L£(X) an.

Fir den zweiten Teil der Aufgabe definieren wir drei Funktionen durch struktu-
relle Rekursion:
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| ] e LX) > N Lénge
[nil| =0
[X ::Xr| = 1 4 |Xr|

@ € L(X) x L(X) = L(X) Konkatenation
nil@ys =ys
(X :XN@YS = X :: (Xr@ys)
rev e L(X) — L(X) Reversion
rev(nil) = nil

rev(x ::Xr) = rev(xr)@[x]

Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

o o &~ w bdh P

VXS, Ys,28 € L(X): (Xs@YS)@zS = Xs@ (Yys@zs)
Vxs € L(X): xs@nil = xs

VXS, ys € L(X): |xs@ys| = |xs| + |ys]

VXxs € L(X): |rev(xs)| = |xs|

VXS, ys € L(X): rev(xs@ys) = rev(ys)@rev(xs)

Vxs € L(X): rev(rev(xs)) = Xs

Aufgabe 2.3 (Rekursion und Induktion fir Baume) Sei die Menge T wie
folgt rekursiv definiert:

TEZUTxT)

1.
2.
3.

Beschreiben Sie die Menge T mit zwei Inferenzregeln.
Geben Sie die Induktionsregel fir T an.

Wir stellen uns die Elemente von T als bindre B&ume vor, deren Blatter mit
ganzen Zahlen markiert sind. Definieren Sie eine Funktion

seT - N

die zu einem Baum die Anzahl seiner Knoten liefert.
Deklarieren Sie einen Typ t r ee, der der Menge T entspricht.

Deklarieren Sie eine Prozedur si ze, die der Funktion s entspricht.
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