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Aufgabe 6.1: Natirliche Induktion (9 =2 + 5+ 2)
(@)

VvheZ: n>1=n>=n-1

(b) Beweis Durch natirliche Induktion Gber n € N. Wir unterscheiden zwei Falle.

Sai n = 0. Dann
fm=f0O) =1 Definition von f
= (n41)?
Sein > 0. Dann
fm=fn-1)+2n+1 Definition von f
=((n=1)+1?°+2n+1 Induktionsannahme flirn — 1
=n’4+2n+1
= (n+41)?
(©

Grundmenge : N
Aussagemenge : {ne N | f(n)=(n+ 1)2}
Aufgabe 6.2: Natirliche Induktion (10 =3+2+5)
(a)
feZ— N
f(n=ifn<1thenlelse f(n—1)+2n-1
(b)

vheZ: n>1=n>=n-1

(c) Beweis Durch natiirliche Induktion tber n € N*. Wir unterscheiden zwei Félle.
Sei n = 1. Dann
fm=f1) =1 Definition von f

=n2



S n > 1. Dann

fm=fn-1)+2n-1 Definition von f
=mn-1%2+2n-1 Induktionsannahme firn — 1
=n’-2n+1+2n-1
= n2

Aufgabe 6.3: Natirliche Induktion (10 =3 + 2 +5)
(@)

feZ—->N
f(n) =ifn <1thenOelse f(n—1)+n?

(b)

VvheZ: n>1=n>=n-1

(c) Beweis Durch natiirliche Induktion dber n € N. Wir unterscheiden zwei Félle.

S n = 0. Dann

fn)=f0)=0 Definition von f
n

= 6(2n2+3n +1)

Sein > 0. Dann
f(n=f(n—1)+n? Definition von f

-1
= nT(Z(n —1)%243(n—=1)+1) +n? Induktionsannahme fiirn — 1

n_
6

_(n—1)(2n* —n) 4 6n?
N 6
_2n®+3n?4n
N 6

n ., .2
=g(2n +3n+1)

1
(2n®> = n) +n?

Aufgabe 6.4: Natirliche Induktion (12=34+2+5+2)
(a)

feRxN—-=R
f(g,n)=ifn<1thenlelse f(q,n—-1)+q"



(b)
VgeRVNeN: n>1=(q,n) > (q,n—1)

. . . . . . 11— n+1 e
(c) Beweis Seig € Rmitqg # 1. Wir zeigen Vn € N : f(gq,n) = 1‘jq durch natirliche

Induktion Uber n € N. Wir unterscheiden zwei Félle.

Sein = 0. Dann
f(@,n="f(@0=1 Definition von f
_ qo _ 1— qn+1
1-q
Sein > 0. Dann
f(g.n)=f@n-1)+q" Definition von f
1 — gD+l
= 1 g +q" Induktionsannahme fiir n — 1
_1-9"+d-oq"
= =g
1_qn+qn_qn+1
1— qn+1
O
(d)
Grundmenge : N
1— qn+1
Aussagemenge : {ne N | f(q,n) = T q }

Aufgabe 6.5: Strukturelle Induktion fur Listen (29 =5 + 4 % 6)
(a) Beweis Durch strukturelle Induktion uber xs € £(X). Wir unterscheiden zwei Falle.
Sai xs = nil. Dann xs@nil = nil = xsmit der Definition von @.

Sai xs = x::xr. Dann

Xzxr)@nil = x:: (xr@nil) Definition von @
= XuXI Induktionsannahme fiir xr
= XS



(b) Beweis Durch strukturelle Induktion lber xs € L£(X). Sei ys € L(X). Wir unterscheiden zwei

Félle.
e xs = nil. Dann

Ixs@ys| = lys|
= [xs| + |ys|

Sa xs = x::xr. Dann

Ixs@ys| = [x:: (xr @ys)|
=1+ |xr@ys|
=14 X[ +lys|
= [xs| + |ys|

(c) Beweis Durch strukturelle Induktion Uber xs € £(X). Wir unterscheiden zwei Falle.

Definition von @
Definition von |_|

Definition von @
Definition von |_|

Induktionsannahme fir xr

Definition von |_|

Sa xs = nil. Dann |rev(nil)| = |nil| = |xs| mit der Definition von @.

e xs = x::xr. Dann

[rev(xs)| = |rev(xr)@[x]]
= [rev(xr)| + |[X]]|

= |xs]

Definition von rev

Teil (b)
= |xr| +1 Induktionsannahme fir xr und Definition von |_|
Definition von |_|

g

(d) Beweis Durch strukturelle Induktion lber xs € L£(X). Sei ys € L(X). Wir unterscheiden zwei

Félle.

Sai xs = nil. Dann

rev(xs@ys) = rev(ys)
= rev(ys)@nil
= rev(ys) @rev(xs)

Sai xs = x::xr. Dann

rev(xs@ys) = rev(x:: (xr@ys))
= rev(xr@ys)@[x]
= (rev(ys)@rev(xr))@[x]
= rev(ys) @ (rev(xr)@[x])
= rev(ys) @rev(xs)

Definition von @
Teil (a)
Definition von rev

Definition von @
Definition von rev
Induktionsannahme fir xr
()

Definition von rev



(e) Beweis Durch strukturelle Induktion Uber xs € £(X). Wir unterscheiden zwei Falle.
Sa xs = nil. Dann rev(rev(xs)) = rev(nil) = nil = xs. mit der Definition von rev

Sa xs = x::xr. Dann

rev(rev(xs)) = rev(rev(xr)@[x]) Definition von rev
= rev([X]) @rev(rev(xr)) Teil (d)
= [X]@xr Definition von rev und Induktionsannahme fiir xr
= XS Definition von @
O

Aufgabe 6.6: Strukturelle Induktion flr Listen (12 =342+ 5+ 2)

(a)
fel(X)yXxZ— 7
f(nil,nN) =n
f(xaxr,n)=fxxr,n+1)
(b)

V(Xuxr):VneZ: (X:xr,n) = (xr,n+1)

(c) Beweis Durch strukturelle Induktion tber xs € L£(X). Sei n € Z. Wir unterscheiden zwei
Falle.

A xs = nil. Dann

f(xs,n)=n Definition von f
= |Xg +n Definition von |_|

Sai xs = x::xr. Dann

f(xs,n) =f(xr,n+1) Definition von f
=X|+n+1 Induktionsannahme fir xr
= |Xs| +n Definition von |_|

(d)

Grundmenge : L£(X)
Aussagemenge : { Xxs€ L(X) |[Vne Z: f(xs,n) = |xs|+n}

Aufgabe 6.7: Strukturelle Rekursion fir Baume (18 = 3 * 6)



(@)

(b)

(©

Beweis  Durch strukturelle Induktion lber t € 7 (X), wobei t ein Binarbaum ist. Wir unter-
scheiden zwei Falle.

Sei t = (x, nil). Dann b(t) = 1 < 29® durch Nachrechnen mit den Definitionen von b und d.

Sai t = (X, [ty, t2]). Dann sind t; und t, Bindrbdume und es gilt

b(t) = b(ty) + b(t2) Definition von b
< 20 4 2dt) Induktionsannahmen fiir t; und t,
<2x omax(d(ty),d(t2))
= 2medt.d)+l Definition von d
— 2d®

O

Beweis  Durch strukturelle Induktion Gber t € 7 (x), wobei t ein balancierter terndrer Baum
ist. Wir unterscheiden zwei Félle.

Sei t = (x, nil). Dann b(t) = 1 = 3% = 39® durch Nachrechnen mit den Definitionen von b und
d.

Sait = (X, [ty, tp, t3]). Dann sind ty, t, und t3 balancierte terndre Baume und es gilt

b(t) = b(t1) + b(tz) + b(ts) Definition von b
= 34t 4 3d(t2) 4 3d(t) Induktionsannahmen fir ty, t, ts
— 39®-1 4 3d®-1 4 3d®-1 ¢ hajanciert, also d(t;) = d(ty) = d(tz) = d(t) — 1
— 3d®
O

Beweis  Durch strukturelle Induktion Gber t € 7 (X), wobei t ein balancierter terndrer Baum
ist. Wir unterscheiden zwei Félle.

Sei t = (x, nil). Dann s(t) = 1 = 2(39®+! — 1) durch Nachrechnen mit den Definitionen von s
und d.

Sait = (X, [ty, tp, t3]). Dann sind ty, t; und t3 balancierte terndre Baume und es gilt
S(t) = 1+ s(t1) + s(tz) + s(ts) Definition von s

1 .
=1+ §(3d“1)+l — 14 39®@+1 _ 1 4 39+ _ 1) Induktionsannahmen fir t, t, t3
1 .
-1+ 5(3 L300 _ 3y t balanciert

1
— §(3d(t)+l _ 1)



