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Automaten beshtehen unter anderem aus einer Menge von Uberginge, die
von einem Zustand ¢ zu einem anderen Zustand ¢’ fithren. Wenn man je-
den Ubergang als ein Prozess betrachtet, kann man jeden Automat als ein
sequenzieller Prozess (Prozesse, die nacheinander laufen) beschreiben. In die-
sem Artikel sprechen wir iiber nicht deterministische sequentielle Prozesse.
Zusétzlic wollen wir wiessen, wann zwei solche Prozesse dquivalent sind, an-
ders gesagt, wann zwei sequenzielle Prozesse sich gleich verhalten. Um diese
Sachverhalten testen zu kénnen, definieren wir eine Form des Aquivalentzre-
lation, die wir Bisimulation nennen werden.

1 Labelled transition systems

Sequentielle Prozesse konnen durch beschriftetes Transitionssystem (LTS
Labelled Transition System) beschrieben werden. Um dieses zu definieren
brauchen wir erst ein paar Notationen. Als Erste definieren wir eine un-
endliche Menge N von Namen, deren Elemnte wir inder Regel mit kleinen
Buchstaben bezeichnen; in Beispiele werden wir aber hilfreiche Namen wie
z.B. tea’ oder 2p‘ benutzen. Mit N = {@|a € N'} bezeichnen wir die Menge
von co-Namen, wie z.B. fea. Wir nehmen an, dass A" und N disjunkte Men-
gen sind, und ihre Vereinigung (N U N') bezeichen wir mit £ als die Menge
von Labels. Vorldufig setzen wir Act die Menge von Actionen gleich wie £
und ihre Element bezeichen wir mit «, 3, ... .

Definition 1.1 (Labelled Transition System) Ein LTS iiber der Menge
Act ist ein Tupel (Q,7) wobei

e O ist eine Menge der Zustdnden und

o 7 C (QxActxQ)ist eine tenére Relation, die als Transitionsrelation
bezeichnet wird.

Sei (¢,a,q') € T, so schreiben wir ¢ = ¢/, wobei ¢ die Quelle und ¢ das Ziel
ist. Sei ¢ 25 ¢ ... 2% @,,, dann ist ¢, die Ableitung von g.

Ein LTS kann also als ein Automat ohne Start- und Endzustidnde betrachtet
werden. Wir diirfen davon ausgehen, dass wir jeder Zustand als Startzustand



wéhlen konnen. Alle Automaten, die wir in dieser Weise erhalten, sind auf
dem selben LTS basiert.

Beispiel 1.2 Wir btrachten folgende Getrdankeautomat und definieren wir
eine LTS das unseren Automat enthélt.

Q = {po,p1,p2} und N
T= {<p07 2pap1)7(p17 teaapO)a (pb 2pap2)7(p27 Coff€€7p0)} u

2 Starke Simulation

Wann sollen zwei Zusténde in einem LTS als dquivalent betrachtet werden?

Beispiel 2.1




Seien A und B zwei Getrankeautomaten. Wie es deutlich zu sehen ist, ist
A miéchtiger als B (obwohl die beide die gleiche Sprache akzeptieren), denn
bei B ist nach dem Ubergang von a festgelegt, dass entweder nur b oder ¢ ak-
zeptiert wird; dagegen ist bei A sowohl b als auch c¢ als Ubergang moglich.l
Um diesen Sachverhalten ndher beschreiben zu kénnen, wird folgende Defi-
nition eingefiihrt:

Definition 2.2 (Starke Simulation) Sei(Q,7) ein LTS und sei S eine
binére Relation iiber Q. Dann wird S eine starke Simulation iiber (Q,7)
genannt, wenn fiir alle pSq gilt:

wenn p = p' dann existiert ein ¢’ € Q, so dass ¢ = ¢ und p'Sq’

Wir sagen, dass g p stark simuliert, wenn es eine starke Simulation S gibt,
so dass pSq.

Bemerkung: Wir definieren die Simulation iiber die Zustdnde von einem

einzigen LTS nicht zwischen den Zustédnden von zwei LT Sen. Oft ist es der
Fall, dass ein LTS zwei oder mehrere Automaten enthélt wie in Beispiel 2.1

Beispiel 2.3 Fortsetzung des Beispiels 2.1:

A
0 )0

Man zeigt, dass po qo stark simuliert, indem man S wie folgendes definiert
S = {(%7]90)7 (q17p1)7 (%7]71)7 ((127172)7 (Q37 P3)7 }

Wie es deutlich zu sehen ist, gibt es fiir jedes Paar (¢,p)€ S und die Tran-
sition ¢ = ¢’ eine zugehorige Transition p = p'. |

Ubung 2.4 Zeigen Sie bei dem Beispiel 2.3, dass es keine starke Simula-
tion gibt, die das Paar (p;, q;) enthilt.
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Sei R eine starke Simulation mit p;Rq;. Da p; = ps muss es ein ¢; geben mit
q1 = ¢; und p3Rq;, aber es ist iiberhaupt keine c-Ubergang von ¢; moglich
und damit gibt es auch keine starke Simulation R mit p;Rq;. [

Wir haben ein Kriterium gefunden, um zwischen unseren beiden Automaten
in Beispiel 2.1 zu unterscheiden. Wir sollen jetzt Simulation in eine Aquiva—
lenzrelation verfeinern, in der unsere zwei Getrankeautomaten nicht dquiva-
lent sind.

3 Starke Bisimulation

Definition 3.1 (Starke Bisimulation, starke Aquivalent) Sei (Q,7)
ein LTS, und sei S eine bindre Relation iiber Q. Dann wird S eine starke Bi-
simulation (starke Aquivalent) iiber (Q,7) genannt, wenn S und S~! starke
Simulationen sind.

Zwei Zustdnde p und ¢ sind stark bisimular, wenn es eine starke Bisimu-
lation S gibt mit pSq.
Schreibweise: p ~ ¢; p und ¢ sind dquivalent.

Beispiel 3.2
Wir betrachten folgendes LTS, das aus zwei Automaten besteht

Zu zeigen ist: py ~ qo
Um das zu zeigen definiert man S wie folgt:

S = {(po, ), (po, 2); (1, @1), (P2, 1) }
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und dann zeigt man, dass S eine Bisimulation ist, da pySqq folgt die Behaup-
tung. |

Es ist oft sinnvoll eine Bisimulation graphisch darzustellen. So kénnen wir S
aus Beispiel 3.2 wie folgt darstellen:

Ubung 3.3 Zeigen Sie in Beispiel 3.2, dass S eine starke Bisimulation ist.

Zu erst sollen wir zeigen, dass S eine starke Simulation ist, indem wir fiir
jedes Paar (p;,q;) € S testen, ob die Simulationsbedingung erfiilt ist. Fiir
(po, qo) gilt es; po = py und gy — ¢ mit (p1,q1) € S. Analog zeigt man fiir
restliche Paare, dass es sich um eine Simulation handelt. Nun miissen wir

zeigen, dass S™! = {(qo, po), (¢2,20), (¢1, 1), (q1,p2)} auch eine Bisimulation
ist . Man geht genau so wie im erstem Teil vor und zeigt fiir jedes Paar,
dass die Simulationbedingug erfiihlt ist. Da S und S™! beide stak Simula-
tionen sind folgt, dass S eine starke Bisimulation ist. [

Proposition 3.4

e (1) ~ ist eine Aquivalenzrelation d.h.

— p ~ p (reflexiv)
— wenn p ~ ¢ dann ¢ ~ p (symmetrisch)

— wenn p ~ g und ¢ ~ r dann p ~ r (transitiv)
e (2) ~ ist selbst eine starke Bisimulation.

Beweis



e (1) Fiir Reflexivitét geniigt es zu zeigen, dass die Identitétsrelation
(1dQ = {(p,p) |p € Q}) tiber Q eine Bisimulation ist. Das ist trivial.
Um Symmetrie zu zeigen, muss man zeigen, wenn S eine Bisimulation
ist, dann ist auch S~! eine Bisimulation. Das folgt aus der Definition
der Bisimulation. Fiir Transitivitdt muss man zeigen, wenn S; und S,
Bisimulationen sind, so ist ihre Komposition

S ={(p,7)|3q. pSiq und qSor}

auch eine Bisimulation. Es geniigt zu zeigen, dass .S eine Simulation ist
(S~ folgt Analog). Sei (p,r) € S und p = p'. Da es ein ¢ mit pS;q und
qS,7 existiert, gibt es ein ¢’ mit ¢ = ¢’ und p'S1¢’, und auch ein ' mit
r % ' und ¢/ Syr’. Daraus folgt (p/,r') € S.

e (2) Sei p ~ ¢. Dann gibt es eine starke Simulation mit pSq und, wenn
p =/, gibt es ein ¢ mit ¢ = ¢’ daraus folgt p’Sq¢’ und damit p’ ~ ¢'.
Wir haben gezeigt, dass ~ eine Simulation ist, da ~ symmetrisch ist
folgt analog, dass ihre Inverse auch eine Simulation ist. U

Bemerkung: p ~ ¢ heisst nicht ,,p simuliert starke q und q simuliert stark
p LL.

Ubung 3.5 Betrachten Sie folgende Prozesse

go
@] OO
NO=

Zeigen Sie, dass pg simuliert stark go und umgekehrt; aber: py = qq

Seien 513:{(%7p0)7(QI7p1)7(QQap2)} und 52::{ (p(b QO)7(p17 QI)v(p/h q1>7(p27 Q2>}
Es ist einfach zu zeigen, dass S; und Sy starke Simulationen sind (aber keine

Bisimulation); daraus folg die erste Behauptung. Wir nehmen an: pySqq fiir
eine starke Simulation S. Da py = p/, muss es ein ¢; geben niamlich ¢, mit

g — ¢ und p,Sqi. So gilt ¢1.S7'p); aber fiir die Transition ¢, 2, g2 gibt es
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keine passende Transition von p). Daraus folgt S ist keine starke Simula-
tion.

4 Sequentielle Prozessausdriicke

Prozessausdriicke tragen Informationen iiber das Verhalten und die Struktur
eines Systems. Im Falle eines sequentiellen Prozessausdruckes beschreibt der
Prozessausdruck genau die Transitionen eines Automaten. Um die sequen-
tielle Prozessausdriicke zu definieren, fithren wir folgende Basisnotationen
ein; Id ist eine unendliche Menge von Prozessbezeichnern, deren Elemente
wir mit Grufbuchstaben wie z.B. A, B, ... bezeichnen. Es ist aber sinnvoll in
Beispiele hilfreiche Namen wie ,Getrinkeautomat‘oder ,Buffer‘zu benutzen.
Wir betrachten Prozesse die durch Parametern beschrieben werden kénnen;
z.B. wir schreiben A(a, b, ¢) um auszudriicken, dass der Prozess A durch die
Parametern a, b, ¢ beschrieben wird. Mit a@ zeigen wir eine Folge aq, ..., a,, von
Namen. Wenn @ und b Folgen der Namen, die Lingen n und P ein Prozess-
ausdruck sind, dann ist {@/ E}P das Resultat des Ersetzens von a; durch b;
in P (1 <i <mn). Die Menge der Namen, die in einem Prozessausdriick P
vorkommen, bezeichnen wir mit fn(P) (‘fn ,steht fir frei Namen, spéter
werden wir unsere Prozessausdriicke so erweitern, dass die auch gebundene
d.h. nicht frei Namen bekommen, und dann enthélt fn(P) nur frei Namen,
die in P vorkommen).

Definition 4.1 (Sequentiellen Prozessausdriicken) Die Menge P*“? von
sequentiellen Prozessausdriicken wird durch folgenden Syntax definiert:

P = Alay, ..., an)] Z o;. P,
el

Wobei [ eine endliche Indexmenge ist.



Beispiel 4.2 Wir betrachten nochmal unseren Getrdnkeautomat.

Den kénnen wir wie folgt als eine Prozessausdriick zusammenfassen:
Aktionen : 2p, tea, cof fee
Prozess : B;

By =qef 2p.(tea.By + 2p.cof fee.By)
[ |

Wir nennen die leere Summe (3, P;) Null und gehen davon aus, dass jeder
Prozessbezeichner A durch folgende Gleichung definiert werden kann

A(Ei) =def PA

Wobei Py ist eine Summe und @ = ay, ..., a, enthilt fn(Ps). Nun A(b) hat
die gleiche Bedeutung wie {b/d} P4, wenn b und a die gleiche Linge haben.
Diese Absicht erfassen wir durch folgende Definition:

Definition 4.3 (Strukturelle Kongruenz) Zwei sequentielle Prozesse P
und @ sind strukturell kongruent (P = @) , wenn wir den einen in den an-
deren umwandeln kénnen, indem wir die Auftreten von A(b) durch {b/@} P4
oder umgekehrt ersetzen, wenn A(@) =45 Pa

Beispiel 4.4 Seien

Ao(a,b, c) =ger a.Ar{a, b, c)
Ai(a,b, ¢) =gep b-Agla, b, c) + a.Ay(a, b, c)
As(a,b, c) =gep €. Aola, b, c)
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Wir zeigen: ~
a.Ay(a,b,c) = a.(b.Ao{a, b, c) + a.As(a, b, c))

Es geniigt, dass man A;(a, b, ¢) durch b.Ag{a,b,c) +a.Ay(a,b,c) ersetzt. W
Hier lésst sich ein LTS definieren welches sequentielle Prozesse beinhaltet.

Definition 4.5 (LTS von sequentiellen Prozessen) Ein LTS von se-
quentiellen Prozessen iiber einer Menge Act ist durch die Menge P*“¢ von

Zusténden definiert und hat folgende Transitionen:

wenn P = Zai.Pi, dann gibt es fir alle j € I, P <5 P;.

el

Im folgenden Abschnitt geben wir paar Beispiele von sequentiellen Prozessen.

5 Beispiele

Beispiel 5.1 (Boolscher Buffer)

. in, . out
in . out;

Buf f®

Wir wollen nun einen boolschen Puffer konstruieren, welcher in der Lage ist

die Sequenz s € {0,1,00,01, 10, 11} zu speichern und in der gleichen Reihen-

folge auszugeben. Als Parameter bekommt er die Namen in;, out; (i € {0,1}).

Dazu benétigt man sieben Prozessidentifiers: Buf (), Buff0(2), Buff1(2), Buffég), cey
die durch folgende Prozessausdriicke festgelegt sind:
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Buff® =def Z ini.Buffi(Q) (nur Finlesen maglich)
1€{0,1}
Buffl@) =gy out;. Buff® + Z m]Buff](f) (Einlesen oder Ausgeben)
j€{0,1}
Buffi(f) =ger out; (nur Ausgeben maglic).
Spéater werden wir sehen, wie die Puffer kombiniert werden kénnen, um Puf-

fer von der groferen KapazitAt zu bilden, und wie Buff® in einfachere
Prozesse zerlegt werden kann. [ |

Ubung 5.2 (a) Schreiben Sie eine analoge Definition eines Buf fer® von
Kapazitit drei. (b) Andern Sie die definierenden Gleichungen des Buf fer(®,

um zu erlauben, dass die gespeicherten Werte in jedem moglichem Auftrag
ausgegeben werden. (c) Zeichnen Sie das Ubergangsdiagramm von Buf fer(?).

(a)

Buf f® =4; > ing.Buf [’

1€{0,1}
Buffj(B) =def Outj.Buff(3) + Z mi-BUffl-(f)
1€{0,1}
Buf f;z) =ges outp.Buf i + > ini.Buf fz.g?’;g
i€{0,1}

Buffi(f,g =def outk.Buffi(j’)
(b) Nur die Definition von Buf fi(jQ) muss geidndert werden:
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(c)

Beispiel 5.3 Scheduler Nehmen Sie an, dass wir eiene Folge von Agenten
Py, ..., P, haben. Jeder Agent mochte eine Aufgabe wiederholt durchfiihren,
und ein Scheduler wird angefordert, um sicherzugehen, dass sie die Aufgabe
im zyklischen Auftrag anfangen und mit P; anfangen. Die unterschiedlichen
Aufgabe-Durchfithrungen kénnen mit in der Zeit sich decken - z.B. P, kann
anfangen bevor P; fertig ist - aber der Scheduler muss sichergehen, dass jedes
Agent eine Durchfithrung beendet hat, bevor der mit einer neuen anfangt.
Nehmen Sie an, dass P; um eine Aufgabe bittet, indem er die Taste a; auf
dem Scheduler betétigt, und signalisiert die Erfithlung der Aufgabe durch

Betétigen von b;.

aj az an
® O &

b, b,
® O ®

Informel ist die Spezifikation von Scheduler wie folgt:

6 n

e (1) der muss ay, ..., a, erfordern, dass die zyklisch auftreten und mit a;
anfangen;
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e (2) fur jedes i muss der fordern, dass a; und b; wechselnd auftreten und
mit a; anfangen;

e (3) der muss zulassen, dass jede seiner Tasten zur jeder Zeit betétigt
werden konnen. (1) und (2) sollen nicht verletzt werden.

Wir spezifizieren den Scheduler in sequentielle Prozess Sched; x, wobei 1 <
i <nund X C {1,...,n}. Der Parameter i zeigt an, dass es P; ist, der die
néchste Aufgabe einfithren will, und X ist die menge aller Agenten, die gerade
beschaftigt sind. Sched; x representiert das Scheduler in dem Zustand, wo:

e nur P; kann mit einer Aufgabe anfangen (vorausgesetzt, dass i ¢ X);

o alle Agente {P; : j € X) fithren grade ihre Aufgabe durch und kénnen
damit fertig werden.

Wir definieren Scheduler durch folgende Gleichungen:

Scheduler =405 Schedy g

Sched; x =gey 2jex bj'SChedi.’X_j : (2 © %)

> jex bj.Schedi, X — j + a;.Schediyy xui (i & X)
wobei 7+ 1 als modulo n zu interpretieren ist. Wir schreiben X U7 und X —1
anstatt X U {i} und X — {¢}.

Ubung 5.4 (a) Behaupten Sie, dass Scheduler nie zum Stillstand kommt,
d.h. er ermoglicht immer mindestens eine Action. (b) Zeichnen Sie das Uber-
gansdiagramm von Scheduler wenn n = 2 (c) was ist, wenn wir Sched; x wie
folgt definieren:

Sched; x =gey > bj.Sched; x_j + a;.Sched;iy xui

jeX

(a) Wir kénnen zeigen, dass der Scheduler nicht zum Stillstand kommt
indem wir einen zufélligen Zustand Sched; x betracheten. Wenn X = (),
dann ist die Action a; moglich. Wenn j € X fiir ein j, bedeutet das j fithrt
seine Aufgabe durch. In dem Fall kann j seine Aufgabe Beenden, d.h. b; ist
moglich. In beiden Fillen ist eine Action moglich daraus folgt, dass es keinen
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Stillstand gibt.

(b)

(c) Wenn wir die Anderung vornehmen, kann ein Prozess eine neue Aufgabe
beginnen, bevor er eine frithere Aufgabe beendet hat.
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