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ZusammenfassungWir pr�asentieren den �-Kalk�ul, ein Modell von uniform nebenl�au�ger Berechnung.Er integriert strikte und nicht-strikte funktionale Berechnung und beschreibt inbeiden F�allen das gew�unschte Komplexit�atsverhalten.Wir nennen nebenl�au�ge Berechnung uniform nebenl�au�g, falls Resultat, Termi-nierung und Komplexit�at unabh�angig von der Berechnungsreihenfolge sind. DieseEigenschaften zeigen wir f�ur den �-Kalk�ul, indem wir seine uniforme Konuenzbeweisen.Der �-Kalk�ul l�a�t sich zu Modellen von nebenl�au�ger Berechnung erweitern, diekonsumierbare Resourcen und Indeterminismus zulassen. Dazu geh�oren der -Kalk�ul, eine Fundierung von nebenl�au�ger Berechnung mit Constraints, und der�-Kalk�ul, ein auf Kanalkommunikation basierender Nachfolger von CCS.Der �-Kalk�ul ist ein relationaler Kalk�ul mit prozeduraler Abstraktion und Ap-plikation. Er erm�oglicht Kommunikation �uber logische Variablen und Suspensionauf deren Instantiierung. Beide Mechanismen ergeben sich in nat�urlicher Art ausparalleler Komposition und Deklaration.Wir betten den strikten und den nicht-strikten �-Kalk�ul in den �-Kalk�ul ein. Durchexplizite Referenzen stellen wir sicher, da� funktionale Argumente h�ochstens ein-mal ausgewertet werden. Explizite Referenzen realisieren wir durch logische Varia-blen, die wir au�erdem zur Darstellung von nicht-strikter funktionaler Kontrolleben�otigen. F�ur die Einbettung des strikten �-Kalk�uls beweisen wir Ad�aquatheitbez�uglich Terminierung und Komplexit�at. Wir vermuten, da� die Einbettung desnicht-strikten �-Kalk�uls Terminierung erh�alt und Komplexit�at verbessert.
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Kapitel 1EinleitungModelle nebenl�au�ger Berechnung beschreiben das Kommunikations- und Synchro-nisationsverhalten von nebenl�au�g rechnenden Prozessen. Das Ziel dieser Arbeitist, die folgende These zu untermauern:Funktionale Berechnung ist eine spezielle Form von nebenl�au�ger Be-rechnung, die sich durch Konuenz und Uniformit�at auszeichnet, alsodadurch, da� Resultat, Terminierung und Komplexit�at unabh�angig vonder Berechnungsreihenfolge sind.Zu diesemZweck f�uhren wir den �-Kalk�ul als Modell von uniformer, konuenter undnebenl�au�ger Berechnung ein, die wir k�urzer auch uniform nebenl�au�ge Berechnungnennen. Desweiteren bilden wir sowohl strikte, als auch nicht-strikte funktionale Be-rechnung im �-Kalk�ul ab, so da� in beiden F�allen Terminierung und Komplexit�atgeeignet reektiert werden. Zur Modellierung von uniform nebenl�au�ger Berech-uniformfunktionalnebenl�au�gnung kombinieren wir Ideen aus zwei Gebieten. Die erste Wurzel dieser Arbeit ist3



4 KAPITEL 1. EINLEITUNGder �-Kalk�ul [Mil91, MPW92, EN86], einem Nachfolger von CCS ("Calculus ofCommunicating Systems") [Mil80], welcher aus der Welt der funktionalen Berech-nung hervorgegangen ist. Die zweite Wurzel ist die nebenl�au�ge Programmierungmit Constraints [SR90], insbesondere die Programmiersprache Oz [Smo94d] undder -Kalk�ul [Smo94c].Der �-Kalk�ul ist ein kanonisches Modell von nebenl�au�ger Berechnung, welchesKanalkommunikation als universellen Berechnungsmechanismus etabliert. Kanal-kommunikation erm�oglicht den Austausch von Ressourcen, wobei mehrere Prozesseum die Ressourcen eines anderen konkurrieren k�onnen. Dadurch kann jede Formvon Indeterminismus verursacht werden, insbesondere Nicht-Konuenz und Nicht-Uniformit�at. Dennoch zeigt Robin Milner im Kontext des �-Kalk�uls [Mil92], da�sich funktionale Berechnung als spezielle Form von nebenl�au�ger Berechnung auf-fassen l�a�t. Die von ihm vorgestellten Einbettungen des strikten und nicht-strikten�-Kalk�uls in den �-Kalk�ul verwenden eine implizite Synchronisationsdisziplin, wel-che die Uniformit�at und Konuenz der eingebetteten Ausdr�ucke sicherstellt.Oz ist eine nebenl�au�ge Sprache mit Constraints, die funktionale und objekt-orientierte Programmierung [HM94] unterst�utzt, aber auch enkapsulierte Suche[SS94, MPSW94] und Constraintpropagierung zur Verf�ugung stellt. Die Konzeptevon Oz werden weitgehend durch den Oz-Kalk�ul [Smo94a, Smo94b] beschrieben.Dieser wurde bis Ende 1992 unter Leitung von Gert Smolka entwickelt und war derAusgangspunkt dieser Arbeit.Insbesondere integriert der Oz-Kalk�ul prozedurale Abstraktion und Applikationmit Constraints erster Ordnung und Kommunikation vergleichbar zum �-Kalk�ul.Constraints sind hier nur deshalb von Interesse, da sie logische Variablen zurVerf�ugung stellen. Denn logische Variablen eignen sich hervorragend zur Kommu-nikation zwischen nebenl�au�gen Prozessen. Der -Kalk�ul [Smo94c] ist eine Verein-fachung des Oz-Kalk�uls, der diesen Aspekt von logischen Variablen explizit machtund sich zur Fundierung von funktionaler und nebenl�au�ger objekt-orientierterBerechnung eignet. Der hier vorgestellte �-Kalk�ul ist im wesentlichen eine Ein-schr�ankung des -Kalk�uls auf uniform nebenl�au�ge Berechnung.Der �-Kalk�ul modelliert das Komplexit�atsverhalten von strikter und nicht-strikterfunktionaler Berechnung. Dadurch ist er insbesondere dem nicht-strikten �-Kalk�ul�uberlegen, der mehrfach ben�otigte funktionale Argumente mehrfach auswertet undsich nur bez�uglich Terminierung korrekt verh�alt. Da� funktionale Argumente im �-Kalk�ul nicht mehrfach ausgewertet werden, liegt an der Verwendung von logischenVariablen als Referenzen auf funktionale Argumente. Diese Tatsache ist nicht neu,denn schon Wadsworth [Wad71] stellte 1971 heraus, da� sich das Verdoppeln vonfunktionalen Argumenten vermeiden l�a�t, indem man Referenzen auf Argumente�ubergibt, anstelle der Argumente selbst. Dennoch ist nach Kenntnis des Autors der�-Kalk�ul beziehungsweise der -Kalk�ul das erste einheitliche Komplexit�atsmodell



1.1. PROBLEM UND L �OSUNGSANSATZ 5von nicht-strikter und strikter funktionaler Berechnung.Unsere Ergebnisse f�ur den �-Kalk�ul lassen sich so interpretieren, da� Kommuni-kation �uber logische Variablen als Kommunikationsmechanismus f�ur uniform ne-benl�au�ge Berechnung hinreichend ist, wenn prozedurale Abstraktion und Appli-kation zur Verf�ugung stehen. Insbesondere sind Kan�ale zu diesem Zweck nichtnotwendig, so da� sich der durch diese verursachte Indeterminismus f�ur eine gro�eKlasse von Programmen global ausschlie�en l�a�t.1.1 Problem und L�osungsansatzDie Idee von funktionaler Berechnung ist, Beschreibungen von Funktionen als Pro-gramme aufzufassen. Ein Beispiel daf�ur ist die arithmetische Funktion Twice, dieeine ganze Zahl x auf 2 � x abbildet, was sich durch folgende Funktionsgleichungbeschreiben l�a�t: Twice x = 2 � x :Wir k�onnen diese Gleichung aber auch als Beschreibung einer funktionalen Proze-dur interpretieren, indem wir sie von links nach rechts orientieren. Rufen wir dieseProzedur mit dem Argument x auf, so gibt sie 2 � x zur�uck. Interessanter ist diezweifache Anwendung auf 3, denn diese f�uhrt nicht nur zu einer, sondern zu dreim�oglichen Berechnungen, die durch folgendes Bild veranschaulicht werden:Twice (Twice 3)Twice (2 � 3) 2 � (Twice 3)Twice 6 2 � (2 � 3)2 � 612Alle drei Berechnungen terminieren, liefern das gleiche Resultat, n�amlich die ganzeZahl 12. Sie haben auch die gleiche L�ange, welche uns als Komplexit�atsma� dient.Auch im allgemeinen sind Terminierung, Komplexit�at und Resultat von funktio-nalen Programmen unabh�angig von der Berechnungsreihenfolge.Aber leider f�uhren nicht alle Funktionsbeschreibungen der obigen Art zu uniformnebenl�au�gen Prozeduren, wie wir nun anhand von zwei weiteren Beispielen illu-



6 KAPITEL 1. EINLEITUNGstrieren werden. Zuerst betrachten wir die Funktion Square, die durchSquare x = x � xbeschrieben wird. Wenden wir Square als funktionale Prozedur auf 2 � 3 an, dannerhalten wir wiederum drei m�ogliche Berechnungen:Square (2 � 3)Square 6 (2 � 3) � (2 � 3)6 � (2 � 3) (2 � 3) � 66 � 636In diesem Fall h�angt die Komplexit�at von der Berechnungsreihenfolge ab, denn inder mittleren und der rechts stehenden Berechnung wird das funktionale Argument2�3 zweimal ausgewertet, aber in der links stehenden nur einmal.Wir sagen, da� dieBerechnung von 2 � 3 in der links stehenden Berechnung geteilt wird ("Sharing"),und zwar zwischen allen Auftreten von x in der Beschreibung der Ausgabe vonSquare.Ein weiteres Problem l�a�t sich am Beispiel der konstanten Funktion Const beob-achten, die durch Const x = 0beschrieben wird. Ist Bomb ein Ausdruck, der durch Reduktion stets auf sich selbstabgebildet wird1, also Bomb ! Bomb, dann f�uhrt die Anwendung der ProzedurConst auf Bomb zu Berechnungen beliebiger L�ange:Const BombConst Bomb 0: : :1Im �-Kalk�ul k�onnen wir Bomb durch Bomb = (�x:xx) (�x:xx) de�nieren.



1.1. PROBLEM UND L �OSUNGSANSATZ 7In diesem Fall sind weder Terminierung noch Komplexit�at unabh�angig von der Be-rechnungsreihenfolge, selbst wenn das Ergebnis im Falle der Terminierung eindeutigbestimmt ist.Der �-Kalk�ul und explizite Referenzen. Die meisten abstrakten Modellefunktionaler Berechnung beruhen auf Alonzo Churchs �-Kalk�ul [Chu36] und auchalle bisher vorgestellten Beispiele lassen sich durch den �-Kalk�ul rechtfertigen. Wirwerden in dieser Arbeit zeigen, da� auch alle aufgezeigten Pathologien Probleme des�-Kalk�uls sind. Sie h�angen alle von der Tatsache ab, da� funktionale Prozedurenim �-Kalk�ul anonym sind und lediglich durch ihre syntaktische Position referiertwerden k�onnen.Insbesondere hat das Fehlen von expliziten Referenzen im �-Kalk�ul die folgendenKonsequenzen, die wir sp�ater genauer erkl�aren werden:� Bedarfsgesteuerte Berechnung l�a�t sich in �-Kalk�ulen nicht mit dem geeig-neten Komplexit�atsverhalten modellieren. So werden zum Beispiel im nicht-strikten �-Kalk�ul funktionale Argumente mehrfach ausgewertet.� Das Verhalten von Implementierungen nicht-strikter funktionaler Sprachenl�a�t sich nicht in deren Quellsyntax beschreiben. Dadurch lassen sich Aus-wertungsstrategien verschiedener Implementierungen nur schwer miteinandervergleichen.� Die Substitution von Ausdr�ucken f�ur Variablen durch �-Reduktion ist f�ur Im-plementierungen funktionaler Sprachen nicht realistisch; besser ist die �Uber-gabe von Referenzen auf funktionale Argumente, anstelle der Argumenteselbst.� Der strikte �-Kalk�ul modelliert zwar Komplexit�at und Terminierung vonstrikter funktionaler Berechnung, schr�ankt aber den Freiheitsgrad der Be-rechnungsreihenfolge unn�otig ein.� Der schwache �-Kalk�ul ist nicht konuent.� Rekursive Prozeduren lassen sich im �-Kalk�ul nicht direkt ausdr�ucken.� Die Integration von logischen Variablen in funktionale Berechnung ist schwie-rig, genauso wie formale Vergleiche mit nebenl�au�ger und logischer Berech-nung.



8 KAPITEL 1. EINLEITUNGDer �-Kalk�ul. Unabh�angig voneinander sind diese Probleme bereits gel�ost wor-den. Der �-Kalk�ul bietet jedoch eine einheitliche, abstrakte L�osung an. Diese be-ruht darauf, alle Ausdr�ucke des �-Kalk�uls mit expliziten Referenzen zu versehen,Funktionen als Relationen mit einem zus�atzlichen Ausgabeargument aufzufassenund funktionale Schachtelung durch parallele Komposition und Deklaration vonlokalen Variablen aufzul�osen.Im �-Kalk�ul hat die De�nition der Funktion Square des �-Kalk�uls folgendes Aus-sehen, wobei out als formales Ausgabeargument fungiert:square:x out=out= x � xDie Anwendung von Square auf 2 � 3 mit Resultat z, kurz z = Square (2 � 3) ,entspricht im �-Kalk�ul dem Ausdruck9y(square y z ^ y = 2 � 3) :Alle Berechnungen dieses Ausdruckes haben die gleiche L�ange, wobei 2�3 stets nureinmal ausgewertet wird. ImGegensatz zum �-Kalk�ul ist der Graph aller m�oglichenBerechnungen im �-Kalk�ul vollkommen gleichm�a�ig.9y(square y z ^ y = 2 � 3)9y(square y z ^ y = 6) 9y(z = y � y ^ y = 2 � 3)9y(z = y � y ^ y = 6)z = 6 � 6z = 36Auch die Pathologie im Kontext der konstanten Funktion Const l�ost sich durchexplizite Referenzen auf. Das unmittelbare Pendant zu Const im �-Kalk�ul istconst:x out=out= 0 :Bez�uglich dieser De�nition f�uhrt der Aufruf z = Const Bomb zu einer eindeu-tig bestimmten, unendlichen Berechnung, so da� insbesondere Terminierung undKomplexit�at unabh�angig von der Berechnungsreihenfolge sind.



1.1. PROBLEM UND L �OSUNGSANSATZ 99b(const b z ^ b = Bomb)z = 0 ^ 9b(b = Bomb)z = 0 ^ 9b(b = Bomb): : :Diese L�osung scheint im erstem Moment nicht zufriedenstellend, da im Vergleichzum �-Kalk�ul gerade die endlichen Berechnungen verloren gehen. Der Grund daf�urist, da� const sein Argument stets auswertet, ob es gebraucht wird oder nicht.Wir werden sp�ater zeigen, wie wir im �-Kalk�ul bedarfsgesteuerte Berechnung dar-stellen k�onnen. Dazu werden wir eine funktionale Prozedur so beschreiben, da�diese die Berechnung ihrer aktuellen Argumente nur bei Bedarf anfordert. EineAnforderung instantiiert die mit dem Argument assoziierte logische Variable. Die-se Darstellung stellt sicher, da� nicht-angeforderte funktionale Argumente auchnicht berechnet werden. Mehrfach angeforderte Argumente werden genau einmalberechnet.Uniforme Konuenz. Ein nicht unerheblicher Teil dieser Arbeit besteht ausder Untersuchung von abstrakten Berechnungskalk�ulen. Darunter verstehen wirAbleitungssysteme, bestehend aus einer Menge von Ausdr�ucken und einer Reduk-tionsrelation ! auf Ausdr�ucken2.Eine Ableitung in einem Kalk�ul ist eine endliche oder unendliche Folge von Aus-dr�ucken, die durch Reduktion auseinander hervorgehen. Unter einer Berechnungverstehen wir eine maximale endliche Ableitung oder eine unendliche Ableitung.Eine Berechnung eines Ausdruckes N ist eine Berechnung, die mit N beginnt. Wirnennen einen Ausdruck uniform, wenn all seine Berechnungen die gleiche L�ange ha-ben. Ein Kalk�ul hei�t uniform, wenn all seine Ausdr�ucke uniform sind. Ein Kalk�ulhei�t konuent, wenn je zwei endliche Ableitungen desgleichen Ausdruckes stetszusammengef�uhrt werden k�onnen.Ein zentrales Kriterium sowohl f�ur Uniformit�at als auch f�ur Konuenz ist uniformeKonuenz. Wir nennen einen Kalk�ul uniform konuent, falls er die Eigenschaft inAbbildung 1.1 erf�ullt: F�ur beliebige Ausdr�ucke M , N1 und N2 mit N1  M !N2gilt N1 = N2 oder es existiert ein Ausdruck N mit N1 ! N  N2. So sind zumBeispiel der strikte und nicht-strikte �-Kalk�ul uniform konuent. Der Begri� der2Sp�ater werden wir eine �Aquivalenzrelation � auf Ausdr�ucken hinzunehmen, um von derGleichheit auf der Menge der Ausdr�ucke zu abstrahieren.



10 KAPITEL 1. EINLEITUNGM MN1 N2 oder N1 = N2NAbbildung 1.1: Uniforme Konuenzuniformen Konuenz ist unser zentrales Hilfsmittel beim Beweis der Ad�aquatheitvon Kalk�uleinbettungen.1.2 Funktionale BerechnungDie meistenModelle funktionaler Berechnung sind Varianten von Churchs �-Kalk�ul[Chu36], der gleichzeitig der Ursprung der funktionalen Idee ist. Die Ausdr�uckeM ,N des �-Kalk�uls sind Variablen, Abstraktionen oder Applikationen:M;N ::= x j �x:M j MNAbstraktionen beschreiben funktionale Prozeduren; so ist zum Beispiel Twice =�x:2 � x gleichbedeutend zur Beschreibung von Twice ganz zu Beginn. Hier ma-chen wir jedoch explizit, da� Twice und = lediglich Konstrukte der Metasyntaxsind, und nicht zur Syntax des �-Kalk�uls geh�oren. Weiterhin verwenden wir in�-Ausdr�ucken zus�atzliche Syntax f�ur vorde�nierte Datenstrukturen ohne deren Se-mantik zu erkl�aren. Dies ist zwar nicht wesentlich f�ur die betrachteten Ph�anomene,erm�oglicht aber intuitivere Beispiele. Insofern machen wir implizit Gebrauch vonder wohlbekannten Tatsache, da� sich beliebige Datenstrukturen durch Abstrak-tionen darstellen lassen3. Es ist eine wesentliche Idee des �-Kalk�uls, da� sich diegleiche Sprache zur Beschreibung von Prozeduren und Daten aus scheinbar ver-schiedenen semantischen Bereichen verwenden l�a�t.Die Reduktion des �-Kalk�uls und all seiner Varianten basiert auf dem (�)-Axiom:(�x:M)N !� M [N=x]Dabei steht M [N=x] f�ur denjenigen Ausdruck, den man erh�alt, wenn man alleAuftreten von x in M durch N ersetzt4.3Die Korrektheit der �ublichen Kodierungen gilt meist nur bez�uglich �-Gleichheit (z.B in[Bar90]) und nicht bez�uglich Terminierung oder Komplexit�at.4Wir vernachl�assigen hier Inkonsistenzen, die bei Substitution durch Variablenbinder ent-



1.2. FUNKTIONALE BERECHNUNG 11Funktionale Programme verwenden intensiv Prozeduren h�oherer Ordnung. Darun-ter verstehen wir solche Prozeduren, deren Argumente und Resultate selbst wiederProzeduren sein k�onnen. So beschreibt zum BeispielApplyTwice = �f:�x: f (f x)eine Prozedur, die als Argument eine Prozedur f erwartet und dann �x:f (f x)ausgibt. Diese Ausgabe ist wiederum eine Prozedur, die f zweimal auf ihr Argumentx anwendet. Bezeichnen wir mit I die �-Identit�at �x:x, dann erhalten wir diefolgende Berechnung:(ApplyTwice I) I !� (�x:I (I x)) I !� I (II) !� II !� IBerechnung mit Prozeduren h�oherer Ordnung kann also dynamisch neue Prozedu-ren erzeugen, wie �x:I (I x) im voranstehenden Beispiel.Der Substitutionsoperator [N=x]. Der komplexe Substitutionsoperator [N=x]in (�) ist problematisch im Gegensatz zu [y=x]. F�ur Implementierungen funktio-naler Sprachen ist der komplexe Operator nicht realistisch und in Modellen vonfunktionaler Berechnung verursacht er Komplexit�atsprobleme.Die Komplexit�atprobleme treten auf, da Anwendungen von [N=x] den eventuellnoch nicht berechneten Ausdruck N kopieren k�onnen. Dies f�uhrt zur wiederholtenAuswertung von N , wie zum Beispiel von 2 � 3 in Square (2 � 3)! (x �x)[2 � 3=x].Andererseits l�a�t sich der komplexe Substitutionsoperator im �-Kalk�ul mangelsexpliziter Referenzen nicht vermeiden.Auch f�ur Implementierungen funktionaler Sprachen w�are Kopieren von beliebigenAusdr�ucken eine komplexe Operation. Denn w�urde zum Beispiel (xx)[N=x] w�ort-lich ausgef�uhrt, dann m�u�te diejenige interne Struktur kopieren werden, die N dar-stellt. Kopieren ist jedoch �ublicherweise nur f�ur solche Strukturen vorgesehen, dieAbstraktionen darstellen. Dabei denken wir an das Abspulen eines Prozedurrump-fes bei Applikation. F�ur allgemeinere Strukturen ist Kopieren aufwendig. Dennochwerden solche Kopiermechanismen in anderen Kontexten realisiert. Dazu geh�orenImplementierungen von nebenl�au�gen Suchmechanismen [SS94, SSW94, MPSW94,JH91, Jan94] und von kopierender Speicherbereinigung.Der schwache �-Kalk�ul. Im reinen �-Kalk�ul darf (�) in beliebigen Teilaus-dr�ucken angewendet werden, was zu einem konuenten System f�uhrt. Zur Model-lierung des Laufzeitverhaltens von funktionaler Berechnung ist Reduktion inner-halb von Abstraktionen jedoch nicht sinnvoll. Denn im reinen �-Kalk�ul lassen sichstehen k�onnen. Eine M�oglichkeit eine formal korrekte De�nition zu erhalten, ist anstelle von�-Ausdr�ucken �Aquivalenzklassen von �-Ausdr�ucken modulo �-Konversion zu betrachten und �-Reduktion auf �-standardisierten Repr�asentanten zu de�nieren.



12 KAPITEL 1. EINLEITUNGrekursive Prozeduren nicht so formulieren, da� alle erlaubten Berechnungen termi-nieren.Betrachten wir zum Beispiel die Fakult�atsfunktion, die sich in einer funktionalenSprache mit Konditionalen wie folgt beschreiben l�a�t:Fak n = if n > 0 then n � Fak (n� 1) else 1 �W�urden wir dieses Konditional als dreistellige Funktion im reinen �-Kalk�ul kodie-ren, so d�urften wir in den Zweigen des Konditionals frei reduzieren. Dann k�onntenwir zum Beispiel die folgende unendliche Berechnung nicht verhindern:Fak 0 ! if 0 > 0 then 0 � Fak (�1) else 1 �! if 0 > 0 then 0 � (if (�1) > 0 then (�1) � Fak (�2) else 1 �) else 1 �! : : :Aus diesemGrund lassen wir, wie in verwandten Arbeiten �ublich, Reduktion in Ab-straktionen nicht zu. Die resultierende Variante des reinen �-Kalk�uls hei�t schwa-cher �-Kalk�ul. Dieser ist ungl�ucklicherweise nicht konuent, wie schon die beidenverschiedenen Berechnungen von True (II) mit True = �x:�y: x zeigen:True (II)True I �y:II�y:IDer unmittelbare Grund f�ur diese Anomalie ist, da� �-Reduktion einen reduzier-baren Ausdruck in eine Position bewegen kann, in der Reduktion verboten ist.1.2.1 Der strikte �-Kalk�ulDas Konuenzproblem des schwachen �-Kalk�uls l�a�t sich im Rahmen des �-Kalk�ulsl�osen indem man �-Reduktion weiter einschr�ankt. Der strikte �-Kalk�ul ("eager"oder "call-by-value" ) ist diejenige Variante des schwachen �-Kalk�uls, in der (�)nur dann angewendet werden darf, falls das Argument eine Abstraktion ist. Wiewir bereits angemerkt haben, ist der strikte �-Kalk�ul uniform konuent.Der strikte �-Kalk�ul erzwingt, da� funktionale Argumente genau einmal berechnetwerden, unabh�angig davon, ob sie mehrfach oder �uberhaupt nicht ben�otigt wer-den. Alle Anforderungen eines Arguments teilen sich somit seine Berechnung. Imstrikten �-Kalk�ul l�a�t sich also "Sharing" von Berechnung erzwingen. Dies ist eine



1.2. FUNKTIONALE BERECHNUNG 13wesentliche Eigenschaft von Komplexit�atsmodellen. In der Tat ist der strikte �-Kalk�ul ein geeignetes Komplexit�atsmodell f�ur strikte funktionale Berechnung wiesie zum Beispiel von ML [HMM86], Lisp [WH81] und Scheme [CR91] angebotenwird.In den bisher vorgestellten Beispielen f�ur Berechnung im �-Kalk�ul, Twice, Square,Const und True ist jeweils genau die am weitesten links stehende Berechnungstrikt. Im allgemeinen ist jedoch die Berechnungsreihenfolge des strikten �-Kalk�ulsnicht deterministisch. Ist zum Beispiel I die �-Identit�at �x:x, dann l�a�t der Aus-druck (II) (II) zwei verschiedene Reduktionsschritte zu.1.2.2 Der nicht-strikte �-Kalk�ulIm Kontext von Berechnung ist man h�au�g an unendlichen Objekten interessiert,die sich endlich darstellen lassen. Beispiele daf�ur sind die Liste aller nat�urlichenZahlen und die Menge der von einem endlichen Automaten erzeugten W�orter.Kennt man eine endliche Beschreibung eines unendlichen Objektes, so ben�otigtman einen terminierenden Algorithmus, der die Berechnung von Teilen des Ob-jektes bei Bedarf erm�oglicht. Auch f�ur gro�e endliche Objekte, die sich kompaktbeschreiben lassen, ist bedarfsgesteuerte Berechnung von Objektteilen n�utzlich.Die Idee von nicht-strikten funktionalen Sprachen ist es, Berechnung von funktio-nalen Argumenten ausschlie�lich bei Bedarf auszuf�uhren, so da� deren Anforderungimplizit bleibt5. Dies steht im Gegensatz zu strikten funktionalen Sprachen, in de-nen funktionale Argumente stets ausgewertet werden, ob sie gebraucht werden odernicht.Betrachten wir zum Beispiel die Prozedur NatList, die die Liste aller nat�urlichenZahlen beschreibt, die gr�o�er als n sind.NatList n = nj(NatList n+ 1)Die Auswertung von NatList 0 in einer strikten Sprache w�urde nicht terminie-ren. In einer nicht-strikten Sprache hingegen w�urde sie terminieren und zwar mit0j(NatList 0 + 1). Nur durch Selektion der zweiten Listenkomponente k�onnte dieAuswertung von NatList 0 + 1 angesto�en werden.5Die Begri�e "strikte" und "nicht-strikte funktionale Berechnung" sind semantisch motiviert,aber aus operationaler Sicht nicht wirklich befriedigend. Denn wesentlich f�ur nicht-strikte funk-tionale Berechnung ist, da� potentielle Berechnungen nur bei Bedarf angefordert werden, undnicht etwa, da� unendliche Berechnungen weggeworfen werden, falls ihr Resultat nicht ben�otigtwird. Die englischen Begri�e "eager" und "lazy" tre�en diesen Sachverhalt besser als die Begri�e"strikt" und "nicht-strikt", lassen sich aber nicht vern�unftig ins Deutsche �ubersetzen.



14 KAPITEL 1. EINLEITUNGDer nicht-strikte �-Kalk�ul ("lazy �-calculus" oder "call-by-name �-calculus")6 istdiejenige Variante des schwachen �-Kalk�uls, die (�)-Reduktion in Argumentpositi-on verbietet. Dadurch werden funktionale Argumente nur dann ausgewertet, wennsie ben�otigt werden, in diesem Fall aber auch genauso oft, wie sie ben�otigt werden.So ist zumBeispiel die k�urzeste terminierende Berechnung von ConstBomb nicht-strikt, genauso, wie die Berechnung True (II) ! �y:II. Das einfachste Beispielf�ur die wiederholte Auswertung eines Argumentes ist:(�x:xx) (II) ! (II) (II) ! I (II) ! II ! I :Das gleiche Ph�anomen tritt in der mittleren und in der rechts stehenden Berechnungvon Square(2�3) auf; allerdings sind diese beiden Berechnungen nicht ganzheitlichnicht-strikt, da die vorde�nierte Multiplikation nur strikt Sinn macht.Im nicht-strikten �-Kalk�ul l�a�t jeder Ausdruck genau eine Berechnung zu, wasnat�urlich uniforme Konuenz sicherstellt. In der Tat liefert der nicht-strikte �-Kalk�ul ein Terminierungsmodell f�ur nicht-strikte funktionale Sprachen, wie zumBeispiel Haskell [HWA+90], Miranda [Tur85], Id [Nik91] und Concurrent Clean[EHN+93].Als Komplexit�atsmodell von nicht-strikter funktionaler Berechnung ist der nicht-strikte �-Kalk�ul nat�urlich nicht geeignet, da er funktionale Argumente unterUmst�anden mehrfach auswertet. Dieses Problem ist schon lange bekannt, aber erstvor kurzem auf hoher Abstraktionsebene gel�ost worden. F�ur eine weitergehendeDiskussion dieses Themas verweisen wir auf Abschnitt 1.4.1 dieser Einleitung.Interessanterweise l�a�t sich nicht-strikte Berechnung auch im strikten �-Kalk�uldarstellen. Auch dies ist schon seit langem bekannt, denn der nicht-strikte �-Kalk�ull�a�t sich in den strikten einbetten [DH92, Plo75]. Dabei bleiben allerdings dieKomplexit�atsprobleme des nicht-strikten �-Kalk�uls erhalten.6Die Begri�e "lazy" und "call-by-name" werden h�au�g auch anders verwendet. Mit "lazy"verbindet man auch bedarfsgesteuerte Berechnung, die nicht mit den Komplexit�atsproblemen des"lazy �-calculus" behaftet ist. In [AFM+95] wird ein in diesem Sinne geeigneter �-Kalk�ul zurklaren Unterscheidung mit "call-by-need �-calculus" bezeichnet.Der Begri� "call-by-name" beschreibt im urspr�unglichen Sinne die Parameter�ubergabe im Stilevon Algol68. Manchmal wird er auch mit "dynamic Binding" in Beziehung gesetzt, also mit dertextuellen Ersetzung von aktuellen f�ur formale Argumente, ohne Ber�ucksichtigung von Variablen-bindern. Die Bezeichnung "lazy �-calculus" ist dadurch motiviert, da� in diesem Kalk�ul aktuelleArgumente f�ur formale substituiert werden, jedoch nach vorheriger konsistenter Variablenumbe-nennung ("static Binding").Die Bezeichnung "call-by-name �-calculus" ist inbesondere deshalb irref�uhrend, weil Funktionenin �-Kalk�ulen ohne let-Ausdr�ucke keine Namen besitzen. Das Fehlen von Namen im Kalk�ul selbstverursacht paradoxerweise gerade die Komplexit�atsproblematik des "call-by-name �-calculus".



1.3. UNIFORM NEBENL�AUFIGE BERECHNUNG 151.3 Uniform nebenl�au�ge BerechnungDer �-Kalk�ul verwendet relationale Schreibweisen zur Modellierung von uniformnebenl�au�ger Berechnung, die insbesondere strikte und nicht-strikte funktiona-le Berechnung umfa�t. Relationale Schreibweisen werden auch in vielen anderenformalen Sprachen verwendet. Dazu z�ahlen Grammatiken, logische Programmier-sprachen, Beweiskalk�ule f�ur Logik erster Stufe und andere Modelle nebenl�au�gerBerechnung.Insofern schl�agt der �-Kalk�ul eine Br�ucke zwischen formal verschiedenenartigenSystemen. Dabei vermeidet er Indeterminismus wie zumBeispiel durch "committedChoice" und Nichtdeterminismus wegen disjunktiver Information.1.3.1 Der �-Kalk�ulAusdr�ucke E, F des �-Kalk�uls sind benannte Abstraktionen, Applikationen, Glei-chungen zwischen Variablen, (parallele) Kompositionen und Deklarationen; diesede�nieren wir durchE;F ::= x:y=E j x y j x= y j E ^ F j 9xE ;wobei y f�ur eine endliche Folge von Variablen steht.7 Wir identi�zieren alle Aus-dr�ucke, die sich bis auf �ubliche Eigenschaften von Deklaration, Komposition undVariablenbindern nicht unterscheiden. Solche Ausdr�ucke nennen wir kongruentund schreiben E � F .Reduktion ist im �-Kalk�ul in allen Positionen erlaubt, aber nicht unterhalb vonAbstraktion. Im Vergleich zum �-Kalk�ul ersetzen wir (�) durch Applikation (A):x:y=E ^ x z !A x:y=E ^ E[z=y]Der wesentliche Unterschied zu (�) besteht darin, da� (A) Variablen f�ur Variablensubstituiert und nicht Ausdr�ucke f�ur Variablen. Es werden also Referenzen aufArgumente �ubergeben und nicht die Argumente selbst. Dies stellt sicher, da� beider Anwendung von Prozeduren keine Berechnung kopiert werden kann.Der Umgang mit Referenzen wird im �-Kalk�ul vollst�andig durch Elimination (E)beschrieben, welche Ketten von lokalen Referenzen verk�urzt.9x9y(x= y ^ E) !E 9yE[y=x] falls x und y verschieden sind.7Klammern verwenden wir f�ur �-Ausdr�ucke optional. Wenn wir diese weglassen, dann hatAbstraktion eine h�oherer Priorit�at als Komposition.Zum Beispiel steht x:y=E ^ x z f�ur (x:y=E) ^x z und nicht f�ur x:y=(E ^ x z ).



16 KAPITEL 1. EINLEITUNGDer E�ekt von Elimination ist �ahnlich zu demjenigen von Uni�kation erster Stufe[LMM88] in Abwesenheit von Termkonstruktoren. Denn beide Mechanismen eta-blieren durch Gleichungen beschriebene Gleichheit von Variablen. Der wesentlicheUnterschied besteht darin, da� die beteiligten Variablen in (E) lokal sind. Dadurchvermeiden wir etliche delikate Schwierigkeiten in Konuenzbeweisen [NS94], diedurch Uni�kation mit globalen Variablen verursacht w�urden.Um Berechnung im �-Kalk�ul formal zu illustrieren, reduzieren wir den Ausdruck9y(y = I ^ x= (yy) y), wobei wir y = I als Abk�urzung f�ur y:u v=v = u und x=(yy) y anstelle von 9z(y y z ^ z y x) schreiben8.9y(y = I ^ 9z(y y z ^ z y x)) � 9y9z(y= I ^ y y z ^ z y x)!A 9y9z(y= I ^ z = y ^ z y x)� 9y9z(z = y ^ y = I ^ z y x)!E 9y(y = I ^ y y x)!A 9y(y = I ^ x= y)In der Tat verh�alt sich diese Berechnung �ahnlich zu derjenigen von (II) I im �-Kalk�ul; denn durch zweimalige Applikation bindet sie x an I. Dieses Beispiel zeigt,wie Applikation, Elimination und Kongruenz interagieren. Applikation baut Refe-renzketten auf, die durch Elimination verk�urzt werden, was wiederum Applikationerm�oglicht. Wir weisen darauf hin, da� wir vor jeder Anwendung von (E) und (A)zu einem geeigneten Repr�asentanten modulo Kongruenz � �ubergehen m�ussen.Inkonsistenzen. Wir haben bisher verschwiegen, da� nicht alle Ausdr�ucke EAusdr�ucke des �-Kalk�uls sind. Denn ohne weitere Einschr�ankung w�are der bishervorgestellte Kalk�ul nicht konuent, also auch nicht uniform konuent. Das Pro-blem sind inkonsistente Ausdr�ucke der Form x:y=E ^ x:z=F . Denn in solchenAusdr�ucken referiert x auf zwei verschiedende Abstraktionen, so da� eine Applika-tion von x die freie Auswahl hat, mit welcher sie reduziert.Um dieses Problem zu umgehen, erlauben wir im �-Kalk�ul nur solche Ausdr�ucke,deren Reduktion niemals zu Inkonsistenzen f�uhrt. Diese Eigenschaft ist f�ur beliebigeAusdr�ucke unentscheidbar. Wir werden jedoch nachweisen, da� die Ausdr�ucke, dieaus Einbettungen von �-Kalk�ulen hervorgehen, niemals zu Inkonsistenzen f�uhren.Vergleich mit dem strikten �-Kalk�ul. Die bisher vorgestellten Beispiele ha-ben bereits illustriert, wie sich der strikte �-Kalk�ul in den �-Kalk�ul verm�oge Ben-nenung einbetten l�a�t. Ein wichtiges technisches Resultat dieser Arbeit ist derNachweis der Ad�aquatheit dieser Einbettung bez�uglich Komplexit�at und Termi-nierung. Wir werden zeigen, da� jede Berechnung im strikten �-Kalk�ul genausoviele (�)-Schritte ben�otigt, wie ihr Pendant im �-Kalk�ul (A)-Schritte.8In diesem Ausdruck ist x eine Referenz auf let y=I in (yy) y .



1.3. UNIFORM NEBENL�AUFIGE BERECHNUNG 17Dennoch ist Berechnung im �-Kalk�ul exibler als im strikten �-Kalk�ul. Um dieszu illustrieren, greifen wir auf unser allererstes Beispiel mit der Funktion Twicezur�uck. Eine strikte Beschreibung von twice im �-Kalk�ul - unter Verwendung vonvorde�nierten Datenstrukturen - ist die Abstraktiontwice:x out=out= 2 � x :Der Aufruf x= Twice (Twice3) entspricht 9y(twice3 y ^ twicey x). Im Stile un-serer einf�uhrenden Beispiele stellen wir die Berechnungen dieses Ausdruckes gra-phisch dar: 9y(twice3 y ^ twice y x)9y(y = 2 � 3 ^ twice y x) 9y(twice3 y ^ x= 2 � y)9y(y = 6 ^ twice y x) 9y(y = 2 � 3 ^ x= 2 � y)9y(y = 6 ^ x= 2 � y)x= 2 � 6x= 12Die Topologie dieses Graphen stimmt mit der Topologie des Berechnungsgraphenvon Twice(Twice3) im reinen �-Kalk�ul �uberein, bis auf den Knoten, der durch dieElimination von y verursacht wird. Jedoch hat nur die am weitesten links stehen-de Berechnung ein Pendant im strikten �-Kalk�ul. Dadurch wird die Ad�aquatheitder Einbettung des strikten �-Kalk�uls jedoch nicht beeintr�achtigt, denn alle Be-rechnungen im �-Kalk�ul verhalten sich bez�uglich Komplexit�at und Terminierunggleich.1.3.2 Nebenl�au�gkeit und logische VariablenUnter Nebenl�au�gkeit verstehen wir, da� verschiedene Berechnungsaktivit�aten ne-beneinander ausgef�uhrt und beobachtet werden k�onnen. Es spielt keine Rolle, obdiese Aktivit�aten physikalisch parallel, oder aber im Wechsel vorangetrieben wer-den.



18 KAPITEL 1. EINLEITUNGBerechnungsaktivit�aten nennt man �ublicherweise Prozesse. Verschiedene Prozessek�onnen miteinander kommunizieren und sich synchronisieren indem sie auf Infor-mation von anderen warten. Solange diese Information nicht bekannt ist, kann einProze� die davon betro�enen Unterprozesse blockieren.Strikte funktionale Berechnung ist nebenl�au�g. Denn steht zum Beispiel I f�ur die �-Identit�at, dann k�onnen im Ausdruck (II)(II) Funktion und Argument unabh�angigvoneinander berechnet werden. Kommunikation �ndet einzig und allein durch An-wendung von (�) statt, wobei einer Funktion ihr Argument mitgeteilt wird. Einim Rumpf einer Abstraktion lokalisierter Proze� ist blockiert und wartet auf eineAnwendung der umgebenden Abstraktion.Der �-Kalk�ul ist ein besseres Modell von nebenl�au�ger Berechnung als der strikte�-Kalk�ul. Er l�ost nicht nur �uber�ussige Abh�angigkeiten zwischen Funktion und Ar-gument auf, sondern besitzt m�achtigereKommunikations- und Synchronisationsme-chanismen. Zur Kommunikation stehen zus�atzlich logische Variablen zur Verf�ugungund zur Synchronisation das Warten auf deren Instantiierung ("Suspension").Kommunikation �uber logische Variablen. Im Kontext von Logik erster Stu-fe versteht man unter einer logischen Variablen einen Stellvertreter f�ur einen Wertdes semantischen Bereiches. Dieser Wert ist typischerweise nicht, oder nur unvoll-st�andig beschrieben. Im Kontext des �-Kalk�uls m�ussen wir diese Charakterisierungvon logischen Variablen leicht variieren, da wir nicht ohne weiteres einen semanti-schen Bereich angeben k�onnen9.Im folgenden verstehen wir unter einer logischen Variablen eine Referenz auf eineAbstraktion. Diese Abstraktion mu� nicht explizit angegeben sein und kann durchReduktion berechnet werden. Gem�a� dieser Beschreibung verhalten sich alle Va-riablen des �-Kalk�uls wie logische Variablen. Wir sagen, da� eine Variable x in Egebunden ist, falls x in E eine Abstraktion referiert. Zum Beispiel ist x in x:y=Eund in 9u(x= u ^ u:y=E) gebunden.Im �-Kalk�ul entsteht ein Proze� durch Reduktion eines Ausdruckes. Ein Proze�kann eine logische Variable an eine Abstraktion binden, so da� andere Prozesse �uberdiese Variable auf diese Abstraktion zugreifen k�onnen. Durch diesen Mechanismuskann ein Prozess mit vielen anderen kommunizieren ("one-to-many Communica-tion"). Bindungen derselben Variablen an verschiedene Abstraktionen f�uhren zurInkonsistenz. Mehrfache Bindungen an dieselbe Abstraktion10 sind hingegen unkri-tisch. Dies ist ein wertvolles Ausdrucksmittel, denn es erm�oglicht die Kommunika-9Semantische Bereiche f�ur �-Kalk�ule werden zum Beispiel in [Win93, GS90, Mos90]konstruiert.10Exakter formuliert meinen wir hier Bindungen an das gleiche Auftreten einer Abstraktion.Dadurch vermeiden wir komplexere Gleichheitsrelationen auf Abstraktionen.



1.3. UNIFORM NEBENL�AUFIGE BERECHNUNG 19tion von mehreren Prozessen mit einem ("many-to-one Communication"). Fernerkann ein Proze� darauf warten, da� eine logische Variable gebunden wird ("Suspen-sion"). Kommunikation und Suspension erm�oglich die Synchronisation von Prozes-sen.Als Beispiel betrachten wir die von den Ausdr�ucken E, F1 und F2 erzeugten Pro-zesse, wobei wir das Verhalten der Variablen var beobachten wollen:E � 9v9w(varv w ^ E 0)F1 � var= iF2 � var= iWir setzen voraus, da� var in E 0 ungebunden ist. Somit ist var auch in E un-gebunden. Desweiteren ist var in F1 und F2 bekannt. Nun betrachten wir eineBerechnung von: G1 � 9i9var(i= I ^ E ^ F1 ^ F2) :Durch Elimination von i wird var sowohl von F1 als auch von F2 an eine f�ur E, F1und F2 globale Abstraktion I gebunden, ohne eine Inkonsistenz zu verursachen11.G1 !E 9var(var= I ^ E) � G2Die Berechnung der Prozesse F1 und F2 ist nun schon beendet. Nun reduzieren wirdie ehemals suspendierte Applikation var v w in E, wodurch die Gleichung w = verzeugt wird: G2 !A 9var9v9w(var= I ^ w = v ^ E 0)Die Gleichung w = v kann weitere Berechnungen in E 0 ausl�osen.Bedarfsgesteuerte Berechnung. Logische Variablen erm�oglichen die Darstel-lung von Berechnung bei Bedarf mit dem gew�unschten Komplexit�atsverhalten. DieIdee dazu ist, einen zu berechnenden Ausdruck so darzustellen, da� seine Berech-nung nur auf eine explizite Anforderung warten mu� und bei Bedarf Anforderungenabzusetzen.Wollen wir zum Beispiel y= II bei Bedarf berechnen, so de�nieren wir einen Aus-druck y � s = II, der die Berechnung von y startet, sobald s an ein Auftreten der�-Identit�at I gebunden wird:y � s = II � 9u9u09z(u= I ^ z = I ^ u0 z y ^ s uu0)Dabei setzen wir voraus, da� alle auftretenden Variablen paarweise verschiedensind. Dies stellt sicher, da� y � s = II irreduzibel und s global ist. Die folgende11Wir k�onnen i eliminieren indem wir Elimination (E) mit der Gleichung var = i anwendenund dann i zu var umbenennen.



20 KAPITEL 1. EINLEITUNGSequenz zeigt, welche Berechnung die Bindung von s an I ausl�ost:9s(s= I ^ y � s = II) !A 9s9u9u09z(s= I ^ u= I ^ z = I ^ u0 z y ^ u0 = u)!E 9s9u9z(s= I ^ u= I ^ z = I ^ u z y)!A 9s9u9z(s= I ^ u= I ^ z = I ^ y = z)� 9z(y = z ^ z = I) ^ 9s9u(: : :)Nun ist y in der Tat an das Ergebnis der Berechnung von II gebunden und somitkann auf dieses Ergebnis beliebig oft zugegri�en werden ohne die Berechnung zuwiederholen.Im allgemeinen stellen wir nicht-strikte funktionale Prozeduren so dar, da� sie dieBerechnung von ben�otigten Argumenten explizit anfordern. Argumente beschrei-ben wir stets durch verz�ogerte Ausdr�ucke ("Thunks" in [DH92]). Um Argumenteansto�en zu k�onnen, liest eine nicht-strikte Prozedur mit jedem Argument einelogische Variable ein. �Uber diese Variablen setzt sie bei Bedarf Anforderungen mit-tels Instantiierung ab. Wird ein Argument mehrfach angefordert, dann wird diemit ihm assoziierte logische Variable mehrfach gebunden. Wir stellen Konsistenzdadurch sicher, da� wir solche Variablen stets an die gleiche Abstraktion binden.1.4 Ein Vergleich mit verwandten Arbeiten1.4.1 Nicht-strikte Komplexit�atsmodelleAls Komplexit�atsmodell von nicht-strikter funktionaler Berechnung ist der nicht-strikte �-Kalk�ul nicht geeignet. Dieses Problem wurde lange Zeit ausschlie�lich aufder Ebene von Implementierungstechniken gel�ost, wozu Graphreduktion ("GraphReduction") [PJ87] [PJ87]und Kalk�ule mit expliziten Substitutionen [Yos93, PS92,ACCL91] geh�oren. F�ur eine knappe Einf�uhrung in solche Implementierungstechni-ken verweisen wir auf [Mar90]. Konuenzuntersuchungen f�ur Kalk�ule mit explizitenSubstitutionen �nden sich in [Les94].Erst vor kurzem ist es John Launchbury [Lau93] gelungen, ein abstraktes Modellf�ur nicht-strikte funktionale Berechnungmit dem gew�unschten Komplexit�atsverhal-ten zu �nden. Seine L�osung verwendet partielle Abbildungen zur Darstellung vonUmgebungen ("Environments" oder "Closures") und ist im Stile einer nat�urlichenSemantik ("natural Semantics" oder "big-step Semantics") formuliert. Sie stelltsicher, da� ein Ausdruck der Umgebung genau dann ausgewertet wird, wenn seinResultat ben�otigt wird. John Launchbury beweist mit bereichstheoretischen ("Do-main Theory") Methoden, da� sein Kalk�ul die gleichen Terminierungseigenschaftenbesitzt, wie der nicht-strikte �-Kalk�ul. Beweise von zus�atzlichen Komplexit�ataus-sagen lassen sich mit bereichstheoretischen Methoden jedoch nicht erwarten.



1.4. EIN VERGLEICH MIT VERWANDTEN ARBEITEN 21In [AFM+95] wird eine Ein-Schritt-Semantik f�ur nicht-strikte funktionale Berech-nung mit "Sharing"vorgeschlagen, der sogenannte "call-by-need �-calculus". Die-ser verwendet let-Ausdr�ucke zur Darstellung von Umgebungen und formalisiertnicht-strikte Kontrolle durch Auszeichnung von speziellen Kontexten ("EvaluationContexts"). Desweiteren enth�alt [AFM+95] einen Beweis f�ur eine Komplexit�ats-absch�atzung, n�amlich, da� zu jeder nicht-strikten Berechnung ohne "Sharing" eineh�ochstens genauso lange mit "Sharing" existiert.Auch die vorliegende Arbeit enth�alt eine Ein-Schritt-Semantik f�ur nicht-striktefunktionale Berechnung mit "Sharing". Diese wurde zum ersten Mal im Rahmendes -Kalk�uls [Smo94c] ver�o�entlicht, dort aber nicht formal untersucht. Umgebun-gen oder let-Ausdr�ucke lassen sich im �-Kalk�ul mittels paralleler Komposition undDeklaration darstellen. Im Gegensatz zu allen anderen L�osungen bilden wir hiernicht-strikte Kontrolle auf nebenl�au�ge Kontrolle im �-Kalk�ul selbst ab. UnsereEinbettung des nicht-strikten �-Kalk�uls in den �-Kalk�ul f�uhrt "Sharing" von funk-tionalen Argumenten ein, so da� Terminierung erhalten bleibt, aber m�oglicherweiseBerechnungsschritte eingespart werden. Obwohl wir diese Eigenschaft hier nicht be-weisen, ist der Autor davon �uberzeugt, da� die hier vorgestellten Methoden auchzu diesem Zweck hinreichend sind.1.4.2 Funktionale als nebenl�au�ge BerechnungIm Kontext von Verteilung und Parallelisierung von funktionalen Sprachensind eine Vielzahl von Modellen f�ur nebenl�au�ge Berechnung entwickelt worden[LTLG92]. Dabei gibt es im wesentlichen zwei M�oglichkeiten, n�amlich ein funk-tionales Modell mit nebenl�au�gen Konzepten anzureichern, wie zum Beispiel in[BMT92, TLP+93, Nik94], oder aber mit einem nebenl�au�gen Modell zu startenund darin funktionale Berechnung einzubetten [Bou89, Tho89, MPW92, Smo94c].Diese Arbeit z�ahlt zu den Vertretern des zuletzt genannten Ansatzes, die sich wie-derum in zwei Gruppen einteilen lassen. Die erste Gruppe verwendet komplexeSubstitutionen von Variablen durch Ausdr�ucke [Bou89, Tho89]. Die zweite Gruppebenutzt primitive Substitutionen [MPW92, Smo94c], welche Variablen durch Va-riablen oder Namen durch Namen ersetzen. Davide Sangiorgi zeigt in [San92], da�die Expressivit�at von beiden Ans�atzen �ubereinstimmt. Der �-Kalk�ul ist wiederumein Vertreter des letzteren Ansatzes, was im Hinblick auf Komplexit�at notwendigist.Ein Vergleich von �-, - und �-Kalk�ul. Die vorangehende Klassi�zierung l�a�tden korrekten Schlu� zu, da� der �-Kalk�ul [Mil91, MPW92, EN86], der -Kalk�ul[Smo94c] und der �-Kalk�ul eng verwandt sind. Dennoch unterscheiden sich die Zieledes �- und -Kalk�uls deutlich von denen des �-Kalk�uls. Der �-Kalk�ul modelliert



22 KAPITEL 1. EINLEITUNGkommunizierende Prozesse, mit Schwerpunkt auf Synchronisation und Indetermi-nismus, w�ahrend der -Kalk�ul als einheitliches Modell f�ur funktionale, nebenl�au�geund objekt-orientierte Berechnung konzipiert ist. Der �-Kalk�ul ist im wesentlicheneine Einschr�ankung des -Kalk�uls auf uniform nebenl�au�ge Berechnung.Formal unterscheiden sich �,  und � allerdings nicht allzu sehr. Dabei beziehen wiruns auf neuere, reduktionsbasierte Darstellungen von � [Mil91, Bou92, HY93] undnicht etwa auf �altere, die annotierte Transitionssysteme benutzen [MPW92, Mil90,Mil89]. Die Basiskombinatoren aller drei Kalk�ule sind parallele Komposition undDeklaration, deren Eigenschaften sich besonders einfach mittels einer strukturellenKongruenz formalisieren lassen. Die Idee stammt vom �-Kalk�ul [Mil91], ist von der"chemical abstract Machine" [BB90] motiviert und wurde f�ur � und  �ubernommen.Der Vergleich zwischen �,  und � l�a�t sich am leichtesten in einem weiteren Kalk�ulf�uhren, der alle drei Kalk�ule umfa�t und in [Smo94c] unter dem Namen �-Kalk�ulvorgestellt wurde. Die Ausdr�ucke von � sind diejenigen von �, erweitert um Einmal-Abstraktionen x::y=E.E;F ::= x::y=E j x:y=E j x y j x= y j E ^ F j 9xEIn der Kongruenz von � verhalten sich Abstraktionen wie replizierte Einmal-Abstraktionen. x:y=E � x:y=E ^ x::y=EAnstelle von Applikation (A) erlaubt � Kanalkommunikation (C), hier �uber denKanal x: x::y=E ^ xz !C E[z=y]In der Tat l�a�t sich Applikation (A) durch Replikation und Kanalkommunikation(C) ausdr�ucken:x:y=E ^ xz � x:y=E ^ x::y=E ^ xz !C x:y=E ^ E[z=y]Desweiteren geh�ort Elimination (E) zur Reduktion von �, in der gleichen Formwie f�ur �. Logische Variablen verm�oge Gleichungen und Elimination sind in � nichtvorhanden, so da� wir � als Erweiterung von � um logische Variablen interpretierenk�onnen.Der -Kalk�ul ist eine konservative Erweiterung von � um Zellen, welche Uniformit�atund Konuenz im allgemeinen nicht erhalten. Eine Zelle x: y besteht aus einempersistenten Namen x und einer ver�anderbaren Referenz y auf den Inhalt der Zelle.Ein Proze� kann auf den Inhalt einer Zelle zugreifen, wenn er die alte Referenz udurch eine neue Referenz v ersetzt.x: y ^ xu v !Cell x: v ^ u= y



1.4. EIN VERGLEICH MIT VERWANDTEN ARBEITEN 23Der aktuelle Inhalt einer Zelle h�angt also davon ab, mit welchen Prozessen eine Zellezuvor kommuniziert hat, ist also nicht unabh�angig von der Berechnungsreihenfolge.Zum Beispiel reduziert x: 0 ^ x y 1 ^ x z 2 zu x: 2 ^ y = 0 ^ z = 1 und zux: 1 ^ y = 2 ^ z = 0 .In � lassen sich Zellen unter Verwendung von Kanalkommunikation simulieren.x: y = 9z(x::u v=(u= y ^ z v ) ^ z:w=x::u v=(u= w ^ z v ))Zellen sind von imperativer Natur, �ahnlich zu Zuweisungen, und erm�oglichen dieDarstellung des Zustandes von nebenl�au�gen Objekten [Smo94c, HSW95]. Aberauch im �-Kalk�ul ist nebenl�au�ge objekt-orientierte Programmierung darstellbar[Wal91, VT93, Vas94b, Vas94a]. Alternative Mechanismen zu Kan�alen oder Zellenbieten "Ports" [JMH93] im Kontext von nebenl�au�ger Berechnung mit Constraintsund "M-Structures" [BNA91] im Kontext von paralleler funktionaler Berechnung.In der zuletzt genannten Arbeit werden auch logische Variablen in eine funktionaleSprache integriert ("I-Structures"), wobei Konuenz verloren geht, weil dort dieUngebundenheit einer Variable wie logische Information behandelt wird.Funktionale Berechnung im �-Kalk�ul. Robin Milner hat Einbettungen desstrikten und nicht-strikten �-Kalk�uls in den �-Kalk�ul angegeben und als ad�aquatbewiesen [Mil92]; dadurch wurde die vorliegende Arbeit ma�geblich beeinu�t. DieEinbettungen in dieser Arbeit wurden in [Smo94c] im Rahmen des -Kalk�uls vor-geschlagen, aber dort nicht formal untersucht.Milners Einbettung des strikten �-Kalk�uls in den �-Kalk�ul verbietet die Applika-tion von Funktionen mit noch nicht reduzierten Argumenten, im Gegensatz zu derhier vorgestellten Einbettung in den �-Kalk�ul. Diese Restriktion ist f�ur MilnersBeweise notwendig, aber nicht von prinzipieller Natur wie in [OD93] ohne Beweisillustriert wird. Denn Milners Beweise beruhen darauf, da� eine Bijektion zwischenBerechnungen in beiden Kalk�ulen existiert. Im Falle des �-Kalk�uls reicht eine In-jektion aus, denn wegen uniformer Konuenz verhalten sich alle Berechnungen desgleichen Ausdruckes gleich.Milners Einbettung des nicht-strikten �-Kalk�uls ist besonders einfach. Allerdingserh�alt sie das Komplexit�atsverhalten des nicht-strikten �-Kalk�uls. Dies hat wieder-um beweistechnische Gr�unde, denn eine Einbettung mit dem gew�unschten Kom-plexit�atsverhalten existiert wohl [OD93].



24 KAPITEL 1. EINLEITUNG1.4.3 Optimale Reduktion, Termersetzung und Typsyste-meDer �-Kalk�ul stellt sicher, da� funktionale Argumente stets h�ochstens einmal aus-gewertet werden. Dennoch ist seine Reduktion nicht optimal im Sinne von L�evi[GAL92, Lam90, Kat90]. Dies liegt an unserer Einschr�ankung auf schwache Re-duktion, also dem Verbot von Reduktion in Abstraktionen. Steht zum BeispielDeep f�ur �z:Iz, dann hat die folgende Ableitung im strikten �-Kalk�ul die L�ange 5:(�y:y (yz))Deep ! Deep (Deep z) ! Deep (Iz) ! Deep z ! Iz ! zEinen Schritt k�onnten wir durch Reduktion unterhalb von Abstraktion einsparenindem wir Deep zu Beginn zu �z:z simpli�zieren.Reduktion im �-Kalk�ul ist �ahnlich de�niert, wie diejenige von Termersetzungssy-stemen modulo Kongruenz. Deren allgemeine Theorie [DJ90] l�a�t sich allerdingsnicht direkt anwenden, da die Axiome des �-Kalk�uls mit Substitutionen und Ne-benbedingungen �uber gebundene Variablen versehen sind.Der Konuenzbeweis des �-Kalk�uls beruht auf einem lokalen Kriterium, n�amlichuniformer Konuenz. Dieses ist eine Versch�arfung von starker Konuenz, wel-che f�ur die Termersetzungssysteme bekannt ist [DJ90, Hue80]. Der entscheidendeUnterschied besteht darin, da� uniforme Konuenz Uniformit�at im Bezug auf Kom-plexit�at und Terminierung erzwingt.Es ist bemerkenswert, da� funktionale Kalk�ule mit schwacher Reduktion einfacheKonuenzbeweise zulassen, die ohne Terminierungsbetrachtungen auskommen,wel-che bei Verwendung von lokaler Konuenz notwendig sind. Dadurch unterscheidensich unsere Konuenzbeweise von denjenigen f�ur tiefe �-Kalk�ule. Diese verwendenzum Beispiel die Methode der endlichen Entwicklungen ("�nite Developments")[Bar84, ORH93a].Typsysteme f�ur den �-Kalk�ul betrachten wir in dieser Arbeit nicht. Aber auch zudiesem Thema existieren bereits erste Resultate wie zum Beispiel das polymorpheTypsystem in [MS95, M�ul94]. Dabei tritt im Vergleich zum �-Kalk�ul das Problemauf, da� Eingabe und Ausgabe im �-Kalk�ul nicht statisch determiniert sind. In[MN95] wird ein Implementierungskonzept f�ur Meta-Eigenschaften wie Typinferenzoder abstrakte Interpretation vorgeschlagen, das auf tiefer Reduktion basiert.1.4.4 Nebenl�au�ge Programmierung mit ConstraintsEine Wurzel des �-Kalk�uls ist die nebenl�au�ge Programmierung mit Constraints("concurrent constraint Programming"). Der �-Kalk�ul hat mit dieser relationaleSchreibweisen, Gleichheit erster Ordnung, logische Variablen, parallele Komposi-tion und Deklaration gemein. Andere Aspekte, wie zum Beispiel Suche im Falle



1.4. EIN VERGLEICH MIT VERWANDTEN ARBEITEN 25von disjunktiver Information, Constraintsimpli�kation und Indeterminismus durch"committed Choice", klammert er aus. Eine einheitliche formale Beschreibung alldieser Aspekte liefert der Oz-Kalk�ul [Smo94a, Smo94b], der sowohl � als auch erweitert und als Fundierung der nebenl�au�gen Constraintsprache Oz [Smo94d,HM94, MMPS94] dient.Historischer Abri�. Nebenl�au�ge Programmierung mit Constraints verallge-meinert sowohl nebenl�au�ge logische Programmierung ("concurrent logic Program-ming"), als auch logische Programmierung mit Constraints ("constraint logic Pro-gramming").Logische Programmierung hat sich aus dem automatischen Beweisen basierend aufResolution entwickelt (siehe z.B. [Fit90]). Prolog ist die bekannteste und �alteste lo-gische Programmiersprache (siehe z.B. [SS86, O'K90]). Sie wurde 1973 unabh�angigvon Alan Colmerauer und Robert Kowalski konzipiert und hat wesentlich zur Eta-blierung von Logik erster Stufe als Grundlage von Berechnung beigetragen. Not-wendig dazu waren D.H.D. Warrens Implementierungstechniken [War80, AK91],mit denen sich die E�zienz von Prolog nachweisen lie�. Diese Techniken verwen-den "Backtracking" zur Realisierung von Suche.Logische Programmierung mit Constraints wurde mit Prolog II [CKvC83] aus derTaufe gehoben. Dabei sind Constraints pr�adikatenlogische Formeln erster Stufe,die zur abstrakten Beschreibung von logischen Datenstrukturen dienen, typischer-weise von arithmetischen Werten oder von verschiedenartigen B�aumen [ST92, AK-PS92, NPT93, NP93, Fr�u93]. Ein vereinheitlichendes Berechnungsmodell ("CLP-scheme") stellten Joxan Ja�ar und Jean-Louis Lassez in [JL87] vor. Weitere Dar-stellungen werden durch [JM94, HS88] referiert. Zu den Sprachen dieser Spartegeh�oren Prolog III [Col90], Chip [DSVH90], clp(FD) [DC93], cc(FD) [vHSD93]und im weiteren Sinne auch Life [AKDM+94, AK93].Nebenl�au�ge logische Programmierung begann mit [CG81] und wurde unter ande-rem von Ehud Sharpiro [Sha87] und vom japanischen "�fth Generation Project"propagiert.Nebenl�au�ge Programmierung mit Constraints kombiniert logische Programmie-rung mit Constraints und nebenl�au�ge logische Programmierung. Vijay Saraswat[Sar89, SR90, Sar91] schlug ein erstes einheitliches Modell vor, welches in der Zwi-schenzeit intensiv untersucht wurde [dBP92, dBKP92]. Neuere nebenl�au�ge Spra-chenmit Constraints sind AKL [Jan94, JH91] und Oz [Smo94d]. Eine ausf�uhrlichereDarstellung des Gebietes mit weitreichenden Vergleichen be�ndet sich in [Jan94].Nebenl�au�ge Programmierung mit Constraints. Der Schwerpunkt von ne-benl�au�gen Sprachen mit Constraints liegt auf nebenl�au�gen und inkrementellen



26 KAPITEL 1. EINLEITUNGAspekten von Berechnung mit partieller, logischer Information. Ihre Modelle ba-sieren auf der Metapher eines Berechnungsraumes, welcher aus Aktoren und Cons-traintspeicher besteht. Die Aktoren k�onnen auf die Information des Constraint-speichers zugreifen und, falls gen�ugend Information vorhanden ist, reduzieren. EinAktor verschwindet bei Reduktion, f�ugt aber m�oglicherweise neue Information undAktoren hinzu.Ein typischer Aktor ist ein relationales Konditional, das im Gegensatz zu einemfunktionalen kein Resultat zur�uckgibt, sondern neue Berechnungen freisetzt. Wirddie Bedingung ' eines relationalen Konditionalsif ' then E else F �vom Constraintspeicher logisch impliziert ("Entailment"), so kann das Konditio-nal zum then-Zweig E reduziert werden; ist ' im Kontext des Constraintspeichersunerf�ullbar ("Disentailment"), so kann es zum else-Zweig F reduziert werden. An-derenfalls mu� das Konditional darauf suspendieren, da� gen�ugend Informationvon anderen Aktoren angeh�auft worden ist, um G�ultigkeit oder Unerf�ullbarkeitzu entscheiden. Die Idee, die Reduktionsbedingung eines Konditionals logisch zuerkl�aren, stammt von Michael Maher [Mah87].Auch Applikationen lassen sich als Aktoren au�assen. Im Falle von Prozedurenerster Stufe sind Pr�adikatsde�nitionen statisch gegeben, wodurch Pr�adikatsappli-kationen stets reduzierbar sind. Im Falle von Prozeduren h�oherer Ordnung wer-den Prozeduren dynamisch erzeugt, so da� Applikationen analog zu Konditionalensuspendieren k�onnen [NS94]. Aus diesem Grund k�onnen wir f�ur die Zwecke des �-Kalk�uls auf Konditionale verzichten. Dadurch verlieren wir aber die Expressivit�atzur Darstellung von Verbunden ("Records") mit Adjunktion im Stile von [Smo94c].Eine Prozedur erster Ordnung wird zum Beispiel durch die Abstraktionsquare:x y=y = x � xbeschrieben. Diese k�onnen wir auch als Pr�adikatsde�nition au�assen:8x8y (square(x; y) $ y = x � x) :Nun macht eine pr�adikatenlogische Interpretation Sinn. Dazu w�urden wir squareals Pr�adikatssymbol au�assen, das die Menge aller Paare (x; y) denotiert, die denConstraint y = x � x erf�ullen.Der �-Kalk�ul als Constraintsprache. Wir k�onnen uns auf den Standpunktstellen, da� der �-Kalk�ul implizit triviale Constraints ' enth�alt und da� seine Va-riablen Namen von Abstraktionen denotieren.' ::= x= y j '1 ^ '2 j 9x'



1.4. EIN VERGLEICH MIT VERWANDTEN ARBEITEN 27In dieser Sichtweise integriert der �-Kalk�ul Constraints erster Ordnung mit Proze-duren h�oherer Ordnung. Die Tatsache, da� sich diese Constraints durch Elimination(E) simpli�zieren lassen, ist einer der wesentlichen Gr�unde f�ur die Einfachheit des�-Kalk�uls.Wir k�onnen jeden Ausdruck des �-Kalk�uls als Berechnungsraum interpretieren,dessen Information aus benannten Abstraktionen und Gleichungen besteht unddessen Aktoren Applikationen sind. In Analogie zu Konditionalen suspendierenApplikationen nun, falls nicht gen�ugend Information vorhanden ist, also wenn nochkeine passende Abstraktion existiert.Der �-Kalk�ul [NS94] ist eine Variante des �-Kalk�uls, welcher auch formal Proze-duren h�oherer Ordnung und Constraints erster Ordnung kombiniert. Er ist durchein Constraintsystem parametrisiert und unterscheidet zwischen Namen und Va-riablen explizit. Jede seiner Prozeduren ist mit einem eindeutigen Namen versehenund mit jeder dynamisch erzeugten Prozedur wird ein neuer Name generiert. Dazuverwendet der �-Kalk�ul einen Mechanismus, der auf der Deklaration von Namenberuht und unabh�angig in [HSW93, PS93, Ode94] vorgestellt wurde.In der Tat ist auch der �-Kalk�ul uniform konuent. Dies ist allerdings nicht einfachzu beweisen [NS94] und setzt eine geeignete Behandlung von Inkonsistenzen voraus.Im Gegensatz zum �-Kalk�ul vermeidet der �-Kalk�ul explizite Namen und logischeInkonsistenzen. Dies ist ein weiterer Grund f�ur seine Einfachheit.Die Verwendung von Constraints h�oherer Ordnung anstelle von Constraints er-ster Ordnung f�uhrt zu Uni�kation h�oherer Ordnung. Der hier vorgestellte Ansatzvermeidet die damit verbundene Problematik, wodurch er sich zum Beispiel von�-Prolog [NM88] unterscheidet.Die Modellierung von enkapsulierter Suche. Suche ist ein zentraler Aspektvon nebenl�au�ger Constraintprogrammierung, wie zum Beispiel die Sprachen AKL[JH91, Jan94] und Oz [Smo94d, MPSW94] belegen. Das Ziel dabei ist disjunktiveInformation zu verarbeiten, durch welche sich Probleme mehreren L�osungen spezi-�zieren lassen. Je nach Anwendung ist man an der Suche nach einer oder nach allenL�osungen interessiert, oder aber am Testen einer vorgegebenen L�osung. Idealerwei-se sollte eine Problemspezi�kation f�ur verschiedenen L�osungsverfahren einsetzbarsein. So lie�e sich zum Beispiel eine Grammatik sowohl zum Generieren der vonihr beschriebenen W�orter als auch zum Testen verwenden.M�ochte man nebenl�au�g verschiedene Alternativen durchsuchen, reicht das Kon-zept von "Backtracking" nicht aus. Auch die Metapher eines einzigen Berechnungs-raumes dient nur zur Beschreibung einer einzigen Alternative. Um mehrere Alter-nativen nebenl�au�g zu explorieren, mu� deren spekulative Information voneinandergetrennt bleiben, also jede Alternative in einem eigenen Berechnungsraum abgear-



28 KAPITEL 1. EINLEITUNGbeitet werden. Dies f�uhrt zu einem System von ineinander geschachtelten Berech-nungsr�aumen, wobei Information stets nach innen hin sichtbar ist. Mit dem gleichenKonzept l�a�t sich Suche enkapsulieren [JH91, SS94, SSW94], wodurch sich Such-probleme als Teile von gr�o�eren Aufgaben integrieren lassen. Zur Enkapsulierunggen�ugt es, globale sichere Information von lokaler spekulativer zu trennen, alsoSuche in einem lokalen Berechnungsraum ablaufen zu lassen.Eine interessante Frage im Kontext von Suche ist, wie sich der Aufbau von Alterna-tiven dynamisch kontrollieren l�a�t. Dies ist in Oz [SSW94, SS94] mit folgender Ideegel�ost: Alternativen werden nach dem Erzeugen nicht automatisch exploriert, son-dern in abstrahierter Form ("eingepackt") zur�uckgegeben. Der Programmierer kannderen Verwaltung gestalten, indem er die Alternative seiner Wahl in einem lokalenBerechnungsraum appliziert ("auspackt"). Zu diesem Zweck ist die nebenl�au�geKontrolle des �-Kalk�uls wiederum n�utzlich, denn sie erlaubt Suche dynamisch unddurch Bedarf zu steuern.1.5 Gliederung der ArbeitIn Kapitel 2 diskutieren wir allgemeine Eigenschaften von Berechnungskalk�ulen.Der Schwerpunkt liegt auf Komplexit�at und der Ad�aquatheit von Kalk�uleinbettun-gen. In Kapitel 3 f�uhren wir den �-Kalk�ul ein und beweisen seine uniforme Kon-uenz, bis auf Details im Zusammenhang mit �-Standardisierung und Pr�anexnor-malformen, die wir in Kapitel 5 nachholen. In Kapitel 4 betten wir den striktenund nicht-strikten �-Kalk�ul in den �-Kalk�ul ein und beweisen im ersteren Fall dieAd�aquatheit.



Kapitel 2Berechnungskalk�uleWir f�uhren Berechnungskalk�ule formal ein und diskutieren Konuenzbegri�eund Komplexit�atsma�e, sowie Terminierung und algebraische Operationen aufKalk�ulen. Wir de�nieren Kalk�uleinbettungen und stellen allgemeine Kriterien f�urderen Ad�aquatheit bez�uglich gegebener Komplexit�atsma�e vor. Desweiteren f�uhrenwir Basen als Teilsysteme von Kalk�ulen ein, die in dem Sinne vollst�andig sind, da�sie wichtige Eigenschaften des zugrundeliegenden Kalk�uls determinieren.2.1 Pr�aliminarienIn diesem Kapitel denotieren K, L, M Mengen mit Elementen � 2 K, � 2 Lund � 2 M . Die Mengenoperationen bezeichnen wir wir �ublich, K [ L f�ur dieVereinigung von K und L und K \L f�ur deren Schnitt . Das Symbol ; steht f�ur dieleere Menge, K � L f�ur die Inklusion von K in L, und K �L f�ur deren kartesischesProdukt. Wir nennen K und L disjunkt, falls K \L = ; gilt. Eine Relation auf K isteine Teilmenge von K und eine bin�are Relation auf K eine Teilmenge von K �K.Vereinigung, Schnitt und Inklusion von Relationen f�uhren wir auf die analogen Be-gri�e auf Mengen zur�uck. Die Komposition (!1 � !2) zweier Relationen !1 aufK � L und !2 auf L �M ist eine Relation auf K �M . Diese ist de�niert durch� (!1 � !2) � genau dann, wenn � 2 L existiert mit �!1 � und �!2 �. Sei !eine Relationen auf K�L, K 0 � K und L0 � L. Das Inverse von! ist eine Relation auf L�K, wobei �  � genau dann gilt, wenn �! � erf�ullt ist. Gelegentlichbezeichnen wir die inverse Relation von ! auch mit !�1. Die Einschr�ankung von! auf K 0 � L0 ist de�niert durch !j(K0�L0) = (! \ (K 0 � L0)). Stimmen dieMengen K und L �uberein, dann hei�t die Menge K 0 abgeschlossen unter !, falls!jK0�K � (K 0 �K 0).Seien nun!K eine bin�are Relation auf K,! eine Relation auf K�L und!L eine29



30 KAPITEL 2. BERECHNUNGSKALK�ULEbin�are Relation auf L. Dann nennen wir! linksinvariant unter!K, falls (!K � !) � ! und rechtsinvariant unter !L, falls (! � !L) � !. Stimmen K und L�uberein, dann nennen wir ! invariant unter!L, falls! rechts- und linksinvariantunter!L ist.Eine �Aquivalenzrelation � auf K ist eine bin�are Relation auf K, die reexiv,=K � � , symmetrisch, ��1 � � , und transitiv, (� � �) � � , ist. �Aquiva-lenzrelationen bezeichnen wir mit �, wobei wir gegebenenfalls mit der zugrunde-liegenden Menge indizieren und dann �K, �L bzw �M schreiben.Unter einer (partiellen) Ordnung � auf einer Menge K verstehen wir eine bin�areRelation auf K, die transitiv und antisymmetrisch ist, also (� \ �) � =K , wo-bei =K die Gleichheitsrelation auf K denotiert. Eine obere (bzw untere) Schrankeeiner Menge K 0 � K in einer Ordnung � auf K ist ein Element � 2 K mit�0 � � (bzw � � �0) f�ur alle �0 2 K 0. Eine Abbildung  zwischen zwei Mengenmit partiellen Ordnungen (K; �K) und (L; �L) hei�t monoton, falls mit �1 �K �2auch (�1) �L (�2) gilt.Nat�urliche Zahlen, stets inklusive 0, bezeichnen wir mit i, j und m, n. Die Mengealler nat�urlichen Zahlen ist durch � und < geordnet, genauso wie die Menge allernat�urlichen Zahlen mit unendlich 1. Unter einer endliche Folge (�i)ni=0 �uber Kverstehen wir eine Abbildung von f0; : : : ; ng nach K, die wir alternativ durch(�0; : : : ; �n) denotieren. Eine unendliche Folge (�i)1i=0 �uber K ist eine Abbildungvon den nat�urlichen Zahlen nach K. H�au�g schreiben wir (�i)i f�ur eine endlicheoder unendliche Folge, wobei wir die Indexgrenzen weglassen.Eine bin�are Relation < auf K hei�t wohlfundiert, wenn es keine unendliche abstei-gende Kette bez�uglich < gibt, also keine Folge (�i)1i=0 existiert, mit �i+1 < �i f�uralle i � 0. Wir werden wohlfundierte Induktion, d.h. Induktion �uber wohlfundierteRelationen, frei verwenden (siehe zum Beispiel [Win93]). Der transitive Abschlu�jeder wohlfundierten Relation ist eine Ordnung.2.2 Kalk�ule und BerechnungenUnter einem Kalk�ul verstehen wir stets einen Berechnungskalk�ul der folgendenBauart.De�nition 2.2.1 Ein Kalk�ul ist ein Tripel K = (K; �; !) bestehend aus einerMenge K, einer �Aquivalenzrelation � auf K, und einer bin�aren Relation ! aufK, die invariant unter � ist.Die Elemente von K hei�en Ausdr�ucke des Kalk�uls, � ist seine Kongruenz und !seine Reduktion. Die Invarianz von! unter �, also die Inklusion (� � ! � �) �



2.2. KALK�ULE UND BERECHNUNGEN 31! , nennen wir Kalk�uleigenschaft.In der De�nition eines Kalk�uls �ubernimmt die Kongruenz die Rolle von Gleichheitauf der Menge der Ausdr�ucke. Diese Unterscheidung ist notwendig, da zum Bei-spiel in �,  und � Kongruenzen nat�urlich auftreten, die nicht mit der Gleichheitauf Ausdr�ucken �ubereinstimmen. Nat�urlich k�onnten wir alternativ stets zu Kon-gruenzklassen �ubergehen und mit der Gleichheit solcher Klassen rechnen, aber diesw�urde mit Sicherheit schwerf�allig. Insbesondere werden wir Kongruenzen verwen-den, um spezielle Reduktionsschritte nach Bedarf auszublenden, indem wir sie zurKongruenz hinzuschlagen.Weitere prototypische Beispiele f�ur Kalk�ule im obigen Sinne sind der reine, schwa-che, strikte und nicht-strikte �-Kalk�ul (vgl. Kapitel 4). Auch f�ur diese sind Kongru-enzen sinnvoll, denn sie erlauben von �-Konversion zu abstrahieren. Jedes Term-ersetzungssystem [DJ90] mit Signatur � und Regelmenge R de�niert einen Kalk�ul(T�; =; !R), wobei T� die Menge aller �-Terme, = die Gleichheit solcher Ter-me und !R die von den Regeln erzeugte Ableitungsrelation ist. Auch ein Term-ersetzungssystemmodulo Kongruenz (�; �; R) im Stile von [DJ90]1 de�niert einenKalk�ul (T�; �; (� � !R � �)), wobei die Kongruenz des Termersetzungssystemsmit derjenigen des Kalk�uls �ubereinstimmt.Jede Turingmaschine [LP81, HU79] de�niert einen Kalk�ul, dessen Ausdr�ucke dieKon�gurationen der Turingmaschine sind. Die Kongruenz ist die Gleichheit aufKon�gurationen und die Reduktion stellt die Kon�gurations�uberg�ange der Ma-schine dar.Sei K = (K; �; !) ein Kalk�ul. Eine endliche Ableitung in K ist eine endliche Folge(�0; : : : ; �n)von Ausdr�ucken mit �i ! �i+1 f�ur alle 0 � i � n � 1. Die L�ange einerAbleitung (�0; : : : ; �n) ist n. Eine unendliche Ableitung in K ist eine Folge (�i)1i=0mit �i ! �i+1 f�ur alle 0 � i < 1. Die L�ange einer unendlichen Ableitung ist 1.Mit lK((�i)i) bezeichnen wir die L�ange einer endlichen oder unendlichen Abbleitung(�i)i.Die Menge aller Ableitungen in K ist partiell geordnet. Eine Ableitung (�i)i istecht kleiner als eine Ableitung (�0i)i, falls lK((�i)i) < lK((�0i)i) und �0j = �j f�ur alle0 � j � lK((�0i)i). Ableitungen werden somit gr�o�er durch Anh�angen und kleinerdurch Abschneiden von Ableitungen.Eine Berechnung in K ist eine maximale Ableitung in K. Eine Berechnung einesAusdruckes � in K ist eine Berechnung, die mit � beginnt, also eine Berechnung(�i)i mit �0 � �. Ein Ausdruck terminiert in K, wenn all seine Berechnungenendlich sind.Ein Ausdruck � hei�t irreduzibel in K, falls kein �0 existiert mit � ! �0, also alleBerechnungen von � die L�ange 0 haben.1Im Unterschied dazu betrachtet G�erard Huet [Hue80] die Relation (� � !R � : : :� !R � �).



32 KAPITEL 2. BERECHNUNGSKALK�ULEProposition 2.2.2 Eine Ableitung ist genau dann eine Berechnung, wenn sie un-endlich ist oder wenn sie endlich und ihr letztes Element irreduzibel ist. Jede Ab-leitung l�a�t sich zu einer Berechnung fortsetzen.Beweis. O�ensichtlich. 22.3 Uniforme KonuenzIm allgemeinen k�onnen Ausdr�ucke eines Kalk�uls sowohl endliche, als auch un-endliche Berechnungen zulassen. Stellt man sich eine Berechnung als m�oglicheAusf�uhrung eines Programmes vor, so l�a�t sich in solchen Kalk�ulen das Laufzeit-verhalten von Programmen nur schwer oder gar nicht voraussagen.Wir nennen einen Kalk�ul uniform, wenn f�ur alle Ausdr�ucke � des Kalk�uls al-le Berechnungen von � die gleiche L�ange haben. Ein Kalk�ul (K; �; !) hei�tuniform konuent, falls auf K die folgende Inklusion gilt:( � !) � (� [ (! �  )) :Satz 2.3.1 Jeder uniform konuente Kalk�ul ist uniform.Uniforme Konuenz ist also eine Eigenschaft von Kalk�ulen, die die Unabh�angigkeitvon Terminierung und Berechnungsl�ange von der Berechnungsreihenfolge sicher-stellt.Korollar 2.3.2 Sei � ein Ausdruck eines uniform konuenten Kalk�uls. Existierteine endliche Berechnung von �, dann sind alle Berechnungen von � endlich.Beweis. Ein Berechnung ist genau dann endlich, wenn ihre L�ange endlich ist. DieL�angen aller Berechnungen von � stimmen nach Satz 2.3.1 �uberein. 2Beweis von Satz 2.3.1. Sei (K; �; !) ein uniform konuenter Kalk�ul. Wirzeigen mit Induktion �uber n, da� f�ur alle � aus K, die eine Berechnung der L�angen besitzen, alle Berechnungen von � die L�ange n haben2.Sei � beliebig und (�i)i eine Berechnung der L�ange n von �. Im Falle n = 0 ist �irreduzibel, so da� alle Berechnungen von � die Form (�0) mit �0 � � haben, alsodie L�ange 0. Ist n � 0, dann betrachten wir eine zweite Berechnung (�0i)i von �, alsomit �00 � � � �0 und zeigen, da� auch diese die L�ange n hat. Nun ist �00 reduzierbar,2Diese einfache Beweisidee stammt von Rolf Backofen.



2.4. KONFLUENZ UND TERMINIERUNG 33so da� die L�ange von (�0i)i wegen Maximalit�at mindestens 1 sein mu�. Es gibtalso �01 mit �01  � ! �1, so da� uniforme Konuenz genau zwei M�oglichkeitenzul�a�t. Im Fall �01 � �1 k�onnen wir die Induktionsvoraussetzung auf �1 anwenden.Somit hat die Berechnung (�0i)i�1 die L�ange n� 1 und die Berechnung (�0i)i�0 dieL�ange n. Im zweiten Fall existiert ~�2 mit �01 ! ~�2  �1. Sei (~�i)i�2 eine beliebigeBerechnung von ~�2, welche nach Proposition 2.2.2 existiert. Dann ist (�1; ~�2; : : :)eine Berechnung von �1, die nach Induktionsvoraussetzung die L�ange n � 1 hat.Somit existiert eine Berechnung der L�ange n� 1 von �01, n�amlich (�01; ~�2; : : :). Ausder Induktionsvoraussetzung angewendet auf �01 folgt, da� die L�ange von (�0i)i�1ebenfalls n� 1 ist. Somit ist auch im zweiten Fall die L�ange von (�0i)i�0 gleich n. 22.4 Konuenz und TerminierungIn diesem Abschnitt �ubertragen wir die �ublichen Konuenzbegri�e [DJ90, Hue80]auf Kalk�ule und vergleichen sie mit dem Begri� der uniformen Konuenz. Deswei-teren �ubertragen wir den Begri� der Terminierung, wobei keinerlei �Uberraschungenauftreten.Sei K = (K; �; !) ein beliebiger Kalk�ul. Dann de�nieren wir die folgenden Rela-tionen, die alle sowohl von der Reduktion, als auch von der Kongruenz abh�angen.!0 = � ; !n+1 = (!n � !) ; !�n = [1i=n !i!� = !�0 !�n = [ni=0 !i ; !� = !�1 :Lemma 2.4.1 Die Relation !� ist die kleinste transitive Relation, die ! und �enth�alt.Beweis. Wie im Falle der reexiven transitiven H�ulle. 2Wir nennen Klokal konuent gdw. ( � !) � (!� � � ) ;konuent gdw. (� �!�) � (!� � � ) ;Church-Rosser gdw. ( [ !)� � (!� � � ) ;stark konuent gdw. ( � !) � (!� � � ) :Wenn die Kongruenz von K mit der Gleichheit auf K �ubereinstimmt, fallen unsereDe�nitionen mit den �ublichen zusammen [DJ90].Proposition 2.4.2 Uniforme Konuenz impliziert starke Konuenz und aus die-ser folgt Konuenz. Konuenz ist �aquivalent zur Church-Rosser-Eigenschaft undimpliziert lokale Konuenz.



34 KAPITEL 2. BERECHNUNGSKALK�ULEBeweis.Die einzige nicht triviale Aussage ist, da� Konuenz aus starker Konuenzfolgt. Dies ist wohlbekannt, wenn die Kongruenz des Kalk�uls mit der Gleichheit aufAusd�ucken �ubereinstimmt. Im allgemeinen lie�e sich der Beweis durch Quotienten-bildung auf diesen Fall zur�uckgef�uhren. F�ur einen direkten Beweis k�onnen wir, wieim Standardfall, (m � !n) � (!�n � �m )mit simultaner Induktion �uber m und n nachweisen. 2Alle Konuenzeigenschaften sind Vertauschungseigenschaften. Wir sagen wie�ublich, da� zwei Relationen !1 und !2 vertauschen, falls sie(1 �!2) � (!2 � 1 )erf�ullen. So ist zum Beispiel K genau dann konuent, wenn !� mit sich selbstvertauscht, und genau dann stark konuent, wenn !� mit sich selbst vertauscht.Lokale und uniforme Konuenz sind Vertauschungseigenschaften in einem etwasweiteren Sinne.K hei�t terminierend, falls alle Berechnungen in K endlich sind, also jeder Ausdruckin K terminiert. Die De�nition von Terminierung ist unabh�angig von der Kon-gruenz von K, da die De�nition einer Berechnung in K unabh�angig von dieser ist.Weiterhin sagen wir, da� eine bin�are Relation!1 aufK terminiert, wenn der Kalk�ul(K; =K; !1) terminierend ist, wobei =K die Gleichheitsrelation auf K denotiert.Somit ist K terminierend genau dann, wenn seine Reduktion ! terminiert, waswiederum �aquivalent zur Wohlfundiertheit von  ist.Proposition 2.4.3 Jeder lokal konuente, terminierende Kalk�ul ist konuent.Beweis. Mit wohlfundierter Induktion �uber  (siehe zum Beispiel [Hue80]). 22.5 Algebraische OperationenAuf Kalk�ulen lassen sich die �ublichen algebraischen Konstruktionen wie Ein-schr�ankung, Vereinigung, Quotient und kartesisches Produktes de�nieren. So istzum Beispiel der �-Kalk�ul die Einschr�ankung einer Kalk�ulvereinigung, aber auchdie Vereinigung von Kalk�uleinschr�ankung. Denn Vereinigung kombiniert Applika-tion und Elimination und Einschr�ankung schlie�t Inkonsistenzen aus. Quotientenund kartesische Produkte ber�ucksichtigen wir hier nicht, da wir diese im folgendennicht ben�otigen.Sei K = (K; �; !) ein Kalk�ul und L � K eine Teilmenge von Ausdr�ucken,die unter Kongruenz und Reduktion abgeschlossen ist. Dann de�nieren wir die



2.5. ALGEBRAISCHE OPERATIONEN 35Einschr�ankung von K auf L durch (L; �j(L�L); !j(L�L)). Der Einfachheit halberlassen wir Einschr�ankungsoperatoren meist weg und schreiben k�urzer (L; �; !).Proposition 2.5.1 Einschr�ankungen von Kalk�ulen sind Kalk�ule.Beweis. O�ensichtlich ist �j(L�L) eine �Aquivalenzrelation auf L. Da L abgeschlos-sen unter Kongruenz und Reduktion ist, vererbt sich die Kalk�uleigenschaft:(�j(L�L) � !j(L�L) � �j(L�L)) � (� � ! � �)j(L�L) � !j(L�L) : 2Proposition 2.5.2 Konuenzeigenschaften bleiben bei Einschr�ankung erhalten.Beweis. Die einschr�ankende Menge ist abgeschlossen unter � und ! und somitauch unter!� und !�. 2Die Vereinigung zweier Kalk�ule (K; �; !1) und (K; �; !2) ist ein Kalk�ul, denwir durch (K; �; (!1 [ !2)) de�nieren.Proposition 2.5.3 Seien (K; �; !1) und (K; �; !2) zwei uniform konu-ente Kalk�ule und ! = (!1 [ !2) die Vereinigung von deren Reduktionen. Giltweiterhin (1 � !2) � ((! �  ) [ �), dann ist die Vereinigung der beidenKalk�ule (K; �; !) uniform konuent.Beweis. Die folgenden Inklusionen folgen unmittelbar aus den Voraussetzungen:( � !) = (1 � !1) [ (1 � !2) [ (2 � !1) [ (2 �!2)� ((!1 � 1 ) [ �) [ ((!�  ) [ �) [ ((!2 � 2 ) [ �)� ((!�  ) [ �) 2Nun k�onnen wir eine Eigenschaft zeigen, die als "Lemma von Hindley-Rosen" be-kannt geworden ist. Dieses l�a�t sich unter anderem dazu verwenden, die Konuenzvon (��)-Reduktion nachzuweisen (siehe zum Beispiel [Bar84], Seite 64).Proposition 2.5.4 (Hindley-Rosen) Seien (K; �; !1) und (K; �; !2)zwei konuente Kalk�ule und ! = (!1 [ !2) die Vereinigung von deren Re-duktionen. Dann gilt unter der Voraussetzung (�1 � !�2) � (!� � � ), da� dieVereinigung der beiden Kalk�ule (K; �; !) konuent ist.Beweis. Da die Relationen !1 und !2 konuent sind, sind !�1 und !�2 uniformkonuent. Nach Proposition 2.5.3 ist (!�1 [ !�2) uniform konuent und somit nachProposition 2.4.2 konuent. Wegen !� = (!�1 [ !�2)� ist dann auch ! konu-ent. Die zuletzt ausgenutzte Gleichung gilt, da beide Seiten die kleinste Relationdenotieren, die!1 und !2 enth�alt. 2



36 KAPITEL 2. BERECHNUNGSKALK�ULE2.6 Komplexit�atsma�eWir f�uhren nun das Konzept eines Komplexit�atsma�es ein, um von der L�angevon Berechnungen zu abstrahieren. Dies erlaubt uns Terminierung mit dem glei-chen formalen Apparat zu beschreiben, wie Komplexit�at. Desweiteren wollen wirh�au�g nur ausgezeichnete Schritte einer Berechnung z�ahlen, zum Beispiel nur dieApplikationsschritte im Falle des �-Kalk�uls, und ben�otigen dann Varianten desL�angenma�es.Sei K = (K; �; !) ein Kalk�ul. Ein Komplexit�atsma� f�ur K ist eine monotoneFunktion, die Ableitungen inK auf nat�urliche Zahlen oder1 abbildet.Wir erinnerndaran, da� die Menge aller Ableitungen eines Kalk�uls geordnet ist, wobei k�urzereAbleitungen durch Abschneiden am Ende entstehen.Ein wichtiges Komplexit�atsma� f�ur diese Arbeit ist das L�angenma� lK. Ein weiteresist das Terminierungsma� tK, das f�ur Ableitungen in K folgenderma�en de�niert ist:tK((�i)i) = ( 0 falls lK((�i)i) <11 falls lK((�i)i) =1Wir nennen ein Komplexit�atsma� uniform, falls es f�ur alle Ausdr�ucke �, einge-schr�ankt auf die Berechnungen von �, konstant ist. O�ensichtlich ist ein Kalk�ulgenau dann uniform, wenn sein L�angenma� uniform ist.Ist  ein uniformes Komplexit�atsma� f�ur K, so de�nieren wir die Komplexit�at einesAusdruckes � durch(�) = ((�i)i) f�ur eine Berechnung (�i)i von �.Ist  jedoch nicht als uniform vorausgesetzt, so gibt es mindestens zwei M�oglich-keiten, die Komplexit�at von Ausdr�ucken festzulegen, n�amlich durch das Bildenvon In�ma oder Suprema. Wir de�nieren deshalb die Komplexit�at von Ausdr�uckenausschlie�lich f�ur uniforme Komplexit�atsma�e.Wir kommen nun zu einer Verfeinerung des L�angenma�es, das nur ausgezeichne-te Schritte einer Berechnung z�ahlt. Typischerweise treiben diese Schritte die ei-gentliche Berechnung voran (Applikation), wohingegen die anderen den erreichtenAusdruck standardisieren (Elimination).Um diese Situation zu formalisieren, betrachten wir eine weitere bin�are Relation!r auf K, und de�nieren das r-L�angenma� lrK auf Ableitungen in K durchlrK((�i)i) = Anzahl fi j �i !r �i+1g :Nat�urlich ist lrK ein Komplexit�atsma� und gerade dieses Ma� werden wir intensivbenutzen. Da wir an uniformer Berechnung interessiert sind, stellt sich nun dieFrage, wann das r-L�angenma� uniform ist. Eine befriedigende Antwort k�onnen wirmit Hilfe des Begi�es einer Zerlegung ("Decomposition") angeben.



2.6. KOMPLEXIT�ATSMA�E 37De�nition 2.6.1 Ein Paar � = (!r; !c) von bin�aren Relationen auf K hei�tZerlegung f�ur (K; �), falls die folgenden Eigenschaften gelten:(Dec1) Das Tripel (K; �; !r) ist ein uniform konuenter Kalk�ul.(Dec2) Das Tripel (K; �; !c) ist ein konuenter, terminierender Kalk�ul.(Dec3) Die Relationen !r und !�c vertauschen.Die Sprechweisen und Bezeichnungen in der De�nition stammen daher, da� dieRelation (!r [ !c) in eine Reduktion !r und eine Kontrolle !c zerlegt wird.Im Falle des �-Kalk�uls ist zum Beispiel das Paar (!A; !E) eine Zerlegung, d.h.Applikation l�a�t sich als eigentliche Reduktion des �-Kalk�uls au�assen und Elimi-nation lediglich als Kontrolle.Wenn wir eine Zerlegung � = (!r; !c) f�ur (K; �) betrachten, sind wir eigentlichan der Vereinigung K(�) = (K; �; (!r [ !c)) interessiert, m�ochten jedoch !cSchritte ausblenden und lediglich!r Schritte z�ahlen. Es stellt sich somit die Frage,wann lrK(�) uniform ist.Um dieses Problem technisch zu handhaben, suchen wir nach einem Kalk�ul, derauch formal Kontrollschritte ausblendet. Dazu de�nieren wir c!r= (!�c � !r � !�c)und Krc = (K; �; c!r).Satz 2.6.2 Ist � = (!r; !c) eine Zerlegung f�ur (K; �), dann sind lKrc und lrK(�)uniform. Desweiteren gilt lKrc(�) = lrK(�)(�) f�ur alle Ausdr�ucke � von K.Die Uniformit�atseigenschaft ist die zentrale Behauptung des Satzes. Aus dieserl�a�t sich lKrc(�) = lrK(�)(�) folgern, wozu man zus�atzlich die Terminierung von !cben�otigt.Wir leiten nun den Beweis von Satz 2.6.2 durch einige Vorbemerkungen ein: DerKalk�ulK(�) ist zwar nach Proposition 2.5.4 konuent, aber weder notwendigerweiseuniform konuent, noch uniform. Dies liegt daran, da� wir lediglich Konuenz f�ur!c voraussetzen. Die Situation f�ur den Kalk�ul Krc ist scheinbar noch widersinniger;denn wie im Satz behauptet, ist Krc uniform, aber im allgemeinen noch nicht ein-mal konuent. Das Problem liegt darin, da� die Resultate von Berechnungen einesAusdruckes in Krc nur bis auf ungerichtete Anwendungen von!c �ubereinstimmen,aber nicht kongruent sind.Diese Problematik von Krc l�a�t sich l�osen, indem wir zu einer anderen Kongruenz�ubergehen, n�amlich zu �c = (c [ !c)�, und den Kalk�ul K̂rc betrachten:K̂rc = (K; �c; (�c � !r � �c))Unter R�uckgri� auf diese Hilfskonstruktion werden wir nun Satz 2.6.2 beweisen.Dazu ben�otigen wir drei vorbereitende Lemmata, f�ur die wir die Voraussetzungendes Satzes annehmen.



38 KAPITEL 2. BERECHNUNGSKALK�ULELemma 2.6.3 K̂rc ist ein uniform konuenter Kalk�ul, der die Darstellung K̂rc =(K; (!�c � �c ); ( c!r � �c )) besitzt.Beweis. O�ensichtlich ist K̂rc ein Kalk�ul, d.h. �c ist eine �Aquivalenzrelation, unddie Kalk�uleigenschaft gilt. Wegen Konuenz (Dec2) ist !c Church-Rosser undsomit hat �c die Darstellung: �c = (!�c � �c ) :Nun sch�atzen wir die Reduktion von K̂rc ab:(�c � !r � �c) � (!�c � �c � !r � �c) Darstellung von �c� (!�c � !r � �c � �c) (Dec3)Im n�achsten Schritt wenden wir die De�nition und anschlie�end die Darstellungvon �c an und erhalten:(�c � �c) � �c � (!�c � �c ) :Durch Kombination der voranstehenden Absch�atzungen folgt f�ur die Reduktionvon K̂rc: (�c � !r � �c) � (!�c � !r � �c � �c) � ( c!r � �c ) ;und somit gilt die behauptete Darstellung von K̂rc. Die uniforme Konuenz von K̂rcfolgt unmittelbar aus der uniformen Konuenz von !r und den Vertauschungsei-genschaften der Kontrolle:((�c � r � �c) � (�c � !r � �c))� (�c � r �!�c � �c � !r � �c) Darstellung von �c� (�c � !�c � r � !r � �c � �c) (Dec2)� (�c � r �!r � �c) De�nition �c� (�c � !r � r � �c) [ (�c � � � �c) (Dec1)� ((�c � !r � �c) � (�c � r � �c)) [ �c 2Lemma 2.6.4 Ist (�i)i eine Berechnung von � in K(�), dann existiert eine Be-rechnung (�0i)i von � in K̂rc mit lrK(�)((�i)i) = lK̂rc((�0i)i).Beweis. F�ur endliche (�i)i folgt die Behauptung mit Induktion �uber n =lrK(�)((�i)i). Zu beachten ist, da� wir die Maximalit�at der zu konstruierenden Ab-leitung (�0i)i sicherstellen m�ussen. Aus diesem Grunde ben�otigen wir f�ur n = 0 dieDarstellung von Lemma 2.6.3. Desweiteren m�ussen wir f�ur n > 0 die Induktions-voraussetzung stets am Ende von (�i)i ansetzen.Ist (�i)i unendlich, so folgt aus der Terminierung von!c, da� (�i)i unendlich viele!r Schritte enth�alt. Dies erlaubt, f�ur alle n eine Ableitung (�0i)ni=0 mit Induktion�uber n zu konstruieren. 2



2.7. AD�AQUATE EINBETTUNGEN 39Lemma 2.6.5 Jede Berechnung in Krc ist auch eine Berechnung in K̂rc .Beweis. O�ensichtlich ist jede Ableitung in Krc auch eine Ableitung in K̂rc . Wegender Darstellung von K̂rc in Lemma 2.6.3 f�allt Irreduzibilit�at in beiden Kalk�ulenzusammen, und somit auch die Maximalit�at von Ableitungen. 2Beweis von Satz 2.6.2. Nach Lemma 2.6.3 ist K̂rc uniform konuent. Sei � 2 Kund (�i)i eine beliebige Berechnung von � in K(�). Wegen Lemma 2.6.4 existierteine Berechnung (�0i)i von � in K̂rc mitlrK(�)((�i)i) = lK̂rc((�0i)i) :Wegen Uniformit�at ist die rechte Seite unabh�angig von der speziellen Berechnung(�0i)i und somit ist auch die linke Seite unabh�angig von (�i)i, also lrK(�) uniform.Ist (�00i )i eine Berechnung von � in Krc, dann ist (�00i )i nach Lemma 2.6.5 auch eineBerechnung von � in lK̂rc undlKrc((�00i )i) = lK̂rc((�00i )i) :Daraus folgt die Uniformit�at von lKrc und lrK(�)(�) = lK̂rc(�) = lKrc(�). 22.7 Ad�aquate EinbettungenEin wichtiges Ergebnis dieser Arbeit ist der Beweis, da� die in der Einleitungsuggerierte Einbettung des strikten �-Kalk�uls in den �-Kalk�ul ad�aquat ist. Dasdazu ben�otigte Beweisprinzip arbeiten wir nun heraus (Satz 2.7.4). Anschlie�endbereiten wir weitere Ad�aquatheitsbeweise vor.Seien K = (K; �K; !K) und L = (L; �L; !L) zwei Kalk�ule. Eine Einbettungvon K nach L ist eine Funktion � : K ! L, die linksinvariant unter �K undrechtsinvariant unter �L ist. Seien K und L uniforme Komplexit�atsma�e f�ur Kbzw L. Dann hei�t � ad�aquat bez�uglich K und L, fallsK(�) = L(�(�))f�ur alle � gilt. � hei�t ad�aquat bez�uglich Terminierung, wenn � ad�aquat bez�uglichder Terminierungsma�e tK und tL ist. In diesem Fall terminiert � genau dann inK, wenn �(�) in L terminiert.De�nition 2.7.1 Wir nennen eine Teilmenge S � K � L L�angensimulation zwi-schen K und L, falls S die folgenden beiden Eigenschaften erf�ullt:



40 KAPITEL 2. BERECHNUNGSKALK�ULE(LS1) Falls (�; �) 2 S und � irreduzibel in !K, dann ist � irreduzibel in !L.(LS2) Falls (�; �) 2 S und �!K �0, dann existiert �0 mit �!L �0 und (�0; �0) 2 S.Ist weiterhin � : K ! L eine Einbettung von K nach L, dann nennen wir SL�angensimulation f�ur �, falls S alle Paare der Form (�; �(�)) enth�alt.Lemma 2.7.2 Sei S eine L�angensimulation zwischen Kalk�ulen K und L. Dannexistiert f�ur alle Paare (�; �) 2 S und alle Berechnungen von � eine Berechnungvon � der gleichen L�ange.Beweis. Einfach. Wir m�ussen die F�alle f�ur endliche und unendliche Berechnungenunterscheiden, und darauf achten, da� die zu konstruierenden Ableitungen maximalsind. 2Lemma 2.7.3 Sei L uniform, � eine Einbettung von K nach L, S eine L�angensi-mulation f�ur � und � ein Ausdruck von K. Dann gibt es zu jeder Berechnung von� eine Berechnung �(�) der gleichen L�ange.Beweis. Per De�nition gilt (�; �(�)) 2 S f�ur alle �. Somit folgt die Behauptungunmittelbar aus Lemma 2.7.2. 2Umgekehrt gibt es aber nicht zu jeder Berechnung von �(�) eine Berechnung von�. Dies ist jedoch nicht tragisch, da sich alle Berechnungen von �(�) wegen Uni-formit�at gleich verhalten. In diesem Punkte unterscheiden sich die Methoden die-ser Arbeit von denjenigen von Robin Milner [Mil92]. Denn um mit der Nicht-Uniformit�at des �-Kalk�uls zurecht zu kommen, stellt Robin Milner eine Bijekti-on zwischen Berechnungen sicher. Dazu verwendet er L�angenbisimulationen, alsoL�angensimulationen, deren Inverse auch L�angensimulationen sind. Diese Methodeist f�ur unsere Zwecke nicht hinreichend.Satz 2.7.4 Sei L uniform und � eine Einbettung von K nach L, f�ur die ei-ne L�angensimulation existiert. Dann ist K uniform und � ad�aquat bez�uglich derL�angenma�e.Beweis. Sei � ein Ausdruck von K und (�i)i und (�0i)i Berechnungen von �. Dannexistieren nach Lemma 2.7.3 Berechnungen (�i)i und (�0i)i von �(�) mitlK((�i)i) = lL((�i)i) und lK((�0i)i) = lL((�0i)i) :Aus der Uniformit�at von L folgt lL((�i)i) = lL((�0i)i) und somit gilt auchlK((�i)i) = lK((�0i)i). Da (�i)i und (�0i)i beliebig waren, haben also alle Berech-nungen von � die gleiche L�ange. Weiterhin folgt Ad�aquatheit:lK(�) = lK((�i)i) = lL((�i)i) = lL(�(�)) : 2



2.7. AD�AQUATE EINBETTUNGEN 41Nun formulieren wir ein sehr n�utzliches Kriterium, da� die Gleichwertigkeit ver-schiedener Zerlegungen sicherstellt. Dadurch lassen sich zwei Kalk�ule als gleich-wertig nachweisen, die die gleichen Ausdr�ucke und Kongruenzen, aber leicht unter-schiedliche Reduktionen besitzen.Genauer betrachtet interessiert uns die folgende Situation: Gegeben ist ein Kalk�ul,dessen Reduktion (!r [ !c) sich in eine eigentliche Reduktion !r und eine Kon-trolle!c zerlegen l�a�t. Dann stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen wir!c durch eine st�arkere Kontrolle!d ersetzen k�onnen, ohne die eigentliche Reduk-tion !r zu beeinussen.Satz 2.7.5 Seien �c = (!r; !c) und �d = (!r; !d) zwei Zerlegungen f�ur(K; �) mit1. Schritte in !d erhalten Irreduzibilit�at bez�uglich (!r [ !c).2. !c � (!d [ d )�.Dann gilt lrK(�c) = lrK(�d) und somit ist die Identit�at eine ad�aquate Einbettung vonK(�c) nach K(�d) bez�uglich der r-L�angenma�e.Zum Beweis ben�otigen wir ein Lemma f�ur das wir die Voraussetzungen von Satz2.7.5 annehmen. Es formuliert zwei Vertauschungseigenschaften, in denen zus�atzlich!c durch!d ersetzt wird. Wir erinnern an die De�nitionen c!r = (!�c � !r � !�c)bzw. d!r = (!�d � !r � !�d) .Lemma 2.7.6 1. (�d �!�c) � (!�d � �d ).2. (�d � c!r) � ( d!r � �d ).Beweis. Aus Voraussetzung 2 von Satz 2.7.5 folgt (�d � !�c) � (!d [ d )�.Nach (Dec2) ist !d konuent und somit Church-Rosser, d.h. (!d [ d )� �(!�d � �d ), woraus Inklusion 1 folgt. Inklusion 2 k�onnen wir nun folgenderma�ennachweisen:(�d � c!r) � (�d �!�c � !r � !�c) De�nition von c!r� (!�d � �d � !r � !�c) Inklusion 1� (!�d � !r � �d � !�c) (Dec3)� (!�d � !r � !�d � �d ) Inklusion 1� ( d!r � �d ) De�nition von d!r 2



42 KAPITEL 2. BERECHNUNGSKALK�ULEBeweis von Satz 2.7.5. Wir betrachten die Kalk�ule Krc = (K; �; c!r) undKrd = (K; �; d!r). Nach Satz 2.6.2 ist die Behauptung des Satzes �aquivalent zurAd�aquatheit von Id : Krc !Krd bez�uglich der L�angenma�e. Um dies nachzuweisen,wenden wir Satz 2.7.4 mit folgender Simulation S an:(�; �0) 2 S gdw. �!�d �0:Wir m�ussen zeigen, da� S eine L�angensimulation zwischen Krc und Krd ist. Denndie Uniformit�at von Krd folgt wiederum aus Satz 2.6.2, und au�erdem enth�alt S allePaare der Form (�; �), ist also eine Simulation f�ur die Identit�at.Wir zeigen nun Eigenschaft (LS1). Dazu setzen wir �1 als irreduzibel in c!r und(�1; �2) 2 S voraus, und zeigen die Irreduzibilit�at von �2 in d!r. Da!c terminiert,existiert �01 mit �1 !�c �01 und �01 irreduzibel in!c. Da �1 irreduzibel in c!r, ist �01irreduzibel in (!r [ !c). Aus Teil 1 von Lemma 2.7.6 folgt die Existenz von �02mit �2 !�d �02 und �01 !�d �02. Da !d terminiert, existiert �002 irreduzibel in !d mit�02!�d �002.Nach Voraussetzung 2 von Proposition 2.7.5 ist auch �002 irreduzibel in (!r [ !c),also irreduzibel in (!r [ !d) und auch in d!r. Wegen (Dec2) und (Dec3) gilt:(d r �!�d) � (!�d � d r ) :W�are nun �2 reduzierbar in d!r, dann auch �002, was wir bereits ausgeschlossenhaben. Also ist �2 irreduzibel in d!r, wie zu zeigen war.Wir weisen nun Eigenschaft (LS2) nach. Dazu seien �1; �01; �2 mit �1 c!r �01 und(�1; �2) 2 S gegeben. Die Existenz von �02 mit �2 d!r �02 und (�01; �02) 2 S folgtunmittelbar aus Lemma 2.7.6 Teil 2. 2In Analogie zu Satz 2.7.4 k�onnen wir Ad�aquatheit bez�uglich Terminierung nach-weisen, selbst wenn Ad�aquatheit bez�uglich Komplexit�at nicht gilt. Ein m�oglichesKriterium erhalten wir mit folgender De�nition.De�nition 2.7.7 Wir nennen eine Teilmenge S � K �L Terminierungssimulationzwischen K und L, falls S die folgenden beiden Eigenschaften erf�ullt:1. Falls (�; �) 2 S und � irreduzibel in !K, dann ist � irreduzibel in !L.2. Falls (�; �) 2 S und �!K �0, dann existiert �0 mit �!�L �0 und (�0; �0) 2 S.Eine Terminierungssimulation f�ur eine Einbettung � von K nach L ist eine Termi-nierungssimulation zwischen K und L, die alle Paare der Form (�; �(�)) enth�alt.



2.8. BASEN 43Die De�nition ist vollkommen identisch zu derjenigen von L�angensimulation, bisauf die Verwendung von !� in der zweiten Eigenschaft.Satz 2.7.8 Sei � eine Einbettung von K in einen Kalk�ul L, dessen Terminierungs-ma� uniform ist. Wenn eine Terminierungssimulation f�ur � existiert, dann ist dasTerminierungsma� f�ur CK uniform und � ad�aquat bez�uglich Terminierung.Beweis. Analog zum Beweis von Satz 2.7.4 f�ur L�angensimulationen. 22.8 BasenF�ur die Analyse von Kalk�ulen ist es h�au�g w�unschenswert, Eigenschaften allerAusdr�ucke lediglich auf standardisierten Ausdr�ucken nachzuweisen. So k�onnen wirzum Beispiel den Beweis der uniformen Konuenz des �-Kalk�uls auf die Betrach-tung von �-standardisierten Pr�anexnormalformen zur�uckf�uhren. Das Konzept einerReduktionsbasis eines Kalk�uls extrahiert die dazu notwendigen Bedingungen.Ein �ahnliches Problem tritt auf, wenn man Relationen oder Funktionen auf Aus-dr�ucken de�nieren m�ochte, die invariant unter Kongruenz sind. Dabei kann manzum Beispiel an eine Terminierungsordnung denken. In solchen F�allen ist das Kon-zept einer De�nitionsbasis eines Kalk�uls hilfreich.Seien (K; �K), (L; �L) und (M; �M ) Mengen mit �Aquivalenzrelationen. K liegtdicht in L bez�uglich �L, falls K � L und falls f�ur alle � ein � existiert mit � �L �.De�nition 2.8.1 Ein Paar (K; �K) hei�t De�nitionsbasis von (L; �L), falls gilt:1. K liegt dicht in L bez�uglich �L.2. Die Einschr�ankung von �L auf K �K stimmt mit �K �uberein.Eine Funktion � auf K hei�t invariant bez�uglich �K, falls � als Relation aufgefa�tlinksinvariant unter �K ist, also wenn �(�1) = �(�2) f�ur alle �1, �2 mit �1 �K �2.Proposition 2.8.2 Sei (K; �K) eine De�nitionsbasis von (L; �L) und � eineFunktion auf K, die invariant unter �K ist. Dann l�a�t sich � eindeutig zu einerFunktion auf L fortsetzen, die invariant unter �L ist.Beweis. Wir k�onnen �1 wie folgt auf beliebigen � de�nieren:�1(�) = �(�) falls � �L � und � 2 K.



44 KAPITEL 2. BERECHNUNGSKALK�ULE�1 ist total, denn wegen Dichtheit von K in L existiert zu jedem � ein � mit � �L �.�1 ist eine Funktion, denn f�ur alle � ist �1(�) eindeutig bestimmt.Um dies zu zeigen,seien �1; �2 2 K mit � �L �1 und � �L �2. Da �L eine �Aquivalenzrelation ist, gilt�1 �L �2. Aus der zweiten Eigenschaft einer De�nitionsbasis folgt �1 �K �2. Da �invariant bez�uglich �K ist, erhalten wir �1(�1) = �1(�2).Die Funktion �1 ist per De�nition eine Fortsetzung von �, die invariant unter �List. Als solche ist sie eindeutig bestimmt, denn ist �2 eine weitere solche Fortsetzungund � 2 L, dann existiert � 2 K mit � �L � und somit: �1(�) = �1(�) = �(�) =�2(�) = �2(�) . 2De�nitionsbasen k�onnen auch zur De�nition von Relationen verwendet werden, dieinvariant unter Kongruenz sind.Proposition 2.8.3 Sei (K; �K) eine De�nitionsbasis von (L; �L). Dann l�a�t sichjede Relation ! auf K �M , die linksinvariant unter �K ist, eindeutig zu einerRelation auf L�M fortsetzen, die linksinvariant unter �L ist.Beweis. Wir de�nieren eine Relation !1 auf L�M durch!1 = (�Lj(L�K) � !) :Wegen der Transitivit�at von �L ist !1 linksinvariant unter �L. Wir zeigen, da�!1 eine Fortsetzung von ! ist. Per De�nition gilt:!1j(K�M) = (�Lj(L�K) � !)j(K�M) = (�Lj(K�K) � !)Aus der zweiten Eigenschaft einer De�nitionsbasis und der Linksinvarianz von !unter �K folgt: (�Lj(K�K) � !) = (�K � !) � ! :In der letzten Absch�atzung gilt sogar Gleichheit wegen der Reexivit�at von �Kund somit erhalten wir !1j(K�M) = ! :Nun beweisen wir die Eindeutigkeit der Fortsetzung von!, die linksinvariant unter�L ist. Sei dazu !2 eine zweite solche Fortsetzung. Wir nehmen � !1 � an undzeigen, da� daraus � !2 � folgt. Dies ist aus Symmetriegr�unden hinreichend f�urEindeutigkeit.DaK dicht in L bez�uglich�L liegt, existiert ein �mit � �L �. Wegender Linksinvarianz von !1 unter �L folgt � !1 �. Da !1 und !2 Fortsetzungenvon! sind, gilt �! � und �!2 �. Aus der Linksinvarianz von!2 unter �L folgt�!2 �. 2



2.8. BASEN 45Proposition 2.8.4 Sei ! eine Relation auf L �M , die linksinvariant unter �List. Liegt K dicht in L bez�uglich �L und ist die Einschr�ankung von ! auf K �Mrechtsinvariant unter �M , dann ist ! auch rechtsinvariant unter �M .Beweis. Wir nehmen � ! �1 �M �2 an und zeigen � ! �2. Wegen Dichtheitexistiert � mit � �L � und somit folgt aus Linksinvarianz � ! �1. Wegen Recht-sinvarianz von !j(K�M) gilt � ! �2 und wiederum wegen Linksinvarianz folgt�! �2. 2De�nition 2.8.5 Sei �! eine Relation auf K�L. Dann hei�t (K; �K; �!) Reduk-tionsbasis eines Kalk�uls (L; �L; !), falls gilt:1. K liegt dicht in L bez�uglich �L.2. F�ur alle � 2 K und � 2 L mit �! � gilt � (�K � �!� �L) �.�Ublicherweise werden Reduktionsbasen zus�atzlich �K � � und �! � ! erf�ullen.Dies ist f�ur uns nicht wesentlich, w�urde aber die Umkehrungen der folgenden Pro-positionen implizieren.Proposition 2.8.6 Sei (K; �K; �!) eine Reduktionsbasis von L = (L; �L; !).Dann ist L uniform konuent, wenn ( � � �K � �!) � ((!�  ) [ �L).Beweis. Wir nehmen an, da� �1  � ! �2 gilt. Die Dichtheit von K in Limpliziert die Existenz von � mit � �L �. F�ur dieses � gilt �1  �! �2 wegen derKalk�uleigenschaft f�ur L. Aus der De�nition einer Reduktionsbasis folgt:�1 (�L � � � �K � �!� �L) �2 :Die Bedingung der Proposition impliziert nun �1 �L �2 oder �1 (!�  ) �2, wozuwir wiederum die Kalk�uleigenschaft ausnutzen. 2Proposition 2.8.7 Sei (K; �K; �!) eine Reduktionsbasis von L = (L; �L; !).Dann ist L stark konuent, wenn ( � � �K � �!) � ((!� � � ).Beweis. Analog zu Proposition 2.8.6. 2Proposition 2.8.8 Sei (K; �K; �!1) eine Reduktionsbasis von (L; �L; !1) und(K; �K; �!2) eine Reduktionsbasis von (L; �L; !2). Dann vertauschen !1 und!2, falls (1 � � �K � �!2) � (!2 � 1 ).



46 KAPITEL 2. BERECHNUNGSKALK�ULEBeweis. Analog zu Proposition 2.8.6. 2Eine analoge Aussage gilt nat�urlich auch f�ur lokale Konuenz. Da wir diese aller-dings nicht ben�otigen, formulieren wir sie nicht explizit.Proposition 2.8.9 Sei (K; �K; �!) eine Reduktionsbasis von L = (L; �L; !).Dann ist � irreduzibel in L, falls ein � existiert mit � �L � und � irreduzibel in(�K � �!) ist.Beweis. O�ensichtlich. 2Trotz seiner Einfachheit wird uns dieses Kriterium erlauben, die Irreduzibilit�at vonAusdr�ucken in allen betrachteten Kalk�ulen zu entscheiden.



Kapitel 3Uniform nebenl�au�geBerechnungWir stellen den �-Kalk�ul und eine Variante des �-Kalk�uls mit Anullierung vor unduntersuchen beide im Hinblick auf Konuenz und Uniformit�at. Auf technischerSeite geben wir De�nitions- und Reduktionsbasen an und beweisen alle behauptetenKonuenz und Uniformit�atseigenschaften. Ferner weisen wir die Gleichwertigkeitdes �-Kalk�uls und seiner Variante im Hinblick auf Terminierung und Komplexit�atnach.3.1 Der �-Kalk�ulWir setzen einen unendlichen Vorrat an Variablen voraus. Diese denotieren wir mitx, y, z, u, v, w, r, s und t. Mit x bezeichnen wir eine endliche Folge von Varia-blen und mit V(x) die Menge der in x enthaltenen Variablen. F�ur die Kompositionzweier Folgen x und y schreiben wir x y . Desweiteren fassen wir Variablen frei alseinelementige Folgen auf, was zum Beispiel xy de�niert. Wir nennen eine Folge li-near, falls ihre Komponenten paarweise verschieden sind. Sp�ater werden wir analogeNotationen f�ur Folgen �uber anderen syntaktischen Kategorien benutzen.Mit � bezeichnen wir die Menge aller Ausdr�ucken E, F und G, die wir in Abbildung3.1 de�nieren.In voller Sch�onheit sind �-Ausdr�ucke vollst�andig geklammert. Wir schreiben dieseKlammern aber nur optional und vereinbaren, da� Abstraktion und Deklarationh�ohere Priorit�at als Komposition besitzen. Zum Beispiel gelten x:y=E ^ F =(x:y=E) ^ F und 9xE ^ F = (9xE) ^ F .Eine benannte Abstraktion x:y=E besteht aus einer Variablen x und einer Ab-47



48 KAPITEL 3. UNIFORM NEBENL�AUFIGE BERECHNUNGE;F;G ::= x:y=E Abstraktionxy Applikationx= y GleichungE ^ F Komposition9xE Deklaration> Null 1Abbildung 3.1: Ausdr�uckestraktion y=E, wobei wir x als Referenz auf y=E interpretieren. Die Variablen iny nennen wir formale Argumente und E Rumpf der Abstraktion. Der Rumpf wirdbez�uglich der formalen Argumente abstrahiert. Die Metavariable A steht im fol-genden stets f�ur eine Abstraktion y=E. Zum Beispiel k�urzen wir x:y=E mit x:Aab, wobei A f�ur y=E steht.Die Variable x einer Applikation xy fungiert als Referenz auf eine zu applizierendeAbstraktion, die Variablen y dienen als aktuelle Argumente. F�ur eine Folge von De-klarationen 9y1 : : :9ynE schreiben wir abk�urzend 9yE, wobei y f�ur y1 : : : yn steht.Desweiteren ben�otigen wir eine feink�ornige Schreibweise f�ur simultanes Abstrahie-ren in Analogie zum Deklarieren. Dazu schreiben wir uA abk�urzend f�ur (uy)=E,falls A f�ur y=E steht.Die Variablenbinder des �-Kalk�uls sind Abstraktionen und Deklarationen. Aus-dr�ucke der Form xA und 9xE sind Variablenbinder f�ur x mit Skopus A bzw. E.Eine Variable x hei�t gebunden in E, falls ein Variablenbinder f�ur x in E exi-stiert. Eine Variable x hei�t frei in E, falls es ein Auftreten von x in E gibt, dasnicht im Skopus eines Variablenbinders f�ur x liegt. Mit BV(E) bezeichnen wir dieMenge der in E gebundenen Variablen und mit FV(E) die Menge der in E frei-en Variablen. Die Menge aller Variablen in E denotieren wir mit V(E), so da�V(E) = FV(E) [ BV(E) gilt.Eine Kongruenz � auf � ist eine �Aquivalenzrelation auf �, die in beliebigen Kon-texten angewendet werden darf. Wir fordern also, da� jede Kongruenz die folgendenRegeln erf�ullt:E � F9xE � 9xF E � FE ^ G � F ^ G E � FG ^ E � G ^ F E � Fx:y=E � x:y=FDie erste Regel ist zum Beispiel so zu lesen, da� f�ur alle x, E und F , die derVoraussetzung E � F gen�ugen, die Konklusion 9xE � 9xF gilt.1Die Null > ist in dieser Formulierung des �-Kalk�uls �uber�ussig. Wir werden sie allerdingsbeim Rechnen mit Pr�anexnormalformen in Abschnitt 3.4 ben�otigen. Auch im Zusammenhangmit Annullierung in Abschnitt 3.3 ist es von Vorteil, eine Identit�at bez�uglich Komposition zurVerf�ugung zu haben.



3.1. DER �-KALK�UL 49Unter einer Substitution � verstehen wir eine Abbildung von Variablen auf Varia-blen! Zum Beispiel steht der Operator [y=x] f�ur diejenige Substitution, die x aufy abbildet, und alle anderen Variablen auf sich selbst. Wir schreiben y� f�ur dieelementweise Anwendung von � auf y und E� f�ur die homomorphe Anwendungeiner Substitution � auf E:(x= y) � = �(x) = �(y) ; >� = > ;(x:A) � = �(x):A� ; (y=E) � = y�=E� ;(x y ) � = �(x)y� ; (E ^ F ) � = E� ^ F� ;(9xE) � = 9�(x)E� :Wir de�nieren die strukturelle Kongruenz � als kleinste Kongruenz auf �, die dieAxiome und Regeln in Abbildung 3.2 erf�ullt, wobei wir unter Axiomen Regeln ohneVoraussetzungen (und ohne Querstrich) verstehen.(�) 9xE � 9yE[y=x] falls y =2 V(E)uxA � uyA[y=x] falls y =2 V(A)(ACI) (E ^ F ) ^ G � E ^ (F ^ G)E ^ F � F ^ EE ^ > � E(Exch) 9x9yE � 9y9xE(Scope) 9xE ^ F � 9x(E ^ F ) falls x =2 FV(F )Abbildung 3.2: Strukturelle KongruenzDie strukturelle Kongruenz formalisiert die �ublichen Eigenschaften von Variablen-bindern und paralleler Komposition: Das Axiom (�) beschreibt die konsistenteUmbenennung gebundener Variablen. Wegen (ACI) ist Komposition ^ bez�uglich� assoziativ und kommutativ, und > die Identit�at bez�uglich Komposition. Dekla-rationen k�onnen bez�uglich � frei vertauscht werden (Exch) ("Exchange") und derSkopus von deklarierten Variablen ist beweglich (Scope).Der simultane Substitutionsoperator [y=x] verallgemeinert den Operator [y=x]. Erist f�ur alle gleichlangen Folgen y und x de�niert, falls x linear ist. Gelten y =y1 : : : yn und x = x1 : : : xn, dann bildet [y=x] jeweils xi auf yi ab, und alle anderenVariablen auf sich selbst. Bei allen Anwendungen von [y=x] setzen wir implizit seineDe�niertheit voraus.Die Reduktion! ist die kleinste bin�are Relation auf �, die die Axiome und Regelnin Abbildung 3.3 erf�ullt.Applikation (A) f�uhrt Prozeduraufrufe aus, wobei eine Kopie des Prozedurrumpfesangelegt und formale durch aktuelle Argumente ersetzt werden. Elimination (E)



50 KAPITEL 3. UNIFORM NEBENL�AUFIGE BERECHNUNG(A) x:y=E ^ xz ! x:y=E ^ E[z=y] falls V(z) \ BV(E) = ;(E) 9y9x(x= y ^ E) ! 9yE[y=x] falls x 6= y und y =2 BV(E)(Comp) E ! FE ^ G! F ^ G (Decl) E ! F9xE !9xF(Congr) E1 � E2 E2 ! F2 F2 � F1E1 ! F1Abbildung 3.3: Reduktionmacht lokale Variablen gleich, indem sie Gleichungen zwischen lokalen Variablenelaboriert. Dadurch werden Referenzketten zwischen Abstraktion und Applikationverk�urzt. Reduktion ist unterhalb von Deklaration (Decl) und Komposition (Comp)erlaubt, aber nicht in R�umpfen von Abstraktionen. Wegen (Congr) ist Reduktioninvariant unter Kongruenz.Es ist bemerkenswert, da� wir keine weiteren Mechanismen zur Simpli�kation vonGleichungen ben�otigen. Insbesondere st�ort es nicht, da� wir triviale Gleichungenx=x nicht entfernen k�onnen und da� Gleichungen mit globalen Variablen keinerleiE�ekt haben. Wichtig ist jedoch, da� wir das folgende symmetrische Eliminations-axiom ableiten k�onnen, obwohl wir Gleichungen bez�uglich � nicht als symmetrischvorausgesetzt haben:9y9x(x= y ^ E) ! 9xE[x=y] falls x 6= y und x =2 BV(E) :Im Gegensatz zu (E) wird hier y und nicht etwa x eliminiert. Zur Ableitung vondiesem Axiom verwenden wir (E), (�) und (Congr); wir setzen x 6= y und x =2BV(E) voraus und bescha�en uns eine frische Variable z:9y9x(x= y ^ E) � 9z9x(x= z ^ E[z=y]) �-Umbenennung von y zu z! 9zE[z=y][z=x] Elimination� 9xE[z=y][z=x][x=z] �-Umbenennung von z zu x= 9xE[x=y] SubstitutionsgleichungenDa Gleichungen ausschlie�lich durch Elimination beeinu�t werden, verhalten siesich absolut symmetrisch. Dies erlaubt den Datenu� in Abh�angigkeit von derBerechnungsdynamik zu beschreiben, was wir zur Darstellung der Kontrolle vonnicht-strikter funktionaler Berechnung ben�otigen. Auch Ein- und Ausgabeargu-mente lassen sich im �-Kalk�ul im allgemein nicht statisch determinieren, wie wiran einem Beispiel in Abschnitt 3.2 illustrieren werden.Das in dieser Arbeit vorgeschlagene Eliminationsaxiom (E) unterscheidet sich tech-nisch wesentlich von demjenigen des -Kalk�uls in der Darstellung von [Smo94c].



3.1. DER �-KALK�UL 51Denn dort wird das Axiom9x(x= y ^ E) ! E[y=x] falls x 6= y und x =2 BV(E)verwendet, wobei y nicht als lokal vorausgesetzt ist. Wie wir bereits gesehen haben,ist die Deklaration von y aber notwendig, um die Symmetrie von Gleichungenin Bezug auf Elimination sicherzustellen. In der Tat w�urde sogar Konuenz beiVerwendung des alternativen Axioms verloren gehen, wenn man Symmetrie vonGleichungen nicht explizit fordert. Denn dann lie�e sich 9y(x1 = y ^ x2 = y) zux1 = x2 und zu x2 = x1 reduzieren. Aus diesem Grund sind Gleichungen im -Kalk�ul bez�uglich Kongruenz als symmetrisch vorausgesetzt. F�ur die detailliertenBeweise in dieser Arbeit w�urde Elimination im Stile des -Kalk�uls einen erheblichenMehraufwand bedeuten.Wir haben nun den Reduktionsmechanismus des �-Kalk�uls vollst�andig beschrieben,aber seine De�nition noch nicht abgeschlossen.Proposition 3.1.1 Das Tripel (�; �; !) ist ein Kalk�ul.Beweis. Die G�ultigkeit der Regel (Congr) ist �aquivalent zur Kalk�uleigenschaft. 2Wir beschreiben im folgenden die Vermeidung von Inkonsistenzen, was f�ur dieKonuenz des �-Kalk�uls notwendig ist. Dazu verwenden wir die Sprechweise, da� xin x:A an A gebunden wird gleichbedeutend dazu, da� x in x:A eine Referenz aufA ist. Konuenz kann f�ur solche Ausdr�ucke verloren gehen, in denen eine Variablean verschiedene Auftreten von Abstraktionen gebunden ist, denn dann hat eineApplikation dieser Variable die freie Auswahl mit welcher Abstraktion sie reduziert.Wir nennen einen Ausdruck inkonsistent, falls er einen Teilausdruck der Formx:A ^ x:A0enth�alt2 und konsistent anderenfalls. Ein Ausdruck E hei�t zul�assig ("admissible"),falls diejenigen F konsistent sind, f�ur die x mit 9xE !� F existiert3. Zul�assigkeitschlie�t somit alle Ausdr�ucke aus, die durch wiederholte Anwendung von struktu-reller Kongruenz, Reduktion oder Abschlu� unter Deklaration inkonsistent werdenk�onnen. Die Menge aller zul�assigen Ausd�ucke bezeichnen wir mit �ad.Es ist plausibel, da� die Zul�assigkeit von beliebigen Ausdr�ucken unentscheidbar ist,denn die Zul�assigkeit eines Ausdruckes ist abh�angig von der Dynamik eines Turing-vollst�andigen Systems. Dies ist nicht weiter hinderlich, da wir die Zul�assigkeit f�uralle Ausdr�ucke unseres Interesses nachweisen k�onnen, was wir in Abschnitt 4.3 auchtun werden.2Replikation im Stile des �-Kalk�uls [Mil91], des �-Kalk�uls [Smo94c] oder des fr�uhen Oz-Kalk�uls[Smo94a] w�urden bei der De�nition von Inkonsistenz Probleme verursachen.3Per De�nition in Abschnitt 2.4 ist !� die kleinste transitive Relation, die ! und � enth�alt.



52 KAPITEL 3. UNIFORM NEBENL�AUFIGE BERECHNUNGProposition 3.1.2 Ein Ausdruck E ist zul�assig genau dann, wenn 9xE zul�assigist. Ist E1 ^ E2 zul�assig, dann sind auch E1 und E2 zul�assig.Beweis. Folgt unmittelbar aus den De�nitionen. 2Zul�assigkeit ist nicht abgeschlossen unter Komposition und auch nicht unter demBilden von Teilausdr�ucken. So ist zum Beispiel der Ausdruck x:y=E zul�assig, selbstwenn E unzul�assig ist.Proposition 3.1.3 Die Menge aller zul�assigen Ausdr�ucke �ad ist abgeschlossenunter struktureller Kongruenz und Reduktion.Beweis. Mit Induktion �uber Herleitungen von E � F und E ! F . 2De�nition 3.1.4 Die Einschr�ankung von (�; �; !) auf zul�assige Ausdr�uckehei�t �-Kalk�ul, in Symbolen � = (�ad; �; !).Aus den Propositionen 3.1.3 und 2.5.1 folgt, da� der �-Kalk�ul ein Kalk�ul im Sinnevon De�nition 2.2.1 ist.An dieser Stelle ist es instruktiv den �-Kalk�ul mit dem -Kalk�ul [Smo94c] unddem �-Kalk�ul [NS94] zu vergleichen. Im Gegensatz zu � unterscheiden  und �statisch zwischen Variablen und Namen. Jede Abstraktion in  oder � ist miteinem eindeutigen Namen versehen ist. Bei dynamischer Erzeugung einer neuenAbstraktion wird stets auch ein neuer Name erzeugt.Technisch werden diese E�ekte in  und � realisiert, indem syntaktisch ausschlie�-lich Abstraktionen der Form a:A zulassen werden, wobei a einen Namen denotiertund nicht etwa eine Variable. Ein Ausdruck der Form x:A ist dann lediglich eineAbk�urzungen f�ur 9a(x= a ^ a:A). Eine Inkonsistenz f�uhrt zu einer Gleichung derForm a= b mit verschiedenen Namen a und b. Technisch wird dieser E�ekt durch(�)-Umbenennung von Namen erm�oglicht:9x(x:A ^ x:A0) = 9x(9a(x= a ^ a:A) ^ 9a(x= a ^ a:A0))�� 9x(9a(x= a ^ a:A) ^ 9b(x= b ^ b:A0))� 9x9a9b(x= a ^ x= b ^ a:A ^ b:A0)!E 9a9b(b= a ^ a:A ^ b:A0)Die Verwendung von �-Umbenennung zur dynamischen Erzeugung neuer Namenwurde auch in [PS93, Ode94] vorgeschlagen.Wir formulieren nun die Uniformit�ats- und Konuenzeigenschaften des �-Kalk�uls.Dank unserer Vorarbeit �uber Berechnungskalk�ule in Kapitel 2 k�onnen wir den Be-weis dieser Eigenschaften auf den Nachweis von drei Vertauschungseigenschaftenreduzieren, die in Satz 3.1.7 zusammengefa�t sind.



3.1. DER �-KALK�UL 53Satz 3.1.5 Der �-Kalk�ul ist uniform konuent.Daraus folgt insbesondere die Uniformit�at des L�angenma�es l� des �-Kalk�uls(Satz 2.3.1). Es gelten allerdings noch weitere Uniformit�atseigenschaften, n�amlichbez�uglich des A-L�angenma�es lA� , das Applikationsschritte in Ableitungen (Ei)i z�ahlt(vergleiche Kapitel 2.6).Satz 3.1.6 Das L�angenma� l� und das A-L�angenma� lA� des �-Kalk�uls sind uni-form, d.h. sie stimmen f�ur alle Berechnungen eines festen Ausdruckes �uberein.Die S�atze 3.1.5 und 3.1.6 sind Konsequenzen des folgenden Satzes 3.1.7, in dem wirfeinere Eigenschaften von Applikation und Elimination explizit formulieren, die wirallerdings erst sp�ater beweisen werden.Im folgenden werden wir Axiome frei als bin�are Relationen auf � au�assen, wo-bei wir das Relationssymbol des Axioms ignorieren. Zum Beispiel interpretierenwir das Axiom (Exch), also 9x9yE � 9y9xE, als Relation aller Paare der Form(9x9yE; 9y9xE).Desweiteren de�nieren wir !R f�ur beliebige bin�are Relationen R auf � als klein-ste bin�are Relation, die R enth�alt und (Congr), (Decl) und (Comp) erf�ullt. DieRelation !R erlaubt also die Anwendung von R unterhalb von Deklaration undKomposition und ist invariant unter struktureller Kongruenz. Insbesondere habenwir somit die Relationen !A und !E de�niert, so da� ! = (!A [ !E) gilt.Satz 3.1.7 1. Der Kalk�ul (�ad; �; !A) ist uniform konuent.2. Der Kalk�ul (�; �; !E) ist uniform konuent und terminierend.3. Die Relationen !E und !A vertauschen.Alle behaupteten Vertauschungsaussagen in diesem Satz werden wir in Abschnitt3.5 beweisen, wozu wir die Basen aus Abschnitt 3.4 verwenden werden. Die Ter-minierung von !E ist o�ensichtlich; denn jeder Eliminationsschritt verkleinert dieMasse eines Ausdrucks echt um eine Gleichung und eine Deklaration. Dabei ist zubeachten, da� die Masse von Ausdr�ucken invariant unter struktureller Kongruenzist.Beweis der S�atze 3.1.5 und 3.1.6. Der �-Kalk�ul ist die Vereinigung von(�ad; �; !E) und (�ad; �; !A). Nach Satz 3.1.7 sind beide Kalk�ule uniform kon-uent und ihre Reduktionen vertauschen. Wir k�onnen also Proposition 2.5.3 an-wenden, woraus die uniforme Konuenz des �-Kalk�uls, d.h. Satz 3.1.5, folgt. DieUniformit�at des L�angenma�es folgt aus Satz 2.3.1 und uniformer Konuenz. Des-weiteren ist (!A; !E) eine Zerlegung auf �ad. Somit folgt die Uniformit�at desA-L�angenma�es aus Satz 2.6.2 und wir haben Satz 3.1.6 gezeigt. 2



54 KAPITEL 3. UNIFORM NEBENL�AUFIGE BERECHNUNG3.2 BeispieleWir illustrieren den �-Kalk�ul anhand einiger Beispiele. Diese weisen auf syntakti-sche Feinheiten hin, zeigen das Abarbeiten von Referenzketten durch Elimination,illustrieren ungerichteten Datenu�, stellen B�aume dar und diskutieren Inkonsi-stenzen.Im folgenden sei Id stets die �-Identit�at y z=z = y. In unserem ersten Beispielapplizieren wir Id auf sich selbst4.9u9v(u: Id ^ v: Id ^ u v out) !A 9u9v(u: Id ^ v: Id ^ out= v)� 9v(out= v ^ v: Id) ^ 9uu: IdDies zeigt zwei syntaktische Feinheiten. Erstens k�onnen wir nicht alle Gleichun-gen zwischen Variablen entfernen, solange globale Variablen im Spiel sind. Diesist im Beispiel nicht wesentlich, da eine Elimination von v keine weiteren Applika-tionsschritte erm�oglichen w�urde. Gleiches gilt f�ur alle anderen Beispiele in dieserArbeit.Der zweite E�ekt ist, da� lokale Abstraktionen zur�uckbleiben, die den Fortgangder Berechnung nicht mehr beeinussen k�onnen. Dies mag f�ur konkrete Beispielel�astig sein, ist allerdings nicht wesentlich f�ur Terminierung und Komplexit�at, wiewir in Abschnitt 3.3 zeigen werden.Das n�achste Beispiel zeigt, wie Elimination Ketten von lokalen Referenzen verk�urztund weist im Vergleich zu allen vorangehenden Beispielen einen anderen Datenu�auf. Wir wenden die �-Identit�at auf out an und legen das Resultat dieser Appli-kation durch y fest, welches �uber eine Referenzkette an die �-Identit�at gebundenist.9x9y9z(x: Id ^ x= y ^ y = z ^ z out y) !E 9x9z(x: Id ^ x= z ^ z out z)!E 9z(z: Id ^ z out z)!A 9z(z: Id ^ z = out)In diesem Fall fungiert das erste Argument als Ausgabe und das zweite als Eingabe.Nun wollen wir B�aume im �-Kalk�ul darstellen, was wir in Analogie zu bekanntenKodierungen von Datenstrukturen im �-Kalk�ul [Bar90] tun. Als Beispiel beschrei-ben wir das folgende Bild im �-Kalk�ul:4Bez�uglich der Einbettung des strikten �-Kalk�uls entspricht dies der Berechnung von out=II.



3.2. BEISPIELE 55f ; gTree = y zfirst secondDazu stellen wir uns den Baum als funktionale Prozedur vor, die einen Selektoreinliest und den selektierten Unterbaum ausgibt.Als Selektoren verwenden wir die folgenden beiden Abstraktionen First undSecond5: x y z=z = x und x y z=z = y :Den Baum Tree im obigen Bild beschreiben wir nun durch folgende Abstraktion:sel val=sel y z val :In einem passenden Kontext k�onnen wir nun sowohl "lesend" als auch "schreibend"auf die Unterb�aume von Tree zugreifen. Um diese Aussage formal zu erfassenf�uhren wir neue Metasyntax f�ur Kontexte ein, die wir auch in den folgenden Ka-piteln ben�otigen werden. Unter einem Kontext T verstehen wir einen �-Ausdruckmit einem Loch �; Mit T [[E]] bezeichnen wir denjenigen Ausdruck, der durch tex-tuelle Ersetzung des Loches in T durch E entsteht. Wir sagen, da� E ! F imKontext T gilt, falls T [[E]]! T [[F ]]. F�ur eine ausf�uhrliche De�nition verweisen wirauf Abschnitt 5.2.2.Im Zusammenhang mit der Darstellung unseres Baumes Tree interessieren wir unsf�ur den folgenden Kontext, den wir T nennen:9tree9y9first9second(tree: Tree ^ first: First ^ second: Second ^ �) :Nun k�onnen wir zeigen, wie wir mit Unterb�aume von Tree rechnen k�onnen. Dazubetrachten wir die folgende Reduktion im Kontext T :9id(id: Id ^ tree first id ^ tree first out)!A 9id(id: Id ^ first y z id ^ tree first out)!A 9id(id: Id ^ id= y ^ tree first out) "schreibend"!E y: Id ^ tree first out!A y: Id ^ first y z out!A y: Id ^ out= y "lesend"Die ersten beiden Applikationen binden y an Id, die nachfolgenden binden out andie von y referierte Abstraktion, also ebenfalls an Id. Wir h�atten die Reihenfolge5Im �-Kalk�ul w�urden wir analog First = �x:�y: x und Second = �x:�y: y verwenden.



56 KAPITEL 3. UNIFORM NEBENL�AUFIGE BERECHNUNGder Zugri�e aber auch ebensogut vertauschen k�onnen. Konsistenz bleibt deshalberhalten, weil wir nur einmal "schreibend" auf y zugreifen. Ein weiterer schreiben-der Zugri� k�onnte zur Inkonsistenz f�uhren und zwar dann, wenn dadurch y an eineandere Abstraktion oder ein anderes Auftreten von Id gebunden wird.Im -Kalk�ul [Smo94c] lassen sich sogar "Records" mit "Adjunktion" darstellen,wobei Namen als Schl�ussel dienen. Dazu ist ein Konditional notwendig, das nichtnur auf die Gleichheit, sondern auch auf die Verschiedenheit von Namen testenkann. Erstaunlicherweise k�onnen wir im �-Kalk�ul auch ohne Namen einen sinnvollenTest auf Verschiedenheit formulieren. Dazu ist es hinreichend ein Konditional mitfolgenden Reduktionsregeln zu erlauben:if x= x then E else F � ! Ex:A ^ y:A0 ^ if x= y then E else F � ! F ^ x:A ^ y:A0Die Regel f�ur den else-Fall macht Sinn, da Zul�assigkeit im Kontext von x:A ^ y:A0sicherstellt, da� x und y niemals gleichgesetzt werden k�onnen. Auch die uniformeKonuenz des �-Kalk�uls w�urde durch Konditionale nicht beeintr�achtigt.3.3 AnnullierungBisher haben wir uns bei der Darstellung des �-Kalk�uls ausschlie�lich um Kom-plexit�at und Terminierung gek�ummert. Nun fragen wir nach dem ben�otigten Spei-cherplatz. Eine geeignete Absch�atzung liefert die maximale Gr�o�e eines Ausdruckesder betrachteten Berechnung. Dies ist jedoch nicht realistisch, da wir im �-Kalk�ullokale Abstraktionen nicht entfernen k�onnen, aber der entsprechende Speicherplatzin konkreten Systemen durch Speicherbereinigung ("Garbage Collection") wieder-verwendet werden kann.Aus diesem Grund schlagen wir eine Erweiterung der Reduktion des �-Kalk�uls umAnnullierung6 (G) vor, wobei wir y:A als Abk�urzung f�ur eine endliche Kompositionvon Abstraktionen verwenden und > f�ur die leere Komposition:(G) 9xy:A ! > falls V(y) � V(x) und V(x) 6= ; :Insbesondere erlaubt diese Regel, �uber�ussige Deklarationen wegzuwerfen. Dennunter der Bedingung V(x) \ FV(E) = ; k�onnen wir folgenderma�en annullieren:9xE � 9x(> ^ E) � (9x>) ^ E !G > ^ E � E :Annullierung wird auch im Oz-Kalk�ul [Smo94a, Smo94b] verwendet, n�amlich zurRealisierung von tiefen W�achtern ("deep Guards"). Tiefe W�achter beschreiben6(G) steht f�ur "Garbage Collection".



3.3. ANNULLIERUNG 57die Reduktionbedingung eines relationalen Konditionals durch eine beliebige, vonder Au�enwelt enkapsulierte Berechnung. Auch in [AFM+95] wird Annullierungvorgeschlagen. Dort dient sie dazu, Ausdr�ucke wegzuwerfen, die bei nicht-strikterfunktionaler Berechnung nicht ben�otigt werden.Wir beginnen nun mit dem Nachweis, da� Annullierung (G) im Falle des �-Kalk�ulsTerminierung nicht beeinu�t und auch Komplexit�at und Uniformit�at in einemgeeigneten Sinne erhalten bleiben. Dazu m�ussen wir nat�urlich zuerst sicherstellen,da� Annullierung keine neuen Inkonsistenzen erzeugt.Proposition 3.3.1 Die Relation !G erh�alt Zul�assigkeit.Zum Beweis wollen wir die leider relativ schwachen Abschlu�eigenschaften vonZul�assigkeit verwenden, die wir in den Propositionen 3.1.2 und 3.1.3 formulierthaben. Der Leser kann sich davon �uberzeugen, da� eine naive Induktion �uber Her-leitungen von E !G F an der Regel (Comp) scheitert. Das folgende Lemma l�ostdieses Problem.Lemma 3.3.2 Sei E zul�assig und gelte E !G F . Dann existieren z, E1 und F1mit E � 9z(E1 ^ F1), E1 !G > und 9zF1 � F .Beweis. Mit Induktion �uber Herleitungen von E !G F . 2Beweis von Proposition 3.3.1. Sei E zul�assig, gelte E !G F und seien z,E1 und F1 wie in Lemma 3.3.2. Da E zul�assig ist, ist auch 9z(E1 ^ F1) zul�assig(Proposition 3.1.3). Wegen Proposition 3.1.2 sind E1 ^ F1, F1, und 9zF1 zul�assig.Wiederum nach Proposition 3.1.3 folgt die Zul�assigkeit von F . 2Satz 3.3.3 1. Der Kalk�ul (�; �; !G) ist stark konuent und terminierend.2. Die Relation !G vertauscht mit !A und !E.3. Schritte in !G erhalten Irreduzibilit�at bez�uglich !A und !E.Die Vertauschungseigenschaften der beiden ersten Teile beweisen wir in Abschnitt3.5. Einen Beweis des dritten Teils skizzieren wir am Ende von Abschnitt 3.4. DieTerminierung von!G ist o�ensichtlich, da jede Anwendung von!G die Masse vonAusdr�ucken zumindest um eine Deklaration verkleinert.Als �-Kalk�ul mit Annullierung bezeichnen wir �0 = (�ad; �; (!A [ !E [ !G)).Das A-L�angenma� lA�0 z�ahlt Applikationsschritte in Ableitungen von �0; das AE-L�angenma� lAE�0 z�ahlt Applikations- und Eliminationsschritte.



58 KAPITEL 3. UNIFORM NEBENL�AUFIGE BERECHNUNGSatz 3.3.4 Der �-Kalk�ul mit Annullierung �0 ist konuent und die Komplexit�ats-ma�e lA�0 und lAE�0 sind uniform. Eingeschr�ankt auf Berechnungen des �-Kalk�uls giltlA� = lA�0 und l� = lAE�0 .Beweis. Der �-Kalk�ul mit Annullierung ist die Vereinigung von drei konuentenKalk�ulen, deren Reduktionen paarweise vertauschen (Satz 3.3.3 und Satz 3.1.7).Somit folgt die Konuenz von �0 aus dem Lemma von Hindley-Rosen, d.h. Propo-sition 2.5.4.Aus Proposition 3.3.1 und den S�atzen 3.3.3 und 3.1.7 folgt, da� (!A; (!E [ !G))und ((!A [ !E); !G) Zerlegungen auf �ad sind. Somit k�onnen wir die Uniformit�atvon lA�0 und von lAE�0 aus Satz 2.6.2 schlie�en.Die Gleichheit l� = lAE�0 erhalten wir aus Satz 2.7.5, wobei wir dessen Parameter wiefolgt festsetzen, also folgende Zerlegungen in Reduktion und Kontrolle betrachten:(K; �) = (�ad; �) ; !r = (!A [ !E) ;!c = � ; !d = !G :Die erste Voraussetzung von Satz 2.7.5 folgt unmittelbar aus Satz 3.3.3 Teil 3 unddie zweite gilt trivialerweise.Zum Nachweis von lA� = lA�0 verwenden wir wiederum Satz 2.7.5. Diesmal setzen wirdie Parameter folgenderma�en:(K; �) = (�ad; �) ; !r = !A ;!c = !E ; !d = (!E [ !G) :Die zweite Voraussetzung von Satz 2.7.5 ist wiederum trivial. Die erste fordert, da�(!E [ !G) die Irreduzibilit�at bez�uglich (!A [ !E) erh�alt. Dies ist �aquivalentdazu, da� !G die Irreduzibilit�at von (!A [ !E) erh�alt, was wiederum von Satz3.3.3 Teil 3 sichergestellt wird. 23.4 Basen des �-Kalk�ulsIn diesemAbschnitt de�nieren wir De�nitions- und Reduktionsbasen des �-Kalk�uls,die wir zum Nachweis der behaupteten Vertauschungseigenschaften ben�otigen. DieBeweise der in diesem Abschnitt behaupteten Aussagen werden wir in Kapitel5 f�uhren. Dadurch faktorisieren wir unsere Konuenzbeweise, so da� wir lang-wierige und technisch unangenehme Betrachtungen im Zusammenhang mit �-standardisierten Pr�anexnormalformen auslagern k�onnen. Der Leser kann sich aberbei Bedarf von deren Vollst�andigkeit �uberzeugen.Wir vereinbaren zuerst eine Sammlung an Notationen f�ur spezielle bin�are Relatio-nen auf Ausdr�ucken. Sei R eine bin�are Relation auf �. Dann bezeichnen wir mit



3.4. BASEN DES �-KALK�ULS 59�R die kleinste Kongruenz auf �, die R enth�alt. So ist zum Beispiel�� die kleinsteKongruenz, die das Axiom (�) enth�alt. Desweiteren gilt � = ��[ACI [Exch[Scope .Die Relation �!R ist die kleinste bin�are Relation, die R enth�alt und die Regeln(Decl), (Comp) und (Comp0) erf�ullt:(Comp0) E ! FG ^ E ! G ^ F :Somit erlaubt �!R die Anwendung von R unterhalb von Deklaration und Kompo-sition. Die zu (Comp) symmetrische Regel (Comp0) ist erforderlich, da Symmetrieder Komposition hier nicht durch Abschlu� unter struktureller Kongruenz sicher-gestellt wird. Dies ist gerade der Unterschied zwischen!R und �!R.Ein Ausdruck E hei�t �-standardisiert, falls zu keiner Variable in E mehrere Va-riablenbinder in E existieren, und f�ur alle Teilausdr�ucke F von E die Mengender gebundenen und freien Variablen von F disjunkt sind. Die Menge der �-standardisierten Ausdr�ucke bezeichnen wir mit ��. Die Relation s)� ist die kleinstebin�are Relation auf �, die gebundene Variablen unter Einf�uhrung frischer Varia-blen umbenennt; jede solche Umbenennung ist nat�urlich konsistent. So gilt zumBeispiel x:y=9zz = x s)� x:y=9z0z0 = x genau dann, wenn z0 verschieden von x,y und z ist. Desweiteren de�nieren wir die Kongruenz �1 durch:�1 = �ACI [Exch[Scope :Die Beweise f�ur alle folgenden S�atze dieses Abschnittes werden wir in Kapitel 5erbringen.Satz 3.4.1 Das Tripel (��; (�1 [ s)�)�) ist eine De�nitionsbasis von (�; �). Ein-geschr�ankt auf �� ��� vertauscht s)�� mit �1 und stimmt mit �� s( �uberein.Aus diesem Satz lassen sich einige De�nitionsbasen des �-Kalk�ul durch Vereini-gung und Einschr�ankung ableiten, da �ad abgeschlossen unter �1 und s)� ist. Soist (�� \�ad; (�1 [ s)�)�) eine De�nitionsbasis des �-Kalk�uls. Wegen der Vertau-schungseigenschaften gilt au�erdem:(�1 [ s)�)� = (�1 � s)��) = (�1 � �� s() = (�� s( � �1) = ( s)�� � �1) :Satz 3.4.2 Das Tripel (��; �1; �!E) ist eine Reduktionsbasis von (�; �; !E),das Tripel (��; �1; �!A) ist eine Reduktionsbasis von (�; �; !A) und das Tripel(��; �1; �!G) ist eine Reduktionsbasis von (�; �; !G).



60 KAPITEL 3. UNIFORM NEBENL�AUFIGE BERECHNUNGAus diesem Satz lassen sich Reduktionsbasen f�ur den �-Kalk�ul mit und ohne Annul-lierung ableiten: Das Tripel (�� \�ad; �1; ( �!E [ �!A)) ist eine Reduktionsbasisvon �, und (�� \�ad; �1; ( �!E [ �!A [ �!G)) ist eine Reduktionsbasis von �0.Im n�achsten Schritt de�nieren wir Pr�anexnormalformen (PNFs) von Ausdr�uckenin �, und stellen darauf basierende De�nitions- und Reduktionsbasen vor. EinePNF ist ein Ausdruck in �, in dem alle Deklarationen so weit wie m�oglich nachau�en bewegt sind (Scope). Die formale De�nition ist in Abbildung 3.4 gegeben,in Rekursion mit der De�nition von zwei weiteren Klassen von Ausdr�ucken, Mo-lek�ul und chemische L�osungen (diese Bezeichnungen verwenden wir motiviert durch[BB90]). B ::= x:y=D j xy j x= y Molek�uleC ::= > j B j C ^ C Chemische L�osungenD ::= C j 9xD PNFsAbbildung 3.4: PNFsEin Molek�ul ist eine Abstraktion �uber einer PNF, eine Applikation oder eine Glei-chung. Eine chemische L�osung ist eine m�oglicherweise leere Komposition von Mo-lek�ulen oder Nullen und eine PNF besteht aus einem Pr�a�x von Deklarationen undeiner chemischen L�osung.Eine Normalform ist eine �-standardisierte PNF. Die Menge aller Normalformenbezeichnen wir mit �nf . In Abbildung 3.5 de�nieren wir drei Relationen �*At , �*Etund �*Gt auf �nf ��, f�ur Applikation, Elimination und Annullierung auf Normal-formen. Wir verwenden andere Pfeile f�ur diese Relationen, da sie nicht invariantunter Komposition sind und wir ihre Invarianz unter Deklaration nicht explizitfordern.9u(x:y=F ^ xz ^ E) �*At 9u(x:y=F ^ F [z=y] ^ E)9u9x(x= y ^ E) �*Et 9uE[y=x] falls y 2 V(u)9u9x(y:A ^ E) �*Gt 9uE falls V(x) \ FV(E) = ;, V(y) � V(x)und V(x) 6= ;Abbildung 3.5: Reduktion auf NormalformenDesweiteren de�nieren wir die Kongruenz �2 auf � durch �2 = �ACI [Exch.



3.4. BASEN DES �-KALK�ULS 61Satz 3.4.3 Das Tripel (�nf ; (�2 [ s)�)�) ist eine De�nitionsbasis von (�; �).Eingeschr�ankt auf �nf ��nf vertauscht s)�� mit �2 und stimmt mit �� s( �uberein.Da �nf abgeschlossen unter �2 und s)� ist, ist (�nf \�ad; (�2 [ s)�)�) eine De-�nitionsbasis des �-Kalk�uls. Desweiteren gilt eingeschr�ankt auf zul�assige Normal-formen:(�2 [ s)�)� = (�2 � s)��) = (�2 � �� s() = (�� s( � �2) = ( s)�� � �2) :Satz 3.4.4 Das Tripel (�nf ; �2; �*At) ist eine Reduktionsbasis von (�; �; !A),das Tripel (�nf ; �2; �*Et) ist eine Reduktionsbasis von (�; �; !E), und das Tripel(�nf ; �2; �*Gt) ist eine Reduktionsbasis von (�; �; !G).Daraus k�onnen wir Reduktionsbasen f�ur � und �0 ableiten: Das Tripel(�nf \�ad; �2; ( �*Et [ �*At)) ist eine Reduktionsbasis des �-Kalk�uls und das Tri-pel (�nf \�ad; �2; ( �*Et [ �*At [ �*Gt)) eine Reduktionsbasis des �-Kalk�uls mitAnnullierung.Als Anwendung der Reduktionsbasen aus Satz 3.4.4 und von Proposition 2.8.9k�onnen wir nun Reduzierbarkeit im �-Kalk�ul entscheiden: Sei E ein �-Ausdruckund F eine Normalform mit E � F . Dann E ist genau dann reduzierbar bez�uglich!A, wenn F bez�uglich (�2 � �*At) reduzierbar ist. Die analogen Aussagen f�urElimination und Annullierung gelten ebenfalls.Betrachten wir zum Beispiel den Ausdruck E � x:y=> ^ 9xx y , wobei xyz linearist, und F mit: F � 9z(x:y=> ^ z y ) :Dann ist F eine NormalformmitE � F . Irreduzibilit�at von F bez�uglich (�2 � �*Et)und (�2 � �*At) ist leicht zu zeigen. Dazu n�utzen wir aus, da� sich die Kongruenz-klasse von F in �2 mit einem Paar von Multimengen identi�zieren l�a�t7, die ausVariablendeklarationen bzw. Molek�ulen bestehen. Der Ausdruck F ist irreduzibelbez�uglich (�2 � �*Et), da die Molek�ule von F keine Gleichung enthalten und irre-duzibel bez�uglich (�2 � �*At), da unter den Molek�ulen von F keine Abstraktionund Applikation mit der gleichen Referenz existieren.Mit einem �ahnlichen Argument k�onnen wir auch Satz 3.3.3 Teil 3 beweisen, n�amlich,da� die Relation !G Irreduzibilit�at bez�uglich!A und !E erh�alt.7Diese Tatsache werden wir in Abschnitt 3.5.1 formalisieren.



62 KAPITEL 3. UNIFORM NEBENL�AUFIGE BERECHNUNG3.5 Beweis der uniformen KonuenzWir wollen nun die uniforme Konuenz des �-Kalk�uls mit und ohne Annullierungnachweisen. Dazu m�ussen wir Satz 3.1.7 und Satz 3.3.3 zeigen. Als wesentlichesHilfsmittel verwenden wie die auf Normalformen basierenden Reduktionsbasen vonSatz 3.4.4.3.5.1 VorbereitungenUm die Details des eigentlichen Beweises zu rechtfertigen, ben�otigen wir einfacheEigenschaften von Substitutionen und eine formale Analyse von �2 als Multimen-genrelation. Die folgenden Eigenschaften sind o�ensichtlich und k�onnen vorerst�ubersprungen und bei Bedarf gelesen werden.Analyse von �2 auf Normalformen.Intuitiv k�onnen wir die Kongruenzklassen einer Normalform modulo �2 als Paar,bestehend aus Pr�a�x von Deklarationen und einer chemischen L�osung au�assen.Die �Aquivalenzklasse einer chemischen L�osung modulo �2 ist eine Multimengevon Molek�ulen und die �Aquivalenzklasse eines Pr�a�xes in �2 ist eine Menge vonVariablen. Denn wegen �-Standardisierung kommen in Pr�a�xen von NormalformenVariablen nicht mehrfach vor.Um diese Intuitionen zu formalisieren, de�nieren wir eine �Aquivalenzrelation � aufchemischen L�osungen, sowie eine analoge �Aquivalenzrelation � auf Pr�a�xen, de-ren Klassen sich auch formal wie Multimengen behandeln lassen. Wir zeigen, wiesich das Rechnen mit �2 auf das Rechnen mit diesen beiden �Aquivalenzrelationenzur�uckf�uhren l�a�t, wodurch wir im folgenden mit �2 exakt im Sinne unserer Intui-tion umgehen k�onnen. Der Konuenzbeweis sollte f�ur einen versierten Leser auchdann verstehbar sein, wenn er die formalen Details dieses vorbereitenden Abschnit-tes �uberspringt.Wir de�nieren � auf chemischen L�osungen als kleinste �Aquivalenzrelation, die(ACI) enth�alt und die folgenden Regeln erf�ullt:D �2 D0x:y=D � x:y=D0 B1 � B2C ^ B1 � C ^ B2Somit l�a�t � Anwendungen von (ACI) in beliebigen Positionen zu, aber Anwen-dungen von �2 nur in R�umpfen von Abstraktionen. Auf Pr�a�xen de�nieren wir9x � 9y durch 9x> �Exch 9y>.



3.5. BEWEIS DER UNIFORMEN KONFLUENZ 63Proposition 3.5.1 F�ur alle chemischen L�osungen C1 und C2 gilt:9x1C1 �2 9x2C2 gdw 9x1 � 9x2 und C1 � C2 :Beweis. Die Implikation von rechts nach links folgt mit Induktion �uber Herleitun-gen von 9x1> �Exch 9x2>. Die Implikation von links nach rechts k�onnen wir mitInduktion �uber Herleitungen von 9x1C1 �2 9x2C2 nachweisen. Wir spielen zu-erst den Fall f�ur das Axiom der Reexivit�at, E �2 E, durch. Falls E = 9x1C1 undE = 9x2C2, dann folgt aus der De�nition einer chemischen L�osung x1 = x2 undC1 = C2. Da beide Varianten von � �Aquivalenzrelationen sind, folgt 9x1 � 9x2,sowie C1 � C2.Wir betrachten nun das Axiom E ^ > �2 E. Dann gilt E ^ > = 9x1C1 undE = 9x2C2. Aus der ersten Gleichung folgt, da� x1 die leere Folge sein mu� undE ^ > = C1 gilt. Durch Einsetzen der zweiten Gleichung erhalten wir 9x2C2 ^> = C1. Da C1 eine chemische L�osung ist, mu� auch die Folge x2 leer sein undC2 ^ > = C1 gelten. Daraus folgt 9x1 � 9x2 und C2 � C1.Die Betrachtungen f�ur die Assoziativit�at und Kommutativit�at von ^, sowie f�urdie Symmetrie von �Aquivalenzrelationen sind einfach. Im Fall der der Transitivit�atben�otigen wir, da� die Menge aller PNFs unter �2 abgeschlossen ist. Die Argu-mentationen f�ur die Regeln einer Kongruenz sind einfach. 2Nun wollen wir zeigen, da� wir mit Kongruenzklassen von chemischen L�osungenmodulo� wie mit einer Multimenge von Molek�ulen rechnen k�onnen. Um technischeSchwierigkeiten mit der Null > zu l�osen, de�nieren wir �1 als kleinste �Aquivalenz-relation auf chemischen L�osungen, die die beiden Regeln von � erf�ullt und dasAxiom (AC) f�ur Assoziativit�at und Kommutativit�at enth�alt.(AC) (C1 ^ C2) ^ C3 � C1 ^ (C2 ^ C3) C1 ^ C2 � C2 ^ C1Die Relationen � und �1 unterscheiden sich also durch die G�ultigkeit des AxiomsE ^ > � >.Unter einer Komposition von Molek�ulen verstehen wir eine chemische L�osung, diedurch C ::= B j C ^ Cerzeugt wird, also eine chemische L�osung, in der > nicht vorkommt.Lemma 3.5.2 Eingeschr�ankt auf Kompositionen von Molek�ulen stimmen � und�1 �uberein.Beweis. Die Inklusion �1 � � gilt o�ensichtlich f�ur alle chemischen L�osungen.Wir skizzieren nun den Beweis der umgekehrten Inklusion, eingeschr�ankt auf Kom-positionen von Molek�ulen. Es ist einfach eine Funktion Filter zu de�nieren, die



64 KAPITEL 3. UNIFORM NEBENL�AUFIGE BERECHNUNGchemische L�osungen auf Kompositionen von Molek�ulen oder > abbildet, indem siealle �uber�ussigen Nullen streicht, und Filter(>) = > setzt. Dann l�a�t sich mitInduktion �uber Herleitungen von C1 � C2 f�ur alle chemische L�osungen C1, C2zeigen:1. Aus C1 � C2 folgt Filter(C1) �1 Filter(C2).Mit struktureller Induktion �uber Kompositionen von Molek�ulen erhalten wir:2. Ist C eine Komposition von Molek�ulen, dann gilt C = Filter(C).Sind nun C1 und C2 Kompositionen von Molek�ulen mit C1 � C2, dann folgt:C1 = Filter(C1) �1 Filter(C2) = C2 : 2Lemma 3.5.3 Es gilt B � x:y=D genau dann, wenn D0 existiert mit B = x:y=D0und D �2 D0.Beweis. Mit Induktion �uber Herleitungen von B �1 x:y=D l�a�t sich das Lemmaf�ur �1 anstelle von � zeigen, was nach Lemma 3.5.2 hinreichend ist. 2Lemma 3.5.4 Ist B1 eine Gleichung oder eine Applikation, dann gilt B1 � B2genau dann, wenn B1 = B2.Beweis. Die analoge Aussage f�ur �1 anstelle von � folgt mit Induktion �uberHerleitungen von B1 �1 B2 und dies ist wegen Lemma 3.5.2 hinreichend. 2Lemma 3.5.5 F�ur jedes C gilt C � > oder es existieren B1; : : : ; Bn mit C �B1 ^ : : : ^ Bn.Beweis. Mit struktureller Induktion �uber C. 2Lemma 3.5.6 Falls B1 ^ : : : ^ Bn � B 01 ^ : : : ^ B 0m , dann gilt n = m undes existiert eine Bijektion � : f1; : : : ; ng ! f1; : : : ; ng mit B�(i) � B 0i f�ur alle1 � i � n.Beweis.Mit Induktion �uber Herleitungen von B1 ^ : : : ^ Bn �1 B01 ^ : : : ^ B 0ml�a�t sich die Behauptung f�ur �1 anstelle von � zeigen und dies ist nach Lemma3.5.2 hinreichend. Im Induktionsbeweis ist die Verwendung von �1 anstelle von �wesentlich f�ur den Fall der Transitivit�at. 2



3.5. BEWEIS DER UNIFORMEN KONFLUENZ 65Lemma 3.5.7 C1 ^ C � C2 ^ C ist �aquivalent zu C1 � C2.Beweis. Die Implikation von rechts nach links folgt aus Lemma 3.5.5 angewendetauf C und der zweiten Regel in der De�nition von �. F�ur die Implikation von linksnach rechts reicht es wegen Lemma 3.5.5 zu zeigen, da� aus B1 ^ : : : ^ Bn�1 ^Bn � B 01 ^ : : : ^ B 0m�1 ^ B 0m und Bn � B 0m die Beziehung B1 ^ : : : ^ Bn�1 �B01 ^ : : : ^ B 0m�1 folgt. Wir nehmen also B1 ^ : : : ^ Bn�1 ^ Bn � B 01 ^ : : : ^B0m�1 ^ B 0m und Bn � B 0m an. Nach Lemma 3.5.6 gilt n = m und es gibt eineBijektion � : f1; : : : ; ng ! f1; : : : ; ng mit B�(i) � B 0i. Sei � diejenige Bijektionauf f1; : : : ; ng, die n und �(n) vertauscht und alle anderen Werte unver�andertl�a�t. Dann ist �0 = � � � (zuerst �, dann � ) eine Bijektion mit �0(n) = n und mitB�0(i) � B 0i. Insbesondere ist die Einschr�ankung von �0 auf f1; : : : ; ng eine Bijektionund somit folgt:B1 ^ : : : ^ Bn�1 � B 0�0(1) ^ : : : ^ B 0�0(n�1) � B 01 ^ : : : ^ B 0n�1 2Letztendlich zeigen wir, da� sich Kongruenzklassen von Pr�a�xen von Normalformenbez�uglich � wie Mengen verhalten.Lemma 3.5.8 Sind x und y linear, dann gilt 9x � 9y genau dann, wenn V(x) =V(y).Beweis.Mit Induktion �uber Herleitungen von 9x> �Exch 9y> bzw. mit Induktion�uber die Anzahl der Elemente von V(x). 2Substitutionen.Wir wollen zun�achst die Notwendigkeit von Nebenbedingungen �uber gebundeneVariablen im Kontext von Substitution formal begr�unden.Sei � stets eine Substitution, d.h. eine Abbildung von Variablen auf Variablen.Dann de�nieren wir den De�nitionsbereich D(�) und den Bildbereich R(�) durch:D(�) = fx j �(x) 6= xg und R(�) = f�(x) j x 2 D(�)g :Die folgenden beiden Lemmata begr�unden die Nebenbedingungen an gebundeneVariablen in (E), (A) und (�) formal:Lemma 3.5.9 D([y=x]) � V(x) und R([y=x]) � V(y).



66 KAPITEL 3. UNIFORM NEBENL�AUFIGE BERECHNUNGBeweis. Folgt direkt aus den De�nitionen. 2Im folgenden schreiben wir V � f�ur die elementweise Anwendung von � auf eineMenge von Variablen V .Lemma 3.5.10 Sind R(�) und BV(E) disjunkt, dann gilt FV(E�) = FV(E)�.Beweis. Mit struktureller Induktion �uber E. 2Nun notieren wir drei Gleichungen f�ur Substitutionsoperatoren [y=x] und [y=x],die wir unter anderem f�ur unsere Konuenzbeweise h�au�g anwenden werden. Wirmachen darauf aufmerksam, da� � � �0 auch hier f�ur "� vor �0" steht.Lemma 3.5.11 Es gilt [z=y]� [w0=w] = [w0=w]� [z[w0=w]=y[w0=w]], falls w0 =2 V(y).Beweis. Beide Substitutionen bilden Variablen, die nicht in V(ww0y) liegen, aufsich selbst ab. Im folgenden bezeichnen wir mit � stets die Substitution:� = [z[w0=w]=y[w0=w]] :Wir nehmen ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit w 6= w0 an, denn anderenfallsstimmen beide Substitutionen mit [z=y] �uberein. Betrachten wir nun die Variablew0:w0[z=y] = w0 und w0[w0=w] = w0 ; da w0 =2 V(y):w0[w0=w] = w0 und �(w0) = w0 ; denn wegen w 6= w0 gilt w =2 V(y[w0=w]).Sei weiterhin y = (y1; : : : ; yn) und z = (z1; : : : ; zn). Betrachten wir nun ein beliebi-ges yi: yi[z=y] = zi und zi[w0=w] = zi[w0=w] ;yi[w0=w] = yi[w0=w] und �(yi[w0=w]) = zi[w0=w] :Letztendlich kommen wir zur Variablen w. Wir k�onnen w =2 V(y) annehmen, da wirbereits wissen, da� beide betrachteten Substitutionen f�ur alle yi �ubereinstimmen.Dann gilt:w[z=y] = w und w[w0=w] = w0 ;w[w0=w] = w0 und �(w0) = w0 ; da y[w0=w] = y und w0 =2 V(y). 2Lemma 3.5.12 Es gilt [z=y]�[w0=w] = [w0=w]�[z[w0=w]=y], falls V(y) und fw0; wgdisjunkt sind.



3.5. BEWEIS DER UNIFORMEN KONFLUENZ 67Beweis. Folgt unmittelbar aus Lemma 3.5.11, wegen y[w0=w] = y. 2Lemma 3.5.13 Aus y =2 fw0; wg und (z 6= w oder z = w0) folgt [z=y] � [w0=w] =[w0=w] � [z=y].Beweis. Durch Einsetzen in Lemma 3.5.12. 2Wir werden im Konuenzbeweis zwei Eigenschaften �uber Substitutionsinvarianzben�otigen.De�nition 3.5.14 Eine bin�are Relation R auf � hei�t invariant unter Substitution,falls f�ur alle (E; F ) 2 R und y =2 BV(E)[ BV(F ) auch (E[y=x]; F [y=x]) 2 R gilt.Diesen Begri� werden wir in Abschnitt 5.2.4 erneut ben�otigen und dann ausf�uhr-licher untersuchen.Lemma 3.5.15 Eine Relation R ist invariant unter Substitution, wenn f�ur alle(E; F ) 2 R auch (E[y=x]; F [y=x]) 2 R gilt, falls V(y) und BV(E)[BV(F ) disjunktsind.Beweis. Jeder Operator [z=y] l�a�t sich als endliche Komposition von Substitionen[z=y] darstellen. Ist z eine frische Variable, dann gilt zum Beispiel [(y; x)=(x; y)]= [z=x] � [x=y] � [y=x] 2Lemma 3.5.16 Die Relation � auf chemischen L�osungen ist invariant unter Sub-stitution.Beweis. Mit Induktion �uber Ableitungen von C1 � C2. Dazu ben�otigen wir dieInvarianz von �2 unter Substitution, die in Proposition 5.2.13 gezeigt wird undsich auch an dieser Stelle ohne zus�atzliche Schwierigkeiten zeigen lie�e. 23.5.2 Kritische PaareWir beweisen nun die Vertauschungsaussagen von Satz 3.1.7 und Satz 3.3.3. Da-bei verwenden wir De�nitionsbasen von Satz 3.4.4, was durch die Propositionen2.8.6, 2.8.7 und 2.8.8 gerechtfertigt wird. Dank dieser Vorbereitungen k�onnen wiruns hier auf den paarweisen Vergleich von Applikation (A), Elimination (E) undAnnullierung (G) zur�uckziehen.



68 KAPITEL 3. UNIFORM NEBENL�AUFIGE BERECHNUNGLemma 3.5.17 (Applikation-Applikation) Seien D1, D2 zul�assige Normalfor-men und G1, G2 Ausdr�ucke mit G1 At �( D1 �2 D2 �*At G2 . Dann giltentweder G1 � G2 oder es existiert G mit G1 !A G A G2 .Beweis. Nach Voraussetzung des Lemmas und der De�nition von �!At haben D1,D2, G1 und G2 die folgenden Formen:D1 = 9u1(x1:y1=F1 ^ x1 z1 ^ E1) �*At 9u1(x1:y1=F1 ^ F1[z1=y1] ^ E1) = G1D2 = 9u2(x2:y2=F2 ^ x2 z2 ^ E2) �*At 9u2(x2:y2=F2 ^ F2[z2=y2] ^ E2) = G2Aus D1 �2 D2 und Proposition 3.5.1 folgt dann:9u1 � 9u2; x1:y1=F1 ^ x1z1 ^ E1 � x2:y2=F2 ^ x2z2 ^ E2 :Da D1 und D2 PNF's sind, sind E1 und E2 ebenfalls PNF's, sowie E1 und E2chemische L�osungen.1. Fall x1 = x2 : Aus der Zul�assigkeit von D1 folgt x1:y1=F1 � x2:y2=F2; dennanderenfalls lie�e sich die Inkonsistenz von x1:y1=F1 ^ E1 mit Lemma 3.5.5und Lemma 3.5.6 herleiten. Somit gilt nach Lemma 3.5.3 und Lemma 3.5.7:y1 = y2; F1 �2 F2; x1z1 ^ E1 � x1z2 ^ E2 :Wir unterscheiden nun zwei Unterf�alle:(a) Im Fall z1 = z2 folgt E1 � E2 aus Lemma 3.5.7 und somit erhalten wirmit Proposition 3.5.1:G1 = 9u1(x1:y1=F1 ^ F1[z1=y1] ^ E1)�2 9u2(x2:y2=F2 ^ F2[z2=y2] ^ E2)= G2(b) Im Fall z1 6= z2 gilt x1 z1 6� x1 z2 wegen Lemma 3.5.4 und somitfolgt aus Lemma 3.5.6 und Lemma 3.5.5 f�ur ein geeignetes E:E1 � x2z2 ^ E ; E2 � x1z1 ^ E :Die Behauptung erhalten wir mit Proposition 3.5.1 wie folgt:G1 = 9u1(x1:y1=F1 ^ F1[z1=y1] ^ E1)�2 9u1(x1:y1=F1 ^ x2 z2 ^ F1[z1=y1] ^ E)�!A 9u1(x1:y1=F1 ^ F1[z2=y1] ^ F1[z1=y1] ^ E)G2 = 9u2(x2:y2=F2 ^ F2[z2=y2] ^ E2)�2 9u1(x1:y1=F1 ^ x1 z1 ^ F1[z2=y1] ^ E)�!A 9u1(x1:y1=F1 ^ F1[z1=y1] ^ F1[z2=y1] ^ E)�2 9u1(x1:y1=F1 ^ F1[z2=y1] ^ F1[z1=y1] ^ E)



3.5. BEWEIS DER UNIFORMEN KONFLUENZ 69Die Nebenbedingungen f�ur die Anwendungen von �!A folgen aus �-Standardisierung.2. Fall x1 6= x2 : F�ur ein geeignetes E gilt:E1 � x2:y2=F2 ^ x2 z2 ^ E ; E2 � x1:y1=F1 ^ x1 z1 ^ E :Wir k�onnen die Behauptung wie folgt schlie�en:G1 = 9u1(x1:y1=F1 ^ F1[z1=y1] ^ E1)�2 9u1(x2:y2=F2 ^ x2 z2 ^ x1:y1=F1 ^ F1[z1=y1] ^ E)�!A 9u1(x2:y2=F2 ^ F2[z2=y2] ^ x1:y1=F1 ^ F1[z1=y1] ^ E)�2 9u1(x1:y1=F1 ^ F1[z1=y1] ^ x2:y2=F2) ^ F2[z2=y2] ^ E)G2 = 9u2(x2:y2=F2 ^ F2[z2=y2] ^ E2)�2 9u1(x1:y1=F1 ^ x1 z1 ^ x2:y2=F2 ^ F2[z2=y2] ^ E)�!A 9u1(x1:y1=F1 ^ F1[z1=y1] ^ x2:y2=F2 ^ F2[z2=y2] ^ E)Wiederum gelten die Nebenbedingungen f�ur die Anwendungen von �!A wegen �-Standardisierung. 2Lemma 3.5.18 (Elimination-Elimination) Seien D1, D2 Normalformen undG1, G2 Ausdr�ucke mit G1 Et �( D1 �2 D2 �*Et G2 . Dann gilt entwederG1 � G2 oder es existiert G mit G1 !E G E G2 .Beweis.Wir verzichten von nun an auf exakte Begr�undungen im Umgang mit �2und � und vertrauen auf die Intuition mit Multimengen. Nach Voraussetzung desLemmas und De�nition von (Et) haben D1, D2, G1 und G2 die folgenden Formen:D1 = 9u19x1(x1 = y1 ^ E1) �*Et G1 = 9u1E1[y1=x1]D2 = 9u29x2(x2 = y2 ^ E2) �*Et G2 = 9u2E2[y2=x2]Dabei gelten die Nebenbedingungen y1 2 V(u1) und y2 2 V(u2), so da� wegen�-Standardisierung x1 6= y1 und x2 6= y2 folgt. Die Voraussetzung D1 �2 D2 ist�aquivalent zu:9u19x1 � 9u29x2; x1 = y1 ^ E1 � x2 = y2 ^ E2 :1. Fall x1 = x2 : Mit Lemma 3.5.8 und �-Standardisierung folgt 9u1 � 9u2 .(a) Im Fall y1 = y2 folgt E1 � E2. Nach Lemma 3.5.16 ist � invariant unterSubstitution, so da� E1[y1=x1] � E2[y1=x1] gilt. Somit folgt:G1 = 9u1E1[y1=x1] �2 9u2E2[y1=x1] = 9u2E2[y2=x2] = G2 :



70 KAPITEL 3. UNIFORM NEBENL�AUFIGE BERECHNUNG(b) Im Fall y1 6= y2 folgt die Existenz von E mitE1 � x1 = y2 ^ E ; E2 � x1 = y1 ^ E :Hier ben�otigen wir die Nebenbedingungen y1 2 V(u1) und y2 2 V(u2),die die Existenz von u mit9u1 � 9u9y19y2 � 9u2sicherstellen, so da� nun die Behauptung unter Verwendung von �-Konversion (!!) folgt:G1 = 9u1E1[y1=x1] �2 9u9y29y1(y1 = y2 ^ E[y1=x1])�!E 9u9y2(E[y1=x1][y2=y1])= 9u9y2(E[y2=x1][y2=y1])G2 = 9u2E2[y2=x2] �2 9u9y19y2(y2 = y1 ^ E[y2=x2])�!E 9u9y1(E[y2=x1][y1=y2])�� 9u9y2(E[y2=x1][y1=y2][y2=y1])= 9u9y2(E[y2=x1][y2=y1])Dieser Fall w�are nicht durchgegangen, wenn die bei Elimination betei-ligten Variablen y1 und y2 global sein d�urften.2. Fall x1 6= x2 : Wir erhalten:9u1 � 9u9x2; 9u2 � 9u9x1;E1 � x2 = y2 ^ E ; E2 � x1 = y1 ^ E :(a) Im Fall x1 6= y2 und x2 6= y1 gilt:G1 = 9u1 E1[y1=x1] �2 9u9x2(x2 = y2 ^ E[y1=x1])�!E 9u(E[y1=x1][y2=x2])G2 = 9u2E2[y2=x2] �2 9u9x1(x1 = y1 ^ E[y2=x2]))�!E 9u(E[y2=x2][y1=x1])= 9u(E[y1=x1][y2=x2]) Lemma 3.5.13(b) Im Fall x1 = y2 und x2 6= y1 erhalten wir:G1 = 9u1E1[y1=x1] �2 9u9x2(x2 = y1 ^ E[y1=x1])�!E 9u(E[y1=x1][y1=x2])G2 = 9u2E2[y2=x2] �2 9u9x1(x1 = y1 ^ E[x1=x2])�!E 9u(E[x1=x2][y1=x1])= 9u(E[y1=x2][y1=x1])= 9u(E[y1=x1][y1=x2]) Lemma 3.5.13



3.5. BEWEIS DER UNIFORMEN KONFLUENZ 71(c) Der Fall x1 6= y2 und x2 = y1 ist symmetrisch zum vorangehenden.(d) F�ur den Fall x1 = y2 und x2 = y1 verwenden wir eine frische Variable z:G1 = 9u1E1[y1=x1] �2 9u9y1(y1 = y1 ^ E[y1=x1])�� 9u9z(z = z ^ E[y1=x1][z=y1])= 9u9z(z = z ^ E[z=x1][z=y1])G2 = 9u2E2[y2=x2] �2 9u9x1(x1 = x1 ^ E[x1=y1])�� 9u9z(z = z ^ E[x1=y1][z=x1])= 9u9z(z = z ^ E[z=y1][z=x1])= 9u9z(z = z ^ E[z=x1][z=y1])Beide Gleichungen zwischen Substitutionen, die wir verwendet haben,sind durch Lemma 3.5.13 gerechtfertigt. 2Lemma 3.5.19 (Applikation-Elimination) Seien D1, D2 Normalformen undG1, G2 Ausdr�ucke mit G1 At �( D1 �2 D2 �*Et G2 . Dann existiert G mitG1 !E G A G2 .Beweis. Nach Voraussetzung des Lemmas und den De�nitionen von (At) und (Et)haben D1, D2, G1 und G2 die Bauart:D1 = 9u19x1(x1 = y1 ^ E1) �*Et 9u1E1[y1=x1] = G1D2 = 9u2(x2:y2=F2 ^ x2 z2 ^ E2) �*At 9u2(x2:y2=F2 ^ F2[z2=y2] ^ E2) = G2Dabei gilt y1 2 V(u1) [ fx1g. Die Voraussetzung D1 �2 D2 impliziert 9u19x1 �9u2 , sowie die Existenz eines E mit:E2 � x1 = y1 ^ E ; E1 � x2:y2=F2 ^ x2z2 ^ E :Die Existenz von G folgt nun aus den folgenden beiden Rechnungen:G1 = 9u1E1[y1=x1]�2 9u1(x2[y1=x1]:y2=F2[y1=x1] ^ x2[y1=x1] z2[y1=x1] ^ E[y1=x1])�!A 9u1(x2[y1=x1]:y2=F2[y1=x1] ^ F2[y1=x1][(z2[y1=x1])=y2] ^ E[y1=x1])G2 = 9u2(x2:y2=F2 ^ F2[z2=y2] ^ E2)�2 9u19x1(x1 = y1 ^ x2:y2=F2) ^ F2[z2=y2] ^ E)�!E 9u1(x2[y1=x1]:y2=F2[y1=x1] ^ F2[z2=y2][y1=x1] ^ E[y1=x1])Die Ergebnisse von beiden Rechnungen stimmen �uberein; denn wegen Lemma3.5.12 gilt: [z2=y2] � [y1=x1] = [y1=x1] � [(z2[y1=x1])=y2] :



72 KAPITEL 3. UNIFORM NEBENL�AUFIGE BERECHNUNGDie Voraussetzung f�ur dessen Anwendung, n�amlich V(y) disjunkt zu fy1; x1g, folgtaus �-Standardisierung. 2Lemma 3.5.20 (Elimination-Annullierung) Seien D1, D2 Normalformen undG1, G2 Ausdr�ucke mit G1 Et �( D1 �2 D2 �*Gt G2 . Dann existiert G mitG1 !G G E G2 .Beweis. Aus der Voraussetzung des Lemmas und den De�nitionen von (Et) und(Gt) folgt, da� D1, D2, G1 und G2 folgende Struktur haben:D1 = 9u19x1(x1 = y1 ^ E1) �*Et 9u1E1[y1=x1] = G1D2 = 9u29x2(y2:A2 ^ E2) �*Gt 9u2(E2) = G2Wegen der Nebenbedingungen der Axiome k�onnen wir desweitereny1 2 V(u1) ; V(y2) � V(x2) ; V(x2) \ FV(E2) = ;annehmen. Aus �-Standardisierung folgt x1 6= y1 und wegen D1 �2 D2 existiert Emit: 9u19x1 � 9u29x2 ; E1 � y2:A2 ^ E ; E2 � x1 = y1 ^ E :Daraus erhalten wir fx1; y1g � FV(E2), fx1; y1g\V(x2)= ; und fx1; y1g � V(u2).Desweiteren existieren v1 und v2 mit 9u1 � 9v19y1 und 9u2 � 9v29x19y1. Danngilt auch 9v1 � 9v29x2 .G1 = 9u1E1[y1=x1] �2 9v29y19x2(y2:A2[y1=x1] ^ E[y1=x1])�!G 9v29y1E[y1=x1]G2 = 9u2(E2) �2 9v29x19y1(x1 = y1 ^ E)�!E 9v29y1E[y1=x1]Um die Anwendbarkeit von �!G sicherzustellen,m�ussen wir V(x2)\FV(E[y1=x1])=; nachweisen. Wegen der Lemmata 3.5.10 und 3.5.9 gilt:FV(E[y1=x1]) = FV(E)[y1=x1] � FV(E) [ fy1g � FV(E2) :Daraus folgt die gesuchte Bedingung, denn V(x2)\F(E2) = ; ist vorausgesetzt. 2Lemma 3.5.21 (Applikation-Annullierung) Seien D1, D2 Normalformen undG1, G2 Ausdr�ucke mit G1 At �( D1 �2 D2 �*Gt G2 . Dann existiert G mitG1 !G G A G2 .



3.5. BEWEIS DER UNIFORMEN KONFLUENZ 73Beweis. Aus der Voraussetzung des Lemmas und den De�nitionen von (At) und(Gt) folgt, da� D1, D2, G1 und G2 folgenderma�en aussehen:D1 = 9u1(x1:y1=F1 ^ x1 z1 ^ E1) �*Ut 9u1(x1:y1=F1 ^ F1[z1=y1] ^ E1) = G1D1 = 9u29x2(y2:A2 ^ E2) �*Gt 9u2E2 = G2Desweiteren setzt die Annullierung folgende Nebenbedingungen voraus:V(y2) � V(x2) ; V(x2) \ FV(E2) = ; :Aus der Voraussetzung D1 �2 D2 erhalten wir:9u1 � 9u29x2 ; x1:y1=F1 ^ x1 z1 ^ E1 � y2:A2 ^ E2 :Aus den Nebenbedingungen k�onnen wir nun die Existenz von E schlie�en, welchesE2 � x1:y1=F1 ^ x1 z1 ^ E ; E1 � y2:A2 ^ Eerf�ullt. Das Lemma folgt nun aus den folgenden beiden Rechnungen:G1 = 9u1(x1:y1=F1 ^ F1[z1=y1] ^ E1)�2 9u29x2(y2:A2 ^ x1:y1=F1 ^ F1[z1=y1] ^ E)�!G 9u2(x1:y1=F1 ^ F1[z1=y1] ^ E)G2 = 9u2E2�2 9u2(x1:y1=F1 ^ x1 z1 ^ E)�!A 9u2(x1:y1=F1 ^ F1[z1=y1] ^ E)Die Voraussetzung f�ur die Anwendbarkeit von !G l�a�t sich wiederum leicht nach-rechnen. 2Lemma 3.5.22 (Annullierung-Annullierung) Seien D1, D2 Normalformenund G1, G2 Ausdr�ucke mit G1 Gt �( D1 �2 D2 �*Gt G2 . Dann existiertG mit G1 !�G G �G G2 .Beweis. Aus der Voraussetzung des Lemmas und den De�nitionen von (Et) und(Gt) folgt, da� D1, D2, G1 und G2 folgende Struktur haben:D1 = 9u19x1(y1:A1 ^ E1) �*Gt 9u1E1 = G1D2 = 9u29x2(y2:A2 ^ E2) �*Gt 9u2E2 = G2Wir werden im folgenden mehrfach die Disjunktheit von Mengen K und L ben�oti-gen und schreiben dann abk�urzend K k L anstelle von K \ L = ;. Aus denNebenbedingungen f�ur die obigen Reduktionen erhalten wir:]V(y1) � V(x1) ; V(x1) k FV(E1) ;V(y2) � V(x2) ; V(x2) k FV(E2) :



74 KAPITEL 3. UNIFORM NEBENL�AUFIGE BERECHNUNGAus der Voraussetzung D1 �2 D2 folgt die Existenz einer ganzen Sammlung vonPr�a�xen und Ausdr�ucken, sowie eine Sammlung von � Beziehungen, die wir durchfolgende Abbildung darstellen:9u1 9x1 (y1:A1 ^ E1)9u119u129x119x12 (y11:A11 ^ y12:A12 ^ z:A ^ E12)9u2 9x2 (y2:A2 ^ E2)Zum Beispiel gilt 9u1 � 9u119u12 und 9u2 � 9u129x11. Dies erlaubt uns wie folgtzu reduzieren:G1 = 9u1E1 �2 9u119u12(z:A ^ E12) �!�G 9u11E12G2 = 9u2E2 �2 9u119x11(y12:A12 ^ E12) �!�G 9u11E12Um die beiden �!�G zu rechtfertigen, m�ussen wir die folgenden Bedingungen nach-rechnen: V(z) � V(u12) ; V(u12) k FV(E12) ;V(y12) � V(x11) ; V(x11) k FV(E12) :Wir zeigen zuerst V(z) � V(u12). Dies k�onnen wir aus den folgenden Absch�atzungenschlie�en: V(z) � FV(E1) k V(x1) = V(x11) [ V(x12)V(z) � V(y2) � V(x2) = V(u12) [ V(x12)Die Bedingung V(u12) k FV(E12) erhalten wir nun aus:FV(E12) � FV(E2) k V(x2) = V(u12) [ V(x12) :Die Beweise von V(y12) � V(x11) und V(x11) k FV(E12) sind symmetrisch:V(y12) � FV(E2) k V(x2) = V(u12) [ V(x12)V(y12) � V(y1) � V(x1) = V(x11) [ V(x12)FV(E12) � FV(E1) k V(x1) = V(x11) [ V(x12) 2



Kapitel 4Funktionale BerechnungStrikte funktionale Berechnung wird �ublicherweise durch den strikten �-Kalk�ulmodelliert und nicht-strikte funktionale Berechnung durch den nicht-strikten �-Kalk�ul [Win93]. Wir wiederholen die De�nition dieser beiden Kalk�ulen, sowie einewohlbekannte Einbettung des nicht-strikten in den strikten �-Kalk�ul [DH92, Plo75].Weiterhin betten wir beide �-Kalk�ule in den �-Kalk�ul ein, wobei wir [Smo94c]folgen. Die origin�aren Beitr�age dieses Kapitels sind von technischer Natur, aberkeineswegs langweilig.� Wir zeigen, da� die aus den Einbettungen der beiden �-Kalk�ule stammendenAusdr�ucke von � zul�assig sind, wodurch wir Inkonsistenzen bei Reduktionvon diesen Ausdr�ucken statisch ausschlie�en.� Wir beweisen die Ad�aquatheit der Einbettung des strikten �-Kalk�uls in den�-Kalk�ul bez�uglich Komplexit�at und Terminierung. Dazu kombinieren wirRobin Milners Technik f�ur explizite Substitutionen [Mil92] mit uniformerKonuenz (Satz 2.7.4)).Den Beweis f�ur die Ad�aquatheit der Einbettung des nicht-strikten �-Kalk�uls in den�-Kalk�ul bleiben wir hier schuldig. Zum Zeitpunkt der Abgabe der Arbeit war demAutor jedoch ein Beweis bekannt. Dieser kombiniert wiederum die Werkzeuge ausKapitel 2 mit Robin Milner's Technik f�ur explizite Substitutionen und verwendetdesweiteren eine Idee, die unabh�angig f�ur die Beweise in [AFM+95] ben�otigt undgefunden wurde.4.1 Strikte funktionale BerechnungWir beginnen mit der De�nition des strikten �-Kalk�uls ("eager �-calculus"), der eingeeignetes Komplexit�atsmodell f�ur strikte funktionale Berechnung im Stile von ML75



76 KAPITEL 4. FUNKTIONALE BERECHNUNG[HMM86], Lisp [WH81] und Scheme [CR91] ist. �-Ausdr�ucke M , N sind Variablen,Abstraktionen oder Applikationen, deren abstrakte Syntax wohlbekannt ist.V;W ::= �x:MM;N ::= x j V j MNEine Abstaktion �x:M besteht aus einem formalen Argument x und Rumpf Mund eine Applikation MN aus Funktion M und Argument N . Die Menge aller�-Ausdr�ucke bezeichnen wir mit �.Gebundene Variablen werden als formale Argumente von Abstraktionen eingef�uhrt.Die Menge aller freien bzw. gebundenen Variablen inM denotieren wir mit FV(M)und BV(M). Ein �-Ausdruck hei�t geschlossen ("closed"), falls er keine freien Varia-blen enth�alt. Nur geschlossene �-Ausdr�ucke entsprechen funktionalen Programmen.Die Menge aller geschlossenen �-Ausdr�ucke bezeichnen wir mit �cl.Eine Kongruenz auf �-Ausdr�ucken ist eine �Aquivalenzrelation, die in beliebigenKontexten angewendet werden darf. Wir de�nieren die strukturelle Kongruenz �als kleinste Kongruenz auf �-Ausdr�ucken, die konsistentes Umbenennen gebundenerVariablen erm�oglicht.Im Kontext des �-Kalk�ul verstehen wir unter einer Substitution eine Abbildung vonVariablen auf Terme. Der Operator [N=x] steht f�ur diejenige Substitution, die xauf N abbildet und alle anderen Variablen auf sich selbst. Wie �ublich schreiben wirM [N=x] f�ur die Anwendung dieses Operators auf M .Die Reduktion !e des strikten �-Kalk�uls ist die kleinste bin�are Relation auf �, diedie Axiome und Regeln in Abbildung 4.1 erf�ullt.(�e) (�x:M)V !e M [V=x] falls FV(V ) \ BV(M) = ;(Func) M !e M 0MN !e M 0N (Arg) N !e N 0MN !e MN 0(Congr) M1 � M2 M2 !e N2 N2 � N1M1 !e N1Abbildung 4.1: Reduktion des strikten �-Kalk�ulsAls strikten �-Kalk�ul bezeichnen wir das Tripel �e = (�; �; !e).Reduktion in Abstraktionen ist nicht zugelassen. Es ist leicht zu zeigen, da� Ab-straktionen die einzigen bez�uglich!e irreduziblen geschlossenen �-Ausdr�ucke sind.Eine strikte Berechnung eines �-Ausdruckes terminiert also mit einer Abstraktionoder �uberhaupt nicht.



4.1. STRIKTE FUNKTIONALE BERECHNUNG 77Die Reduktion des strikten �-Kalk�uls!e verwendet nur eine eingeschr�ankte Formdes Operators [N=x], n�amlich [V=x] in (�e). Dieser ist harmlos imHinblick auf Kom-plexit�at. Denn Abstraktionen sind irreduzibel, so da� die Anwendung von [V=x] aufeine beliebigen Ausdruck M keine Berechnung verdoppeln kann. Funktionale Ar-gumente werden im strikten �-Kalk�ul h�ochstens einmal ausgewertet, da sie vorApplikation berechnet sein m�ussen. Steht zum Beispiel I f�ur die �-Identit�at �x:xund Copy f�ur �x:xx, so wird die Berechnung von II bei Reduktion von Copy (II)geteilt: Copy (II) !e Copy I !e II !e I :Die Konuenz des strikten �-Kalk�uls und die Tatsache, da� Terminierung im strik-ten �-Kalk�ul unabh�angig von der Berechnungsreihenfolge ist, sind wohlbekannt undlassen sich mit Hilfe von uniformer Konuenz beweisen.Satz 4.1.1 Der strikte �-Kalk�ul ist uniform konuent.Beweis. Mit Induktion �uber die Struktur von �-Ausdr�ucken, (die durch �-Umbenennung erhalten bleibt). Da Variablen und Abstraktionen irreduzibel sind,reicht es aus, verschiedene Reduktionsschritte auf Applikationen zusammen-zuf�uhren. Wir betrachte dazu die Situation ~M1  MN ! ~M2. L�a�t sich (�e)direkt auf MN oder eine kongruente Variante anwenden, dann sind M und N Ab-straktionen und somit irreduzibel. In diesem Fall sind beide Reduktionsschritte bisauf �-Umbenennung identisch und es gilt ~M1 � ~M2.Werden beide!e-Schritte innerhalb von der Funktion M ausgef�uhrt, folgt die Be-hauptung aus der Induktionsvoraussetzung und Regel (Func). Reduzieren beide!e-Schritte das Argument N , so folgt die Behauptung aus der Induktionsvoraus-setzung und Regel (Arg). Es verbleibt der Fall, da� jeweils ein!e-Schritt inM undeiner in N lokalisiert ist. Dann gilt entwenderM !e M 0 und N !e N 0, ~M1 � M 0Nund ~M2 � MN 0 oder der symmetrische Fall, in dem ~M1 und ~M2 die Rollen tau-schen. Die Behauptung folgt nun wegen ~M1 � M 0N ! M 0N 0  MN 0 � ~M2.24.1.1 Der strikte �-Kalk�ul im �-Kalk�ulWir betten nun den strikten �-Kalk�ul in den �-Kalk�ul ein, so da� Komplexit�atf�ur geschlossene �-Ausdr�ucke erhalten bleibt. Die Einbettung beruht im wesentli-chen in der Benennung aller Unterausdr�ucke eines �-Ausdruckes, wobei funktionaleSchachtelung durch Deklaration und Komposition aufgel�ost wird.Formal de�nieren wir benannte �-Ausdr�ucke als Paare bestehend aus einer Variablenx und einem �-Ausdruck N und denotieren solche Paare durch x=N . Wir machendarauf aufmerksam, da� x=y sowohl f�ur einen benannten �-Ausdruck, als auch f�ur



78 KAPITEL 4. FUNKTIONALE BERECHNUNGeinen �-Ausdruck steht. In Abbildung 4.2 de�nieren wir eine Relation � zwischenbenannten �-Ausdr�ucken und �.z =M � Ex= �y:M � x:y z=E x= y � x= yy =M � E z =N � Fx=MN � 9y9z(E ^ F ^ y z x)falls xyz linear und V(xyz) disjunkt zu FV(MN)Abbildung 4.2: Einbettung des strikten �-Kalk�ulsIm allgemeinen kann es zu festem x und M mehrere E geben, f�ur die x=M � Egilt. Dies liegt an der Einf�uhrung von neuen lokaler Variablen und ist der Grunddaf�ur, da� wir benannte �-Ausdr�ucke nicht direkt als Ausdr�ucke von � de�nieren.Proposition 4.1.2 Falls M � N , u=M � E und u=N � F , dann folgt E � F .Beweis. Einfach mit Induktion �uber Ableitungen von M � N . Der Fall M � Mkann mit Induktion �uber die Struktur von M gezeigt werden. 2Somit k�onnen wir benannte �-Ausdr�ucke u=M bis auf strukturelle Kongruenz alsElemente von � au�assen.Proposition 4.1.3 Alle Ausdr�ucke der Form u=M sind zul�assig.Den Beweis f�uhren wir in Abschnitt 4.3.Satz 4.1.4 (Ad�aquatheit) SeiM geschlossen. Dann stimmt die Anzahl der (�e)-Schritte in strikten Berechnungen von M mit der Anzahl von (A)-Schritten inBerechnungen von u=M �uberein.F�ur den Beweis verweisen wir auf Abschnitt 4.4. F�ur die L�angenma�e der beidenKalk�ule bedeutet dies, da� l�e(M) = lA� (M) f�ur alle M 2 �cl gilt. Dies wiederumist �aquivalent dazu, da� f�ur alle u die Einbettung �u : (�cl; �; !e) ! � mit�u(M) = (u=M) ad�aquat bez�uglich der L�angenma�e l�e und lA� ist.Korollar 4.1.5 Sei M geschlossen. Dann terminiert M genau dann im strikten�-Kalk�ul, wenn u=M im �-Kalk�ul terminiert.



4.2. NICHT-STRIKTE FUNKTIONALE BERECHNUNG 79Beweis. Wegen der Uniformit�at von l� (Satz 3.1.6) terminiert u=M im �-Kalk�ulgenau dann, wenn l�(u=M) <1. Da !E terminiert und wegen der Uniformit�atvon l� und lA� (Satz 3.1.6) ist l�(u=M) <1 �aquivalent zu lA� (u=M) <1. WegenSatz 4.1.4 ist dies wiederum gleichbedeutend mit l�e(M) < 1. Und da auch derstrikte �-Kalk�ul uniform (Satz 4.1.1) ist, ist letzteres �aquivalent zur Terminierungvon M . 2Wir illustrieren die Ad�aquatheitsaussage, indem wir eine Berechnung von u =Copy (II) im �-Kalk�ul mit A-L�ange drei vorstellen.u= Copy (II) � 9y19z1(y1 = Copy ^ z1 = II ^ y1 z1 u)(!A � !G) 9z1(u= z1z1 ^ z1 = II)� 9z1(9y39z3(y3 = z1 ^ z3 = z1 ^ y3 z3 u) ^ z1 = II)!E 9z1(9z3(z3 = z1 ^ z1 z3 u) ^ z1 = II)!E 9z1(z1 z1 u ^ z1 = II)� 9z1(z1 z1 u ^ 9y49z4(y4 = I ^ z4 = I ^ y4 z4 z1))(!A � !G) 9z1(z1 z1 u ^ 9z4(z4 = I ^ z1 = z4))!E 9z4(z4 z4 u ^ z4 = I)!A 9z4(u= z4 ^ z4 = I)Wir machen darauf aufmerksam, da� dieses Beispiel genau den gleichen Verdopp-lunkse�ekt aufzeigt wie Square (2 � 3) in der Einleitung. Ferner k�onnen wir aucham Beispiel von Copy (II) sehen, da� Reduktion im �-Kalk�ul exibler ist, alsim strikten �-Kalk�ul. Denn in der zweiten Zeile der voranstehenden Berechnunggibt es zwei reduzierbare Applikationen. Im Gegensatz dazu ist die Reduktion vonCopy (II) im strikten �-Kalk�ul deterministisch festgelegt, weil dieser funktionaleArgumente stets vor Applikation auswertet.4.2 Nicht-strikte funktionale BerechnungNicht-strikte funktionale Berechnung wird zum Beispiel von den Programmier-sprachen Haskell [HWA+90], Miranda [Tur85], Id [Nik91] und Concurrent Clean[EHN+93] realisiert. Der nicht-strikte �-Kalk�ul ist ein Terminierungsmodell vonnicht-strikter funktionaler Berechnung, aber kein Komplexit�atsmodell.Im folgenden wiederholen wir zuerst die De�nition des nicht-strikten �-Kalk�uls("lazy �-calculus") und betten ihn anschlie�end in den strikten �-Kalk�ul und inden �-Kalk�ul ein. Die erste Einbettung erh�alt Terminierung und Komplexit�at unddie zweite nur Terminierung. Dies liegt daran, da� die Einbettung in den �-Kalk�ul"Sharing" einf�uhrt, so da� die Berechnung von mehrfach ben�otigten funktionalenArgumenten geteilt wird. Dies macht den �-Kalk�ul zu einem Komplexit�atsmodellf�ur nicht-strikte funktionale Berechnung.



80 KAPITEL 4. FUNKTIONALE BERECHNUNGDie Ausdr�ucke und die Kongruenz des nicht-strikten und des strikten �-Kalk�ulsstimmen �uberein. Nicht-strikte Reduktion !l de�nieren wir in Abbildung 4.3. Alsnicht-strikten �-Kalk�ul bezeichnen wir das Tripel �l = (�; �; !l).(�) (�x:M)N !l M [N=x] falls FV(N) \ BV(M) = ;(Func) M !l M 0MN !l M 0N(Congr) M1 � M2 M2!l N2 N2 � N1M1 !l N1Abbildung 4.3: Reduktion des nicht-strikten �-Kalk�ulsDurch Anwendung von!l werden funktionale Argumente, die nicht ben�otigt wer-den, weggeworfen. Dies geschieht zum Beispiel in (�x:y) Bomb !l y, falls x undy verschieden sind. Hier �nden wir das Beispiel einer konstanten Funktion Constaus der Einleitung wieder. Das Wegwerfen von Argumenten ist daf�ur verantwort-lich, da� sich das Terminierungsverhalten des strikten und nicht-strikten �-Kalk�ulsunterscheiden.Mehrfach ben�otigte funktionale Argumente werden im nicht-strikten �-Kalk�ulmehrfach ausgewertet, wie unser Standardbeispiel zeigt:Copy (II) !l (II) (II) !l I (II) !l II !l I :Aus diesem Grund ist der nicht-strikte �-Kalk�ul nicht zur Modellierung der Kom-plexit�at von nicht-strikter Berechnung geeignet. Dennoch hat der nicht-strikte �-Kalk�ul die typischen Eigenschaften eines Berechnungskalk�uls.Satz 4.2.1 Der nicht-strikte �-Kalk�ul ist uniform konuent.Beweis. Jeder Ausdruck M erlaubt im nicht-strikten �-Kalk�ul h�ochstens eine An-wendung von (�). Reduziert M nach N1 und N2, so m�ussen N1 und N2 identischbis auf �-Konversion sein. 24.2.1 Der nicht-strikte im strikten �-Kalk�ulWir zeigen nun, wie sich das Terminierungsverhalten von nicht-strikter Berechnungim strikten �-Kalk�ul darstellen l�a�t. Bevor wir den allgemeinen Fall angehen, il-lustrieren wir dies am Beispiel eines funktionalen Konditionals. Dieses fassen wir



4.2. NICHT-STRIKTE FUNKTIONALE BERECHNUNG 81als dreistellige Funktion auf, die als Argumente eine boolsche Bedingung B, einenthen-Zweig M und einen else-Zweig N entgegennimmt.if Bool thenM else N � ;Die Bedingung wollen wir strikt berechnen und die Zweige nicht-strikt, also nur beinur Bedarf. Die Idee f�ur die Kodierung der Konditionals ist die Berechnung vonM und N zu verz�ogern, indem wir �uber diese abstrahieren und dann bei Bedarfapplizieren.Sei V eine beliebige Abstraktion, die wir zumAnsto�en von verz�ogerten Berechnungverwenden werden und stets eine frische Variable. Dann de�nieren wir nicht-strikte Wahrheitswerte True und False durch:True = �x:�y: xV und False = �x:�y: yV :Diese selektieren also nicht nur eines ihrer Argumente, sondern sto�en auch dessenBerechnung an. Dann leistet die folgende Kodierung das Gew�unschte:if Bool thenM elseN � = (Bool (� :M)) (� :N)Nun gibt es genau die folgenden Ableitungen, in denen jeweils nur der ben�otigteZweig des Konditionals berechnet wird:if True thenM else N � !e (�y:(� :M) V) (� :N)!e (� :M) V!e Mif False thenM else N � !�e (�y:y V) (� :N)!e (� :N) V!e NDiese Idee wird zum Beispiel zur Implementierung von delay und force in Scheme[CR91] verwendet. Auch die Einbettung des nicht-strikten in den strikten �-Kalk�ulin Abbildung 4.4 basiert genau auf der gleichen Idee. Dabei steht wiederum jedesAuftreten von f�ur eine frische Variable und V f�ur eine beliebige Abstraktion.[[x]] � x [[M ]] � M 0[[�x:M ]] � � :�x:M 0V [[M ]] � M 0 [[N ]]N 0[[M N ]] � � :(M 0V)N 0Abbildung 4.4: Einbettung von �l in �eAlle Ausdr�ucke der Form [[M ]] sind irreduzibel, enthalten aber eine verz�ogerte Be-rechnung von M , die durch Applikation angesto�en werden kann.



82 KAPITEL 4. FUNKTIONALE BERECHNUNGWir formulieren nun die Ad�aquatheit dieser Einbettung bez�uglich Terminierung.Wie bereits vorher behauptet gilt sogar Ad�aquatheit bez�uglich Komplexit�at. Dazum�u�ten wir aber ein geeignetes r-L�angenma� de�nieren, worauf wir an dieser Stelleverzichten wollen.Satz 4.2.2 (Ad�aquatheit) Sei V eine beliebige Abstraktion und M geschlossen.Dann terminiert die nicht-strikte Berechnung von M genau dann, wenn die strikteBerechnung von [[M ]]V terminiert. Dabei gilt l�l(M) � l�e([[M ]]V).Der Beweis des Satzes l�a�t mit Hilfe von Satz 2.7.5 f�uhren. Die Idee dabei ist, solche�e-Schritte auszublenden, die lediglich f�ur die nicht-strikte Kontrolle verantwortlichsind, umAd�aquatheit bez�uglich Komplexit�at nachzuweisen. Obwohl der Beweis nuretwa zwei bis drei Seiten umfa�t, f�uhren wir ihn hier nicht aus.4.2.2 Der nicht-strikte �-Kalk�ul im �-Kalk�ulIm �-Kalk�ul l�a�t sich bedarfsgesteuerte Berechnung mit dem richtigen Komple-xit�ats- und Terminierungsverhalten darstellen. Wir illustrieren dies zuerst anhandeines funktionalen Konditionals bevor wir den allgemeinen Fall behandeln. Diesesstellen wir als vierstellige relationale Prozedur dar, welche sich wie eine dreistelligefunktionale Prozedur verh�alt, die strikt im ersten und nicht-strikt in den beidenanderen Argumenten ist.out= (if bool then II else (II) I �) :Sobald bool in einem imagin�aren Kontext an True gebunden wird, soll der then-Zweig II berechnet werden. Eine Bindung von bool an False soll zur Auswertungdes else-Zweiges (II) I f�uhren.Auch f�ur dieses Beispiel sind Kontexte hilfreich. Unter einem Kontext T verstehenwir wiederum einen �-Ausdruck mit einem Loch �. Der Ausdruck T [[E]] entstehtdurch textuelles Ersetzen von � in T durch E. Es gilt E ! F im Kontext T genaudann, wenn T [[E]]! T [[F ]]. F�ur eine formal vollst�andige De�nition von Kontextenverweisen wir auf Abschnitt 5.2.2.Zur Darstellung des Konditionals im �-Kalk�ul verfeinern wir die Idee, die wir bereitszur Darstellung im strikten �-Kalk�ul verwendet haben. Wiederum stellen wir dieZweige des Konditionals als verz�ogerte Ausdr�ucke dar, deren Berechnung bei Bedarfangesto�en werden kann. Dazu assoziieren wir mit jedem der Zweige eine eigenelogische Variable. Die Zweige selbst stellen wir so dar, da� sie auf die Bindung derassoziierten logischen Variable an eine strikte �-Identit�at I warten. Im Gegensatzzur Darstellung im strikten �-Kalk�ul suspendieren nicht ben�otigte Zweige auf ewigund werden nicht explizit weggeworfen.



4.2. NICHT-STRIKTE FUNKTIONALE BERECHNUNG 83Zur Kodierung des then-Zweiges II de�nieren wir einen Ausdruck y �s=II, der dieBerechnung von y=II anst�o�t, sobald s im Kontext an die �-Identit�at I gebundenwird: y � s= II � 9u9u09v(u= I ^ v = I ^ s uu0 ^ u0 v y)Wir fordern dabei, da� alle auftretenden Variablen paarweise verschieden sind. Diesstellt sicher, da� y�s=II suspendiert und da� durch Reduktion keine Inkonsistenzenauftreten. In einem Kontext der Form 9s(s= I ^ � ^ E) mit einem beliebigen Egilt dann: y � s= II !A 9u9u09v(u= I ^ v = I ^ u0 = u ^ u0 v y)!E 9u9v(u= I ^ v = I ^ u v y)!A 9u9v(u= I ^ v = I ^ y = v)!G 9v(y = v ^ v = I)Mit der gleichen Technik k�onnen wir auch z � t= (II) I als verz�ogerten Ausdruckde�nieren, der eine Berechnung von y = (II) I anst�o�t, sobald t an die �-Identit�atI gebunden wird.Weiterhin ben�otigen wir boolsche Werte True und False, die nicht nur einen Zweigselektieren, sondern auch dessen Berechnung ansto�en. Zu diesem Zweck erhaltenTrue auch False als Eingabeargumente nicht nur Referenzen auf die Zweige, son-dern auch Referenzen auf die assoziierten logischen Variablen. Bei Bedarf einesZweiges binden sie die zugeh�orige logische Variable an die �-Identit�at. In Kontex-ten der Form 9r(r = I ^ � ^ E) leisten die folgenden De�nitionen von True undFalse das Gew�unschte: y s z t out=(out = y ^ s= r)y s z t out=(out = z ^ t= r)Die gesuchte Darstellung des Konditionals hat nun die folgende Form:out = (if bool then II else (II) I �� 9s9t9y9z(bool y s z t out ^ y � s= II ^ z � t= (II) I)In Kontexten Ttrue und Tfalse der folgenden BauartTtrue = 9bool9r(r = I ^ bool: True ^ � ^ E)Tfalse = 9bool9r(r = I ^ bool: False ^ � ^ E)reduziert das Konditional wie gew�unscht. ZumBeispiel erhalten wir imKontext vonTtrue die folgende Berechnung, wobei wir Dead abk�urzend f�ur 9z9t(z � t= (II) I)schreiben. out= (if bool then II else (II) I �)!A 9s9t9y9z(out= y ^ s= r ^ y � s= II ^ z � t= (II) I)!E 9y(out= y ^ y � r = II) ^ Dead!� 9y(out= y ^ 9v(y = v ^ v = I)) ^ Dead!E 9v(out= v ^ v = I) ^ Dead



84 KAPITEL 4. FUNKTIONALE BERECHNUNGWir kommen nun zur Einbettung des nicht-strikten �-Kalk�uls im �-Kalk�ul. Dazukodieren nicht-strikte Prozeduren analog zu True und False im voranstehendenBeispiel stets so, da� sie nicht nur ihr Resultat berechnen sondern auch die Berech-nung der Argumente ansto�en, die sie ben�otigen. Wird ein Argument mehrfachangefordert, dann wird die mit ihm assoziierte logische Variable mehrfach gebun-den. Wir stellen Konsistenz dadurch sicher, da� wir solche logischen Variablen stetsan dasselbe Auftreten einer �-Identit�at binden.Zur De�nition der Einbettung von �l in � ben�otigen wir erweiterte �-Ausdr�ucke, diewir wiederum mit M und N bezeichnen.M;N ::= x � r j x j �x:M j MNUnter einem benannten verz�ogerten �-Ausdruck z � r =M verstehen wir formal einTripel bestehend aus zwei Variablen z und r und einem erweiterten �-AusdruckM . In Abbildung 4:5 de�nieren wir eine Relation � zwischen solchen Tripeln undAusdr�ucken von �.x � r = y � s � x= y ^ s= r x � r = y � x= yz � r =M [y � s=y] � Ex � r = �y:M � x:y s z=E falls fy; sg \ BV(M) = ;y � r =M � E z � s=N � Fx � r =MN � 9y9y09s9z(E ^ F ^ r y y0 ^ y0 z s x)falls w = xyy0zrs linear und V(w) disjunkt zu FV(MN).Abbildung 4.5: Einbettung von �l nach �Wirmachen darauf aufmerksam, da� wir zur Darstellung des Konditionals nicht alleauftretenden Funktionen nicht-strikt �ubersetzt haben. Aus diesem Grund stimmendie dort verwendeten Ausdr�ucke y � s = II und z � t= (II) I nicht vollst�andig mitAusd�ucken des �Ubersetzungsschemas �uberein.Proposition 4.2.3 Falls M � N , x � r =M � E und x � r = N � F , dann folgtE � F .Beweis. Wie im strikten Fall mit Induktion �uber Ableitungen von M � N . DerFall M � M kann mit Induktion �uber die Struktur von M gezeigt werden. 2Proposition 4.2.4 F�ur alle M ist r = I ^ x � r =M zul�assig.



4.2. NICHT-STRIKTE FUNKTIONALE BERECHNUNG 85Den Beweis f�uhren wir in Abschnitt 4.3. Der kritische Punkt ist dabei, da� as-soziierte logische Variablen mehrfach gebunden werden k�onnen. Dies k�onnen wiran folgendem Beispiel beobachten, in dem Copy wiederum f�ur �y:yy steht. BeiApplikation von x im Kontext von9r(r = I ^ x � r = Copy ^ �)wird y zweimal angefordert und somit die zu y assoziierte logische Variable zweimalgebunden.Eingebettete Ausdr�ucke enthalten sowohl zweistellige als auch dreistellige Abstrak-tionen und Applikationen. Die zweistelligen dienen dabei ausschlie�lich zur Kon-trolle, also zur Applikation der strikten �-Identit�at. Im folgenden bezeichnen wirApplikationen von dreistelligen Abstraktionen mit !A3 und Applikationen vonzweistelligen Abstraktionen mit !A2 . Mit lA3� bezeichnen wir das A3-L�angenma�,das nur Applikationen von dreistelligen Abstraktionen z�ahlt.Vermutung 4.2.5 (Ad�aquatheit) Sei M geschlossen. Dann terminiert M imnicht-strikten �-Kalk�ul genau dann, wenn 9r(r= I ^ x � r =M) im �-Kalk�ul ter-miniert. Das A3-L�angenma� ist uniform und erf�ullt lA3� (9r(r= I ^ x � r =M)) �l�l(M).Somit ist Komplexit�at von nicht-strikter Berechnung im �-Kalk�ul auf keinen Fallschlechter als im nicht-strikten �-Kalk�ul. Ein analoges Resultat wird f�ur den soge-nannten "Call-By-Need" �-Kalk�ul in [AFM+95] gezeigt. Dieser Kalk�ul verwendetlet-Ausdr�ucke zur Darstellung von Referenzen und beschreibt nicht-strikte Kontrol-le durch Auszeichnung spezieller Kontexte ("Evalulation Contexts"). Vermutlichgilt selbiges Resultat auch f�ur den Kalk�ul in [Lau93].Wir rechnen nun ein typisches Beispiel durch, n�amlich die Applikation vonCopy (II), in dem durch Einbettung Komplexit�at echt verbessert wird. Allerdingssind die Kosten f�ur Kontrollschritte relativ hoch. Dieses Beispiel zeigt ein inherentesProblem von nicht-strikter Berechnung, n�amlich da� man f�ur nicht-strikte Kontrol-le im Vergleich zu strikter Kontrolle einen E�zienzverlust in Kauf nehmen mu�.H�au�g wird versucht dieses Problem durch Striktheitsanlyse zu umgehen [CC77].9r(r = I ^ out � r = Copy (II))!A2 9r(r= I ^ 9s19y19z1(y1 � r = Copy ^ z1 � s1 = II ^ y1 z1 s1 out))!A3 9s19y19z19r(r = I ^ y1 � r = Copy ^ z1 � s1 = II ^out � r = (z1 � s1) (z1 � s1))!G 9s19z19r(r = I ^ z1 � s1 = II ^ out � r = (z1 � s1) (z1 � s1))Als Zwischenberechnung reduzieren wir nun out � r = (z1 � s1) (z1 � s1) im Kontext



86 KAPITEL 4. FUNKTIONALE BERECHNUNGvon 9s19z19r(r = I ^ z1 � s1 = II ^ �):out � r = (z1 � s1) (z1 � s1)!A2 9s29y29z2(y2 � r = z1 � s1 ^ z2 � s2 = z1 � s1 ^ y2 z2 s2 out)� 9s29y29z2(y2 = z1 ^ r = s1 ^ z2 = z1 ^ s2 = s1 ^ y2 z2 s2 out)!�E r = s1 ^ z1 z1 s1 out ^ s1 = s1Nun wollen s1 im Gesamtausdruck einschlie�lich Kontext eliminieren und z1 �s1 = II berechnen. Dazu reduzieren wir 9s1(r = s1 ^ z1 � s1 = II) im Kontext von9z19r(r= I ^ � ^ z1 z1 s1 out ^ s1 = s1):9s1(r = s1 ^ z1 � s1 = II)!E z1 � r = II!A2 9s29y29z2(y2 � r = I ^ z2 � s2 = I ^ y2 z2 s2 z1)!A3 9s29y29z2(y2 � r = I ^ z2 � s2 = I ^ z1 � r = z2 � s2)!G 9s29z2(z2 � s2 = I ^ z1 = z2 ^ r = s2)!�E z1 � r = INun f�uhren wir die Berechnung im vollst�andigen Kontext fort und applizieren z1.9s19z19r(r = I ^ z1 � r = I ^ z1 z1 s1out ^ s1 = s1)!A3 9s19z19r(r = I ^ z1 � r = I ^ out � r = z1 � s1 ^ s1 = s1)� 9s19z19r(r = I ^ z1 � r = I ^ out= z1 ^ r = s1 ^ s1 = s1)!�E 9z19r(r = I ^ z1 � r = I ^ out= z1 ^ r = r)In der Tat ist out nun an die nicht-strikte �-Identit�at gebunden. Dazu haben wirinsgesamt drei (A3)-Schritte ben�otigt, genauso viele, wie (�)-Schritte in striktenBerechnungen von Copy (II).4.3 InkonsistenzenWir zeigen nun, da� �-Ausdr�ucke der Form x=M und x � r=M stets zul�assig sind.Dadurch beweisen wir die Propositionen 4.1.3 und 4.2.4.Wir stellen zwei Zul�assigkeitstests vor, die wir auch in einem einzigen kombinierenk�onnten. Der erste Test ist hinreichend f�ur Ausdr�ucke x =M aus der Einbettungdes strikten �-Kalk�uls und der zweite f�ur Ausdr�ucke x � r =M aus der Einbettungdes nicht-strikten �-Kalk�uls.Der erste Test stellt sicher, da� alle auftretenden Variablen h�ochstens einmal ge-bunden werden k�onnen. Der zweite Test unterscheidet statisch zwei Klassen vonVariablen: Variablen der ersten Klasse d�urfen h�ochstens einmal gebunden werden.Variablen der zweiten Klasse d�urfen mehrfach gebunden werden, aber nur an ein



4.3. INKONSISTENZEN 87festes Auftreten einer �-Identit�at. Variablen der ersten Klasse haben wir in dieserArbeit durchg�angig mit x, y, z, u, v, w bezeichnet und Variablen der zweiten Klas-se mit r; s; t. Die beiden Tests k�onnten kombiniert werden, indem man die Klasseeiner Variablen r�at, anstatt Klassen durch durch Argumentpositionen festzulegen.Der strikte �-Kalk�ulBei der �Ubersetzung des strikten �-Kalk�uls werden ausschlie�lich zweistellige Ab-straktionen verwendet. Das erste Argument dient zur Eingabe und das zweite zurAusgabe. Desweiteren werden Gleichungen gerichtet eingesetzt, so da� nur die Va-riablen, die links in Gleichungen stehen, gebunden werden k�onnen.Diese Beobachtungen f�uhrt zu folgendem Zul�assigkeitsbegi�: Ein Ausdruck E hei�te-zul�assig, wenn eine Menge P von Variablen existiert, so da� ein Urteil der FormP > E mit den Regeln in Abbildung 4.6 herleitbar ist.fzg > xy z fxg > x= y ; > >P > Efxg > x:y z=E falls P � fzg P > EP n fxg > 9xEP1 > E1 P2 > E2P1 [ P2 > E1 ^ E2 falls P1 \ P2 = ;Abbildung 4.6: e-Zul�assigkeitEs ist einfach nachzurechnen, da� f�ur alle Ausdr�ucke E h�ochstens eine Menge Pexistiert mit P > E. Falls ein solches P existiert, nennen wir P die Menge der inE produzierten Variablen und bezeichnen sie mit P(E).Lemma 4.3.1 Die in E produzierten Variablen sind frei in E, d.h. P(E) �FV(E).Beweis. Mit Induktion �uber Herleitungen von P > E. 2Proposition 4.3.2 Alle Ausdr�ucke x=M sind e-zul�assig mit P(x=M) = fxg.Beweis. Mit Induktion �uber Herleitungen von x=M � E. 2Lemma 4.3.3 Ist E e-zul�assig, dann sind 9xE und alle Teilausdr�ucke von E e-zul�assig.



88 KAPITEL 4. FUNKTIONALE BERECHNUNGBeweis. Mit struktureller Induktion �uber E. 2Lemma 4.3.4 e-Zul�assigkeit ist invariant unter struktureller Kongruenz und Re-duktion. Falls E zul�assig und E !� F , dann gilt P(F ) � P(E).Den Beweis dieses Lemmas werden wir in K�urze f�uhren.Lemma 4.3.5 e-zul�assige Ausdr�ucke sind konsistent.Beweis. Wegen Lemma 4.3.3 reicht es zu zeigen, da� Ausdr�ucke der Form x:A ^x:A0 nicht e-zul�assig sind. Dazu nehmen wir an, da� eine Herleitung eines UrteilsP > x:A ^ x:A0 existiert. Diese mu� von der Regel f�ur Kompositon abstammen,welche die Herleitbarkeit von Urteilen der Form fxg > x:A und fxg > x:A0voraussetzt. Dies steht jedoch im Widerspruch zur Nebenbedingung der Komposi-tionsregel steht. 2Proposition 4.3.6 e-zul�assige Ausdr�ucke sind zul�assig.Beweis. Sei nun E ein e-zul�assiger Ausdruck und x eine Folge von Variablen. Wirm�ussen die Konsistenz aller F zeigen f�ur die 9xE !� F gilt. Wegen Lemma 4.3.3ist 9xE e-zul�assig und somit wegen Lemma 4.3.4 auch F . Wegen Lemma 4.3.5 istF auch konsistent. 2Beweis von Satz 4.1.3. Ausdr�ucke der Form x=M sind e-zul�assig nach Propo-sition 4.3.2, so da� aus Proposition 4.3.6 Zul�assigkeit folgt. 2Zur Vervollst�andigung des Beweises zeigen wir nun Lemma 4.3.4, das sich auf fol-gende Aussage zur�uckf�uhren l�a�t.Lemma 4.3.7 Sei E e-zul�assig und y =2 BV(E). Falls y =2 P(E) oder x =2 P(E),dann ist E[y=x] e-zul�assig mitP(E[y=x]) = P(E)[y=x] :Beweis. Mit Induktion �uber die Struktur von Ausdr�ucken E. Wir betrachten nurden schwierigsten Fall, die Regel f�ur eine Komposition E = E1 ^ E2. Dazu bemer-ken wir zuerst, da� sich e-Zul�assigkeit und die Freiheitsbedingung auf die Teilaus-dr�ucke E1 und E2 vererben (Lemma 4.3.3). Wegen der Nebenbedingung der Regelf�ur Komposition ist P(E1) [ P(E2) eine disjunkte Zerlegung von P(E), d.h.:P(E) = P(E1) [ P(E2) und P(E1) \ P(E2) = ; (4.1)



4.3. INKONSISTENZEN 89Die Induktionsvoraussetzung angewendet auf E1 und E2 stellt die e-Zul�assigkeitvon E1[y=x] und E2[y=x] sicher, also auch:P(E1[y=x]) = P(E1)[y=x] und P(E2[y=x]) = P(E2)[y=x] (4.2)Daraus folgt die nachstehende Disjunktheitseigenschaft, wie wir gleich ausf�uhrenwerden. P(E1)[y=x] \ P(E2)[y=x] = ; (4.3)Dies ist im Fall x =2 P(E) trivial; anderenfalls gilt x 2 P(E) und nach Vorausset-zung des Lemmas y =2 P(E). Wegen der obigen Zerlegung (4.1) k�onnen wir ohneBeschr�ankung der Allgemeinheit x 2 P(E1) und x =2 P(E2) annehmen. Dann folgtFormel (4:3) ausP(E1)[y=x] = (P(E1) n fxg) [ fyg und P(E2)[y=x] = P(E2) :Unter Verwendung von (4:3) und (4:2) erhalten wir die e-Zul�assigkeit von E[y=x]wie folgt: P(E[y=x]) = P(E1[y=x] ^ E2[y=x])= P(E1[y=x]) [ P(E2[y=x])= P(E1)[y=x] [ P(E2)[y=x]= (P(E1) [ P(E2))[y=x]= P(E)[y=x] 2Beweis von Lemma 4.3.4. Wir f�uhren hier lediglich die Aussage �uber Reduk-tion aus und �uberlassen diejenige f�ur die strukturelle Kongruenz dem Leser. DenNachweis f�uhren wir mit Induktion �uber Herleitungen von E ! F . Wir f�uhrenjedoch auch hier nur die schwierigsten F�alle aus, die Axiome f�ur Elimination (E)und Applikation (A).Im Falle von (E) setzen wir die e-Zul�assigkeit von 9x9y(x= y ^ E) und y =2BV(E) voraus und m�ussen die e-Zul�assigkeit f�ur 9yE[y=x] nachweisen. Nun giltx =2 P(E), so da� wir Lemma 4.3.7 anwenden k�onnen, woraus die e-Zul�assigkeitvon E[y=x] und P(E[y=x]) = P(E)[y=x] folgt. Dann ist auch 9yE[y=x] e-zul�assigund es gilt:P(9yE[y=x]) = P(E)[y=x] n fyg = P(E) n fx; yg = P(9x9y(x= y ^ E)) :Im Falle von (A) setzen wir die e-Zul�assigkeit von x:y z=E ^ xu v und die Ne-benbedingungen fu; vg \ BV(E) = ; und y 6= z voraus. Dann zeigen wir, da�x:y z=E ^ E[uv=yz] e-zul�assig ist und h�ochstens x und v produziert.



90 KAPITEL 4. FUNKTIONALE BERECHNUNGWir k�onnen annehmen, da� u und z verschieden sind, da sich dies durch Umbe-nennug von z erreichen l�a�t. Diese Annahme stellt E[uv=yz] = E[u=y][v=z] sicher,wodurch wir simultane Substitutionen eliminieren k�onnen.Aus der e-Zul�assigkeitsregel f�ur Abstraktionen folgt P(E) � fzg und somit y =2P(E). Nun k�onnen wir Lemma 4.3.7 anwenden und erhalten die e-Zul�assigkeitvon E[u=y] mit P(E[u=y]) = P(E)[u=y] = P(E). Im Fall v 6= z gilt v =2 P(E),so da� wir Lemma 4.3.7 erneut einsetzen k�onnen. Daraus folgt die e-Zul�assigkeitvon E[u=y][v=z] mit P(E[u=y][v=z]) = P(E)[v=z] � fvg. Im Fall v = z giltE[u=y][v=z] = E[u=y] und somit P(E[u=y][v=z]) � fvg. Folglich ist x:y z=E ^E[u=y][v=z] e-zul�assig mit P(x:y z=E ^ E[u=y][v=z]) � fx; vg. 2Der nicht-strikte �-Kalk�ulWir beschreiben nun einen Zul�assigkeitstest, der f�ur benannte verz�ogerte �-Ausdr�ucke x � r =M hinreichend ist.Seien tt und � die boolschen Wahrheitswerte true und false mit Konjunktion^ und Disjunktion _. Wir nennen einen Ausdruck E l-zul�assig, falls zwei Varia-blenmengen P und T und ein boolscher Wert B existieren, so da� ein Urteil derForm (P; T; B) > E mit den Regeln in Abbildung 4.7 herleitbar ist. Die MengeP enth�alt die Variablen der ersten Klasse in E, also solche die h�ochstens einmalgebunden werden d�urfen. Die Menge1 T enth�alt die Variablen der zweiten Klasse inE. Diese k�onnen mehrfach gebunden werden, aber stets an dasselbe Auftreten einer�-Identit�at. Ist ein Urteil (P; T; B) > E herleitbar, dann gilt B = tt genau dann,wenn eine Variablen aus T in E an eine �-Identit�at I gebunden ist. Bindungen vonVariablen der zweiten Klasse in R�umpfen von Abstraktionen sind nicht gestattet.Lemma 4.3.8 F�ur alle herleitbaren Urteile (P; T; B) > E sind P und T disjunkt.Beweis. Mit Induktion �uber Herleitungen von Urteilen (P; T; B) > E. 2Proposition 4.3.9 Alle Ausdr�ucke der From E � r=I ^ x�r=M sind l-zul�assigmit (fxg; frg; tt) > E.Beweis.Mit Induktion �uber die De�nition von x � r=M k�onnen wir f�ur alle x undM zeigen, da� Urteile der Form (fxg; frg; �) > x � r =M herleitbar sind. 2Lemma 4.3.10 Ist E l-zul�assig, dann sind 9xE und alle Teilausdr�ucke von El-zul�assig.1T steht f�ur "Trigger", denn �uber die Variablen in dieser Menge k�onnen wir verz�ogerte Be-rechnungen ansto�en.



4.3. INKONSISTENZEN 91(fzg; frg; �) > xy r z (;; frg; tt) > r:y z=z = y (;; ;; �) > >(fxg; ;; �) > x= y (;; fr; sg; �) > r = s(P; T; �) > E(fxg; T n frg; �) > x:y r z=E falls P � fzg(P; T; B) > E(P n fxg; T; B) > 9xE falls x =2 T (P; T; B) > E(P; T n frg; B) > 9rE falls r =2 P(P1; T1; B1) > E1 (P2; T2; B2) > E2(P1 [ P2; T1 [ T2; B1 _B2) > E1 ^ E2 falls P1 \ P2 = ;, B1 ^ B2 = �,P1 \ T2 = ; und P2 \ T1 = ;Abbildung 4.7: l-Zul�assigkeitBeweis. Mit Induktion �uber die Struktur von E. 2Lemma 4.3.11 l-Zul�assigkeit ist abgeschlossen unter Kongruenz und Reduktion.Beweis. Der Fall der Kongruenz ist einfach. Im Falle der Reduktion gibt es zweiArten von Substitutionen: Entweder sind beide beteiligten Variablen in T odernicht. Der erste Fall ist einfach, da die Kompositionsregel als Nebenbedingung nichtdie Disjunktheit von T1 und T2 fordert. Der Nachweis des zweiten Falls verl�auftanalog zum Beweis f�ur e-Zul�assigkeit. 2Lemma 4.3.12 l-zul�assige Ausdr�ucke sind konsistent.Beweis.Wegen Lemma 4.3.10 reicht es zu zeigen, da� x:A1 ^ x:A2 nicht l-zul�assigist. Dazu f�uhren wir die Annahme zum Widerspruch, da� ein Urteil der Form(P; T; B) > x:A1 ^ x:A2 herleitbar ist. Die letzte verwendete Regel zur Herlei-tung mu� die Regel f�ur Komposition sein. Somit gibt es Herleitungen der Bauart(P1; T1; B1) > x:A1 und (P2; T2; B2) > x:A2.Wir betrachten zuerst den Fall x 2 T . Wegen T = T1 [ T2 gilt dann x 2 T1 oderx 2 T2. Aus Symmetriegr�unden k�onnen wir ohne Beschr�ankung der Allgemeinheitx 2 T1 annehmen. Nach Lemma 4.3.8 sind T1 und P1 disjunkt und wegen derNebenbedingung der Kompositionsregel auch T1 und P2. Daraus folgt x =2 P1 undx =2 P2. Somit m�ussen die Herleitungen f�ur die Urteile (P1; T1; B1) > x:A1 und(P2; T2; B2) > x:A2 beide das Axiom f�ur zweistellige Abstraktionen verwendethaben. Daraus folgt dann B1 = B2 = tt im Widerspruch zu B1 ^ B2 = �.Im zweiten Fall gilt x =2 T . Dann kann weder das Urteil (P1; T1; B1) > x:A1 nochdas Urteil (P2; T2; B2) > x:A2 vom Axiom f�ur zweistellige Abstraktionen abstam-men. Sie m�ussen also beide aus der Regel f�ur dreistellige Abstraktionen hergeleitet



92 KAPITEL 4. FUNKTIONALE BERECHNUNGworden sein. Daraus folgt x 2 P1 und x 2 P2 im Widerspruch zur Disjunktheit vonP1 und P2, einer Nebenbedingung der Regel f�ur dreistellige Abstraktionen. 2Proposition 4.3.13 l-zul�assige Ausdr�ucke sind zul�assig.Beweis. Folgt wie zum Fall der e-Zul�assigkeit unmittelbar, hier jedoch unter Ver-wendung der Lemmata 4.3.10, 4.3.11 und 4.3.12. 2Beweis von Proposition 4.2.4. Ausdr�ucke der Form r = I ^ x � r =M sindl-zul�assig nach Proposition 4.3.9, so da� aus Proposition 4.3.13 Zul�assigkeit folgt.24.4 Ad�aquatheitsbeweiseWir stellen im folgenden den Ad�aquatheitsbeweis f�ur die Einbettung des strikten�-Kalk�uls in den �-Kalk�ul vor, wodurch wir Satz 4.1.4 beweisen. Den Nachweis derKorrektheit der Einbettung des nicht-strikten �-Kalk�uls (Vermutung 4.2.5) bleibenwir schuldig.Die Idee des Beweises ist, Milners Technik basierend auf explizite Substitutionen[Mil92] mit Uniformit�at zu kombinieren. Alle Ideen die wir im Bezug auf Unifor-mit�at ben�otigen, haben wir bereits in Kapitel 2 herausfaktorisiert. Insbesonderemachen wir Gebrauch von L�agensimulationen indem wir Satz 2.7.4 verwenden.Wir betrachten im folgenden die durch u parametrisierten Einbettungen �u desstrikten �-Kalk�uls in den �-Kalk�ul:�u(M) � u=M :Wirmotivieren zuerst an einemBeispiel, wie eine L�angensimulation f�ur �u aussehenk�onnte. Dazu stellen wir die Symmetrie zwischen einer Berechnung von Copy (II)im strikten �-Kalk�ul und der analogen Berechnung im �-Kalk�ul heraus. Im Falledes strikten �-Kalk�uls machen wir Substitutionen explizit:Copy (II) !e (Copy v1) [I=u1][I=v1]!e (v1v1) [Copy=u2][I=u1][I=v1]!e v1 [Copy=u2][I=u1][I=v1]Durch explizite Substitutionen k�onnen wir also Kopieren und Annullieren (G) vonAbstraktionen beschreiben. F�ur die analoge Berechnung im �-Kalk�ul �ubernehmen



4.4. AD�AQUATHEITSBEWEISE 93Kontexte die Rolle von expliziten Substitutionen.u= Copy (II) !A T1[[u= Copy v1]]T1 = 9u19v1(� ^ u1 = I ^ v1 = I)!A T1[[T2[[9v2(u= v2v2 ^ v2 = v1)]]]]T2 = 9u2(� ^ u2 = Copy)!�E T1[[T2[[v1 v1 u]]]]!A T1[[T2[[u= v1]]]]Eine genauso exakte Symmetrie l�a�t sich bei der Berechnung von (FirstI) I beob-achten, wobei First wiederum f�ur �x:�y: x steht.(First I) I !e ((�y:v1) I) [First=u1][I=v1]!e v1 [�y:v1=u2][I=v2][First=u1][I=v1]Wiederum entsprechen Kontexte im Falle von � expliziten Substitutionen f�ur �e.u= (First I) I !A T1[[u= (�y:v1) I]]T1 = 9u19v1(� ^ u1 = First ^ v1 = I)!A T1[[T2[[u= v1]]]]T2 = 9u29v2(� ^ u2 = �y:v1 ^ v2 = I)Zur Formalisierung dieser Symmetrie ben�otigen wir eine passende Notation f�urexplizite Substitutionen und m�ussen deren Zusammenhang zu Kontexten erfassen.Dazu de�nieren wir die Anwendung des sequentiellen Substitutionsoperator hV =viauf M durch MhV =vi = M [V1=v1] : : : [Vn=vn] ;falls v = (v1; : : :; vn) und V = (V1; : : :; Vn). Desweiteren ben�otigen wir spezielleKontexte Tv=V , die wir wie folgt de�nieren:Tv=V = 9v(v = V ^ �) :Nun koppeln wir explizite Substitution mit den passenden Kontexten; wir nennen(N; V ; v) eine u-Darstellung von (M; E), falls gilt:1. M � NhV =vi und E � Tv=V [[u=N ]].2. FV(N) � V(v) und f�ur alle 1 � i � n gilt FV(Vi) � fvi+1; : : : ; vng.3. Die Folge uv ist linear und die Mengen V(uv) und BV(NV ) sind disjunkt.In diesem Fall sind alle Substitutionen in NhV =vi konsistent, der AusdruckNhV =vi geschlossen und u die einzige freie Variable in Tv=V [[u=N ]].



94 KAPITEL 4. FUNKTIONALE BERECHNUNGDe�nition 4.4.1 F�ur alle u de�nieren wir die Relation Su � �cl��ad als Mengealler Paare (M; E) f�ur die eine u-Darstellung (N; V ; v) existiert.Proposition 4.4.2 F�ur alle u ist Su eine L�angensimulation von �u, wobei wir �uals Einbettung von (�cl; �; !e) nach (�ad; �; E!A) au�assen.Beweisanfang. Su enth�alt alle Paare der Form (M; u=M ) mit M 2 �cl, wobeiwir f�ur v und V die leeren Sequenzen einsetzen.Die erste Eigenschaft (LS1) einer L�angensimulation ist einfach nachzuweisen. IstM irreduzibel in !e, dann ist M eine Abstraktion, da M als geschlossen voraus-gesetzt ist. In diesem Fall ist u =M eine Abstraktion; desweiteren ist v = V eineFolge von Abstraktionen. Dann sind alle E mit (M; E) 2 Su irreduzibel bez�uglich(!E [ !A), also auch in E!A. Denn Applikation (A) l�a�t sich nicht auf eine Kom-position von Abstraktionen anwenden und Elimination (E) m�u�te die Gleichungu= v verwenden, aber v ist global. Dies l�a�t sich formal durch �Ubergang zu Nor-malformen zeigen, also mit Hilfe von Satz 3.4.4 und Proposition 2.8.9.Ohne weitere Vorbereitungen k�onnen wir nun Eigenschaft (LS2) einer L�angensi-mulation f�ur Su noch nicht nachweisen. Diese formulieren wir in der folgendenProposition 4.4.3 explizit. 2Zur Vervollst�andigung des Beweises von Proposition 4.4.2 m�ussen wir noch dienachstehende Proposition nachweisen, was wir einigen Vorbereitungen bewerkstel-ligen werden.Proposition 4.4.3 F�ur alle u,M ,M 0, E mit (M; E) 2 Su undM !e M 0 existiertE 0 mit (M 0; E 0) 2 Su und E E!A E 0.Als erstes Hilfsmittel ben�otigen wir eine Eigenschaft des sequentiellen Substi-tutionsoperators. Dazu sei (N; V ; v) eine u-Darstellung, v = (v1; : : : ; vn) undV = (V1; : : : ; Vn). F�ur z 2 V(v) bezeichnen wir mit Vz die eindeutig bestimmteAbstraktion Vi mit vi = z und 1 � i � n.Lemma 4.4.4 Ist (N; V ; v) eine u-Darstellung, z 2 V(v), und y eine beliebigeVariable, dann gilt N [z=y]hV =vi = N [Vz=y]hV =vi .Beweis. Nach De�nition einer Darstellung gilt FV(Vi) � fvi+1; : : : ; vng f�ur alle i.Daraus erhalten wir f�ur beliebige i und M :M [Vi=vi]hV =vi = MhV =vi ;



4.4. AD�AQUATHEITSBEWEISE 95denn die Substitutionen [V1=v1] : : : [Vi=vi] haben keinen E�ekt auf Vi. Durch zwei-malige Anwendung dieser Eigenschaft folgt das Lemma:N [z=y]hV =vi = N [z=y][Vz=vz]hV =vi= N [Vz=y][Vz=vz]hV =vi= N [Vz=y]hV =vi 2Als n�achstes ben�otigen wir Eigenschaften von Reduktion in Kontexten Tv=V . Dieseh�angen insbesondere davon ab, da� keine der in Tv=V deklarierten Variablen, alsokeine Variablen aus v eliminiert wird. Diese Notwendigkeit erfassen wir formal,indem wir eine Relation !v=VE de�nieren, die Elimination im Kontext von Tv=Vgeeignet einschr�ankt.Als leichte Verallgemeinerung von v = V betrachten wir nun eine beliebige Kom-position von benannten Abstraktionen v:A und de�nieren die Relation !v:AE wiefolgt: 9w9x(x= y ^ F ) !v:AE 9wF [y=x] falls x 6= y, y 2 V(vw)und y =2 BV(F )E1 � E2 E2!v:AE F2 F2 � F1E1 !v:AE F1Die Deklarationen 9w sind notwendig damit die Relation!v:AE abgeschlossen unterDeklaration ist.Lemma 4.4.5 Die Relation !v:AE ist invariant unter Komposition, Deklarationund Kongruenz.Beweis. Mit Induktion �uber Herleitungen von !v:AE . F�ur den Nachweis der Inva-rianz unter Komposition ben�otigen wir die Einschr�ankung im Vergleich zur Elimi-nation im Kontext Tv:A. 2Lemma 4.4.6 Wenn E !v:AE F , dann gilt Tv:A[[E]] !E Tv:A[[F ]] .Beweis. Mit Induktion �uber Herleitungen von !v:AE . 2Zur Applikation imKontext v:A de�nieren wir !v:AA ohne spezielle Einschr�ankun-gen: E !v:AA F gdw. Tv:A[[E]] !A Tv:A[[F ]] :Dann gilt die folgende Aussage in Analogie zu Lemma 4.4.5 mit Applikation anstellevon Elimination.



96 KAPITEL 4. FUNKTIONALE BERECHNUNGLemma 4.4.7 Die Relation !v:AA ist invariant unter Komposition, Deklarationund Kongruenz.Beweis. Mit Induktion �uber Herleitungen von !v:AA . 2Da wir eigentlich nur Applikationsschritte z�ahlen wollen, ben�otigen wir ein Analo-gon zur Relation E!A = (!�E � !A � !�E) f�ur Reduktion im Kontext von Tv:A.Zu diesem Zweck de�nieren wir E!v:AA durch:E!v:AA = ((!v:AE )�� !v:AA �(!v:AE )�) :Diese zusammengesetzte Relation ererbt die Eigenschaften ihrer Komponenten, diewie in den voranstehenden Lemmata notiert haben.Lemma 4.4.8 Die Relation E!v:AA ist invariant unter Komposition, Deklarationund Kongruenz.Beweis. Durch Kombination von Lemma 4.4.5 und Lemma 4.4.7. 2Lemma 4.4.9 Wenn F1 E!v:AA F2 , dann Tv:A[[F1]] E!A Tv:A[[F2]].Beweis. Die analoge Aussage f�ur Elimination gilt wegen Lemma 4.4.6 und f�urApplikation per De�nition. 2Wir formulieren und beweisen nun die zentrale Invariante, auf der unser Ad�aquat-heitsbeweis basiert.Lemma 4.4.10 (Die Invariante) Sei M geschlossen, M !e M 0 und (N; V ; v)eine u-Darstellung von (M; Tv=V [[u=N ]]). Dann existiert ein Tripel (N 0; W ; w)mit folgenden Eigenschaften:1. u=N E!v=VA Tw=W [[u=N 0]] .2. M 0 � N 0hW=wihV =vi.3. Die Folge uwv ist linear, FV(N 0) � V(wv) und FV(W ) � V(v).Bevor wir die Invariante nachweisen, zeigen wir, da� diese die ben�otigte zweiteEigenschaft einer L�angensimulation f�ur �u impliziert.Beweis von Proposition 4.4.3. Gelte (M; E) 2 Su und M !e M 0. Dannsind M und M 0 geschlossen und es existiert eine u-Darstellung (N; V ; v) von(M; Tv=V [[u=N ]]), so da� wir Lemma 4.4.10 anwenden k�onnen. Dieses sichert dieExistenz eines Tripels (N 0; W ; w) mit folgenden Eigenschaften zu:



4.4. AD�AQUATHEITSBEWEISE 971. u=N E!v=VA Tw=W [[u=N 0]] :2. M 0 � N 0hW=wihV =vi.3. Die Folge uwv ist linear, FV(N 0) � V(wv) und FV(W ) � V(v).Durch geeignete Umbennung von gebundenen Variablen in W �nden wir W 0, soda� (N 0; wv; W 0V ) eine u-Darstellung von (M 0; E 0) mit E 0 = Tvw=VW [[u=N 0]]ist, und somit (M 0; E 0) 2 Su gilt.Letztendlich m�ussen wir nachweisen, da� E E!A E0 erf�ullt ist. Dies folgt aus derersten der obigen Eigenschaften in Kombination mit den Lemmata 4.4.9 und 4.4.8:E � Tv=V [[u=N ]] E!A Tv=V [[Tw=W [[u=N 0]]]] � E 0 : 2Beweis von Lemma 4.4.10. Mit Induktion �uber Herleitungen von M !e M 0.Wir k�onnen ausschlie�en, da� N eine Variable oder eine Abstraktion ist, dennanderenfalls ist M eine Abstraktion und somit irreduzibel. Also sind N und MApplikationen der Form N = N1N2, M = M1M2, M1 = N1hV =vi und M2 =N2hV =vi. Insbesondere ist (N1; V ; v) eine u-Darstellung von (M1; Tv=V [[u=N1]])und (N2; V ; v) eine u-Darstellung von (M2; Tv=V [[u=N2]]).1. Fall Die betrachtete Herleitung von M !e M 0 stammt von (Congr) ab:M � ~M ~M !e ~M 0 ~M 0 � M 0M !e M 0Die Behauptung folgt nun aus der Induktionsvoraussetzung angewendet auf~M !e ~M 0, der Invarianz von !e unter Kongruenz und der De�nition eineru-Darstellung.2. Fall Die letzte Regel der Herleitung von M !e M 0 ist (Func):M1 !e M 01M = M1M2 !e M 01M2 = M 0Ist u1 eine frische Variable, dann existiert nach Induktionsvoraussetzung einTripel (N 01; W ; w) mit folgenden Eigenschaften:(a) u1 =N1 E!v=VA Tw=W [[u1 =N 01]].(b) M 01 � N 01hW=wihV =vi.



98 KAPITEL 4. FUNKTIONALE BERECHNUNG(c) Die Folge u1wv ist linear, FV(N 01) � V(wv) und FV(W ) � V(v).Wir k�onnen ohne Einschr�ankung u =2 V(w) annehmen, was sich anderenfallsdurch �-Umbenenung von Variablen in w erreichbar ist. Wir setzen nun N 0 =N 01N2 und zeigen das Lemma mit (N 0; W ; w).Nach De�nition der Einbettung gilt mit einer weiteren frischen Variablen u2u=N � 9u19u2(u1 =N1 ^ u2 =N2 ^ u1 u2 u)Die 1. Eigenschaft des Lemmas k�onnen wir aus (2a) und Lemma 4.4.8 ablei-ten:u=N E!v=VA 9u19u2(9w(u1 =N 01 ^ w =W ) ^ u2 =N2 ^ u1 u2 u)� 9w(9u19u2(u1 =N 01 ^ u2 =N2 ^ u1 u2 u) ^ w =W )� 9w(u=N 01N2 ^ w =W )= Tw=W [[u=N 0]]Eigenschaft 2. im Lemma erhalten wir aus (2b) und der Disjunktheit vonV (w) und FV(N2):M 0 = M 01M2 � (N 01hW=wihV =vi)(N2hV =vi)= (N 01N2)hW=wihV =vi= N 0hW=wihV =viDie 3. Eigenschaft des Lemmas ist eine Konsequenz aus (2c) und u =2 V(w).3. Fall Ist (Arg) die zuletzt angewendete Regel, dann k�onnen wir analog zumvorangehenden Fall schlie�en.4. Fall Es verbleibt die Betrachtung des Axioms (�e), also der FallM = M1M2 = (�y1: ~M1)M2 !�e ~M1[M2=y1] = M 0 ;wobeiM2 eine Abstraktion ist und die Mengen FV(M2) und BV( ~M1) disjunktsind.(a) Seien nun N1 und N2 Variablen, etwa N1 = z1 und N2 = z2. Dann giltM1 = z1hV =vi undM2 = z2hV =vi. Wegen fz1; z2g � V(v) existieren Vz1und Vz2 mit der Eigenschaft von Lemma 4.4.4, so da� M1 die folgendeDarstellung besitzt:M1 = z1hV =vi = z1[z1=z1]hV =vi = z1[Vz1=z1]hV =vi = Vz1hV =vi



4.4. AD�AQUATHEITSBEWEISE 99Andererseits wissen wir M1 � �y1: ~M1 und somit existiert ~N1, so da�Vz1 � �y1: ~N1 und ~M1 � ~N1hV =vi. Nach De�nition der Einbettung giltmit frischen Variablen y01, u1 und u2:z1 = Vz1 � z1:y1 y01=y01 = ~N1 ;u=N1N2 � 9u19u2(u1 = z1 ^ u2 = z2 ^ u1 u2 u) :Dies erm�oglich die folgende Ableitung:u=N1N2 (!v=VE )� z1 z2 u !v=VA u= ~N1[z2=y1] :Nun de�nieren wir N 0 = ~N1[z2=y1] und w und W als leere Sequenzen.Dann erf�ullt das Tripel (N 0; W ; w) die Eigenschaften des Lemmas. 1.haben wir bereits gezeigt, 3. ist trivial und 2. folgt aus y1 =2 V(v), waswegen y1 2 BV(V ) gilt:N 0hw=W ihV =vi = ~N1[z2=y1]hV =vi� ~N1hV =vi[z2hV =vi=y1]� ~M1[M2=y1]� M 0Die folgenden F�alle sind alle analog zu dem hiermit gezeigten.(b) Sei nun N1 eine Abstraktion und N2 eine Variable. Dann gilt M1 =N1hV =vi und es gibt eine Variable z2 mit z2 = N2 und M2 = z2hV =vi.Wegen z2 2 V(v) existiert Vz2 mit der Eigenschaft von Lemma 4.4.4, soda� M2 die folgende Darstellung besitzt:M2 = z1hV =vi = z1[z2=z2]hV =vi = z1[Vz2=z2]hV =vi = Vz2hV =viIst M1 = �y1: ~M1, dann existiert ~N1 mit N1 = �y1: ~N1 und ~M1 �~N1hV =vi. Nach De�nition der Einbettung gilt mit frischen Variableny01, u1 und u2:u1 =N1 � u1:y1 y01=y01 = ~N1 ;u = N1N2 � 9u19u2(u1 =N1 ^ u2 = z2 ^ u1 u2 u) :Wir k�onnen wie folgt reduzieren:u = N1N2 !v=VE 9u1(u1 =N1 ^ u1 z2 u)!v=VA 9u1(u1 =N1 ^ u = ~N1[z2=y1])Wir de�nieren nun N 0 = ~N1[z2=y1], sowie W = (N1) und w = (u1).Dann erf�ullt das Tripel (N 0; W ; w) die behaupteten Eigenschaften. Die



100 KAPITEL 4. FUNKTIONALE BERECHNUNG1. haben wir bereits gezeigt, die 3. ist trivial und die 2. folgt aus y1 =2V(v), was wegen y1 2 BV(V ) gilt:N 0hw=W ihV =vi = ~N1[z2=y1][N1=u1]hV =vi= ~N1[z2=y1]hV =vi da u1 =2 FV( ~N1z2)� ~N1hV =vi[z2hV =vi=y1]� ~M1[M2=y1]� M 0(c) Jetzt betrachten wir den Fall, da� N1 ist eine Variable und N2 eineAbstraktion ist. Dann gilt M2 = N2hV =vi und es gibt eine Variablez1 mit N1 = z1 und M1 = z1hV =vi. Wegen z1 2 V(v) existiert dieAbstraktion Vz1 mit den Eigenschaften von Lemma 4.4.4, so da� M1 diefolgende Darstellung besitzt:M1 = z1hV =vi = z1[z1=z1]hV =vi = z1[Vz1=z1]hV =vi = Vz1hV =viIst M1 = �y1: ~M1, dann existiert ~N1 mit Vz1 = �y1: ~N1 und ~M1 =~N1hV =vi. Nach De�nition der Einbettung gilt mit frischen Variableny01, u1 und u2:z1 = Vz1 � z1:y1 y01=y01 = ~N1 ;u=N1N2 � 9u19u2(u1 = z1 ^ u2 =N2 ^ u1 u2 u) :Wir k�onnen nun wie folgt reduzieren:u=N1N2 !v=VE 9u2(u2 =N2 ^ z1 u2 u)!v=VA 9u2(u2 =N2 ^ u= ~N1[u2=y1])Wir de�nieren nun N 0 = ~N1[u2=y1], sowie w = (u2) und W = (N2).Dann erf�ullt das Tripel (N 0; W ; w) die behaupteten Eigenschaften: Die1. haben wir bereits gezeigt, die 3. ist trivial und die 2. folgt aus y1 =2V(v), was wegen y1 2 BV(V ) gilt:N 0hw=W ihV =vi = ~N1[u2=y1][N2=u2]hV =vi= ~N1[N2=y1]hV =vi da u2 =2 ~N1� ~N1hV =vi[N2hV =vi=y1]� ~M1[M2=y1]� M 0(d) Seien N1 und N2 Abstraktionen. Dann gilt M1 = N1hV =vi und M2 =N2hV =vi. Ist M1 = �y1: ~M1, dann existiert y1 und ~N1 mit N1 = �y1: ~N1



4.4. AD�AQUATHEITSBEWEISE 101und ~M1 = ~N1hV =vi. Nach De�nition der Einbettung gilt mit frischenVariablen y01, u1 und u2:z1 =N1 � z1:y1 y01=y01 = ~N1 ;u=N1N2 � 9u19u2(u1 =N1 ^ u2 =N2 ^ u1 u2 u) :Nun k�onnen wir folgenderma�en reduzieren:u=N1N2 !v=VA 9u19u2(u1 =N1 ^ u2 =N2 ^ u= ~N1[u2=y1])Wir de�nieren N 0 = ~N1[u2=y1], sowie w = (u1; u2) und W = (N1; N2).Dann erf�ullt das Tripel (N 0; W ; w) die Eigenschaften des Lemmas: Die1. haben wir bereits gezeigt, die 3. ist trivial und die 2. folgt aus y1 =2V(v), was wegen y1 2 BV(V ) gilt, und wegen u1 6= u2 und u1; u2 =2 ~N1:N 0hw=W ihV =vi = ~N1[u2=y1][N1=u1][N2=u2]hV =vi= ~N1[N2=y1]hV =vi� ~N1hV =vi[N2hV =vi=y1]� ~M1[M2=y1]� M 0 2
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Kapitel 5Basen des �-Kalk�ulsIn Abschnitt 3.4 haben wir De�nitions- und Reduktionsbasen f�ur den �-Kalk�ul an-gegeben, die wir zum Beweis von uniformer Konuenz ausgen�utzt haben. In diesemAbschnitt werden wir nun die Korrektheit der angegeben Basen beweisen. Wir be-ginnen mit einer Zusammenstellung von Notationen und betrachten anschlie�end�-standardisierte Ausdr�ucke und Normalformen. Besonderen Wert legen wir aufdie Vollst�andigkeit unserer De�nitionen und Beweise.5.1 NotationenUm die Lesbarkeit zu erh�ohen geben wir zuerst einen �Uberblick �uber Notationenf�ur bin�are Relationen auf �. Die meisten von diesen haben wir bereits in Kapitel3 eingef�uhrt.Sei R eine beliebige bin�are Relation auf �. Die Relation!R ist die kleinste Relati-on, dieR enth�alt und die Regeln (Decl), (Comp) und (Congr) erf�ullt. Wir erinnerendaran, da� diese Regeln die folgende Gestalt haben:(Decl) E ! F9xE !9xF (Abstr) E ! Fx:y=E ! x:y=F(Congr) E1 � E2 E2 ! F2 F2 � F1E1! F1(Comp) E ! FE ^ G! F ^ G (Comp0) E ! FG ^ E ! G ^ FDie Relation �R ist die kleinste Kongruenz, die R enth�alt, also die kleinste �Aqui-valenzrelation, die R enth�alt und die Regeln (Decl), (Comp), (Comp0) und (Abstr)erf�ullt. Die folgenden Abk�urzungen f�ur spezielle Kongruenzen sind bereits aus Ka-103



104 KAPITEL 5. BASEN DES �-KALK�ULSpitel 3 bekannt:� = �f�;Scope;Exch;ACIg ; �1 = �fScope;Exch;ACIg ; �2 = �fExch;ACIg :Die Relation �!R ist die kleinste bin�are Relation auf �, die R enth�alt und dieRegeln (Decl), (Comp) und (Comp0) erf�ullt. Die Relation)R ist die kleinste bin�areRelation auf �, dieR enth�alt und die Regeln (Decl), (Comp), (Comp0) und (Abstr)erf�ullt. Aus Symmetriegr�unden bezeichnen wir mit �*R die Relation R selbst.Proposition 5.1.1 Seien R1 und R2 zwei bin�are Relationen auf �. Dann gilt�R1[R2 = (�R1 [ �R2) ; )R1[R2 = ()R1 [ )R2) ;�!R1[R2 = ( �!R1 [ �!R2) ; �*R1[R2 = ( �*R1 [ �*R2) :Beweis. Wir f�uhren den Beweis nur f�ur �!R1[R2 = ( �!R1 [ �!R2). Die anderenF�alle sind analog. Die links stehende Relation !R1[R2 enth�alt R1 (bzw. R2) underf�ullt (Decl), (Comp) und (Comp0). Da �!R1 (bzw. �!R2) minimal mit diesen Ei-genschaften ist, folgt:�!R1[R2 � �!R1 und �!R1[R2 � �!R1 ;also auch �!R1[R2 � ( �!R1 [ �!R2). Die rechts stehende Relation ( �!R1 [ �!R2)enth�altR1[R2 und erf�ullt (Decl), (Comp) und (Comp0), wie sich leicht nachrechnenl�a�t. Nun ist �!R1[R2 die kleinste Relation mit diesen Eigenschaften, woraus dieInklusion �!R1[R2 � ( �!R1 [ �!R2) folgt. 2Proposition 5.1.2 F�ur jede bin�are Relation R auf � gilt !R = (� � �!R � �).Beweis. �Ahnlich zum Beweis von Proposition 5.1.1. Die Implikation !R � (�� �!R � �) ist trivial. Die umgekehrte Implikation folgt aus der Minimalit�at von!R . 25.2 Basen durch �-StandardisierungWir beweisen nun die Korrektheit der S�atze 3.4.1 und 3.4.2. Diese gebenDe�nitions- und Reduktionsbasen des �-Kalk�uls basierend auf �-Standardisierungan.



5.2. BASEN DURCH �-STANDARDISIERUNG 1055.2.1 �-StandarisierungEin Ausdruck E hei�t �-standardisiert, falls f�ur keine Variable mehrere Variablen-binder in E existieren und keine Variable in E sowohl freie als auch gebundeneAufteten besitzt. Formal de�nieren wir die Menge �� aller �-standarisierten Aus-dr�ucke als kleinste Menge mit den Eigenschaften in Abbildung 5.1.> 2 �� xy 2 �� x= y 2 ��E 2 ��y =E 2 �� falls V(y) und BV(E) disjunkt und y linearA 2 ��x:A 2 �� falls x \ BV(A) = ; E 2 ��9xE 2 �� falls x =2 BV(E)E 2 �� F 2 ��E ^ F 2 �� falls BV(E) und V(F ) sowie BV(F ) und V(E) disjunktAbbildung 5.1: �-StandardisierungProposition 5.2.1 F�ur alle E existiert F in �� mit E � F . Also liegt �� in �bez�uglich � dicht.Beweis. Mit Induktion �uber die Struktur von E. 2Wir notieren zwei einfache, aber wichtige Eigenschaften im Zusammenhang mit�-Standardisierung1.Lemma 5.2.2 Im Fall E �1 F haben E und F dieselben freien und gebundenenVariablen, also BV(E) = BV(F ) und FV(E) = FV(F ).Beweis. Mit Induktion �uber Herleitungen von E �1 F . 2Lemma 5.2.3 �1 erh�alt �-Standardisierung.Beweis.Wir m�ussen unter der Voraussetzung ~E 2 �� und ~E �1 ~F zeigen, da� ~F 2�� gilt. Dies k�onnen wir mit Induktion �uber Herleitungen von ~E �1 ~F nachweisen,was ziemlich langweilig ist.F�ur die Regel (Comp) nehmen wir ~E = E ^ G und ~F = F ^ G und ~E 2 �� an.E �1 FE ^ G �1 F ^ G1Beide Eigenschaften w�urden verloren gehen, wenn wir wie im �-Kalk�ul 9x> � > zulassenw�urden [Mil91].



106 KAPITEL 5. BASEN DES �-KALK�ULSAus ~E 2 �� folgt E 2 �� und somit gilt F 2 �� nach Induktionsannahme. Wirhaben also bisher die folgenden Eigenschaften nachgewiesen:1) E ^ G 2 �� ; 2) E �1 F ; 3) F 2 �� :Wir m�ussen nun F ^ G 2 �� zeigen, was �aquivalent zur G�ultigkeit der folgendenEigenschaften ist:4) F 2 �� ; 5)G 2 �� ; 6) BV(F )\ V(G) = ; ; 7) BV(G) \ V(F ) = ; :Formel 3) ist gleich 4). Formel 1) impliziert 5) sowie die Eigenschaften:60) BV(E) \ V(G) = ; und 70) BV(G) \ V(E) = ;:Wegen Lemma 5.2.2 und 2) haben F und E die gleichen freien und gebundenenVariablen, so da� 6') und 7') �aquivalent zu 6) bzw. 7) sind. 25.2.2 KontexteWir de�nieren Kontexte als erweiterte Ausdr�ucke, die m�oglicherweise ein Lochenthalten. Wir unterscheiden (starke) Kontexte S und schwache Kontexte T durchfolgende De�nition:S ::= � j 9xS j S ^ E j E ^ S j E j x:y=ST ::= � j 9xT j T ^ E j E ^ T j EDabei ist � ein Platzhalter. Wir de�nieren Substitutionen S1[[S2]], die den Platzhal-ter � in S1 durch S2 ersetzen, homomorph �uber die Struktur von S1:�[[S2]] = S2 9xS1[[S2]] = 9xS1[[S2]](S1 ^ E)[[S2]] = S1[[S2]] ^ E (E ^ S1)[[S2]] = E ^ S1[[S2]]E[[S2]] = E (x:y=S1)[[S2]] = x:y=S1[[S2]]Proposition 5.2.4 Sei R eine bin�are Relation auf �.1. Es gilt E )R F genau dann, wenn ein starker Kontext S und Ausdr�ucke E1und F1 existieren mit E = S[[E1]], E1 �*R F1 und F = S[[F1]].2. Es gilt E �!R F genau dann, wenn ein schwacher Kontext T und Ausdr�uckeE1 und F1 existieren mit E = T [[E1]], E1 �*R F1 und F = T [[F1]].



5.2. BASEN DURCH �-STANDARDISIERUNG 107Beweis. Mit Induktion �uber die De�nition von starken und schwachen KontextenS und T bzw. mit Induktion �uber Ableitungen von E )R F und E �!R F . 2Die meisten Begri�e und Notationen verallgemeinern sich von Ausdr�ucken auf Kon-texte. Zum Beispiel k�onnen wir FV(�) = BV(�) = ; de�nieren. Etwas unange-nehmer ist die �Ubertragung der bin�aren Relationen !R, �!R und )R. Denn dieseRelationen sind nicht abgeschlossen auf der Menge alle Kontexte, sonderen er-zeugen erweiterte Kontexte der Form �[y=x]. Wir wollen diesen E�ekt aber nichtausbuchstabieren, sondern werden frei mit erweiterten Kontexten rechnen.Lemma 5.2.5 Seien S1, S2, x und y beliebig. Dann gelten:1. (S1[[S2]])[y=x] = (S1[y=x])[[S2[y=x]]].2. FV(S1[[S2]]) = FV(S1) [ FV(S2).3. BV(S1[[S2]]) = BV(S1) [ BV(S2).Beweis.Mit Induktion �uber die Struktur von S1. Wir betrachten hier nur die ersteEigenschaft im Fall S1 = �:(�[y=x])[[S1[y=x]]] = S1[y=x][y=x]= S1[y=x]= (�[[S1]])[y=x] 2Von hierab werden wir Kontexte und Ausdr�ucke nur falls notwendig explizit unter-scheiden und beide mit den Metavariablen E, F und G denotieren. Wir erlaubenalso Kontexte oder Ausdr�ucke der Form E1[[E2]] oder E1[[E2[[E3]]]].5.2.3 Die Relation s)� und Nachweis der BasenKontexte erlauben eine einfache und formale De�nition der Relation s)�. DieseRelation beschreibt diejenige Einschr�ankung von)�, durch deren Anwendung stetsneue gebundene Variable eingef�uhrt werden:G = E[[9xF ]] s)� E[[9yF [y=x]]] falls y =2 V(G)G = E[[u: vxA]] s)� E[[u: vyA[y=x]]] falls y =2 V(G)Nun formulieren wir von Eigenschaften von �-Umbennung, die hinreichend f�ur alleManipulationen in dieser Arbeit sind.



108 KAPITEL 5. BASEN DES �-KALK�ULSProposition 5.2.6 (Die Details �uber �-Umbennung)1. Es gilt �� � ( s)�� � �� s().2. Aus E 2 ��, F 2 � und E s)� F folgt E � s( F .3. Die Menge �� ist abgeschlossen unter s)�.4. Die Relation �� s( vertauscht mit �1 und �2.Den Beweis dieser Proposition werden wir in Abschnitt 5.2.4 f�uhren. Alsn�achstes zeigen wir, da� sich aus Proposition 5.2.6 die Korrektheit der auf �-Standardisierung basierenden De�nitionsbasen folgern l�a�t.Beweis von Satz 3.4.1.1. Die Relationen s)�� und �1 vertauschen eingeschr�ankt auf �� ���:Nach Teil 4 von Proposition 5.2.6 vertauschen s)�� und �1 auf � � �. Dadie Menge �� abgeschlossen unter s)� und �1 ist (Proposition 5.2.6 Teil 3und Lemma 5.2.3), folgt die Vertauschungseigenschaft auch eingeschr�ankt auf�� ���.2. Eingeschr�ankt auf �� ��� gilt s)�� � �� s( :Dies folgt mit Induktion �uber die Anzahl der Schritte in s)��. Dazu ben�otigenwir die Teile 2 und 3 von Proposition 5.2.6.3. Das Paar (��; (�1 [ s)�)�) ist eine De�nitionsbasis von (�; �):Nach Proposition 5.2.1 liegt �� dicht in � bez�uglich �. Wir m�ussen also zei-gen, da� die Relationen (�1 [ s)�)� und � eingeschr�ankt auf ����� �uber-einstimmen. Die Inklusion �j����� � (�1 [ s)�)�j����� gilt o�ensichtlich.Der Trick zum Nachweis der umgekehrten Implikation besteht in der Verwen-dung der Identit�at: � = (�1 � ��)� :Denn beide Relationen sind Kongruenzen, die alle Axiome von � enthalten,und minimalmit dieser Eigenschaft. Nach De�nition der reexiven transitivenH�ulle reicht es nun aus,(�1 � ��)nj����� � (�1 [ s)�)�j�����f�ur alle n � 0 nachzuweisen. Dies l�a�t sich mit Induktion �uber n und unterVerwendung von allen Teilen von Proposition 5.2.6 bewerkstelligen. F�ur denInduktionsschritt nehmen wir E;F 2 �� und n > 0 mitE (�1 � ��)n F



5.2. BASEN DURCH �-STANDARDISIERUNG 109an. Dann gibt es G 2 �mit E (�1 � ��) G und G (�1 � ��)n�1 F . WegenTeil 1 von Proposition 5.2.6 existiert G0 2 � mitE (�1 � s)��) G0 �� s( G :Im Fall n = 1 gilt G0 �� s( G = F . Wie bereits gezeigt folgt daraus G0 s)�� Fund somit die Behauptung. Sei nun n > 1. Nach Teil 4 von Proposition 5.2.6vertauschen �1 und s)�, so da� wir netterweiseG0 (�1 � ��)n�1 Fschlie�en k�onnen, wozu wir n > 1 ben�otigen. Aus E 2 ��, Lemma 5.2.3 undTeil 3 von Proposition folgt G0 2 ��. Wegen G0; F 2 �� k�onnen wir nun dieInduktionsvoraussetzung anwenden und erhalten G0 (�1 [ s)�)�F , also auchE (�1 [ s)�)� F . 2Nun verwenden wir die bewiesene De�nitionsbasis aus Satz 3.4.1 zum Nachweis derReduktionsbasis von Satz 3.4.2.Proposition 5.2.7 Aus E 2 ��, F 2 � und E � F folgt E (�1 � �� s() F .Beweis. Seien E 2 �� und F 2 � mit E � F . Wegen Proposition 5.2.1 existiertG1 2 �� mit E � G1 �� F . Nach Teil 1 von Proposition 5.2.6 existiert G2 mitG1 s)�� G2 �� s( F . Aus Teil 3 von Proposition 5.2.6 folgt G2 2 ��. Nach Satz3.4.1 ist das Paar (��; (�1 [ s)�)�) eine De�nitionsbasis von (�; �), so da� wirG2 (�1 [ s)�)� E schlie�en k�onnen. Nun vertauschen �1 und s)� nach Teil 4von Proposition 5.2.6, woraus E (�1 � �� s() G2 folgt. Somit gilt die BehauptungE (�1 � �� s() F . 2Proposition 5.2.8 Sei R eine der Relationen, die zu einem der Axiom (A), (E)oder (G) korrespondiert. Dann gilt (�� s( � �!R) � ( �!R � ��() :Der Beweis ist l�anglich und wird in Abschnitt 5.2.4 gef�uhrt.Beweis von Satz 3.4.2. Sei R eine der Relationen (A), (E) oder (G). Wirm�ussen zeigen, da� (��; �1; �!R) eine Reduktionsbasis von (�; �; !R) ist. Dazunehmen wir E 2 �� und E !R F an:E !R F dann E (� � �!R � �) F Proposition 5.1.1dann E (�1 � �� s( � �!R � �) F Proposition 5.2.7dann E (�1 � �!R � ��( � �) F Proposition 5.2.8dann E (�1 � �!R � �) F 2



110 KAPITEL 5. BASEN DES �-KALK�ULS5.2.4 Beweise der Details bez�uglich s)�Wir f�uhren nun die Beweise der Proposition 5.2.6 und 5.2.8, m�ussen also etlicheVertauschungseigenschaften f�ur s)� zeigen. Dazu passen wir die Theorie der Ter-mersetzungsysteme [DJ90] f�ur unsere Zwecke an.Lagebeziehungen von Teilausdr�ucken.Seien R1 und R2 bin�are Relationen auf �. Dann betrachten wir die folgende Situa-tion: F1 R1( E )R2 F2 :Wir sagen, da� R1 oberhalb von R2 angewendet wird, falls E1, E2, E3, E 01 und E 02mit folgenden Eigenschaften existieren:E = E1[[E2[[E3]]]] ;E 02 R1 �( E2 und E3 �*R2 E 03 ;F1 = E1[[E 02[[E3]]]] ;F2 = E1[[E2[[E 03]]]] :Die Situation von Anwendung von R1 oberhalb R2 veranschaulichen wir in Abbil-dung 5.2.E = E1 = E2 = E3 =Abbildung 5.2: E = E1[[E2[[E3]]]]Die Relation R1 wird unterhalb von R2 angewendet, falls R2 oberhalb von R1 an-gewendet wird. Die Relationen R1 und R2 werden in gleicher Position angewendet,falls E1, E2, E 01, E 02 und E 002 mit den folgenden Eigenschaften existieren:E = E1[[E2]] ;E 02 R1 �( E2 �*R2 E002 ;F1 = E1[[E 02]] ;F2 = E1[[E 002 ]] :



5.2. BASEN DURCH �-STANDARDISIERUNG 111Die Relationen R1 und R2 werden in nebeneinander angewendet, wenn E1, E2, E3,E 02 und E 03 mit folgenden Eigenschaften existieren:E = E1[[E2 ^ E3]] ;E 02 R1 �( E2 und E3 �*R2 E 03 ;F1 = E1[[E 02 ^ E3]] ;F2 = E1[[E2 ^ E 03]] :Nebeneinanderliegendende Positionen werden in Abbildung 5.3 veranschaulicht2.E = . .^ E1 = � E2 = . = E3.^Abbildung 5.3: E = E1[[E2 ^ E3]]Lemma 5.2.9 In der Situation F1 R1( E )R2 F2 wird R1 oberhalb oder un-terhalb von R2 angewendet oder aber R1 und R2 werden in gleicher Position odernebeneneinander angewendet.Beweis. Mit struktureller Induktion �uber E unter Verwendung von Proposition5.2.4. 2Beweise der Vertauschungseigenschaften von s)�.Wir weisen nun Vertauschungseigenschaften von s)� nach, indem wir jeweils allem�oglichen Lagebeziehungen untersuchen. Dabei m�ussen wir insbesondere mit Sub-stitutionsoperatoren [x=y] oder [x=y] und Nebenbedingungen der Art x =2 BV(E)2In unserer De�nition von nebeneinanderliegenden Positionen n�utzen wir aus, da� Ausdr�uckeTerme sind, die nur einen einzigen mehrstelligen Konstruktor enthalten, n�amlich den Kompositi-onskonstruktor ^. Dennoch l�a�t sich unsere De�nitionsmethode auch f�ur Termersetzungssystememit beliebiger Signatur anwenden. In diesem Fall liegen zwei Positionen nebeneinander, wenn einmehrstelliger Konstruktor f in der Signatur existiert, der sich analog zu ^ in der obigen De�nitionverh�alt. Dies zeigt, da� sich Kontexte als interessante Alternative zu Pfaden [DJ90] anbieten. DieIdee zur De�nition von nebeneinanderliegenden Positionen mithilfe von Kontexten verdanke ichMartin M�uller.



112 KAPITEL 5. BASEN DES �-KALK�ULSzurecht kommen. Dazu verwenden wir den Begri� der Substitutionsinvarianz ausDe�nition 3.5.14 in Kombination mit dem Begri� der Sicherheit, den wir nun de-�nieren.De�nition 5.2.10 Eine bin�are Relation R auf Ausdr�ucken hei�t sicher, wenn sievon links nach rechts angewendet keine neuen freien oder gebundenen Variablenerzeugt, also wenn mit (E; F ) 2 R auch BV(F ) � BV(E) und FV(F ) � FV(E)gelten.Proposition 5.2.11 Sei R sicher und gelte F1 R( E s)� F2, wobei R und (�)nebeneinander angewendet werden. Dann existiert G mit F1 s)� G R( E2. Dasgleiche Resultat gilt auch f�ur �!R anstelle von )R.Beweis. Per De�nition existieren E1, E2, E3, E 02 und E 03 mit folgenden Eigenschaf-ten: E = E1[[E2 ^ E3]] ;E02 R �( E2 und E3 �*� E03 ;F1 = E1[[E 02 ^ E3]] ;F2 = E1[[E2 ^ E 03]] :Setzen wir G = E1[[E 02 ^ E 03]], dann gilt F1 s)� G wegen der Sicherheit von R undG R( F2 trivialerweise. 2Proposition 5.2.12 Sei R sicher und invariant unter Substitution und gelteF1 R( E s)� F2, wobei (�) oberhalb von R anwendet wird. Dann existiert Gmit F1 s)� G R( E2. Das gleiche Resultat gilt auch f�ur �!R anstelle von )R.Beweis. Wir f�uhren nur den Fall f�ur �-Umbenennung von deklarierten Varialbenmittels s)� aus. Nach De�nition existieren E1, E2, E3, E 02, E 03 x, y mit folgendenEigenschaften: E = E1[[9xE2[[E3]]]]E3 R �( E 03 und 9xE2 �*� 9yE 02[y=x]F1 = E1[[9xE2[[E 03]]]]F2 = E1[[(9yE 02[y=x])[[E3]]]]y =2 V(E)Aus der Sicherheit von R folgt V(E 03) � V(E3), also y =2 V(F1) und somit auch:F1 s)� E1[[9y(E2[[E 03]])[y=x]]] = G :



5.2. BASEN DURCH �-STANDARDISIERUNG 113Dadurch haben wir einen Kandidaten G gefunden. Aus der Invarianz unter Sub-stitution von R folgt E3[y=x] �*R E 03[y=x]. Nun k�onnen wir die Behauptung folgen-derma�en schlie�en: F2 = E1[[(9yE 02[y=x])[[E3]]]]= E1[[(9yE 02[y=x])[[E3[y=x]]]]])R E1[[(9yE 02[y=x])[[E 03[y=x]]]]]= E1[[9y(E 02[[E 03]])[y=x]]]= GAlle anderen F�alle lassen sich �ahnlich nachweisen oder treten gar nicht auf, da �!Rnur in schwachen Kontexten angewendet werden darf. 2Wir erinnern daran, da� wir Axiome auch frei als bin�are Relationen au�assen in-dem wir das Relationszeichen des Axioms ignorieren. Dadurch �ubertragen sich dieBegri�e Sicherheit und Substitutionsinvarianz auf Axiome.Proposition 5.2.13 1. Alle Axiomen der strukturellen Kongruenz und Reduk-tion des �-Kalk�uls inklusive Annullierung sind invariant unter Substitution.2. Sei R invariant unter Substitution. Dann sind auch �!R, R�1, )R und �Rinvariant unter Substitution.3. Die Relationen �*A, �*E und �*G sind sicher, aber deren Inverse nicht. DieAxiome (ACI), (Exch) und (Scope) sind sicher, genauso wie ihre Inversen3.Das Axiom (�) ist nicht sicher.Beweis.1. Die Nachweise sind aufwendig und laufen auf Substitutionsgleichungen hin-aus, die wir bereits in Abschnitt 3.5.1 nachgewiesen haben.(a) Fall (A): Sei E �*A F und [w0=w] eine Substitution mit w0 =2 BV(E).Dann haben E und F die folgenden Formen:E = x:y=G ^ xu ;F = x:y=G ^ G[u=y] :3Das Axioms 9x> � > ist nicht sicher. Dies ist der Grund weshalb wir dieses Axiom imGegensatz zu neueren Darstellungen des �-Kalk�uls [Mil91] nicht zur strukturellen Kongruenzhinzunehmen



114 KAPITEL 5. BASEN DES �-KALK�ULSAus der Nebenbedingung von (A) folgt V(u)\BV(G) = ;. Die Behaup-tung erhalten wir wie folgt:E[w0=w] = x[w0=w]:y[w0=w]=G[w0=w] ^ x[w0=w]u[w0=w]�*A (x:y=G)[w0=w] ^ G[w0=w][u[w0=w]=y[w0=w]]= (x:y=G)[w0=w] ^ G[u=y][w0=w]= F [w0=w]Die Nebenbedingung von (A) vererbt sich, da w0 in E nicht gebundenvorkommt. Desweiteren haben wir die folgende Substitutionsgleichungverwendet, die durch Lemma 3.5.11 gerechtfertigt wird:[w0=w] � [u[w0=w]=y[w0=w]] = [u=y] � [w0=w] :Die Voraussetzung dieses Lemmas w0 =2 V(y) folgt aus w0 =2 BV(E).(b) Fall (E): Wir setzen nun E �*E F und eine Substitution [w0=w] mitw0 =2 B(E) voraus. Dann haben E und F die folgenden Formen:E = 9x9y(x= y ^ G) ;F = 9yG[y=x] :Aus den Nebenbedingungen von (E) folgt x 6= y und x =2 B(G). Wirk�onnen nun wie folgt schlie�en:E[w0=w] = 9x9y(x[w0=w] = y[w0=w] ^ G[w0=w])�*E 9y(G[w0=w][y[w0=w]=x[w0=w]])= 9y(G[y=x][w0=w])= F [w0=w]Die Nebenbedingungen vereben sich erneut wegen w0 =2 BV(E). DieSubstitutionsgleichung[w0=w][y[w0=w]=x[w0=w]] = [y=x][w0=w]wird wiederum durch Lemma 3.5.11 gerechtfertigt.(c) Fall (�): Wir betrachten wiederum nur die Umbennung von deklara-tierten Variablen. Dazu nehmen wir E �*� F und w0 =2 BV(E)[ BV(F )an, wobei E und F die folgenden Formen haben:E = 9xG ;F = 9y(G[y=x]) :



5.2. BASEN DURCH �-STANDARDISIERUNG 115Als der Nebenbedingung von (�) erhalten wir wir y =2 V(G).E[w0=w] = 9x[w0=w]G[w0=w]�*� 9y[w0=w]G[w0=w][y[w0=w]=x[w0=w]]= 9y[w0=w]G[y=x][w0=w]= (9yG[y=x])[w0=w]= F [w0=w]Die Nebenbedingung f�ur (�) vererbt sich wegen w0 =2 BV(E) [ BV(F ).Die Substitutionsgleichung[w0=w][y[w0=w]=x[w0=w]] = [y=x][w0=w]wird wiederum durch Lemma 3.5.11 gerechtfertigt.(d) Alle anderen F�alle sind analog oder einfacher, da sie keine Substitutionenbenutzen.2. Dieser Teil ist einfach. Die Relation R�1 ist invariant unter Substitution, weildie De�nition von Substitutionsinvarianz symmetrisch ist.3. Die positiven Aussagen sind einfach. Nur im Falle von (Scope) m�ussen wir aufNebenbedingungen achten. Ein Gegenbeispiel zur Sicherheit von A �( liefert:x:y=> A �( x:y=> ^ x y : 2Beweis von Proposition 5.2.8. Sei R eine der Relationen (A), (E) oder (G).Dann m�ussen wir die folgende Eigenschaft zeigen:(�� s( � �!R) � ( �!R � ��() :Diese ist �aquivalent zu der nachstehenden, wie sich mit Induktion �uber die Anzahlder Schritte in �� s( nachweisen l�a�t:(� s( � �!R) � ( �!R � ��() :Zum Beweis dieser Eigenschaft betrachten wir die Situtation:F1 � s( E �!R F2 :Nach Lemma 5.2.9 gibt es genau vier m�ogliche Lagebeziehungen f�ur die Anwendun-gen von R und (�). Werden R und (�) nebeneinander angewendet, dann existiertnach Proposition 5.2.11 und Proposition 5.2.13 ein G mit:F1 �!R G � s( F2 :



116 KAPITEL 5. BASEN DES �-KALK�ULSGleiches gilt wegen der Proposition 5.2.12 und 5.2.13, falls (�) oberhalb von Rangewendet wird.Nun betrachten wir den Fall, da� R und (�) in der gleichen Position angewendetwerden. Im Fall R = (A) ist dies ausgeschlossen, da der oberste Konstruktor einesAusdruckes, auf den (A) anwendbar ist, der Kompositionskonstruktor ^ ist. ImFall R = (E) existieren x, y, z, E1 und E2 mit:E = E1[[9x9y(x= y ^ E2)]] ;F1 = E[[9z((9y(x= y ^ E2))[z=x])]] ;F2 = E[[9yE2[y=x]]] :Dabei gilt z =2 V(E), x 6= y und y =2 BV(E2). Die Behauptung F1( �!E � ��()F2folgt aus:F1 = E1[[9z((9y(x= y ^ E2))[z=x])]]= E1[[9z9y(z = y ^ E2[z=x])]] da y 6= x�!E E1[[9y(E2[z=x][y=z])]] da z 6= x und z =2 BV(E2)= E1[[9y(E2[y=x])]] da z =2 FV(E2)= F2Gleiche Positionen von Annullierung (G) und (�) sind genauso einfach.Wir betrachten nun den Fall, da� (�) unterhalb von R angewendet wird. Wiederumbeginnen wir mit Applikation, also mit R = (A).1. Fall (�) wird im Rumpf der applizierten Abstraktion angewendet: Dann exi-stieren E1, E2 E02, x und y mit folgenden Eigenschaften:E = E1[[x:y=E2 ^ xu ]]F1 = E1[[x:y=E 02 ^ xu ]]F2 = E1[[x:y=E2 ^ E2[u=y]]]E2 s)� E 02Ist w diejenige Variable, die bei Umbenennung in E2 eingef�uhrt wird, danngilt w =2 V(E). Aus V(u)\BV(E2) = ; folgt wegen BV(E 02) � BV(E2)[fw0gauch V(u) \ BV(E 02) = ;, so da� wir wie folgt applizieren k�onnen:F1 �!A E1[[x:y=E 02 ^ E 02[u=y]]] = G:Wegen Substitionsinvarianz von (�) (Proposition 5.2.13) folgt E2[u=y] )�E02[u=y]. Nun k�onnen wir wie folgt schlie�en:F2 )� E1[[x:y=E 02 ^ E2[u=y]]])� E1[[x:y=E 02 ^ E 02[u=y]]]= G



5.2. BASEN DURCH �-STANDARDISIERUNG 1172. Fall (�) wird auf ein formales Argumenten der beteiligten Abstraktion ange-wendet: Dann haben wir folgende Situation vorliegen:E = E1[[x:vyw=E2 ^ xu0y0w0 ]] ;F1 = E1[[x:vzw[z=y]=E2[z=y] ^ xu0y0w0 ]] ;F2 = E1[[x:vyw=E2 ^ E2[u0y0v0=uyv]]] :Desweiteren gilt z =2 V(E) und vyw ist linear. Somit ist auch vzw linear undes gilt w[z=y] = w. Nun folgt:F1 �!A E1[[x:vzw=E2[z=y] ^ E2[z=y][u0y0w0=vzw]]]= E1[[x:vzw=E2[z=y] ^ E2[u0y0w0=vyw]]]F2 )� E1[[x:vzw[z=y]=E2[z=y] ^ E2[u0y0v0=uyv]]]Die Betrachtungen f�ur (�) unterhalb von (E) oder (G) f�uhren wir hier nicht aus.Sie verlaufen �ahnlich zu denjenigen f�ur (A). 2Als letze Vorbereitung zum Beweis von Proposition 5.2.6 notieren wir das folgendeLemma:Lemma 5.2.14 s)� ist konuent.Beweis. Mit struktureller Induktion �uber Ausdr�ucke. Es ist bemerkenswert, da�s)� nicht stark konuent ist, wie man an folgenden Beispiel sieht, in dem wir xund u als verschieden voraussetzen:9x9uu= u � s( 9x9xx= x s)� 9u9xx= x : 2Beweis von Proposition 5.2.6.1. Es gilt �� � ( s)�� � �� s() :Die Relation �� ist die kleinste Relation die folgende Regeln erf�ullt:E )� FE �� F E �( FE �� F E �� E 0 E 0 �� FE �� FWir zeigen die Behauptung mit Induktion �uber Herleitungen von E �� Fbez�uglich dieser Regeln. Wir nehmen also E �� F an. Im Falle der erstenRegel liegt dann die folgende Situation vor:E = E1[[9xE2]] )� E1[[9yE2[y=x]]] = F



118 KAPITEL 5. BASEN DES �-KALK�ULSund y =2 V(E2). Ist u eine frische Variable dann gilt:E s)� E1[[9uE2[u=x]]] = E1[[9uE2[y=x][u=y]]] � s( F :Somit haben wir E ( s)� � � s() F gezeigt. Der Beweis f�ur die zweite Regelist symmetrisch. F�ur die dritte Regel nehmen wir E �� E0 und E 0 �� F an.Aus der Induktionsvoraussetzung erhalten wir:E ( s)�� � �� s( � s)�� � �� s() F :Nach Lemma 5.2.14 ist s)� konuent, woraus E( s)�� � �� s() F folgt.2. Aus E s)� F und E 2 �� folgt E � s( F :Dies l�a�t sich unmittelbar aus der folgenden Eigenschaft ableiten, da zweiAusdr�ucke E und F mit E s)� F verschieden sein m�ussen.Wenn E 2 �� und E )� F dann gilt E � s( F oder E = F .Dies l�a�t sich mit Induktion �uber Herleitungen von E )� F nachweisen. Seialso E 2 �� mit E )� F . Dann liegt die folgende Situation vor:E = E1[[E2]] ;F = E1[[E 02]] ;E2 �*� E02 :Wir betrachten nun lediglich den Fall, da� eine deklarierte Variabele umbe-nannt wird. Dann gilt E2 = 9xE3 ;E 02 = 9yE3[y=x] :Au�erdem wissen wir y =2 V(E3). Wir k�onnen y 6= x annehmen, da anderen-falls E = F gilt. Aus E 2 �� folgt x =2 BV(E3). Daraus und wegen x 6= yfolgt x =2 V(E3[y=x]) und somit gilt auch:E02 = 9yE3[y=x] �*� 9xE3[y=x][x=y] = 9xE3 = E2 :Aus E 2 �� erhalten wir x =2 V(E1) und somit folgt x =2 V(E1[[E 02]]), d.h.x =2 V(F ). Deshalb gilt sogar:F = E1[[E 02]] s)� E1[[E2]] = E :3. In Analogie zu Lemma 5.2.3 ist einfach zu zeigen, da� s)� �-Standardisierungerh�alt. Der Beweis von (�� s( � �1) � (�1 � ��() ist �ahnlich zu demjenigenvon Proposition 5.2.8. 2



5.3. BASEN DURCH PR�ANEXNORMALFORMEN 1195.3 Basen durch Pr�anexnormalformenIn diesem Abschnitt beweisen wir die Korrektheit von der S�atze 3.4.3 und 3.4.4 ausAbschnitt 3.4. Diese geben De�nitions- und Reduktionsbasen des �-Kalk�uls an, dieauf �-standardisierten Pr�anexnormalformen (PNFs) aufgebaut sind.5.3.1 De�nitionsbasenAbbildung 5.4 wiederholt die De�nition von Pr�anexnormalformen (PNFs) ausKapitel 3.4. Desweiteren erinnern wir daran, da� eine Normalform eine �-standardisierte PNF ist und da� wir die Menge aller Normalformen mit �nf deno-tieren. B ::= x:y=D j xy j x= y Molek�uleC ::= > j B j C ^ C Chemische L�osungenD ::= C j 9xD PNFsAbbildung 5.4: PNFsIn Abbildung 5.5 de�nieren wir eine Funktion [ ] : ��! �nf , die �-standardisierteAusdr�ucke auf ihre Normalform abbildet. Diese Normalform wird berechnet, indemalle Deklarationen so weit wie m�oglich nach au�en geschoben werden. Da wir �-standardisierte Ausdr�ucke voraussetzen, ist Kapern von Variablen ausgeschlossen.[>] = > [x= y] = x= y [x:y=E] = x:y=[E][xy ] = xy [9xE] = 9x[E] [E1] = 9x1C1 [E2] = 9x2C2[E1 ^ E2] = 9x19x2(C1 ^ C2)Abbildung 5.5: Berechnung von NormalformenO�ensichtlich existiert zu jedem E ein eindeutig bestimmtes F mit [E] = F undsomit ist [ ] eine wohlde�nierte Funktion.Lemma 5.3.1 F�ur alle E ist [E] eine PNF.Beweis. Mit Induktion �uber Herleitungen von [E] = F . 2Lemma 5.3.2 F�ur alle PNFs E gilt [E] = E.Beweis. Mit Induktion �uber die Struktur von PNFs. 2



120 KAPITEL 5. BASEN DES �-KALK�ULSLemma 5.3.3 �2 und s)� erhalten PNFs und somit auch Normalformen.Beweis. Mit Induktion �uber Herleitungen von E �2 F beziehungsweise E s)� F .2Lemma 5.3.4 F�ur alle E 2 �� gilt E �1 [E].Beweis.Mit struktureller Induktion �uber E zeigen wir, da� f�ur alle F mit [E] = Fauch E �1 F gilt. Der Beweis ist einfach und deshalb spielen wir nur den Fall einerKomposition durch. Dazu sei E = E1 ^ E2 und es gelte E 2 ��. Wir k�onnen nureine einzige Regel anwenden, um [E] = F herzuleiten:[E1] = 9x1C1 [E2] = 9x2C2[E1 ^ E2] = 9x19x2(C1 ^ C2)Dann gilt F = 9x19x2(C1 ^ C2). Aus der Induktionsannahme angewendet aufE1 und E2 erhalten wir 1) E1 �1 9x1C1 und 2) E2 �1 9x2C2: Wir schlie�en dieBehauptung wie folgt:E1 ^ E2 �1 (9x1C1) ^ (9x2C2) wegen 1) und 2)�Scope 9x1(C1 ^ 9x2C2) da V(x1) \ FV(9x2C2) = ;�ACI 9x1((9x2C2) ^ C1)�Scope 9x19x2(C2 ^ C1) da V(x2) \ FV(C1) = ;�ACI 9x19x2(C1 ^ C2)= FDies beweist E1 ^ E2 �1 F unter der Annahme, da� die Randbedingungen f�ur dieobigen Anwendung von (Scope) erf�ullt sind. Wir m�ussen also V(x1)\FV(9x2C2) =; und V(x2) \ FV(C1) = ; �uberpr�ufen. Die Formeln 1) und 2) kombiniert mitLemma 5.2.2 implizieren:FV(E1) = FV(9x1C1); BV(E1) = BV(9x1C1);FV(E2) = FV(9x2C2); BV(E2) = BV(9x2C2):Wegen �-Standardisierung gilt FV(E1 ^ E2) \ BV(E1 ^ E2) = ;. Die ben�otigenBedingungen erhalten wir wie folgt:FV(9x2C2) = FV(E2) � FV(E1 ^ E2) ;V(x1) � BV(9x1C1) = BV(E1) � BV(E1 ^ E2) ;BV(x2) � BV(9x2C2) = BV(E2) � BV(E1 ^ E2) ;FV(C1) � FV(9x1C1) = FV(E1) � FV(E1 ^ E2) : 2Proposition 5.3.5 (Skopus) Aus E �1 F folgt [E] �2 [F ].



5.3. BASEN DURCH PR�ANEXNORMALFORMEN 121Beweis. Wir m�ussen [ ~E] �2 [ ~G] unter der Annahme ~E �1 ~G nachweisen. Diestun wir mit Induktion �uber Herleitungen von ~E �1 ~G, wobei wir wiederum nur dieinteressantesten F�alle durchspielen.Wir beginnen mit einer der beiden Regeln f�ur Komposition. Dazu sei ~E = E1 ^ Gund ~F = F ^ G. E1 �1 FE1 ^ G �1 F ^ GWir m�ussen nun [E1 ^ G] �2 [F ^ G] zeigen. Aus der Induktionsannahme folgt[E1] �2 [F ]. Wegen Lemma 5.3.1 gibt es chemische L�osungen C1, C2 und C mit[E1] = 9x1C1 [F ] = 9x2C2 [G] = 9xCDurch zweifach Anwendung von Proposition 3.5.1 und mit Lemma 3.5.7 erhaltenwir die �Aquivalenz der folgenden Zeilen:[E1 ^ G] �2 [F ^ G]gdw. 9x19x(C1 ^ C) �2 9x29x(C2 ^ C)gdw. 9x19x � 9x29x und C1 ^ C � C2 ^ Cgdw. 9x1 � 9x2 und C1 � C2gdw. 9x1C1 �2 9x2C2gdw. [E] �2 [F ]Die letzte Zeile folgt aus der Induktionsvoraussetzung und somit haben wir dieerste gezeigt. 2Beweis von Satz 3.4.3. Der zentrale Behauptung des Satzes ist, da�(�nf ; (�2 [ s)�)�) eine De�nitionsbasis von (�; �) ist. Wir zeigen zuerst, da��nf dicht � bez�uglich � liegt. Nach Satz 3.4.1 liegt �� dicht in � bez�uglich �.Zu einem beliebigen E 2 � existiert somit F 2 �� mit E � F . Nach Lemma 5.3.1ist [F ] eine PNF und somit gilt [F ] 2 �nf . Nach Lemma 5.3.4 folgt F �1 [F ] undsomit gilt E � [F ].Desweiteren m�ussen wir nachweisen, da� die Einschr�ankungen von � und (�2[ s)�)� auf Normalformen �ubereinstimmen. Dazu seinen E;F 2 �nf mit E � F .Nach Satz 3.4.1 existiert G 2 �� mit E �1 G �� s( F . Wegen Lemma 5.3.3 ist Geine Normalform. Aus Proposition 5.3.5 folgt [E] �2 [G]. Unter Verwendung vonLemma 5.3.2 erhalten wir:E = [E] �2 [G] = G �� s( F : 25.3.2 ReduktionsbasenIn Abbildung 5.6 wiederholen wir die De�nition der Relationen �*At, �*Et und �*Gt.Diese sind hinreichend f�ur Reduktion auf Normalformen im Sinne von Satz 3.4.4,den wir nun beweisen werden.



122 KAPITEL 5. BASEN DES �-KALK�ULS(At) 9u(x:y=F ^ xz ^ E) �*At 9u(x:y=F ^ F [z=y] ^ E)(Et) 9u9x(x= y ^ E) �*Et 9uE[y=x] falls y 2 V(u)(Gt) 9u9x(y:A ^ E) �*Gt 9uE falls V(x) \ FV(E) = ;, V(y) � V(x)und V(x) 6= ;Abbildung 5.6: Reduktion auf NormalformenWir interessieren uns f�ur die Einschr�ankungen der Axiome (At), (Et) und (Gt) auf�nf ��. Aus diesem Grunde ben�otigen wir keine Nebenbedingungen, die Kapernvon Variablen vermeiden. Desweiteren folgt im Falle von (Et) die Bedingung x 6= yaus y 2 V(u) und �-Standardisierung. Letzendlich merken wir an, da� �*At weder�-Standardisierung noch PNFs erh�alt.F�ur eine Relation Rt auf �nf�� de�nieren wir 2*Rt durch 2*Rt = (�2 � �*Rt � �).Proposition 5.3.6 Seien E 2 ��, F 2 � und R eine der Relationen (A), (E)oder (G). Falls E �!R F gilt, dann auch [E] 2*Rt F .Bevor wir mit dem Beweis dieser Proposition beginnen, zeigen wir, da� wir da-mit die auf Normalformen basierenden Reduktionsbasen aus Satz 3.4.4 als korrektbeweisen k�onnen.Beweis von Satz 3.4.4. Wegen Satz 3.4.3 liegt �nf dicht in � bzg. �. Wirm�ussen also lediglich die zweite Bedingung einer Reduktionsbasis �uberpr�ufen.Sei R eine der Relationen (A), (E) oder (G). Wir m�ussen f�ur alle E 2 �nf undF 2 �, die E !R F erf�ullen, E 2*Rt F zeigen. Seien also E 2 �nf und F 2 �mit E !R F . Nach Satz 3.4.2 existieren E1; F1 2 �� mit:E �1 E1 �!R F1 � F :Aus Lemma 5.3.5 folgt [E] �2 [E1] und aus Proposition 5.3.6 [E1] 2*Rt F1. Mitdiesen Eigenschaften und unter Verwendung von Lemma 5.3.2 erhalten wir:E = [E] �2 [E1] 2*Rt F1 � F : 2Wir wenden uns nun dem Beweis von Proposition 5.3.6 zu. Dazu ben�otigen wir dreineue Begri�e und eine Sammlung von Lemmata. Seien R eine bin�are Relation auf� und Rt eine Relation auf �nf ��. Das (R; Rt) hei�t geeignet, wenn es folgendeEigenschaft erf�ullt:Falls E �*R F und E 2 ��, dann [E] 2*Rt F .



5.3. BASEN DURCH PR�ANEXNORMALFORMEN 123Wir nennen Rt vertr�aglich mit Komposition, wenn f�ur alle E, F und G gilt:[E] 2*Rt F und E ^ G 2 �� implizieren [E ^ G] 2*Rt F ^ G .Die Relation Rt hei�t schwach vertr�aglich mit Komposition, wenn f�ur alle u, v, C1,C2 und F gilt: Aus 9uC1 �*Rt F und V(u) \ FV(C2) = ; folgt9v9u(C1 ^ C2) 2*Rt 9v(F ^ C2).Lemma 5.3.7 Sei (R; Rt) ein geeignetes Paar und Rt vertr�aglich mit Kompositionund invariant unter Deklaration. Dann implizieren E �!R F und E 2 �� auch[E] 2*Rt F .Beweis.Mit Indukton �uber Herleitungen von E �!R F . F�ur den Induktionsanfangverwenden wir, da� das Paar (R; Rt) geeigent ist. Die Betrachtungen f�ur die Regel(Decl) sind einfach. Im Falle von Kompositon m�ussen wir vorsichtig sein, denn dieArgumente f�ur die Regeln (Comp) und (Comp0) sind nicht ganz symmetrisch. Diessieht man am leichtesten an der Regel (Comp0):E �!R FG ^ E �!R G ^ FDabei gilt G ^ E 2 ��. Aus der Induktionsvoraussetzung erhalten wir [E] 2*Rt F .die Vertr�aglichkeit mit Komposition von Rt impliziert [E ^ G] 2*Rt F ^ G. Wegen[E ^ G] �2 [G ^ E] und F ^ G � G ^ F erhalten wir daraus [G ^ E] 2*Rt G ^ F .2Lemma 5.3.8 Die Relationen (At), (Et) und (Gt) sind invariant unter Deklara-tion.Beweis. O�ensichtlich. 2Lemma 5.3.9 Eine bin�are Relation Rt auf �nf �� ist vertr�aglich mit Komposi-tion, falls Rt schwach vertr�aglich mit Komposition und sicher ist.Beweis.Wir nehmen ~E ^ ~G 2 �� und [ ~E] 2*Rt ~F an und zeigen [ ~E ^ ~G] 2*Rt ~F ^~G zeigen. Nach De�nition gibt es E und F mit:[ ~E] �2 E �*Rt F � ~F :



124 KAPITEL 5. BASEN DES �-KALK�ULSWegen der Lemmata 5.3.1 und 5.3.3 sind E und [ ~G] PNFs und besitzen also Dar-stellungen: E = 9uC1 und [ ~G] = 9vC2 :Aus ~E ^ ~G 2 �� folgt V(u)\FV(C2) = ;, so da� wir die schwache Vertr�aglichkeitvon Rt mit Komposition ausn�utzen k�onnen:9v9u(C1 ^ C2) 2*Rt 9v(F ^ C2) :Als n�achstes leiten wir die Eigenschaft [E ^ ~G] 2*Rt F ^ ~G her:[E ^ ~G] = 9u9v(C1 ^ C2)�Exch 9v9u(C1 ^ C2)2*Rt 9v(F ^ C2)�ACI 9v(C2 ^ F )�Scope (9vC2) ^ F da V(v) \ FV(F ) = ;�ACI F ^ [ ~G]�1 F ^ ~G Lemma 5.3.4Die ben�otigte Nebenbedingung V(v) \ FV(F ) = ; folgt aus ~E ^ ~G 2 �� und derSicherheit von Rt:FV(F ) � FV(E) = FV( ~E) ;V(v) � BV(9vC2) = BV([ ~G]) = BV( ~G) :Um gesuchte Behauptung sicherzustellen reicht es nun aus, die folgende Eigenschaftnachzuweisen: [ ~E ^ ~G] �2 [E ^ ~G] :Aus der Idempotenz der Funktion [ ] (Lemma 5.3.2) folgt:[ ~E ^ ~G] = [[ ~E] ^ ~G] :Somit ist die zu zeigende Eigenschaft �aquivalent zu der nachstehenden:[[ ~E] ^ ~G] �2 [E ^ ~G] :Wegen [ ~E] �2 E k�onnen wir diese Beziehung durch das allgemeinere Lemma 5.3.10sicherstellen. 2Lemma 5.3.10 Aus E1 �1 E2 folgt [E1 ^ F ] �2 [E2 ^ F ].



5.3. BASEN DURCH PR�ANEXNORMALFORMEN 125Beweis. Wegen Proposition 5.3.5 und E1 �1 E2 gilt [E1] �2 [E2]. Nun sind [E1],[E2] und [F ] nach Proposition 5.3.1 PNFs und haben somit Darstellungen:[E1] = 9u1C1; [E2] = 9u2C2; [F ] = 9vC :Aus einer Anwendung von Proposition 3.5.1 folgt dann:9u1 � 9u2 und C1 � C2 ;so da� wir 9u19v � 9u29v und C1 ^ C � C2 ^ C schlie�en k�onnen. Ein weitereAnwendung von Proposition 3.5.1 in umgekehrter Richtung ergibt:[E1 ^ F ] = 9u19v(C1 ^ C) �2 9u29v(C2 ^ C) = [E2 ^ F ] : 2Lemma 5.3.11 Die Relationen (At), (Et) und (Gt) sind sicher.Beweis. Einfach. 2Lemma 5.3.12 Das Paar (A; At) ist geeignet.Beweis. Wir setzen ~E 2 �� und ~F 2 � mit der folgenden Eigenschaft voraus:~E = x:y=E ^ x z �*A x:y=E ^ E[z=y] = ~FAus Lemma 5.3.4 erhalten wir [E] �1 E. Nun ist �1 invariant unter Substitution(Proposition 5.2.13), so da� auch [E][z=y] �1 E[z=y] gilt. Die Behauptung erhaltenwir nun wie folgt: [ ~E] = x:y=[E] ^ x z�ACI x:y=[E] ^ x z ^ >�*At x:y=[E] ^ [E][z=y] ^ >�1 x:y=E ^ E[z=y]= ~F 2Lemma 5.3.13 Die Paare (E; Et) und (G; Gt) sind geeignet.Beweis. �Uberlassen wir dem Leser. 2Lemma 5.3.14 Die Relation (At) ist schwach vertr�aglich mit Komposition.



126 KAPITEL 5. BASEN DES �-KALK�ULSBeweis. Seien u, v, C1, C2 und F gegeben mit 9uC1 �*At F und V(u)\FV(C2) = ;.Nach De�nition von (At) existieren x, y, z, E1 und E2:9uC1 = 9u(x:y=E1 ^ xz ^ E2) �*At 9u(x:y=E1 ^ E1[z=y] ^ E2) = F :Die Behauptung k�onnen wir nun wie folgt schlie�en:9v9u(C1 ^ C2) �ACI 9v9u(x:y=E1 ^ xz ^ (E2 ^ C2))�*At 9v9u(x:y=E1 ^ E1[z=y] ^ (E2 ^ C2))�ACI 9v9u((x:y=E1 ^ E1[z=y] ^ E2) ^ C2)�Scope 9v(9u(x:y=E1 ^ E1[z=y] ^ E2) ^ C2)= 9v(F ^ C2)F�ur die Anwendung von �Scope verwenden wir die Bedingung V(u) \ FV(C2) = ;.2Lemma 5.3.15 Die Relationen (Et) und (Gt) sind schwach vertr�aglich mit Kom-position.Beweis. �Uberlassen wir wiederum dem Leser. 2Beweis von Proposition 5.3.6. Durch Kombination der Lemmata 5.3.7 bis5.3.15. 2
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