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Zusammenfassung

Teiltyp-Entailment ist die Frage, ob eine Implikation zehen Teiltyp-
Constraintst; <t, gilt. Algorithmen, die diese Frage losen, sind fur die
Vereinfachung von Teiltyp-Constraints relevant. Die Vief@&chung von
Teiltyp-Constraints ist hingegen in contraintbasiertgp-Bytemen drin-
gend erforderlich. Die Komplexitat von Teiltyp-Entailmtenangt von der
gewahlten Typsprache ab; schon fur ausdrucksschwaqbspigchen ist
es Uberraschend schwierig, einen Algorithmus flur TpHBntailment zu
entwerfen. So ist Teiltyp-Entailment fur einfache Typ@iNe-vollstandig
und wird durch die Hinzunahme von rekursiven Typen PSPAGIStan-
dig (Henglein & Rehof, 1997, 1998). Entailment wird durclke &rweite-
rung um einen kleinsten und grof3ten Typ nicht-struktutédinglein und
Rehof (1998) haben bewiesen, daf3 nicht-strukturellesypelEntailment,
sowohl im einfachen wie auch im rekursiven Fall, PSPACEasghist;
einen vollstandigen Algorithmus konnten sie allerdinghbangeben. Es
ist eine bekannte offene Frage, ob nicht-strukturelletyfeEntailment
tberhaupt entscheidbar ist.

Ausgehend von dieser Situation untersucht diese Arbeitinwdie
Schwierigkeiten liegen. Wir isolieren ein Teilproblem vamicht-
strukturellem Teiltyp-Entailment, von dem wir zeigen, defiPSPACE-
vollstandig ist. Damit zeigen wir zum ersten Mal Entsclbaidkeit fur ein
nicht-triviales Fragment von nicht-strukturellem Entaéint. Wir charak-
terisieren Teiltyp-Entailment in der Automaten-Theowkazu erweitern
wir das Konzept der endlichen Automaten zu sogenanntentBraten,
deren Eigenschaften wir systematisch analysieren. Inmgtén Schritt
reduzieren wir nun Teiltyp-Entailment auf das Univergdasiproblem
von eingeschrankten P-Automaten. Fur unser ausgezgehrragment
konnen wir uns in der Tat auf endliche Automaten zurudkere deren
Universalitatsproblem PSPACE-vollstandig ist.

Diese Arbeit basiert im wesentlichen auf Resultaten eimgangegan-
gen Konferenzveroffentlichung (Niehren & Priesnitz, 289 In einer an-
schlieBenden Untersuchung (Niehren & Priesnitz, 1999bghavir den
hier vorgestellten Ansatz tUber das eingeschrankte Feagimnaus aus-
gedehnt und auch eine umgekehrte Charakterisierung faermuie Ent-
scheidbarkeit von Teiltyp-Entailment bleibt aber weiterbffen.






Abstract

Entailment of subtype constraints was introduced for qairgt simplifi-
cation in subtype inference systems. Understanding tharittignic pro-
perties of subtype entailment is relevant to the researtth diesubtype
inference. The complexity of entailment depends on theehbgpe lan-
guage. Even for weak type languages designing an efficigaotigim for
subtype entailment turned out to be surprisingly difficlilhe situation
was clarified by Rehof and Henglein who proved structuratyqadbentail-
ment to be coNP-complete for simple types; when extenddunedusive
types it becomes PSPACE-complete. The presence of a legstatest
type renders subtyping non-structural. For non-strutsuhtype entail-
ment of both simple and recursive types they proved PSPA&EARSS
and conjectured PSPACE-completeness but failed in findiegraple-
te algorithm. Whether non-structural subtype entailmsniecidable is
a prominent open problem.

In this work, we investigate the source of complications esatate a na-
tural subproblem of non-structural subtype entailment e prove to
be PSPACE-complete. This is the first decidability result&amontrivial
subproblem of non-structural subtype entailment. To thippse we cha-
racterize subtype entailment in automata theory by inttodyso called
P-automatawvhich extend finite automata. We then reduce non-structural
subtype entailment to the universality problem of P-autiamBor a sub-
problem it is sufficient to reduce entailment to the univigaroblem of
finite automata which is known to be PSPACE-complete. Weemiaje
(but this is left open) that the presented approach can lended to the
general case.
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Kapitel 1

EinfUhrung

Wir geben zuachst eine Eirithrung in die Teiltypisierung und der Simplifizie-
rung von Typ-Constraints. AnschlieBendagentieren wir die Resultate dieser
Arbeit und diskutieren ihre Relevanz. Hierbei gehen wirreaaf verwandte Ar-
beiten ein.

1.1 Statische Typisierung

Statische Typisierung ist ein wichtiger Punkt bei dem Emfwieler Programmier-
sprachen (siehe auch Fuh und Mishra (1990), Mitchell (1,98f&jadio und Cardelli
(1993), Eifrig, Smith, und Trifonov (1995), Pottier (1998Zum einen garantiert sie
in einem Programm die Abwesenheit von Typ-Fehlern, d. hariamten werden bei
der Programmausfiuihrung eingehalten; zum anderen gilolesieProgrammierer ein
Gerust, welches den Programm-Entwurf unterstitzt. déir Programmierer ist die
Typ-Annotation seiner Programm-Strukturen aufwendigeeutomatische Typisie-
rung durch ein sogenanntes Typ-Inferenz-System ist wierswert (wie beispiels-
weise in der Programmiersprache ML realisiert). Die Meniigr andglichen Typen
ist durch eine Typ-Sprache gegeben. UnterschiedlicheSpyachen sind als Basis
fur Typ-Inferenz-Systeme untersucht worden. Hierbedvder Entwurf der zugrunde-
liegenden Typ-Sprache hauptsachlich durch die folgenowagung bestimmt: Eine
moglichst hohe Ausdrucksstarke der Typ-Sprache gehemér gleichzeitig hohen
Laufzeit des entsprechenden Typ-Inferenz-Systems einher

1.2 Teiltypisierung

Teiltypisierung wird zur Erhdhung der Ausdrucksstarken viyp-Sprachen benutzt.
Sie wurde unabhangig von verschiedenen Autoren eingef(Mitchell, 1984;
Cardelli, 1988). Klassische Typ-Sprachen basieren ofemdr Typ-Gleichheit; eine
Funktions-Anwendung ist genau dann erlaubt, wenn der B&tdegument-Typr,
mit dem geforderten Argument-Typ Ubereinstimmt, d. hr; = 7. Diese Forderung
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14 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

ist unnotig stark. Der aktuelle Argument-Typkann von dem geforderten Argument-
Typ 7 abweichen, fallg; die operationalen Moglichkeiten von subsumiert, d. h.
alle Operationen fur, sind auch furr; definiert. Nach dieser Betrachtung ist die
folgende Bedingung fiir eine typ-gerechte Funktions-Amdeeng hinreichend: Der
aktuelle Argument-Typr; ist ein Teiltyp von dem geforderten Argument-Typ;
hierbei setzen wir die folgende Definition voraus: Wir nemm@nen Typr; einen
Teiltyp vom Typm,, falls ; < m beziglich einer gegebenen Teiltyp-Relatiomilt.
Eine Teiltyp-Relationr< muf3 die folgende Ersetzbarkeits-Eigenschatft erfullen.

Ersetzbarkeits-Eigenschaft. Falls der Ausdrucke den Typ 7 besitzt undr
ein Teiltyp vonr, ist, dann kann sich auch wie ein Ausdruck vom Typ, verhalten
(bzgl. einer gegebenen Semantik der Programmierspracihe)itzt somit auch den

Typ 7.

Wir betrachten zwei Beispiele fur eine Teiltypisierung:

e Durch Teiltypisierung konnen wir Beziehungen zwischemnadren Typen be-
schreiben. So kann zum Beispiel die Menge der Zahlen vomiity@ls eine
Teilmenge der Zahlen vom Tygeal angesehen werden (diese Betrachtung ist
problematisch, daeal die rationalen Zahlen nur approximiert). Ein Ausdruck
vom Typint kann Uberall, wo ein Ausdruck vom Tyeal gefordert wird, be-
nutzt werden (Ersetzbarkeits-Eigenschatft); wir setzeér real. Diese Ordnung
kann auf Paar-Typen erweitert werden: Auch ein Ausdruck Jgmint xint
kann Uberall, wo ein Ausdruck vom Tyjaal xreal gefordert wird, benutzt wer-
den. Stellen wir diese Paar-Typen durch Baume dar, ergibtfslgende Ord-
nung:

X

/N < /N

int int real real

¢ Wir betrachten nun Teiltypisierung auf Rekord-Typen. Da#ityp-Ordnung auf
Rekord-Typen erlaubt das Konzept d&grgessens”, hiermit ist das Fehlen von
einem oder mehreren Feldern in einem Rekord gemeint. Sceispielswei-
se der Rekord-Tydz : int, y : int, ¢ : color} eines farbigen Punktes ein
Teiltyp von dem Rekord-Tydz : int, y : int} eines normalen Punktes. Die
Ersetzbarkeits-Eigenschatft wird hierbei eingehaltenf&ibiger Punkt kann of-
fensichtlich Giberall, wo nur ein normaler Punkt gefordeird, benutzt werden.

Rekords mit dieser Teiltyp-Ordnung stellen eine mogli@&ueesis fur objekt-
orientierte Systeme dar.
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1.3 Simplifizierung von Typ-Constraints

Typen stellen wir durch sogenannte Typ-Constraints darSaplifizierung von Typ-
Constraints wird eine dominante Rolle bei der Typ-Inferengeschrieben (Eifrig,
Smith, & Trifonow, 1995; Rehof, 1997; Pottier, 1998a). Zumesn wachst bei der
Teiltyp-Inferenz die GrolRe der Typ-Constraints schnejlso dalf? fur eine angemesse-
ne Laufzeit eine Simplifizierung der Typ-Constraints unverdbar wird. Zum ande-
ren kann der entstehende Typ des gesamten Progamms niahtiunelh Basis-Typen,
sondern nur noch durch Typ-Constraints ausgedriickt werde dieser entstehende
Typ-Constraint zu grof3 (und somit zu komplex), kann das langeder Typ-Inferenz
vom Programmier nicht mehr nachvollzogen werden. Die Sim@rung von Typ-
Constraints wirkt beiden Phanomenen entgegen.

Teiltyp-Entailment wurde zur Typ-Simplifizierung eingétt. Teiltyp-Entailment
ist das Problem, ob eine Entailment-Aussage, bestehendiaeis Implikation zwi-
schen zwei Teiltyp-Constraints, logisch gultig ist. Hietrkann ein potentieller Simpli-
fikations-Schritt gepruft werden. So betrachtet Reho®g)9das Erfullbarkeitspro-
blem von Teiltyp-Constraints als das Schlusselprobleim lintscheiden, ob ein Pro-
gramm typ-korrekt ist, wogegen er Teiltyp-Entailment ads &chlisselproblem der
Typ-Darstellung ansieht.

Eifrig et al. (1995, 1995), Pottier (1996) haben Teiltypt&lment zur Typ-
Simplifizierung in ihren Teiltyp-Inferenz-Systemen beztutHenglein und Rehof
(1997, 1998) haben daraufhin gezeigt, da3 Teiltyp-Entilimselbst einfachster
Typ-Sprachen nicht mehr handhabbar ist, worauf Pottie©&hP und Trifonov
und Smith (1996) ihr Typ-Inferenz-System nur noch auf eiApproximation von
Teiltyp-Entailment aufbauen. Diese arbeitet unvolldignist daftur aber praktika-
bel. Schwerpunkt ihres neuen Simplifizierungs-Algorittsmst die Darstellung der
Typ-Constraints durch sogenannte Constraint-Automatefdieser Darstellung agie-
ren ein effizienter Speicherplatz-Bereinigungs-Algaritis und ein Minimalisierung-
Algorithmus fur endliche Automaten.

Wir listen die wichtigsten Argumente fur Teiltyp-Entaiémt auf.

e Teiltyp-Entailment kann zur Vereinfachung von Teiltyp+Gtraints herangezo-
gen werden (es ist in diesem Kontext aufgeworfen wordenkaas damit ein
zentrales Problem von Typ-Inferenz-Systemen losen, grgetisich allerdings
nicht als Bestandteil eines praktisch umgesetzten Tygrémiz-Systems.

e Eskann zu einer elementaren Theorie Uber den Strukturegeordneten Bau-
men beitragen.

e Es ist ein mathematisch interessantes Problem, da es eine Wod naturli-
che Formulierung besitzt, aber trotzdem bislang allenubgsversuchen ge-
trotzt hat; es wurde schon in zahlreichen Arbeiten untérs(Eifrig et al.,
1995; Henglein & Rehof, 1997; Pottier, 1998a; Henglein & &&l998). Es
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ist immer noch eine offene Frage, ob Teiltyp-Entailment agenannten nicht-
strukturellen Fall entscheidbar ist.

1.4 Typ-Sprache dieser Arbeit

Im Rahmen dieser Arbeit untersuchen wir die Komplexitat v@iltyp-Entailment
einer einfachen Typ-Sprache. Diese besteht aus den T€lyistraints der Form
0, == t1<ty | ¢ A1, wobeit; undt, Terme einer gegebenen Signalusind. Die
SignaturX: besitzt Konstanten (Basis-Typen wie zum Beispigloderreal) und Kon-
struktoren (zum Beispiel den Paar-Konstruktgr Besitzty: zusatzlich einen kleinsten
1 oder einen grofdten Typ nennen wir die Typ-Sprachacht-strukturel] ansonsten
nennen wir siestrukturell

Die gegebene Teiltyp-Ordnung auf Termet,, t,, ¢, t; wird wie folgt interpre-
tiert: Fallst, <t, undt| <t, gilt, dann gilt aucht, x ¢, <t,xt, (n-stellige Konstruktoren
werden aquivalent behandelt). Die Konstantest kleiner und die Konstanté ist
grol3er als jeder andere Term. Die Ordnung zwischen andenestanten wird einfach
vorgegeben, beispielsweiset <real. Wir betrachten ein Beispiel einer strukturellen
Ordnung (links) versus einer nicht-strukturellen Ordnyreghts), wobei wir Typen
durch Baume (ubexr) darstellen.

X X X X
/\ / N\ / \ /7 \
X int < X real X 1L <7 X
/N /7 \ / \ / \
int real real real int int int int

Vergleichen wir Baume mittels der Teiltyp-Ordnung, s;mkén wir auch unendliche
Baume miteinander vergleichen. Wir sprechen gorfachen Typeim Falle von end-
lichen Baumen undekursiven Typemm Falle von potentiell unendlichen Baumen.

Viele komplexer aufgebaute Typen stehen im Interesse viyptg Programmier-
sprachen, wie contra-variante Funktionstyper 7', Rekord-Typer{ f1 : 71,..., fu :
7.}, Mengen-Typem U b oder polymorphe Typeviz.  — . Um Teiltyp-Entailment
einfach zu halten, beschranken wir uns auf einfache unarsele Typen.

1.5 Verwandte Arbeiten

Trifonov und Smith (1996) und Pottier (1996) haben Algan#m fur nicht-
strukturelles Teiltyp-Entailment angegeben, die sichr abe als unvollstandig her-
ausstellten. Die Komplexitat dieses Problems wurde aisehd unterschatzt. (Re-
hof, 1997; Henglein & Rehof, 1997, 1998) haben die Komp#axites strukturellen
Falls vollstandig exploriert. So haben sie den nicht-reken Fall 1997 als coNP-
vollstandig, den rekursiven Fall 1998 als PSPACE-valtislig bewiesen. Fir den nicht-
strukturellen Fall haben sie nur eine untere PSPACE-Skkrgafunden, wir wieder-
holen diesen Beweis in Kapitel 7.
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Kozen, Palsberg, und Schwartzbach (1995) haben das selainiachere Typ-
Inklusions-Problem — gegeben seien zwei Typgn, einer einfachen Typ-Sprache,
gilt 71 <7, — ahnlich zu unserem Vorgehen mit Hilfe der Automaten-Thegelost.

In dieser Arbeit betrachten wir ausschlief3lich die Comstr&prache der nicht-
strukturellen Teiltyp-Constraints; hingegen untersuctmhlreiche Arbeiten das
Entailment-Problem anderer Constraint-Sprachen. Allesaeth Sprachen ist eine In-
terpretation Uber Baumen gemeinsam. So datieren MiNehren, und Treinen
(1998), Niehren, Muller, und Talbot (1999) zwei Entailm&robleme als PSPACE-
vollstandig. Im Gegensatz zu unserem Entailment-Probl&mgen diese beiden
Entailment-Probleme nur von Eigenschaften regularert\Mangen des assoziier-
ten Constraint-Graphen ab; die Eigenschaften konnendaiszh endliche Automaten
charakterisiert werden. Hingegen werden wir den Begriff dadlichen Automaten
erweitern, um geeignet nicht-regulare Eigenschaftemnattterisieren zu konnen. Wir
betrachten diese beiden Entailment-Probleme genauer:

¢ In der Feature-Logik — eine Logik, um Feature-Baume (odskdrd-Typen) zu

untersuchen — sind viele Constraint-Sprachen im Hinbligkilar Entailment-
Problem untersucht worden. So zeigen Ait-Kaci, Podelgkal 8molka (1994),
Smolka und Treinen (1994), dal’3 Entailment fur Gleichk€ibsmstraints tber
Feature-Baume in quasi linearer Zeit entschieden werden.kKSchwacht man
die Gleichheits-Constraints durch Ordnungs-Constraahtsist ein kubischer
Zeitaufwand vonnoten (Mdller, Niehren, & Podelski, 200Diese Ordnungs-
Constraints Uber Feature-Baume (Dorre & Rounds, 1990rd) 1991) konnen
als Rekord-Teiltyp-Constraints angesehen werden. Eméad fur Ordnungs-
Constraints mit zusatzlichen existenz-quantifiziertearidblen ist PSPACE-
vollstandig (Niehren et al., 1999).

e Das Entailment-Problem ist auch fur Mengen-Constrautisr ‘'Mengen von
endlichen Baumen untersucht worden (Mengen-Typen wendeallgemei-
nen durch Mengen-Constraints dargestellt). So zeigena@traik und Podel-
ski (1997), daf? Entailment von Mengen-Constraints mitreigehnitt-Operator
tber einer unendlichen Signatur DEXPTIME-vollstandsgg. iNiehren et al.
(1999) zeigen, dal3 Entailment von atomaren Mengen-Contstien Fall einer
unendlichen Signatur PSPACE-vollstandig und im Fall eerellichen Signatur
DEXPTIME-hart ist.

1.6 Beitrag dieser Arbeit

Diese Arbeit untersucht, worin die Schwierigkeiten beiniltyp-Entailment liegen.
Wir isolieren ein Teilproblem von nicht-strukturellem Tigp-Entailment, von dem wir
zeigen, dal3 es PSPACE-vollstandig ist. Damit zeigen win eusten Mal Entscheid-
barkeit fur ein nicht-triviales Fragment von nicht-sttutellem Entailment. In dem
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hier vorgestellten Ansatz charakterisieren wir Teiltypt&timent in der Automaten-

Theorie; dazu erweitern wir das Konzept der endlichen Awtiem zu sogenannten P-
Automaten, deren Eigenschaften wir systematisch anagrsiém nachsten Schritt re-
duzieren wir nun Teiltyp-Entailment auf das Universasititoblem von eingeschrank-
ten P-Automaten. Fur unser ausgezeichnetes Fragmenehkamir uns in der Tat auf

endliche Automaten zuriickziehen, deren Universaptatsiem PSPACE-vollstandig

ist.

Wir fassen die Hauptresultate dieser Arbeit in zwei Punktgsammen.

e Ein Fragment des Teiltyp-Entailment kann durch Univetaakingeschrankter
P-Automaten charakterisiert werden.

e Die Universalitat von diesen eingeschrankten P-Autemaist PSPACE-
vollstandig, obwohl P-Automaten auch nicht-kontexidr&prachen erkennen
konnen.

Beide Resultate sind neu und nicht trivial, ihre Beweisedsarin dieser Arbeit
ausfuhrlich exploriert.

Diese Arbeit basiert im wesentlichen auf Resultaten eineangegangen Konfe-
renzveroffentlichung (Niehren & Priesnitz, 1999a). Inei anschliel3enden Untersu-
chung (Niehren & Priesnitz, 1999b) haben wir den hier varg#en Ansatz tiber das
eingeschrankte Fragment hinaus ausgedehnt und auch reigekahrte Charakteri-
sierung formuliert: Wir reduzieren das Universalitatdgem von ausgezeichneten P-
Automaten auf Teiltyp-Entailment. Die Entscheidbarkem eiltyp-Entailment bleibt
aber weiterhin offen. Wir geben eine ausfuhrliche Zusamfassung dieser Untersu-
chung in Kapitel 8.

1.7 \Vorgehensweise

Zuerst geben wir in Kapitel 2 eine Definition der grundlegemdhathematischen Be-
griffe und erlautern die Einschrankung unseres Fragesenin Kapitel 3 fuhren wir
den Begriff der P-Automaten ein und untersuchen deren Bjwiten. Mit dieser
erweiterten Automatentheorie konnen wir in Kapitel 4 eifdgorithmus fur einge-
schranktes nicht-strukturelles Teiltyp-Entailmentalpen. Dieser Algorithmus besteht
aus einem bekannten Erfullbarkeitstest von Teiltyp-@@ansts und einem Universa-
litatstest von eingeschrankten P-Automaten. In Kapiteid 6 beweisen wir, dal3 unser
Entailment-Algorithmus korrekt und widerlegungs-vdstlig ist, in Kapitel 7 leiten
wir seine Komplexitats-Klasse PSPACE ab. AnschlieRes#tudieren wir die Kon-
klusion dieser Arbeit und geben einen kurzen Ausblick aufaisdrucksstarkeres
Fragment von nicht-strukturellem Teiltyp-Entailment @{i&l 8). Im Anhang B ge-
ben wir noch einmal eine Zusammenfassung aller bespronhem@ einiger neuen
Entailment-Beispiele. Desweiteren befinden sich im Anh@rapsgelagerte Beweise,
die zwar umfangreich, jedoch von einfacher Natur sind.



Kapitel 2

Nicht-strukturelle Telltyp-Constraints

2.1 Grundlagen

Als grundlegende Datenstruktur dieser Arbeit benutzenewdliche und unendliche
Baume'. Baume definieren wir tiber einer endlichen Signatumit mindestens einem
Funktionssymbol. Wir verwendef g, h fur Funktionssymbole aus und bezeichnen
die Stelligkeit vonf mit ar(f). Konstanten, d. h. Funktionssymbglemit Stelligkeit
ar(f) > 0, bezeichnen wir mit, b, . ... Die gegebene Signathtirdefiniert zusatzlich
eine partielle Ordnung auf ihren Konstanten. Desweiteneth § und T zwei ausge-
zeichnete Konstanten. Wir nehmen auf3erdem eine unendlliehge von Variablef’
an, die wir mit den Zeichen, y, z, u, v, w bezeichnen.

Wir definieren einen Baum durch seine Doman® ., und eine Labelfunktiord...
Die DomaneD;, ist eine Menge aller Pfade von die LabelfunktionL, ordnet je-
dem Pfad aus der Domare, ein Label aust zu. Wir betrachten nur Stelligkeits-
Konsistente Baume, das sind Baume, die genau dann eiaehrPin D, besitzen,
wenn auchr in D, ist und zusatzlich die Bedingung< ar(L. (7)) gilt. Wir deno-
tieren die Menge aller endlichen Baume rB'munﬁn und die Menge aller potentiell
unendlichen Baume mBaunz..

Wir definieren nun eine partielle Ordnung Uber BaumenBaigm:. Hierzu defi-
nieren wir zunachst eine Ordnung uUber Labels und erwetderse anschlieliend auf
Baume.

Definition 1 (Ordnung Uber Labels). Sei eine beliebige Signatuf mit einer
partiellen Ordnung< auf ihren Konstanten gegeben, dann ist die partielle Orgnun
<;, Uber Funktionssymbolen adsminimal mit den folgenden Eigenschaften, welche
fur alle Funktionssymbol¢ ausX: definiert sind.

IFur eine prazise Definition der grundlegenden mathentatis Begriffe verweisen wir auf den
Anhang A.

19
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Konstanten. Fur allea,b € X gilt a <; b, falls ¥ a<b unterstitzt.
Reflexivitat. Furallef € X qilt f <; f.

kleinstes Element. Furallef € X qilt L <; f,falls L € X.

grofRtes Element. Furallef e X gilt f <, T,fallsT € 3.

Somit ist L kleiner undT groR3er als jedes andere Symbol
der Signatur, ansonsten sind alle Symbole, aul3er den Kone; /‘ \

stanten au¥., untereinander unvergleichbar. Die rechte Abbl,lf \

dung zeigt die Labelordnung;, fur eine beliebige Signatur NS \‘ //
Y = {L,T,a1,...,an, f1, fo,..., fm} Mit einer beliebigen \
Ordnung auf ihren Konstanten, . . ., a,,.

Definition 2 (Ordnung Uber Baumen). Sei eine beliebige Signatdi mit einer Ord-
nung auf Konstanten und einer Ordnugdg nach Definition 1 gegeben. Die partielle
Ordnung< uber Baumenr;, » aus Baum, (beziehungsweisBaunﬁ”) ist gegeben
durch:

Es qgilt ;<7 genau dann, wenn fur alle Pfagec D, N D,, die La-
belordnungL,, (7) <; L,,(x) gilt.

Falls die ausgezeichneten KonstanteaderT in der Signatu®> vorkommt, heil3t die
Ordnung< nicht-strukturel] ansonsten heif3t ssrukturell Die gegebene Ordnung
< impliziert, daf3 im strukturellen Fall nur Baume mit einégighen Form verglichen
werden konnen. Im Gegensatz konnen im nicht-strukiemeRall auch Baume mit
einer unterschiedlichen Form verglichen werden, wie dabfodgende Beispiel zeigt.

Wir denotieren endliche Baume aBaunf" durch Grundterme aus und unend-
liche Baume audBauni, durch eineu-Notation Giber Konstruktortermen aos (u-
Terme).

Beispiel 1. Wir betrachten Baume Uber der nicht-strukturellen Sign& =
{L, T, x}. Im folgenden benutzen wir die Relatiea fur unvergleichbare Baume,

d.h.rmen o 7 <nA-1<r.Esgiltdie folgende nicht-strukturelle Ordnung fur
die Baumer;, 7, undrs:

/\ fﬁk /\
< X =
/\ / /\

Tt Lx(Tx1) Ty p.xX (T xx) T3 (LxL)xT
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Wir beweisenry 213 durch L., (2) <; L,(2) und L., (11) <, L,(11). Hinge-
gen giltm <my, da fur alle Pfader € D,, N D,, = {¢, 1,2, 21,22} die Labelordnung
L, (m) <t L.,(m) gilt.

In dieser Arbeit betrachten wir nur eine Ordnung Uber Bémmdie nicht-
strukturell ist. Diese Ordnung stellt die Grundlage deeiptetation der folgenden
Sprache dar.

Definition 3 (Sprache NS;; der nicht-strukturellen Teiltyp-Constraints tUber ).
Gegeben sei eine Signathlr die 1, T und mindestens einen weiteren Konstruktor
f unterstitzt und eine Mengeé der Variablen. Die SprachiNS; definiert Uber der
SignaturX U {<} besteht aus deffachen Teiltyp-Constraints

Y o= a=f(r,...,20) | 2=T |y=L | 2<y | Y A’ (f e Emitar(f) =n).
In der SprachéVSs, interpretieren wir

¢ Variablen in der Domane der potentiell unendlichen Bawaen;,

¢ das Zeicherx als nicht-strukturelle Teiltypisierung und

e Funktionssymbolg € ¥ als Baumkonstruktoren.

Analog definieren wir die Sprach\éS;” mit der Ausnahme, daf3 Variablen nur in
der Domane der endlichen BauBaun{” interpretiert werden.

Die SprachenNS; und N besitzen die Einschrankung, daR sie nur flache
Teiltyp-Constraints zulassen. In flachen Teiltyp-Conistgagibt es im Gegensatz zu
tiefen Teiltyp-Constraint keine Terme, die aus geschéteme<onstruktoren aufge-
baut sind. Die Ausdrucksstarke der Spraci$. und NS%" wird durch diese Ein-
schrankung nicht herabgesetzt, da wir zu jedem tiefertypeConstrainty einen lo-
gisch aquivalenten flachen Teiltyp-Constraints in Polgyiadzeit konstruieren konnen:
Sei f ein beliebiger Konstruktor aus. Fur alle Terme, die in ¢ in einem Term der
Form f(...,t,...) auftreten, erweitern wip um einen neuen Constraint=t (u, ist
eine neue Variable). Anschlie3end flachen wiab, indem wir alle Terme der Form
f(o.. t,...) durch f(... uy, . ..) ersetzen. Diesen Algorithmus fihren wir induktiv
fort, bis alle Teiltyp-Constraints i vollstandig abgeflacht sind.

Gegeben sei die Constraint-Spradtiss (entsprechenai\lsg”) mit zwei Teiltyp-
Constraintsy und). EineEntailment-Aussage = ¢ giltin NSy, wenn alle Belegun-
gen, die den Constraintin NS;, erfullen, auch den Constrainitin NS;; erfullen, d. h.
Va : NS .=¢ = NS; .. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit betrach-
ten wir nur Entailment-Aussagen der Fogm= x<y mit 2,y € V(p), da wir jede
beliebige Entailment-Aussage in mehrere Entailment-Agen der Fornp = ¢ <t,
zerlegen konnent{ und ¢, sind flache Terme). Eine Entailment-Aussage der Form
¢ | t1<ty ist wiederum aquivalent zy A t;<z A y<t, = z<y (x undy sind neue
Variablen).
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Beispiel 2.Wir betrachten die folgenden Entailment-Aussagen Ubsresignaturs
mit einem zweistelligen Funktionssymbwel

o A : <z A 2<y k= <y giltin den SpracheWS; und Ng".

o Ay: z<axz Ayxy<y E x<y giltin NSy undNS;".

o Ay: a<yxy A zxz<y | z<y gilt nichtin NS, und NS"".

o Ay: az<yxz A zxz<y A zxT<z [ z<ygiltin NS; unst?;".

Die Entailment-Aussage!; gilt, da die Transitivitat von< offensichtlich ist. Die
Gultigkeit von Aussagel, und A, ist hingegen keineswegs offensichtlich. Der Cons-
traintz<x xx aus Aussagd, impliziert, daf3 alle Labels aus dem Belegungsbaum von
x gleich dem Konstruktor. oder x sind. Analog impliziert der Constraintxy <y,

dafi3 alle Labels aus der Belegungsbaumyagteich dem Konstruktox oderT sind.

In der Aussagel, implizieren somit die beiden gerade genannten Constrakdis

Die Entailment-Aussagd; wird einfach durch die Belegungnach L x (T x L) und

y nachT x (L xT) widerlegt. Allen Entailment-Aussagety bis A3 ist gemeinsam,
dal’ sie syntaktisch keih oderT enthalten.

Wir werden in dieser Arbeit ein Verfahren angeben, das En&t-Aussagen
dieser Problemklasse, Kontanteénund T treten syntaktisch nicht auf, verifiziert
oder widerlegt. Hierzu fuhren wir eine Erweiterung des ifégdes endlichen Au-
tomaten, den sogenannten P-Automaten, ein. Im nachsterttSeduzieren wir nun
Teiltyp-Entailment dieser Problemklasse auf das Univegéssproblem von speziellen
P-Automaten. Die Entailment-Aussage geht aber tiber diese Problemklasse hinaus,
da sie syntaktisch eine Konstaniebesitzt. Wir skizzieren den Beweis der Gultig-
keit von A, in Kapitel 8. Eine Analyse dieser uh und T erweiterten Problemklasse
befindet sich in unserer nachfolgenden Untersuchung (Bie&r Priesnitz, 1999b).
Auch in dieser Untersuchung ist die Grundlage unserer Emeaitanalyse eine ausge-
zeichnete Klasse von P-Automaten. In dem Anhang B (EntaitiBeispiele) befindet
sich eine weitergehende Analyse der Entailment-Aussagemd A,.

2.2 Einschrankungen des Entailmentproblems

Wir mussen zunachst das grundlegende Fragment der SpaAt&eund N@” defi-
nieren, auf welches wir unsere spateren Komplexitatd-Emscheidbarkeitsresultate
anwenden konnen:

Definition 4 (eingeschiénkte SprachenNS, und NS™). Gegeben sei eine Signatur
Y, die genau aud, T und einem Konstruktof der Stelligkeitn besteht und eine
MengeV der Variablen. Die SprachNS, definiert Uber der Signatuf L, T, f, <}
besteht aus deftachen Teiltyp-Constraints

o= a=flrn, . ma) | <y | ¥ A
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Die Interpretation (Semantik) der Sprachiis, und NS ist identisch mit der
Interpretation der SpracheéS; beziehungsweisﬂlsg” (gegeben in Definition 3).

Wir vergleichen unsere allgemeinen Constraintsprachefirf@ion 3) mit den jetzt
gegebenen eingeschrankten Constraintsprachen (Dafiditi Im folgenden sek ein
binares undy ein unares Funktionssymbol, hingegen benutzenfwind h fur Funk-
tionssymbole beliebiger Stelligkeit. Wir finden in den eesghrankten Sprache die
folgenden Einschrankungen:

e Die Syntax der eingeschinkten Sprachen erlaubt keine Constraints der Bauart
rx=1 oderz=T.

Wir kdnnen syntaktisch ein. oderT zwar nicht ausdriicken, wohl aber seman-
tisch darf die Belegung einer Variable aufoderT gesetzt werden. Durch diese
Einschrankung erhalten wir als Grundlage fur unseremilinent-Test speziel-
le P-Automaten; die Sprache ihres zugrundeliegendenatratiAutomaten ist
prafix-abgeschlosssen. Diese Eigenschatft ist entsametiiie unsere Komple-
xitatsresultate der P-Automaten.

e Die Signatur der eingeschnkten Sprachen besitzt gegéer den beiden Kon-
stantenl und T genau ein weiteres Funktionssymbol.

Betrachten wir die allgemeine SpracN&. mit der Signatud = { L, f, h}, so
kann die Konstanted auch indirekt durch die beiden zusatzlichen Konstrukto-
ren f und h dargestellt werden. Entailment ist von dieser indirekpdatellten
Konstante abhangig. Wir betrachten hierzu die Entailrfargsage

e<f(...) ANx<h(...) =x<z.

Diese besitzt keine syntaktischeKonstante. Trotzdem impliziert<f(...) A
x<h(...) den Constraint=_ (ein indirekt dargestelltes). Dieser Constraint
impliziert wiederum fur alle beliebigen Variablenden Constraint:<z; die
gegebene Entailment-Aussage gilt somit.

Wir bendtigen noch eine weitere fir uns wichtige Eigeagch

e Wir betrachten nur einen zweistelligen Konstruktoy also die SpracheiNS,
und NS™.

Der in dieser Arbeit vorgestellte Ansatz funktioniert zvaaich fur hoherstellige
Konstruktoren, aber wir begniigen uns damit, den Ansatddin zweistelligen
Fall examplarisch zu beweisen. Wichtig ist hingegen, dalk&mnen einstelligen
Konstruktor in der Signatur besitzen. Obwohl die Beispreieeinem einstel-
ligen Konstruktor ziemlich leicht aussehen — in diesem Bddt es fur Entail-

ment ein einfaches Entscheidungsverfahren — treten hidichie Probleme auf
wie im Falle von Entailment-Aussagen mit syntaktiscHeKonstanten.
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Trotz dieser genannten Einschrankungen ist unser béstashSprachfragment
NS, beziehungsweisﬁli” fur den endlichen Fall, nicht trivial. Die von Henglein
und Rehof (1998) gegebene untere PSPACE-Schranke flirstichkturelles Teiltyp-
Entailment begnigt sich mit unseren eingeschrakten cBfragmentenNsS, bzw.

NS

Proposition 1 (eingeschénktes Entailment ist PSPACE-schwer). Nicht-
strukturelles Teiltyp-Entailment ist sowohl fur die easghrankte Sprachl¥S,, als
auch furNS/" PSPACE-schwer.

Wir beweisen diese Proposition in Kapitel 7.

2.3 Erflllbarkeitstest

In diesem Abschnitt wiederholen wir einen bekannteiilbdrkeitstest ifir nicht-
strukturelle Teiltyp- Constraints. Dieser besteht ausgirSaturierungsalgorith-
mus mit einem Konsistenztest. Im Falle einer Interpretafiber endlichen Bu-
men erfolgt noch ein zatzlicher Occur-Test.

Wir wiederholen einen bekannten Algorithmus von Hengleid &ehof (1998), wel-
cher die Erfullbarkeit eines nicht-strukturellen Tefit€onstraints Uber einer beliebi-
gen Signatur in der Spraciinss oderng" testet. Wir geben in der folgenden Tabelle
die Eigenschaftel$G-S4an.

S0 fallsz € V(¢) dannz<z in ¢
S1 fallsxz<y A y<zin dannz<zin
S2 falls x:f(xla 7xn) N xﬁy A y:f(yla ey yn) in w dann /\ ngyz in 1/)

=1
S3 niChtxn:fl(l‘la al‘n> A IS?J A y:fQ(yla ayn) in wa fl zL an TLZO
S4 nicht A\ z;1=f(...,yi,-..) A<z A 2i<y; inp, n>1, zo=x,

=1

—[EigenschafterSO— S3fir NS; und SO— S4fiir N%"]

Die EigenschaftenSGS2 beschreiben einen Abschluf3 unter Reflexivitat, Transi-
tivitat und Absteigen, dieser kann auch als ein Saturgsatgorithmus angesehen
werden, welcher den Abschlul3 eines (flachen) Constraikighischer Zeit berechnet.
Wir nennen einen (flachen) Constraattgeschlossefalls er die EigenschafteB0-S2
erfullt. Besteht ein (flacher) Constraint den T&& (Konsistenz-Test), so heildt er
konsistent besteht er den Tes$4 (Occur-Test), so heil3t exykelfrei Desweiteren
nennen wir einen ConstraifghlerfreiunterNSs, falls er konsistent ist und wir nennen
ihn fehlerfrei unterNSY", falls er zusatzlich noch zykelfrei ist. Der Konsisterstte
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unterbindet einen Labelfehler bezuglich der gegebeneim@rgy<, der zum Beispiel
in dem Constraintf (x, z)<h(z, z) auftritt. Der Occur-Test unterbindet unendliche
Baume in den Variablen-Denotationen, er akzeptiert zuns@e den Constraint
z=g(x) nicht, der offensichtlich ilNg¥" nicht erfiillbar ist.

Proposition 2 (Erfullbarkeit). Ein nicht-struktureller Teiltyp-Constraint ist genau
dann inNS;, erfullbar, wenn sein Abschlul? konsistent ist. Der Coriistra ist genau
dann in ng" erfullbar, wenn sein Abschlul® konsistent und zykelfréi Gegeben
sei p, dann kann der Konsistenz- und der Occur-Test von dem AbBchbn in
kubischer Zeit berechnet werden.

Wir bemerken, daf ein unt&¥S" abgeschlossener Constraint automatisch auch
unterNS; abgeschlossen ist, die umgekehrte Schluf3folgerung jemiobhgilt.

Beispiel 3.Wir berechnen den Abschluf? und die Erfullbarkeit des Gaigis o :
r=h(y,z) N <y A y=h(u,u) A u<z

Durch Anwendung der Reflexivitatsregadfiigen wir die trivialen Constraints<z A
y<y A u<u hinzu. Als nachstes konnen wir durch Anwenden der AbsteigelS2
den Constraingy<u A z<u hinzufugen. Die Transitivitatsreg&1 angewendet auf
y<u A u<z ergibt den Constraing<z. Jetzt konnen wir die Absteigereg8P auf
y=h(u,u) N y<z A z=h(y,z) anwenden und erhalter<y A u<z. Der sich erge-
bende Constraint ist nun abgeschloss8G-G2leiten keine neuen Constraints mehr
ab) und konsistent, somit igt, hach Proposition 2 erfilllbar Ub&IS;;. Der Constraint
1 ist hingegen nicht erfullbar UbeNSg", da der Occur-Tes64 bedingt durch den
Teilconstrainte=h(y, z) in 5 fehlschlagt.

Wir merken an, dal3 Proposition 2 nicht strukturellenFall gilt. So ist zum Bei-
spiel der Constraint<f(z,z) A z<h(x,z) A x<z abgeschlossen, konsistent und
zykelfrei, aber Giber einer strukturell interpretierterd@ung< nicht erfullbar.

2.4 Pfadconstraints

Wir fuhren Formeln ein, welche Eigenschaften eines Teithg an einem gegebenen
Pfad ausdriicken. Diese sogenannten Pfadconstraintgrsindlegend zum Verstand-
nis von Entailment vieler Constraintsprachen, (siehe &imiglein und Rehof (1997,
1998), Rehof (1998), Mulller et al. (1998), Muller et alOD), Niehren et al. (1999)).
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2.4.1 Teilbaum-Constraints

Zunachst definieren wir einen Zugriffsoperator “ auf Baumer.

Hiermit greifen wir auf Teilbaume vomn an einem gegebenen Pfad

m zUu. Sei alsor ein Baum undr € D,, dann schreiben wir.7 T

fur den Teilbaum vonr ann, d.h.D,, = {«' | =7’ € D,} und A

L, (") = L.(n7') fur aller’ € D, .. Analog beschreibt der Ter

x.w den Teilbaum der Denotation vanan 7. Ein Teilbaum-Constraint.7r=y ver-
langt, dal3 der Pfad in der Domane der Denotation vanist und dal’ der Teilbaum
x.7 gleich der Denotation von ist.

2.4.2 Bedingte Teilbaum-Constraints

Bedingte Teilbaum-Constraints besitzen die Fofta <; y?x. Das Fragezeichen be-
tont, dal3 der Constraint abhangig von der Existenz derebei@ilbaumenc.c und
y.m ist. Existiert einer der beiden Teilbaume nicht, so ist dleige Constraint auto-
matisch erfullt. Ansonsten gilt der Constraint genau damenn das Label von.o
kleiner als das Label vop.7 ist. Wir geben nun seine exakte Semantik an: lkgA
dingter Teilbaum-Constraint?r; <;, y?m, ist genau dann von einer Variablebelegung
o erfullt, wenn aust; € Dy undmy € Dy folgt, dal Loy (m1) <p Lagy) ().
Die Bedingund’= lassen wir im folgenden einfach weg, da der Pfad jedem Baum
existiert. Ferner benutzen wif'o <; f anstelle voriy (z?0 <; y A y<f(T,...,T))
und symmetrisclf <; z70 anstelle vordy (f(L,..., L)<y Ay < x70).

2.4.3 Charakterisierung von Entailment

Die nachfolgende Proposition 3 zeigt, dal3 bedingte Tertb&onstraints ausdrucks-
stark genug sind, um nicht-strukturelles Entailment zuakt@risieren.

Proposition 3 (Charakterisierung von Entailment). Gegeben sei eine beliebige Si-
gnaturX mit ihnrer maximalen Stelligkeitny;, d. h.my ist minimal unter der Eigen-
schaftVf € ¥ : myg > ar(f). Fur alle Variablenu, v ist die folgendeAquivalenz in
den SpracheNS;, und NS™ giiltig:

u<v < N{u?m <p v?r | 7istein Pfad augl1,...,ms}*}

Beweis.Die Implikationsrichtung von links nach rechts folgt ditelus der Definiti-
on 2 der Ordnung Uber Baumen und der vorangegangenen tizefidier bedingten
Teilbaum-Constraints. Es verbleibt die Gultigkeit von

udv — Ire{l,...,mg}": ulnr £ vl

zu zeigen. Sei also der Constraintv gultig, das heil3t, es gibt eine Belegumgmit
a(u) £ a(v). Wir betrachten nun den minimalen Pfadnit den beiden Eigenschaften,
7 ist in den beiden Baumen(u) und «(v) definiert und es gilov(u.m) £ «a(v.m).
Nach Definition 2 existiert dieser Pfad immer. Aus diesen beiden Eigenschaften
folgt automatisch die Gultigkeit des bedingten TeilbaGanstraints.”r £, v?.
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2.4.4 \Weitere Vorgehensweise

Proposition 3 zeigt, dal3 eine Entailment-Aussage =<y genau dann gilt, falls fur
alle Pfader der Constraint) den Constraint?7 <; y?7 impliziert. Diese Eigenschaft
ist zentral fur die gesamte weitere Arbeit unserer Entaitanalyse.

Wir nennen einen Pfad einenWiderspruchspfadiir ein gegebenes Entailment-
problemy |= x<y dann und nur dann, fallg nichtz?r <; y?= impliziert. In dieser
Terminologie gilt nach Proposition 3 eine Entailment-Aags genau dann, wenn es
hierfur keinen Widerlegungspfad gibt.

Wir werden in dem Kapitel 4 einen Automaten aus einem gegab@onstraint
bauen, der gerade alle Worteerkennt, fur die der Teilbaum-Constratritr <; v?n
gilt. Der Automat kann nicht exakt syntaktisch die erw@mteilbaum-Constraints
erkennen, so dal3 wir im Kapitel 5, eine schwachere Form ddingten Teilbaum-
Constraints einfuhren, die aber die Sprache des Autonextkt beschreibt.



Kapitel 3

Theorie der P-Automaten

Der Begriff des P-Automaten erweitert den klassischeniBelgs endlichen Au-
tomaten: Gegeben sei die Spradheines endlichen Automaten, dann kann man
einen P-Automaten konstruieren, der diédlichkeit besitzt, ein Wort aus mit
einem beliebig oft konkatenierten Suffix aus diesem Wortkamneen. Diese P-
Automaten stellen die Grundlage unserer Entailmentaeatizs.

3.1 Definition

In diesem Kapitel prasentieren wir die Notation und Eigdradten deP-Automaten
die die Grundlage unserer Entailmentanalyse darstellenBegriff des P-Automaten
ist eine echte Erweiterung des klassischen Begriffs delicheth Automaten, er kann
somit auch nicht-regulare Sprachen erkennen.

In der Literatur werden zahlreiche Erweiterungen von exnd@ih Automaten disku-
tiert. So charakterisiert zum Beispiel Buichi (1964) eieedlichen Automaten als ein
Eingabeband mit einem pop-Operator und erweitert diesedeNam einen zusatz-
lichen push-Operator (gegenuber einem Kellerautomatgeren beide Operatoren
auf dem Eingabeband). Eine weitere Erweiterung stellersdgenanntemlternie-
rendenendlichen Automaten dar; von einem alternierenden Knotef micht ein
Pfad, sondern alle erreichbaren Pfade von dem Automatezpt&rt werden. Eine
klassische Erweiterung sind Baumautomaten, welche @felibergangsregeln wie
Wortautomaten besitzen, anstelle von Wortern aber gamenB einlesen. Alle diese
Erweiterungen konnen bestimmte Schleifen, welche durchtistrukturelle Teiltyp-
Constraints ausgelost werden, nicht charakterisiexedaf wir in dieser Arbeit eine
neue Automatenerweiterung prasentieren.

Grundlage dieser Arbeit sind P-Automaten. Diese erweiggrliche Automaten
um sogenannte P-Kanten. Ob eine P-Kante von dem Automatehldufen werden
kann ist abhangig von dem schon zuvor eingelesen Wort. lég&ggsei die Sprache
L eines endlichen Automaten, dann kann man einen P-Autonkatestruieren, der
die Moglichkeit besitzt, ein Wort aus mit einem beliebig oft konkatenierten Suffix

28
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aus diesem Wort zu erkennen. Welche Suffixe genau erkandewgist abhangig von
seinen P-Kanten; ein zuvor von einem endlichen Automategedesener Suffix muf3
durch eine P-Kante markiert sein.

Definition 5 (Erreichbarkeitsrelation). SeiA = (A, Q, I, F, A) ein endlicher Auto-
mat mit AlphabetA, Zustinden(, AnfangszugindenI, EndzusindenF und Uber-

gangskantem\. Wir definierenA - p - ¢ fir Zustande, ¢ € Q undr € A* falls

der AutomatA einenUbergang vorp nachg erlaubt und hierbei das Wortliest.

Die von.A erkannte Sprach&(A) ist die Menge{r € A* | A+ p - q, pel,qEF}.

Definition 6 (P-Automat). Ein P-AutomatP ist ein Tupel(A, P), bestehend aus
einem endlichen Automated = (A, @, I, F, A) und einer Menge auB-KantenP C
@ x @) zwischen den Zustanden veh Der P-AutomafP erkennt die Spraché(P) C
A*, gegeben durch:

LP)=LA) U Jr(or)'o | Abp "5 g5 55, (s,q)€P, pel, reF}

Wir zeichnen einen P-Automatel = (A, P) als einen le
endlichen Automatend mit zusatzlichen gestrichelten Lini- @
en fur seine P-Kante®. Der P-AutomatP unterstitzt al- Vr

le Ubergange seines zugrundeliegenden endlichen Automaten _,@
A. Zusatzlich erlaubP seine P-Kanter® als gewdhnliche-

|

|
Kanten zu traversieren; hierbei bestimmt die erste Trasers :
rung einer P-Kante die Periode des noch zu lesenden Wortes. | T
Als Periode bezeichnen wir das Weort in Definition 6. L_@

Beispiel 4. Wir erklaren die Funktionsweise von P-Kanten

anhand der folgenden Automaten: Gegeben sei der endliche I I
Automat.A mit Alphabet{1, 2}, Zustanden{p, ¢}, Anfangs- |—>
und Endzustandp} und Ubergangskantep L2 q. Diesen | ag
Automaten erweitern wir zu dem P-AutomatBn durch Hin- L_@ @
zunahme der P-Kantg, p) und zu dem endlichen Automaten
A; durch Hinzunahme der-Kante (¢, p). Beide Automaten P A
sind rechts dargestellt. Der endliche Autoratakzeptiert of- ! !
fensichtlich die Sprachgl, 2}*. Die P-Kante des P-Automatéh kann genau wie die
e-Kante vonA; behandelt werden, mit der Einschrankung, daf} die Wahlcheis
den Kantenl und?2, einmal getroffen, beibehalten werden muf3. Somit erk@hrtie
Sprachel* U 2*.

3.2 Eigenschaften der P-Automaten

Der P-Automat besitzt die Moglichkeit, einen mit einer Brife markierten Abschnitt
(die PeriodeoT) beliebig oft zu iterieren. Die Lange der Periode ist herbnbe-
schrankt, da das Wostr aus einer regularen Menge gewahlt werden kann. Diese kann
im allgemeinen unendlich sein, was der Grund furr das ndgbifmle Lemma ist:
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Lemma 1. Es existiert ein P-Automat, dessen Sprache nicht kongaxtiind somit
nicht regular) ist.

Beweis.Wir betrachten den P-AutomateR mit Alphabet {1, 2}, |-
Zustanden{p, ¢, r}, Anfangszustandp}, Endzustand{q}, Uber-
gangskantep —— ¢, ¢ LN g, undgq 25 7 und einer einzigen P-
Kante(r, p). Der rechts dargestellte Autonfatakzeptiert die Sprache
{o|3In: o < 7" 7w e 1*2}. Diese Sprach&(P) ist nicht kontext-
frei, da ansonsten der Schnitt val{P) mit der regularen Sprache
1*21*21*2 kontextfrei ware. Der Schnitt ist aber gleich der Sprache.
{1"21"21"2 | n > 0}, welche sicher nicht kontextfrei ist. T

In diesem Beispiel haben wir die Periode aus einer uneretidienge gewahilt;
wahlen wir hingegen die Perioder aus einer endlichen Menge, ist die resultierende
SpracheC(P) regular, da wir nun durch eine Automatentransformatide RiKanten
in e-Kanten ubersetzen konnen:

Lemma 2. Die durch einen gegebenen P-Automafen= (A, P) gegebene Sprache
L(P) ist regular, falls fur jede P-Kantg, p) € P die Menge{r | A F p — r}
endlich ist.

Beweis.Falls fur jede P-Kantér, p) € P die Menge{r | A - p — r} endlich ist,
ist sicherlich auch die Meng&/(, ,, = {(0,7) | A+ p == ¢ == r, ¢ € I} fir jede
P-Kante(r,p) € P endlich; sei nun alsd/,y = {(01,71), (02, 72). ..., (0n, Tn)}.
Desweiteren gibt es fiJrjede P-Kar{te p) € P einen regularen Ausdruakeg, mit
regyy = {7 | A+ 0o - p, o € I}. Nun kann die Meng&(P) durch die folgenden
regularen Ausdriicke aquivalent zu Definition 6 chamagiert werden:

L(P)=L(A)U U U regp) (oimi) T oy

(rp)EP  (04,7)EM(y p)

Beispiel 5. Wir Ubersetzen den P-Automd@, aus E

Beispiel 4 in einen aquivalenten endlichen Automat

Ap, . Dies ist nach Lemma 2 moglich, da die Men-)

ge{r | A+ p = ¢} gleich der Menge{1,2} | 1

ist. Wir konstruieren den endlichen Automatetp, |

mit den Zustandefp,, ¢:, p2, ¢2 }, Anfangs- und End- h_@ . @
zustander{p;, p,} und Ubergangskantep, LI

Do — G, ¢1 — p undgy — py. Der neue Au- Py Ap,

tomatAp, ist aquivalent zuPy, d.h. L(Ap,) = L(P). Wir merken an, daf durch die
Ubersetzung eines P-Automaten in einen endlichen AutantdieeGroRe polynomial
stark anwachsen kann, da jeder Teilautomat mit einer Pekamtneue Teilautomaten
mit einere-Kante Uibersetzt werden muf3.
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Eine analogéJbersetzung des P-Automaten aus dem Beweis von Lemma 1 in
einen endlichen Automaten wiirde fehlschlagen, da hieMdiage{r | A F p —
r} = 1*2 unendlich viele Worter besitzt.

3.3 Traversierungskhume

Zur Darstellung der von einem P-Automatéh erkannten Sprach&(P) fihren
wir den Begriff der Traversierungsbaume ein. Ein Traatsigsbaum fir einen P-
AutomatP = (A, P) sei eine Funktiortp : A* — {A P,N}, die fur jedes Wort
tber dem Alphabet des Automaten festhalt, ob der Autodadier” oder keiner von
beiden das Wort akzeptiert.

Definition 7 (Traversierungsbaum). Gegeben sei ein P-AutomBt= (A, P) mit Al-
phabetA. SeinTraversierungsbaurmy sei die Funktiorip : A* — {A P, N}, gegeben

durch
A fallsin L(A)
tp(m) =< P, falls7in £L(P), aber nichtinl(A)
N, falls = nichtin £(P)

Einen Traversierungsbautna Uiber einem Alphabet stellen wir graphisch durch
einen Baun{A*, tp) dar. Dieser BauniA*, t») gentigt aber nicht der in Anhang A ge-
gebenen Definition fur Baume, da wir einen Pfad in einemrBais eine Sequenz tiber
naturliche Zahlen, nicht tiber einem beliebigen Alphadetiniert haben. Abweichend
von dieser Definition betrachten wir jetzt einen Baum Uleiebige Pfade aud*. Um
Traversierungsbaume endlich und tibersichtlich ddestelu konnen, benutzen wi
als Abkurzung fur den vollstandig gelabeltérBaum (entsprechende Abkirzungen
gelten fur den vollstandig gelabeltéiiBaum undN-Baum). Wir nennen eineR*-
Teilbaum, einerunendlichen P-Clustethingegen nennen wir einen Teilbaum, wel-
cher vollstandig bis zur Pfadtiefe mit P gelabelt ist, einen P-Cluster der Tiefe
Desweiteren nennen wir in einem Traversierungsbaum einendlichen Zweig, der
vollstandig mitP gelabelt ist, ein€-Sput

Beispiel 6.Wir geben den Traversierungsbaum des P-Automaf; aus Beispiel 4
an. Dieser besitzt zwei P-Spurén und2*. Fir eine endliche Darstellung begniigen
wir uns mit einem hinreichend grof3en Teilbaum ven

| Traversierungsbauny, |
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3.4 P-Cluster in Traversierungskaumen

Ziel ist es, einen Universalitatstest fur P-Automa®manzugeben. Hierbei spielen
Effekte der P-Kanten, die P-Spuren in dem Traversierungsba, die zentrale Rolle.
Ein P-Automat besitzt nur endlich viele P-Kanten, dieserign jedoch unendlich viele
P-Spuren in seinem Traversierungsbaum induzieren. AlspiBaihierfur betrachten
wir den Traversierungsbaum fur den P-Automat aus dem Bevegi Lemma 1.

A
A P
A P P
A P P P

A P P P P

P P P P P

P P P P P

P P P P P

P P P P P

{Traversierungsbaum mit unendlich vielen P-Spqhteni

Je dichter die P-Spuren im dem Traversierungsbaum liegestodschwieriger
wird eine Berechnung der Universalitat. Man kann komplia Beispiele fur P-
Automaten angeben, die ihre P-Spuren so dicht anordnersidaich Gberlagern; es
kommt zu einer endlichen P-Cluster-Bildung. Wir verweiser den Anhang B, wo
wir zunachst in Beispiel B5 in einem denkbar einfachen Refnaten mit nur zwei
Zustanden ein&berlagerung seiner P-Spuren beobachten. Im nachstepiBeB6
erzeugen wir durch einen nun sehr komplizierten P-Automaieen P-Cluster der
Tiefe 2. Die wichtigste globale Eigenschaft der P-Automafenst jedoch, dal3 ein
unendlicher P-Cluster in dem Traversierungsbagmicht existieren kann:

Proposition 4 (unendliche P-Cluster existieren nicht). Sei P ein beliebiger P-
Automat mit einem Alphabetl von mindestens zwei Zeichen, dann gibt es im Tra-
versierungsbaurty keinen unendlichen P-Cluster, d. h. es gibt kein Work, so dal3
Vr' € A*: tp(nr') = P.

Beweis.Wir betrachten einen P-Automatéh = (A, P), wobei wir zwei Zeicherl
und 2 in seinem Alphabet voraussetzen. Wir zeigen durch Widacsprdal? es kein
Wort 7 mit der Eigenschaftr’ € A* : tp(nn’) = P gibt. Zu gegebenen untersuchen
wir das Wortr’ := 1712, wobeil™ ein Wort mit genaw-mal dem Zeichen denotiert.
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Nach Definition 7 des Traversierungsbaumes folgtigys) = P undtp(nn’) = P
direkt, dal7 und 77" nicht in £(.A), aber in£(P) sind. Nach Definition 6 gibt es
nun eine Zerlegung vom mit 7 = w3y, SO daldrx’ in der regularen Menge
w1 (mams) Ty ist. Es gibt somit eine natirliche Zahl> 1 mit

(1) 71™M2 € my(myms) .

Die Lange vonr1/712 ist 2-|7| + 1 und die Lange vonr, (m,73)" T, ist kleinergleich
|7 +1|. Wenden wir diese Langenberechnung auf Gleichingn, dann folgt, > 2.
Wir eliminierenn in Gleichung(1) und erhalten

71_1‘7r17r47r37r2‘2 E ﬂ.l (7—[-27—[-3)* (7’[‘271-3) (7(271'3)71'2

Wir vergleichen die beiden Ausdriicke von hinten nach volfials das Wortrs s leer
ist, erhalten wir den Widersprueh 7417712 = 7,. Ansonsten ist das letzte Zeichen
vonmsmy eine2, sei alsorsms := wiwh2 und es folgt der Widerspruch

1!
r1lmmal 1 1m0 ¢ 7y (moms)*momhmh 2 whh2.,

Vergleichen wir wieder beide Ausdriicke von hinten, stehmh Widerspruch zui, da
beide Zeichen an der gleichen Position auftreten.

pP~- Clu§ter

Die Graphik zeigt das Wort, mym3m,7’ in dem Traversierungsbautp und illustriert
den obigen Beweis der Cluster-Proposition. Der Beweiszasuf der folgenden Idee:
Wir nehmen an dem Pfad, o737, einenP*-Cluster int» an. Dann starten von dem
Pfadr,mym3m, unendlich viele P-Spuren itp. Das steht jedoch im Widerspruch zur
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Definition 6 der P-Automatef®, da? nach Definition nur endlich viele P-Spuren —
ausgelost durch seine P-Kanten — an dem Rfadrs, in tp vereinbaren kann.

Wir weisen nocheinmal darauf hin, dald schon ein P-Autofatit nur einer P-
Kante unendlich viele P-Spuren in seinem Traversierungshia induzieren kann.
Allerdings beginnnen diese P-Spuren dann nicht an einendesa an unterschied-
lichen Pfaden inp. Dieses Phanomen illustrieren die Beispiele B4 und B5 aus d
Anhang B.

Korollar 1 (Flucht). SeiP = (A, P) ein beliebiger P-Automat mit einem Alphabet
von mindestens zwei Zeichen und $¥iA4) prafix-abgeschlossen. Falts¢ L(.A),
dann gibt es ein Wort’ ¢ L(P) mit n<z'.

Beweis.Fallst ¢ £(.A), gibt es nach dem Beweis der Cluster-Proposition 4 ein Wort
7' = w1712 mit tp(7') # P und7<z'. Nach Definition 7 des Traversierungsbaumes
folgt austp (') # P direkt,m € L(A) oderr ¢ L(P). DaL(.A) prafix-abgeschlossen
ist, folgt ausr ¢ L(A) auchn’ ¢ £(.A) und somitistr’ nicht in £(P).

Wie das nachfolgende Beispiel zeigt, stellt ein P-Automidiemem Alphabet von
nur einem Zeichen ein Sonderfall dar.

Beispiel 7Wir betrachten einen P-Automaten mit einem Alphabet von nur

einem Zeichen und zeigen, daf in diesem Fall das Korollardlsomit §
auch die Proposition 4 nicht gelten. Sei alBo= (A, P) ein P-Automat .—>
mit Alphabet4 = {1}, Zustander{p, ¢}, Anfangs- und Endzustangh}, | |1
Ubergangskante — ¢ und P-Kantggq, p). Der Automat ist mit seinem L_@
Traversierungsbaum angegeben. Esgfll) = {¢} und£(P) = 1* und

somit existiert im Traversierungsbaum am Pfagin P*-Teilbaum, was im Gegensatz
zur Proposition 4 steht. Es existiert ein Wertz L(.A), hingegen gibt es kein Wort'
mit 7’ ¢ L(P), was wiederum im Gegensatz zum Korollar 1 steht.

U U U >

| Traversierungsbauny, |

Mit dem nachfolgenden Korollar beweisen wir, dal3 das Umsakatsproblem
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von einem P-AutomateR = (A, P) invariant gegeniiber seinen P-Kanterst, falls
A prafix-abgeschlossen ist.

Korollar 2. SeiP = (A, P) ein beliebiger P-Automat mit einem Alphabgtvon
mindestens zwei Zeichen und $&iA) prafix-abgeschlossen, dann gilt:

LP) = A" = L(A) = A"

Beweis.Die Implikations-Richtung,<" ist offensichtlich, da nach Definition 6 die
MengeL(.A) eine Teilmenge vorL (P) ist.

Wir zeigen nun die andere Implikations-Richtung, indem Bjtd) # A* =
L(P) # A* beweisen. Sei alsp ein Wort, das nicht inC(.A) ist. Nach dem Flucht-
Korollar 1 gibt es dann auch ein Wort, das nicht in(P) ist und somit istC(P)
nicht universell.

3.5 Komplexitatsfragen der P-Automaten

In diesem Abschnitt starten wir eine systematische Untbrtswg von Komple-
xitatsfragen der P-Automaten. So bestimmen wir die Komptesis Wortpro-
blems (welchedif diese Arbeit nicht weiter relevant ist) und des Univeitsas-
problems. Bei dem Universalilsproblem treten Schwierigkeiten auf, welche wir
im nachsten Abschnitt genauer untersuchen.

Lemma 3. Das Wortproblem fur P-Automaten ist in der KomplexitdésiseP .

Beweis. Als obere Schranke fur das Wortproblem geben wir einen rohtesti-
schen polynomialen Algorithmus an: Gegeben sei ein Wornd ein P-Automat
P = (A, P), zu beantworten ist, o € L(P). Zunachst testen wir, oy in L(.A)
liegt, falls ja, liegtw auch in£(P), ansonsten testen wir, ob:

we | Hrlor)'o | Abp " g -1 55, (s,q)€P, pel, reF}

Hierzu testen wir fur alle Prafixe von w und fir alle P-Kanterts, ¢) ausP und fur
alle Pfade(o7) mit der Eigenschaftr(o7) ist Prafix vonw, die Bedingung: Istw
in der regularen Sprache(or)o und gilt zusatzlichd + p — ¢ = r 5 s
mit (s,q) € P,p € T undr € F? Falls ja, ist obige Bedingung erfullt und ist
in L(P), falls nein, istw nichtin £(P). Offensichtlich lauft dieser Algorithmus in
Polynomialzeit.

Ausgehend von dem wichtigen Korollar 2 beweisen wir nun dentale
Komplexitatsaussage dieser Arbeit. Wir nennen eineniameth Automatprafix-
abgeschlosserfalls alle seine Zustande Endzustande sind. Diese Diefinist syn-
taktisch Uberprufbar. Hingegen sei ein endlicher Autbrdla semantisch gfix-
abgeschlosserfalls seine Sprach€(.A) prafix-abgeschlossen ist. Es ist leicht ein-
zusehen, dal} ein (syntakisch) prafix-abgeschlossenbclegrdAutomat auch seman-
tisch prafix-abgeschlossen ist. Andererseits gibt es darjgon einem semantisch
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prafix-abgeschlossen endlichen Automaten erkanntencBpra.A) einen (syntak-
tisch) prafix-abgeschlossenen endlichen Automaten,idegleiche Sprachg(.A) er-
kennt. Wie man jedoch ausgehend von einem semantisch-atégeschlossenen, den
aquivalenten (syntaktisch) prafix-abgeschlossenetiotiesh Automaten konstruiert,
ist aufwendiger; wir gehen auf diese Konstruktion nichtteseein.

Proposition 5. Das Universalitatsproblem von P-Automat®n= (A, P), mit der
Einschrankung einer prafix-abgeschlossenen Sprachendéshen Automatent und
einem Alphabet von mindestens zwei Zeichen, ist PSPACEtoldig.

Fur den Beweis wiederholen wir zunachst aus (Rehof, 1888)folgende Kom-
plexitatsresultat:

Lemma 4 (Rehof). Das Universalitatsproblem eines prafix-abgeschlossemal-
lichen Automaten mit einem Alphabet von mindestens zweclen ist PSPACE-
vollstandig.

Beweis.Die Idee des Beweises beruht auf einer Simulationstech¥iksimulieren
die Traversierung eines beliebigen endlichen Automatenhddie Traversierung ei-
nes prafix-abgeschlossenen endlichen Automaten. Arefsdrid zeigen wir, dal3 das
Universalitatsproblem invariant gegentuiber dieser $abmn ist.

Sei also ein beliebiger endlicher Automdt gegeben. Wir konstruieren in Li-
nearzeit zud einen prafix-abgeschlossenen endlichen AutomaterDas Alphabet
von A’ ist gegenuber dem Alphabet vof um ein neues Zeichen erweitert, sei al-
so A" = AU {a""}. Zusatzlich erweitern wir die Zustande vofi gegenuber den
Zustanden vord um einen neuen Zustand®, dieser ist auf ewig akzeptierend, das
heildt, er ist ein Endzustand und besitzt firr jedes Zeiclhismaeine reflexiveUber-
gangskante. Wir erhalten nutf aus.A, indem wir von allen Endzustanden ad®ine
Kante mit der Beschriftung™" zu dem Zustang"®" einfuhren und anschlie3end alle
Nicht-Endzustande zu Endzustanden erklaren.

Es ist nun zu zeigen, dal3 das Universalitatsproblem iamtugegeniuiber dieser
Automatentransformation bleibt. Sei also die Spra€fid) universell, dann gilt nach
Konstruktion vong™", dafl} die Sprach&(A’) gleich {ra"c | 7 € A*, 0 € A™}
ist, also universell. Sei nun die SpracfieéA) nicht universell, d. h. es gibt ein Wort
m ¢ L(A). Nach obiger Transformationsvorschrift ist dann das Waft®" nicht in
L(A"), alsoistauchC(A’) nicht universell.

Beweis der Proposition 5.Nach Lemma 4 ist das Universalitatsproblem eines prafix-
abgeschlossenen endlichen Automaten mit einem Alphalmetnodestens zwei Zei-
chen PSPACE-schwer. Jeder prafix-abgeschlossene emdlicbmat ist auch seman-
tisch prafix-abgeschlossen. Somit ist auch das Univéassiiroblem der endlichen
AutomatenA, mit der Einschrankung einer prafix-abgeschlosseneacBprund ei-
nem Alphabet von mindestens zwei Zeichen, PSPACE-schwechie kanonische
Einbettung vom endlichen Automate# in den P-AutomaterP = (A, () erhalten
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wir den Satz: Das Universalitatsproblem eines P-Autom&te= (A, P), mit der Ein-
schrankung einer prafix-abgeschlossenen endlichemfaten4 und einem Alphabet
von mindestens zwei Zeichen, ist PSPACE-schwer.

Das Universalitatsproblem von diesen eingeschranktént®matenP = (A, P)
ist in PSPACE, da wir dieses auf das Universalitatsproblem (semantisch prafix-
abgeschlossenen) endlichen Automatenurtickfihren konnen (nach Korollar 2).

3.6 Ausblick

Fur P-Automater? = (A, P) mit der Einschrankung einer prafix-abgeschlossenen
Sprache von4 und einem Alphabet von mindestens zwei Zeichen gilt Prajposi

5: Ihr Universalitatsproblem ist PSPACE-vollstandidir@ Prafix-Abgeschlossenheit
von der Sprache des Automatdrtreten Schwierigkeiten auf:

Beispiel 8. Wir betrachten hierzu den P-Automatén=

(A, P) mit Alphabet{1, 2}, Zustander{p, ¢, r, s, t}, An- Je
fangszustanc{p} Endzustande{p, s t} Ubergangskan- ,->
tenp—>q—>r—>r—>t,p—>s—>sund 11
g - t =% t und eine einzige P-Kant@, p). Der rechts _@ @
dargestellte AutomaP akzeptiert die universelle Spra-
che{1, 2}*. Hingegen ist die von seinem zugrundeliegen- l \ -

den endlichen Automatenl akzeptierte Sprache gleich @O—) O
{1,2}* \ 17, somit nicht prafix-abgeschlossen und nicht

universell. In diesem Fall kann ein Universalitatsteshhieinfach die P-Kanten un-
berticksichtigt lassen. Andererseits konnen wir nickt Eifekte aller P-Kanten dem
endlichen Automaten einfach zufugen, da die Sprache étr&atomaten im allge-
meinen nicht regular zu sein braucht. Es stellt sich somifalgende Frage, die wir
im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter explorieren.

Gibt es einen Algorithmus, der entscheidet, ob die Spractes gegebe-
nen P-Automaten universell ist?



Kapitel 4

Entaillment und P-Automaten

Wir charakterisieren das @tigkeitproblem einer Entailment-Aussage =
in den eingesclimkten SprachemS, und NS durch Universaliat von P-
Automaten. Der P-Automat erkennt dabei widerspruchsféaele beiaglich der
gegebenen Entailment-Aussage= ; ein Pfad hei3t widerspruchsfrei, falls
¢ = 1 an nicht widerlegt werden kann. Sind alle Pfade widerspruehsgilt
Entailment.

4.1 Zugrundeliegende Idee

Wir betrachten eine Signatdr = { L, T, f} mit genau einemu-stelligen Funktions-
symbol f. Gegeben sei nun eine Entailment-Aussagé= ¢ in der eingeschrank-
ten SprachéVS, oder NS™. Wir nennen den Constraigt die Zielaussage; ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit habe diese die Fery (andere Formen konnen wir
auf diese zurtickfuhren, siehe Kapitel 2). Ziel ist eseaiR-Automaten aus zu kon-
struieren, der alle widerspruchsfreien Pfade akzeptis; sind nach Definition alle
Worterm mit ¢ = 2?77 <p, y?m, das heildt, das Label vanr ist kleiner als das Label
vony.7. Gilt dieser bedingte Teilbaumconstraint fur alle Pfagi#,nach Proposition
3 Entailment.

Der Automatenkonstruktion liegt nun eine Zerlegung def-Zigssage in zahlrei-
che Teil-Aussagen zugrunde. Wir illustrieren diese Zeneganhand von zwei Bei-
spielen: Wenn wir den Constraiptfixieren, ist eine Entailment-Aussage= x<yin
einer Sprach&lS, oderNST'f” nur noch durch seine Ziel-Aussagg y charakterisiert,
in den folgenden Beispielen stellen wir sie als Tufely) dar.

Beispiel 9.Wir untersuchen unter der Signafle={ L, T, x } mit dem binaren Funk-
tionssymbolx in der SpracheVS, bzw. NS/ die Entailment-Aussage

(1) @A z=z1x39 Ay=11 XY | 2<y.
4

38
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Da die Variablenr undy einen Term der Form.. x ... denotieren, kbnnen wir unsere
Ziel-Aussage auch angeben als

(1) « @ | 21X T2 <y XY
Durch weitere Umformungsschritte erhalten wir die beidemivalenzen:
(1) « ¢ = r1<y1 A 22<ys

(1) & ¢ Fa1<y; undy = 25<y,

Somit ist die gegebene Entailment-Aussagée- x<y agivalent zu den beiden Aus-
sageny = z1<y; und ¢ E 2,<y,. Wir sagen, wir kdbnnen von der Ziel-Aussage
(x,y) zu den Ziel-Aussagerizy,y;) und (x9,y,) absteigen falls der Constraint
T=x1 X Ty N Y=y1 X9 iN © VOorkommt.

Beispiel 10.Wir untersuchen unter einer beliebigen Signafuin der SprachéNS;
bzw. NS die Entailment-Aussage

(2) o' N <z’ E x<y.
| —

¥

Falls die Entailment-Aussagé A =<z’ = z'<y glltig ist, gilt nach Transitivitat auch
¢ N <z’ E x<y, die Umkehrung dieser Implikation gilt jedoch nicht.

(2) — ©' AN 1<z’ E2'<y

Wir kbnnen somit von der Ziel-Aussage, y) zu der Ziel-Aussagg(z, y) oder(z’, y)*
absteigen, falls der Constraintz’ in ¢ vorkommt. Diese Disjunktion ist dafir ver-
antwortlich, daf3 wir einen nicht-deterministischen Autden erhalten werden.

Diese Zerlegung ist unabhangig davon, ob Constraints ébdlichen oder un-
endlichen Baumen interpretiert werden. In der Tat erhalie in beiden Fallen den
gleichen Algorithmus, nur daf3 wir im endlichen Fall einersatzlichen Occur-Test
auf dem gegebenen Constraint durchfiihren. Beide Vemsides Algorithmus unter-
scheiden sich also nur in dem Erfullbarkeitstest, der @gegenen Sprache zugrunde
liegt.

4.2 Der Sicherheitsautomat

Gegeben sei eine Entailment-Aussagé= <y in der Spraché\VS; oderNSQ” mit
einem abgeschlossenen und fehlerfreien Constgail¥ir konstruieren nun einen P-
Automaten, der alle widerspruchsfreien Pfade erkenniglsjatle sicherenPfade. Wir
nennen diesen aus einem gegebenen Constrarteugten Automaten ein&icher-
heitsautomatefilr ¢. Hierzu fixieren wir die zwei globalen Variablenundy aus der
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gegebenen Aussage—= <y und erzeugen di&bergangskanten, indem wir von der
Ziel-Aussage(x, y) in immer weitere Ziel-Aussagen absteigen. Das Ergebnisiiist
endlicher Automat, dessen Knoten Paare von Variablepad® Ziel-Aussagen,sind.
Der Startknoten ist die gegebene Ziel-Aussage), die hiervon erreichbaren Knoten
sind die moglichen Ziel-Aussagen, die wir durch Absteigereichen konnen. Hier-
bei beschriften wir die dazwischenliegende Kante hotler2, wenn wir analog zum
Beispiel 9 absteigen, und mit wenn wir analog zum Beispiel 10 absteigen. Wir nen-
nen im folgenden di&bergangskanten Konstruktorkanten. Zusatzlich bgeativir
noch P-Kanten, die bestimmte Pfade als sicher beweisenNBiwendigkeit von P-
Kanten in Hinblick auf Entailment ist nicht leicht einzugeh Wir werden im nachsten
Abschnitt hierauf ausfuhrlich eingehen.

Wir weisen noch einmal darauf hin, dafl3 wir diese Konstrukhar fur die einge-
schrankten SpracheMS, bzw. NS definieren. Die Relevanz dieser Methode fiir die
vollstandige SprachA/S; bzw. N%” diskutieren wir in der Konklusion, Kapitel 8.

Definition 8 (Sicherheitsautomat). Gegeben sei ein Constraigt in der einge-
schranktenSpracheNs, oderNS,f”, der beziglich seiner Sprache abgeschlossen und
fehlerfrei ist. DerSicherheitsautoméa®,, sei fur zwei gegebene Variablenundy aus
V(¢) durch die nachfolgende Tabelle definiert und kann in Polyiatreit erzeugt
werden. Wir sagen, daR, die Entailment-Aussage = <y berechnet.

endl.Automat A, = (Ay, Qyp, I, Fyy Ay)

Alphabet A, ={1,...,n} fur Signatury,,={ L, T, f}
Zustande Qp = {(u,v) |u,v € V(p)}
Startzustand I, ={(z,y)}
Abschwiichen  (u,v) — (u',v) € A, falls u<u'in ¢
(u,v) = (u,v') € A, falls v'<vin ¢

v=g(vy,...,v,) IN @

; u=g(u1,...,uy) N @
Dekomposition E“ v) — (ui,vi) € By } falls{

u,v) € Fy und i € A,
Reflexivitiit (wu) = (wu) €Ag U a1 € A,

(u,u) € F,
P—-Kanten ((u,v), (v,u)) € P, fallsu,v € V(p)

[Sicherheitsautoma?w:(A@, P,) fur ¢ = gsgy]

Der AutomatP,, akzeptiert alle Worter tiber den natirlichen Zahlen, vdns zu
der maximalen Stelligkeit des gegebenen KonstruktoraeSaiistande sind Paare von
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Variablen aus/(¢), sein Anfangszustand i$t, y). Ordnungs-Constraints<v kor-
respondieren mit-Ubergangen, wobei die Variable der linken Seite in der Qrdn
aufsteigt und die der rechten Seite in der Ordnung absteigtDekompositionsregel
vereinbart Konstruktorkanten fur alle= A, welche parallel fir beide Variablen zum
i-ten Kind absteigen. Zustande, auf die die Dekompositemye angewandt wird, sind
Endzustande. Desweiteren sind alle Zustande der Form Endzustande und besit-
zen reflexive Kanten fur allee A,. Zusatzlich besitzt der Automd, eine P-Kante
zwischen jedem Zustandspdar v) und (v, u).

4.3 Konstruktorkanten versus P-Kanten

Wir erklaren anhand von einfachen Beispielen die Effekte Notwendigkeit von P-
Kanten und stellen sie gewodhnlichen Konstruktorkantegegéber. InlJberblick be-
finden sich diese und andere wichtige Beispiele im Anhang B.

Beispiel 11. Wir betrachten die Entailment-Aussage-g(z) A |-
y=¢(y) E x<yin der Sprache\S,. Der Sicherheitsautomat be-

sitzt nur einfache Konstruktorkanten; wir haben ihn nidat\ini-
malautomaten angegeben, um ihn mit dem nachsten Beigsel b

ser vergleichen zu kdnnen. Wir untersuchen seine Semddgik { J
Sicherheitsautomat versucht Entailment zu widerlegen Phaxl= @
ist das nicht moglich, da.c undy.e mit dem gleichen Konstruk-

tor gelabelt sind. Also steigt der Automat tUber den Pfaab und findet das gleiche
Problem wie zuvor vor. Alle Pfade sind somit sicher und Bntant gilt.

Beispiel 12 (siehe Anhang B3) Wir betrachten die Entailment- 15
Aussager<g(y) A g(z)<y = x<yinder Sprach&'S,. Am Pfad

¢ kann Entailment nicht widerlegt werden, da undy.c wieder |_>
mit dem gleichen Konstruktargelabelt sind. Also nehmen wir den |

|

|

Constraint) : x=g(z1) A y=g(y;) fur zwei frische Variablern; 11

undy; an, um die Entailment-Aussage am Pfadu widerlegen. _@

Wenn wir nun uiben absteigen, kommen wir nicht zu dem Aus-

gangsproblem, sondern zu dem Zusténd:). Bei dem Abstieg Uber den Pfadnuf3
nun auch die Annahme gelten, ansonsten kann keine Widerlegung erfolgen; hier-
durch wird aber auch der Pfddsicher. Die Sicherheit am Pfddgarantieren nicht die
Konstruktorkanten (erzeugt durch den gegebenen Congtraondern eine notwen-
dige Annahme (in unserem Fall) beim Versuch, Entailment zu widerlegen. Dieser
Effekt, eine notwendige Annahme erzwingt Knoten als sigb#ainzt sich weiter fort.
Hierdurch werden alle Pfade auis sicher, was genau mit der Semantik einer P-Kante
Ubereinstimmt. Somit erkennt der Sicherheitsautomaagevie im vorangegangenen
Beispiel die Spraché&*. Entailment gilt, ist jetzt aber abhangig von den Effekden
P-Kante.
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Konstruktorkanten und P-Kanten haben eine unterschiagllf@emantik. Dieses
Argument haben wir in Kapitel 3 ausfihrlich diskutiert. FRall eines unaren Kon-
struktors haben wir noch keinen Unterschied dieser beidanaBtiken ausmachen
konnen: Sowohl Konstruktor-, wie auch P-Kante haben entéeife erzeugt, die die
Sprachel * erkannt hat.

4.4 Entailment-Beispiele mit birarem Konstruktor

Wir betrachten nun beide vorangegangenen Beispiele n@telrinaren anstelle eines
unaren Konstruktors.

Beispiel 13. Wir betrachten die Entailment-Aussage-xxz A
y=yxy = x<y in der Sprache\'S,. Sowohlz als auchy deno-
tieren den vollstandig mik gelabelten Baumz. 2 x z. Somit gibt
es keinen Widerspruchspfad, und Entailment gilt. Diesgel&mnis
wird auch durch den rechts gegebenen Sicherheitsautorhaten
rechnet: Der Sicherheitsautomat erkennt die Sprdahe}* und
ist somit universell.

-—
™

©

V-
—_
—
N

Beispiel 14 (siehe Anhang B2) Wir betrachten die Entailment-
Aussager<yxy A xxz<y = <y in der Spracha\S,. Entail-

ment kann beispielsweise am Pfazl widerlegt werden, wie wir  ~
schon im Beispiel 2, Kapitel 2 gezeigt haben. Der Hauptpunkt !
serer Argumentation kommt jetzt. Entailment gilt bedingrah |
den moglichen Widerspruch somit nicht (im Gegensatz zsBei .
12). Dies erscheint zunachst Giberraschend, da der eirtuiger-
schied zu Beispiel 12 die Wahl eines unaren versus eingsdirnkonstruktors ist.
Diese Situation wird durch den rechts dargestellten Skdityautomaten geklart. Der
zugrundeliegende endliche Automat akzeptiert die SprgeheDie P-Schleifen ak-
zeptieren zusatzlich die Worter alis U 2. Da die Semantik der P-Kanten von der
gewohnlicher-Kanten abweicht, akzeptiert der Sicherheitsautomatt mieh\Worter
12 und21, welche in der Tat Widerspruchspfade fur Entailment sind.

O ©

(o

2

Beispiel 15 (siehe Anhang B4)Der Sicherheitsautomat der E
Entailment-Aussages : x<u A v<y A u=uxy A v=vXz =
z<y in der SpracheNS, oder NS ist aquivalent zu dem ! @

nicht-kontextfreien P-Automaten aus dem Beweis von Lemma 11 15
Somit kann die Sprache eines Sicherheitsautomaten nightare : ‘9
sein. Andererseits spielt der nicht-kontextfreie Teil Ggrache |
des Sicherheitsautomaten keine Rolle in Bezug auf Entaime | |2

und wir brauchen ihn nicht in unserem Entailment-Test mit zu[_@
beriicksichtigen.
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Die Beispiele zeigen, dal3 nicht-strukturelles Teiltygdtiment in Gegenwart ei-
nes einzelnen binaren Konstruktors nicht abhangig van Eiéekten der P-Kanten
ist. Hierbei erflllen alle bisherigen Sicherheitsauttenadie Bedingung: Ihre zugrun-
deliegenden endlichen Automaten erkennen eine prafiesdbdossene Sprache. Mit
dieser Beobachtung sagt die Theorie der P-Automaten, de@nken die Universa-
litat und somit auch Entailment nicht beeinflussen kongseehe Korollar 2). Es steht
nun noch der Beweis aus, dal3 die Entailment-Charaktersjedurch P-Automaten
korrekt und vollstandig ist.

4.5 Entailment-Algorithmus

Die vorangegangenen Beispiele haben gezeigt, dal3 der inifefi8 gegebene Si-
cherheitsautomat Entailment in der eingeschranktencBpraerechnen kann. Im All-
gemeinen testen wir hierzu einfach die Sprache des Sidtsabtomaten auf Univer-
salitat. Dieses Universalitatsproblem von P-Automaséfedoch ein offenes Problem
(P-Automaten konnen auch nicht-regulare Sprachen dikzep, siehe Beispiel 15).
Wir konnen aber dieses Universalitatsproblem mit degdaden Eigenschaft der Si-
cherheitsautomaten einschranken:

Lemma 5 (Basisautomat des Sicherheitsautomaten ist semasth prafix-
abgeschlossen).Alle nach Definition 8 gegebene Sicherheitsautomaterilerfitie
folgende Bedingung: lhre zugrundeliegenden endlicherodaten erkennen eine
prafix-abgeschlossene Sprache.

Beweis. Wir nehmen an, dal3 der nach Definition 8 gegebene Sicheab&tsat
P, = (A,, P) die oben genannte Bedingung nicht erfullt. Es existiesb ain Wort

m & L(A,) mitmi € L(A,) fur eini aus dem zugrundeliegenden Alphabet. Wir neh-
men somit an, dafld mindestens eine Transition in dem Sicitegthtomaten existiert,
die von einem Nicht-Endzustand tberu einem beliebigen Zustand fuhrt. Nach Defi-
nition 8 des Sicherheitsautomaten gibt es zwei Metare@@hkdmpositionundRefle-
xivitat), die eine Transition Uber einen Buchstaben den Automatend,, einfiigen.
Beide Metaregeln verlangen aber, daf3 der Startknoteniriégrslche Transition ein
Endzustand ist, was im Widerspruch zu unserer Annahme steht

Nach diesem Lemma 5 und Korollar 2 erhalten wir einen eirdacbniversa-
litatstest fur unseren Sicherheitsautomaten. Einzig@igyung fur Anwendung dieses
Universalitatstests ist ein nicht-triviales Alphabeithddas Alphabet besitzt mehr als
ein Zeichen). Wir kdnnen somit die folgende Propositian @hen Algorithmus flr
eingeschranktes Entailment in den SpracN&h und NS™ verstehen.

Proposition 6 (Algorithmus fiir eingeschranktes Entailment). Gegeben sei eine
Entailment-Aussage E z<y mit z,y € V(y) in der eingeschénktenSprache
NS, oderNS’j”, wobei ¢ bezuglich seiner Sprache abgeschlossen ist. Die gegebene
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Entailment-Aussage gilt genau dann in der gegebenen Spraeimny beziglich sei-
ner Sprache nicht fehlerfrei ist oder Universalitat deh&rheitsautomateR, (gebaut
ausy nach Definition 8) gilt.

Beweis.Wir machen eine Fallunterscheidung. {siabgeschlossen und nicht fehler-
frei, dann gilt Entailmenp = x<y, day nach Proposition 2 nicht erfullbar ist. Ist im
anderen Fallp abgeschlossen und fehlerfrei, dann subsumieren nach deitrient-
Charakterisierung Proposition 3 und der Definition des \ddruchspfads die folgen-
den zwei Propositionen den ausstehenden Beweis.

Proposition 7 (Korrektheit). Gegeben sei ein Constraigtin der eingeschankten
Sprache\'S, oderNS,f”, der bezuglich seiner Sprache abgeschlossen und fehiistfr
Desweiteren seien die Variableny in V (¢). Kein vom P-Automatef®,, akzeptiertes
Wort ist ein Widerspruchspfad figr = 2<y unterNS, beziehungsweis&lS™.

Proposition 8 (Widerlegungs-Vollsindigkeit). Gegeben sei ein Constraiptin der
eingeschiainktenSpracheVs, oderNS™, der beziiglich seiner Sprache abgeschlossen
und fehlerfrei ist. Desweiteren sBj, der ausy gebaute Sicherheitsautomaty Varia-

blen ausV' (y). Falls£(P,) nicht universell ist, dann gibt es einen Widerlegungspfad
fur die Entailment-Aussage = x<y in der Sprach&'S, beziehungsweishlS™.

Die Beweise dieser beiden Propositionen sind diffizil; véibbgn sie in den nachsten
zwei Kapiteln 5 (fur Korrektheit) und 6 (fur Vollstandigit) an. Der Entailment-Test
ist nach dem Algorithmus (Proposition 6) fur die Spracihés und NS?” identisch,
bis auf den zusatzlich Occur-Test im FaN&™,

Wir merken an, daf3 die Korrektheits-Proposition 7 im Gegenszu der
Vollstandigkeits-Proposition 8 und der Algorithmus-pogition 6 keine Ein-
schrankung auf einen zweistelligen Konstruktor besiggrich NS, und NS™). In
der Tat konnen wir auch die anderen beiden Propositionémeun-stelligen Fall
erweitern; wir beschranken uns aber aus Grindettersichtlichkeit, vor allem was
den Beweis der Widerlegungs-\olistandigkeit betrifitf den zweistelligen Fall. Da
wir aber in dieser Arbeit auch Sicherheitsautomaten fiir destelligen Fall disku-
tieren, beweisen wir die Korrektheits-Proposition 7 fig 8pracherNS, und NS™".
Wir garantieren mit diesem Beweis die Korrektheit aller iasér Arbeit betrachte-
ten Sicherheitsautomaten fiir die Spraché$y, und NS™. Furr eine allgemeinere Be-
trachtung des-stelligen Falls verweisen wir auf unsere erweiterte Usuehung von
nicht-strukturellem Entailment (Niehren & Priesnitz, D89.



Kapitel 5

Korrekthelt des Sicherheitsautomaten

Wir zeigen nun die Korrektheit unseres Sicherheitsautentgy,. Die Schwierig-
keit liegt darin, die Korrektheit der P-Kanten zu zeigenr\&&igen, dal3 edif
jede P-Kante ein induktives Argument gibt, welches im Fadle Vertauschens
der Variablen, alsod,,  (z,y) — (u,v) — (v, u), die Pfade aus der Menge
{mo’ | In: o' < o™} als widerspruchsfrei beweist.

In diesem Kapitel beweisen wir die Korrektheit des zuvor iapkKel 4 angegebe-
nen Sicherheitsautomaten. Nach der in Kapitel 2.4 gegeb@aénition eines Wider-
spruchspfades konnen wir die Korrektheit durch folgenag®sition angeben.

Proposition 7 (Korrektheit). Gegeben sei ein Constraigtin der eingeschankten
Sprache\N'S, oderNS™, der beziiglich seiner Sprache abgeschlossen und fedilistfr
Desweiteren seien die Variableny in V (¢). Kein vom P-Automatef®,, akzeptiertes
Wort ist ein Widerspruchspfad figr = 2<y unterNS, beziehungsweis®lS™.

Fur den Beweis charakterisieren wir zunachst die SprdelseSicherheitsautoma-
ten durch Pfadconstraints. Zu diesem Zwecke fuhren wie eeue Sortdedingter
Teilbaum-Constraintder Formz?n <P"y, z<P'y?o undx?7<P"y?0 ein. Im Gegensatz
zu den bisherigen bedingten Teilbaum-Constraints bas&eri diese nicht nur den de-
notierten Teilbaum, sondern alle Prafixe der Denotatiommemn: undy. Die Semantik
dieser neuen Constraints geben wir mit der nachfolgendeell&an:

Sy o rx.7<y V \/ ' <l
- <
2<Py%0 N z<y.oV \/ T<y.d
- 0o'<o
2?r<P'y?o & Ju (2?77 <P u A u<P"y?0)

| Semantik der bedingten Teilbaum-Constrajats

45
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So ist die Semantik des bedingten Teilbaum-Constraims<"y, dald entwe-
der der Teilbaum-Constraintw<y gilt oder die Denotation von zuvor auf einem

echten Prafix vomr mit L abbricht. Die Semantik des Constraints”"y?o ist analog

definiert. Die nachfolgenden zwei Lemmata zeigen die engasa@imenhange
zwischen den einzelnen Sorten der Pfadconstraints.

Lemma 6. Fur alle Variableru, v, Pfader, 7’ € {1,...,n}* mit 7’ < 7 und Kon-
struktorenf € ¥ sind die folgenden zwei Aussagen in den SpracN&y und NS
gultig.

w?r<Ply - uln’ < f u<Po?r — f <p vl

Beweis.Einfache Induktion Uiber den induktiven Aufbau der Pfadktoaints.

Lemma 7 (Teilbaum- versus bedingte Teilbaum-Constraints)Fur alle Variablen
u, v, Pfader € {1,...,n}* und Konstruktorerf € ¥ sind die folgendequivalen-
zen in den SpracheNS, und NS gilltig.

u?m<P'v < Jw(ulw A w.r=v) u<Pro?r + Jw(w<v A war=u)

Beweis.Da die Beweise beidekquivalenzen analog sind, beweisen wir nur die Glltig-
keit der linkenAquivalenz. Die Implikationsrichtung von rechts nach Brfiolgt aus
der Semantik des bedingten Teilbaum-Constraifits<P"v. Es bleibt die Implikati-
onsrichtung von links nach rechts zu zeigen.&eine Belegung, die?r<P"v erfullt.
Wir machen eine Fallunterscheidung. Falls der Rfaula(u) existiert, dann definieren
wir a(w) als den Baum(u), wobei wir den Teilbaum am Pfad durcha(v) erset-
zen. Falls der Pfad in a(u) nicht existiert, dann gibt es eirf mit 7 = 7’7", so dal3
x.m'< L durcha erflllt ist. SeiT nun ein Baum mitr.7” = «(v); dieser Baum exi-
stiert fur einen Pfad” € {1,...,n}* immer. Wir definieren numa(w) als den Baum
a(u), wobei wir den Teilbaum am Pfad durchr ersetzen. In beiden Fallen ist der
Constraintw (u<w A w.r=v) durcha erfllt.

Durch die neu eingefiihrten bedingten Teilbaum-Constannen wir die Er-
reichbarkeitsrelation unseres Sicherheitsautomateivagnt charakterisieren.

Lemma 8 (Charakterisierung durch Pfadconstraints). SeiP, = (A,, P) ein be-
liebiger Sicherheitsautomat fuir das Entailmentprobljers =<y in der SpracheNS,
oderNS™. Die folgenden Aussagen sind giiltig in den SpracN& und NS™.

1. FallsA, b (u,v) = (u',0") mitu' # o', danny = u?r<Pru’ A o'<P'o?r,
2. FallsA, - (u,v) — (u', '), danny | u?ro <P v?ro fur alle Pfader.
Beweis.Einfache Induktion Uber den Aufbau des Sicherheitsautem®efinition 8.

Die folgende Eigenschatt nicht-struktureller Teiltyp+Gtraints induziert die Not-
wendigkeit von P-Kanten und somit auch des Konzepts destBrfaten. Die neu
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eingefuihrten Pfadconstraints konnen die Situationdds Vorliegen einer P-Kante,
namlich das Vertauschen der beiden betrachteten Vanabdem Sicherheitsautoma-
ten, beschreiben. Das folgende Lemma zeigt somit die Ktregtkder P-Kanten und
stellt den Kern des Korrektheitsbeweises dar. Sein Bewtgéedurch einen trickrei-
chen Induktionsbeweis und ist nicht trivial.

Lemma 9 (Pfadconstraints erzeugen P-Schleifen)Fur alle Variablenu, v, Pfade
o < mund Zahlerk > 0 ist die folgende Implikation ilNS, und NS™ giltig:

w?n<Pu Au<Plo?lr —  ulrnfo < vinfo

Beweis.Der Beweis erfolgt mit Hilfe von Induktion tibér. Seik = 0. Dao < 7 ist,
folgt nach Lemma 6, daB?7<P"v A u<P'o?r impliziert u?c <;, g A g <; v?0,
was wiederumu?o <; v?0 impliziert. Angenommert > 0 und es gelte/?7<"v A
u<P'v?m. Definitionsgeman gilt:

w?r<Ply < un<ovV \/ w.o<l, v<P"v?’r & ulv.wV \/ T<u.p
o<m o<m

Falls es einen Pfad < 7 gibt mit u.o<_1 oderT <u.o, dann wirdu.p<w.p fur einen
Prafix vonr impliziert. In diesem Fall folgt.?7*0 <; v?7n*o nach Proposition 3.
Anderenfalls istu.r<v A u<v.m gultig. Seienu’,v' Variablen mitv’ = wu.7r und
v' = v.r. Somit giltu'<v A v.r=v" und impliziertu'?7<P"v' nach Lemma 7. Nach
symmetrischer Schlu3folgerung wird auehk<?”v'?7 impliziert. Wir kbnnen nun die
Induktions-Hypothese anwenden mit dem Resultat o <; v'?7* "', und somit
gilt u?7*0 <, v?7*0, was zu zeigen war.

Beweis der Korrektheit (Proposition 7). Zu zeigen ist, da € L(P,) die Gliltigkeit
der Entailment-Aussage = z?m <; y?x impliziert. Seir € L(P,) bedingt durch
eine Transitiond,, - (z,y) —— (u,v) € F,, welche in dem Endzustar{d, v) endet

)

(DekompositionsRegel). Es gibt dann fur allee A, denUbergangA@ F(u,v) —
(u',0v'") € F,. Somit gilt nach Lemma 8 entwederr <; y?7 oder @¢?7i<’"v’ und
v'<PTy?7i), was wiederumx?r <; y?7 impliziert (Lemma 6).

Seir € L(P,) bedingt durch eine TransitioA, - (z,y) —— (u,u) € F,, welche
in dem Endzustan@, u) endet Reflexivitats-Regel). Es gilt dann?r <; y?7 nach
Lemma 8.

Es verbleibt zu zeigen, dal3 die durch P-Kanten erzeugtefeifeh sich nicht
mit Widerspruchspfaden tiberlagern konnen. Falls einl Riitels einer P-Kante in
die SpracheC(P,) induziert wird, dann hat der Pfad die Fornfoo)*o mit A, +
(z,9) = (u,v) 2% (v,u) fur Variablenu, v € V(y) (nach der Definition 6 und der
P-Kanten-Regel aus der Tabelle auf Seite 40). Wir nehmen anudadtschieden von
v ist, ansonsten subsumiert die Reflexivitats-Regel dielau®-Kante erzeugten Pfa-
de. AusA, F (u,v) 2% (v, u) folgt, daRy den Constraint?co<P'v A u<P’v?og
impliziert (Lemma 8). Somit gilt nach dem vorherigen Lemmadai3y den Cons-
traintu?(op)*o <g, v?(00)*o impliziert. Mit A, F (z,y) — (u,v) folgt, daRy auch
x?m(o0)*o <p y?m(o0)ko impliziert.
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5.1 Anmerkung zu den Pfadconstraints

Es ergeben sich folgende nicht-trivialen Beziehungen dwén den einzelnen Klas-
sen der Pfad-Consraints. Die folgenden Lemmata sind zveait monnoten fur diese
Arbeit, zeigen doch aber schon die komplizierten Zusaniraerge.

Das nachfolgende Lemma hahnlichkeit mit Lemma 6.

Lemma 10.Fur alle Variablen:, v und Pfader € {1,...,n}* istdie folgende Aussage
in den SpracheNS, und NS gltig.

w!r<Plv — Jw(ur=w — w<v)
Beweis.Einfache Induktion Uber den induktiven Aufbau der Pfaditoaints.

Zu bemerken ist, dal’ die andere Implikationsrichtung vomipa 10 nicht gilt.
Der Grund ist, dal3 der Constraint7<P"y sogar dann eine Aussage Uhemacht,
falls z.7 nicht definiert ist. Wir betrachten hierzu das folgende Gégéespiel: Der
Constraintz<f(y) impliziert z?71<P"y, was wiederumv=z.1 — w<zx impliziert.
Der Constraintv=x.1 — w<x impliziert nichtz?1<P"y, da, fallsz.1 nicht definiert
ist, anstelle des Constraints< | tiberhaupt keine Aussage fizimpliziert wird.

Lemma 11 (Teilbaum- versus bedingte Teilbaum-Constrainfs Fur alle Variablen
u, v, Pfader € {1,...,n}* und Konstruktorery € ¥ ist die folgendeAquivalenz in
den SpracheNS, und NS™ giiltig.

un=v < ulr<Pro AN o<Puln

Beweis.Die Implikationsrichtung von links nach rechts ist offestdiich. Es verbleibt,
die Implikationsrichtung von rechts nach links zu beweid#it nehmen also den be-
dingten Teilbaum-Constraint’7<P"v A v<P"u?7 als gultig an. Fur beliebige Prafixe
7' < 7 beweist Lemma 6 die Gultigkeit vom’n’ <; f und f <; u?xn’. Somit mufd
u.7 definiert sein und es gilt der Teilbaum-Constraint = v.



Kapitel 6

Volistandigkeit des
Sicherheitsautomaten

Wir zeigen nun die Widerlegungs-Vaiietligkeit unseres Sicherheitsautomaten:
Falls seine Sprache nicht universell ist, dann gibt es eMéderlegungspfadif
die gegebene Entailment-Aussage. Wir definieferdiesen Beweis eine syntak-
tische Unterditzung von Pfadconstraints, mit der wir die Sprache desegich
heitsautomaten formal charakterisieren. Im Abschnitt@e8nieren wir @r den
gegebenen Constraint eine Saturierung, diese benutzeim winschnitt 6.5 zum
Beweis der Widerlegungs-Volistdigkeit. Fir diesen Beweis erweitern wir zuvor
in Abschnitt 6.4 die Konstruktionsvorschrift unseres &ibkitsautomaten um ei-
ne weitere Regel. Die in Kapitel 3 untersuchte Theorie de&ufematen zeigt,
daR die Widerlegungs-Voltsdigkeit invariant gegdiber dieser Erweiterung ist,
somit ist dieser Schritt der Erweiterung mathematisch édctrr

6.1 Resultat

In diesem Kapitel beweisen wir die Vollstandigkeit des @auim Kapitel 4 gegebe-
nen Sicherheitsautomaten. Nach der in Kapitel 2.4 gegebeaénition eines Wider-
spruchspfad konnen wir die Vollstandigkeit durch folderProposition charakterisie-
ren.

Proposition 8 (Widerlegungs-Vollstindigkeit). Gegeben sei ein Constraiptin der
eingeschanktenSpracheVs, oderNi”, der bezuglich seiner Sprache abgeschlossen
und fehlerfrei ist. Desweiteren sBj, der ausy gebaute Sicherheitsautomaty Varia-

blen ausV (y). FallsL(P,) nicht universell ist, dann gibt es einen Widerlegungspfad
fur die Entailment-Aussage = x<y in der Sprach&'S, beziehungsweishS™.

Der Rest dieses Kapitels behandelt den Beweis dieser Rtiopos
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6.2 Syntaktische Unterstlitzung von Pfadconstraints

Wir definieren in der nachfolgenden Tabelle einen Kalkif dentaktischen Un-
terstitzung um bedingte Teilbaum-Constraints mit Hilfe von einfaclsgntaktischen
Argumenten zu beweisen. Igtein bedingter Teilbaum-Constraint der Forthr <Py,
x<P'y?0 oderx?m<P"y70, dann lesen wir die Aussage - p als,¢ unterstutztu
syntaktisch".

o x?elPy fallsx<yin ¢
o x?mi<Ply falls p F z?7<P'zundz=f(21,...2; ..., 2n), zi<yin ¢

o Fax<Ply?e falls <y in ¢
o z<Py?mi falls p F 2<P"y?mrundz=f(z1,... 2; ..., 2), 2<z; N @

o x?r<Pry?n’ falls3z: pF 2?7<P 2z undp F 2<P y 7?7’

[Syntaktische UnterstUtzu.J.g

Der gegebene Kalkul ist bezuglich der Semantik der Pfasitaints korrekt,
aber nicht vollstandig.

Lemma 12 (Korrektheit der syntaktischen Unterstitzung). Fur alle Pfadcons-
traintsy gilt: Aus ¢ F u folgt auchy | i in den SpracheNS;; und N@”.

Beweis.Einfache Induktion Uiber den Aufbau der Pfadconstraints.

Die Vollstandigkeit wird durch das folgende Beispiel wildgt: Es giltu<v A
v<u | u?1<P"v?1, aber es gilt nicht<v A v<u F u?1<P"»?1. Trotzdem ist dieser
Kalkul ausdrucksstark genug, die erkannte Spratffe,) unseres Sicherheitsautoma-
ten formal zu charakterisieren.

Lemma 13 (Charakterisierung duch syntaktische Unterstizung). Gegeben sei ein
abgeschlossener und fehlerfreier Constraimit einem Sicherheitsautomatét), =
(A, P) fur die Entailment-Aussage = <y, dann gilt

o<yt = Ay F (z,y) > (w,u).

Beweis.Einfache Induktion Uiber den induktiven Aufbau des Sich#dautomaten und
der Pfadconstraints.

Definition 9. Wir definieren zwei Funktioneh, undr,, fur die Entailment-Aussage
¢ | r<y.

l,(0) = max{r | 7<o A Ju.p - 2?771<P"u} (Links)
rp(c) = max{r | 7<o A Jv.p - v<Py?rl} (Rechts)
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Der Sicherheitsautomat vergleicht beim Absteigen UberVEort o zwei Cons-
traints parallel, zum einen?r<u, zum anderen<y?w. Die beiden obigen Funktio-
nen testen, welcher der beiden Constraints zuerst fundéifedr abbricht (also nicht
mehr definiert ist). Fall$, (o) < r, (o), dann istr,(o) der langste Prafix von aus
L(A,). Anderenfalls giltl,(c) > r,(c) undl,(o) ist der langste Prafix von aus
L(A,). Das folgende Lemma benutzt diese Fallunterscheidung ubsusniert die
\olistandigkeits-Proposition 8.

Lemma 14 (Widerspruch). Gegeben sei ein Constraiptin der eingeschankten
Sprache\'S, oderNS", der beziiglich seiner Sprache abgeschlossen und fetilistfr
Desweiteren seP, = (A,, P) der ausp gebaute Sicherheitsautomaty Variablen
ausV (y) undo ein Pfad mito ¢ L(P,). Es gibt ein Pfach mit 0<p, so daf

1. die Aussage A z.0=T A y.p=, % erfullbar ist, fallsl, (o) < r,(o) gilt.

2. die Aussage A z.o=;x A y.p=_1 erfullbar ist, fallsl,,(0) > r,(o) gilt.

Der Beweis von Lemma 14 nimmt den Rest dieses Kapitels eirserge beiden
Falle symmetrisch sind, beschranken wir uns auf seingeFall.

Wir benutzen im folgenden einen abgeschlossenen und fiedigar Constrainty
und die beiden global fixierten Variableny € V(y) der gegebenen Entailment-
Aussagey = x<y.

6.3 Saturierung

Zu zeigen ist, daf® A x.0=T A y.o=px erfullbar ist. Hierzu definieren wir einen
abgeschlossenen und fehlerfreien Constrglint o), welcher erfullbarkeits-aquivalent
Zup A x.0=u A y.o=g % ist (u ist eine frische Variable).

Definition 10. Wir nennen eine Meng® C {1,2}* Domanen-abgeschlossefalls
D préfix-abgeschlossen ist und fur altec {1,2}* die folgende Eigenschaft erfullt:
71 € D < w2 € D. Der Domanen-Abschluftlg D) ist die kleinste Domanen-
abgeschlossene Menge, weldheenthalt.

Definition 11 (Saturierung). Seip ein Constraint Ubet = {1, T, x}, z,y € V()
undp € {1,2}*. Furjedes € {z,y} undr € dd{pl, 02}) seiq: eine frische Variable
und W(yp, o) die Menge aller dieser frischen Variablen. Haturierungs(y, o) von ¢
am Pfadp ist der Constraint minimaler Gro3e, welcher die folgen8ggenschaften
a—f erfullt:

a. pins(y, o).

b. Furalleqt € W(yp, 0) : i=q¢, X, IN Sy (@, 0), falls T < p.
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c. Furalleg € W(g, 0) : ¢?=q.1xd.yin Sy (g, 0), fallsT < p.
d. Furalleq: € W(g,0),u € V(p) : E<uin sy, (¢, o), falls p = 277<PTu.
e. Furalleqz € W(yp, 0),u € V(¢) : u<g:in sy (¢, 0), falls g - u<P 277,

—h

. Furalleq,, g, € W(p, 0) : ¢, <G4, In Sy (p, 0), falls p - 220<P"2"20.

Lemma 15. Falls der Constraint unterNS;; (entsprechendlggn) abgeschlossen und
fehlerfrei ist, dann ist auch die Saturierusg, o) unter NSy (entsprechendxls’g")
abgeschlossen und fehlerfrei.

Der Beweis dieses Lemmas ist aufwendig, wir geben ihn im Agh@an.

6.4 Wechsel des P-Automaten

Wir haben ausy einen Sicherheitsautomate®, gebaut und zeigen nun seine
Widerlegungs-Volistandigkeit: Fall§(P,) nicht universell ist, dann gibt es einen Wi-
derlegungspfad fur die Entailment-Aussage- =<y in der Sprach&lS, beziehungs-
weiseNS;". Unter der Voraussetzunig(g) < r,(o) ist diese Aussage aquivalent zu
der folgenden: Falls ¢ L(P,), dannistp A z.0=T A y.p=;x erfullbar. Die Frage
ist nun, an welcher Stellewir widerlegen kbnnen. Wir musserin Abhangigkeit von

7 definieren. Hierzu stellen wir die folgende Betrachtung@ie.P-Kanten-Regel der
Definition 8 des Sicherheitsautomaten ist problematigeHastet:

P—-Kanten ((u,v), (v,u)) € Py, fallsu,v € V(p).

Sie ist nach der Korrektheits-Proposition 7 korrekt, daBtealle von dieser Regel ve-
rifizierten Worter sind keine Widerspruchspfade fur Entant. Sie ist jedoch nicht

vollstandig, in dem Sinne, daf’ nicht alle vom Sicherheiisamaten abgewiesenen
Worter Widerspruchspfade fur Entailment sind. Wir zeigiiese Aussage im folgen-
den Beispiel.

Beispiel 16 (Sicherheitsautomat akzeptiert nicht alle Nit-Widerlegungsknoten).
Seip der Constraint=yxy A z=zxz A z<y. Wir betrachten den Sicher-

heitsautomatef®,, fur die Entailment-Aussage = =<y in der Sprache 15
NS}". Er besitzt ein Alphabef1, 2}, Zustande{zy, zz, yz}, Anfangszu-
standzy, Endzustand:z, Ubergangskanteny —— zz L2 yz und keine 15
P-Kanten. Er ist rechts dargestellt.

Wir analysieren die Situation am PfadDieser wird offensichtlich nicht
von dem Sicherheitsautom@}, akzeptiert. Trotzdem kdnnen wir nicht a

Pfad 1 Entailment widerlegen, wie die folgende Betrachtung zeigr nb )2
Constrantp impliziert, daf’ das Label von.1, falls definiert, grof3er oder
gleich dem Konstruktok ist. Um anl widerlegen zu kbnnen, miissen wir
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alsoy.1 = uy xuy zu unserem Constraint hinzunehmen, (> sind frische Variablen).
Nun impliziert aberp A y.1 = uy xXus, dald das Label von.1 kleiner oder gleich dem
Konstruktorx ist. Somit ist eine Widerlegung amicht moglich; der Pfad ist sicher.

Um dieses Problem zu vermeiden figen wir noch zusatzlRf&anten in den
Sicherheitsautomaten ein. Nach Korollar 2 und Lemma 5 istldiaiversalitatspro-
blem invariant gegeniuiber diesen neuen P-Kanten, sontdiaser Schritt mathema-
tisch korrekt. Im weiteren Beweis setzen wir die folgendsatrliche Regel bei der
Sicherheitsautomaten-Konstruktion (Definition 8) voraus

einseitige P—Kanten ((u,v), (w,u)), ((v,u), (u,w)) € P,,fallsu,v,w € V(p).

Die neuen P-Kanten subsumieren die alten P-Kanten, so éaspiringliche Regel
P-Kanten redundant wird. Man konnte sich nun fragen, wieso wir nigleich die
neue Regel in der Definition des Sicherheitsautomaten benalben. Durch die neue
Regeleinseitige P-Kantenakzeptiert der P-Automat Worter, die Widerlegungspfade
sind, wir kdnnten somit seine Korrektheit nicht mehr mit e vorherigen Kapitel 5
benutzten Technik beweisen.

6.5 Beweis der Vollsindigkeit

Fur den Beweis der Widerlegungs-Vollstangigkeit beeeiwir zunachst das folgende
Hilfs-Lemma:

Lemma 16.Seieno, o Pfade. Es gilb < oo genau dann, wenm < o" fur einn € N
gilt.

Beweis.Die Implikation von links nach rechts zeigen wir mit Induktitiber die Lange
von o. Zunachst folgt aus < oo die Beschrankung # =. Sei|o| < |o|. Dann gilt
nach der Voraussetzumg< oo aucho < o'. Sei alsolo| > |o|. Nach der Vorausset-
zungo < oo existiert somit einv’ mit 0 = oo’ undo’ < o. Es folgt nunos’ < ooo’
und somitr’ < oo’. Dao’ < o, kdnnen wir nun die Induktions-Hypothese ati oo’
anwenden mit dem Resultat < o fur einn € N, und somit gilt auchr < 0", was
Zu zeigen watr.

Es verbleibt die Implikation von rechts nach links zu zeigeallsn = 0 oder
o = &, SO isto nicht definiert und die linke Seite automatisch erfullt;@lsos < o”
mit o # ¢ undn > 1. Wir machen wieder eine Induktion Uber die Lange van
Sei|o| < Jo|. Dann giltoc < o und somitc < oo. Sei also|o| > |o|. Nach der
\Voraussetzung < o" existiert dann eim’ mit o = oo’ undo’ < o. Es folgtoo’ < o"
und somite’ < o"~!. Dao’ < o, kdnnen wir nun die Induktions-Hypothese auf
o' < o"~! anwenden mit dem Resultat < oo’, und somit gilt aucho’ < oo’ und
o < oo, Was zu zeigen watr.
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Wir beweisen jetzt den entscheidenden Schritt: Falis £L(P,,), wobei die Spra-
cheL(P,) durch dieeinseitige P- Kanten-Regel erweitert ist, dann igt A z.7=T A
y.m=gx erfullbar. Zu zeigen ist also, dafdy, o) A g:=T auch abgeschlossen und
fehlerfrei bezuiglich der gegebenen Sprache ist. Abgesskhheit und Zykelfreiheit
folgt automatisch aus Lemma 15, aber die Konsistenz (Feéilleeit) erfordert Arbeit.
Da der gegebene Constraiptfrei von KonstantenL, T ist, kann prinzipiell nur ein
Fehler in der Saturierung vamauftreten. Flw, w, wy € V(S(¢, 0)) ist die folgende
Aussage ein Fehler fur Konsistenz, d& ; x gilt:

=T undq’ <w A w=w, xw, in S(¢, o)

Wir haben nun jede mogliche Wahl fus € V(s(y, 0)) zu untersuchen, wir be-
schranken uns auf den entscheidenden®adl W(yp, o). In diesem Fall wurdef: <w
durch Regel f der Saturierungs-Definition 11 dem Constript o) hinzugefugt. Die
Annahmew=w, xw, in s(p, o) Mit w € W(p, o) impliziert entwederv = ¢ oder
w = ¢ fur o < 7 undz € {z, y}, wir machen eine Fallunterscheidung:

Seiw = ¢¢. Regel f der Saturierungs-Definition benotigt- 70 <P"y?0 fur
einen Prafixo<w. Nach dem Charakterisierungs-Lemma 13 ist diese Bedingung
aquivalent zud, + (z,y) = (u,u) fur ein u. Aus derReflexivitats-Regel der
Sicherheitsautomaten-Konstruktion folgtt, - (z,y) —— (u,u) und somitr €
L(P,), ein Widerspruch zu unserer Annahme.

Seiw = ¢} fur einen Pfach < m undz € {z,y}. Die Saturierungs-Regel f nimmt
die Existenz vorv, 7', ¢’ an, so dallp - x2?7'<P'y?¢’ mit 7 = 7w'oundp = (0.
Aus p < 7 folgt o'o < 7'o und somity’ < ='. Wir betrachten einen Pfad # ¢
mit ¢'o = «'. Durch unsere global gemachte Voraussetziyig) < r,(o) folgt,
dalR es Variablem,v € V(p) gibt mit ¢ = 27 <P'u und ¢ F v<P'y?x’'. Jetzt
konnen wir mit Hilfe des Charakterisierungs-Lemmas 1% eéhutomaten-Transition

A, F (z,y) AN (u,2) —= (2,v) identifizieren. Der zentrale Punkt des gesam-
ten Vollstandigkeitsbeweises kommt jetzt: Die neu eiiipekeinseitige P- Kanten-
Regel der Sicherheitsautomaten-Konstruktion ergibt Biiante vom Zustangh, z)
zum Zustandz,v). Dao # ¢ gilt, ist (u, z) nach Definition 8 des Sicherheitsauto-
maten ein Endzustand. Au& < 7' und¢'o = 7’ folgt o < oo. Nach Lemma 16
gilt o < o" fur einn € N und somitr < ¢'0"*!. Dieses Wortr ist nach Definition
6, der Sprache des P-Automaten, in der Spra@{,). Dies ist ein Widerspruch zur
untersuchten Annahme.

Die folgende Graphik illustriert die betrachteten Pfade:

/

0 o

<| o [e] o

~
0 7!

~ v

Dieser Beweis hat gezeigt, dal3 das Konzept der P-Kanterchemdend fur un-
sere Entailment-Analyse ist.



Kapitel 7

Komplexitat von Entailment

Wir prasentieren unser Resultat: Entailment von nicht-striddten Teiltyp-
Constraints ist sowohl in der Sprach®S, als auch in NS?”, PSPACE-
vollstandig. Sowohl als untere wie auch als obere Schranke banwiredas
Universaliitsproblem von speziellen nicht-deterministischen ehdh Automa-
ten.

7.1 Untere Komplexitats-Schranke

Wir illustrieren die Expressivitat unserer eingeschitan SpracherNS, und NS«‘?”
durch die Einbettung von endlichen Automaten in diese $acDiese beiden Spra-
chen haben wir Uber Ordnungs-Constraipts) ::= t1<ty | ¢ A ¢ mit t;,t, ==

u | t;xty, u € V definiert. Variablen werden als (un-)endliche Baume iber
{1, T, x} und < als nicht-strukturelle Ordnung Uber diesen Baumen pmtgrert.
Hierzu beweisen wir die folgende Proposition, welche eipez&lisierung einer Pro-
position von Henglein und Rehof (1998) ist.

Proposition 1 (eingeschanktes Entailment ist PSPACE-schwer). Nicht-
strukturelles Teiltyp-Entailment ist sowohl fur die eesghrankte Sprach¥S,, als
auch furNSi" PSPACE-schwer.

Henglein und Rehof (1998) benutzen fir ihren Beweis sogeteaConstraintauto-
maten. Ein Constraintautomat agiert auf dem Constraiptgma, welcher durch einen
gegebenen Constraint aufgespannt wird. Der Constraortaitverfolgt hierbei nur
einen Pfad; im Gegensatz hierzu verfolgt unser Sichedngitsnat bei der Traversie-
rung zwei Pfade parallel.

In dem Rest dieses Abschnittes beweisen wir Proposition it.bé&ginnen mit
der folgenden Definition eines aus einem Automaten koresten Constraints. Wir
nennen einen endlichen Automagfix-abgeschlossefalls alle seine Zustande End-
zustande sind, siehe auch Abschnitt 3.5.
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Definition 12. Sei A = (A,Q,I,Q,A) ein (nicht-deterministischer) prafix-
abgeschlossener endlicher Automat mit Alphalet {1, 2}, Zustanden, wobei
y nicht inQ ist, Anfangszustand, Endzustande® undUbergangskanten. Wir de-
finieren den Constraint 4, indem wir jeder Kante aud einen Teilconstraint vom 4
zuordnen. Sei der Constraipy minimal mit

1. u<vingy,fallsA+-u = vmitu,v € Q
2. u<vx_in g, falls A+ u - vmitu,v € Q
3. u<_xvingpy falls Ak u 2y mit u,v €

Hierbei steht das Zeicherfur eine frische Variable aus (¢ 4).

Lemma 17. Sei A ein endlicher Automat ung 4 ein Constraint der entsprechend
Definition 12 konstruiert wurde. Es gilt fur alle Pfadeaus{1, 2}* und Zustande:
undv ausQ@:

oAb ulr<v &= AFu-"w

Beweis.Einfache Induktion Uiber.

Beispiel 17.Gegeben sei der prafix-abgeschlossene Automatit
AlphabetA = {1, 2}, Zustandeqz, u}, Anfangszustande{w} End- Q
zustander{x u} und Ubergangskanten — u, 2 — z, u — u ‘
undu — z. Die Sprache vood ist universell, d. h£(A) = {1,2}*. |2

Wir Ubersetzen nun nach Definition 12 den Automatéin einen .9

eingeschrankten nicht-strukturellen Teiltyp-Consttai .
A

A x—1>u, xix, ©A r<uX_N x<_Xx A
u—1>u, uimv u<uX_ AN ul_Xzx
Man kann nun uber Induktion zeigen, dafy, den Pfad-Constraing?r<x fur
alle Pfader aus A impliziert. Somit giltp4 = x<x*, wobei x> der total mitx

gelabelte (unendliche) Baumz.z x z ist. Wir axiomatisierenx®> und erhalten die
Gultigkeit der folgenden Entailment-Aussage:

©oa A yxy<y |= 2<y in den ModellenN'S, und NS™

Im Falle des ModellsVS!" wird die Unendlichkeit vonZ(.A) durch die Menge aller,
nicht nur einer Belegung des Constraigtg A yxy<y ausgedruckt. Im Falle des
Modells NS, wird hingegen die Unendlichkeit vof(.A) allein durch die Belegung
I(x)=I(u)=I(y)= x> ausgedruckt.

Das Ergebnis dieses Beispiels lal3t sich verallgemeingrn z
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Lemma 18. Sei A ein prafix-abgeschlossener endlicher Automat yndein Cons-
traint, wie in Definition 12 beschrieben, dann gilt in den&jrenNS, und NS’j"

L(A)={1,2} & o4 A yxy<y E x<y.

Beweis.Der Constrainp 4 A yxy<yistinder Sprachesls«‘g” (und somitauch ilNS;)
erfullbar, day nicht in ¢ 4 vorkommt und nach Lemma 17 in, ein Zykel der Form
u.m=u nicht auftreten kann.

Falls £(.A) gleich {1, 2}* ist, dann impliziert der Constraint4 A yxy<y die
Pfadconstraints?’r <; x und x <; y?x fur alle Pfader. Somit wird nach Propositi-
on 3 auch der Constraintly impliziert.

Falls es einen Pfad gibt, welcher nicht inL(A) ist, dann ist die Konjunktion
vonp4 A yxy<y undz.r=T A y.w=x erfullbar, sowohl ibeNS, als auch tUber
NS™. Somit ist der Pfadr ein Widerspruchspfad fiir die Entailment-Aussage A

yxy<y | r<y.
Aus dem gerade gezeigten Lemma 18 folgt direkt das folgerellar.

Korollar 3. Die Komplexitat des Universalitatsproblems von préabgeschlossenen
endlichen Automaten mit einem Alphabet von genau zwei &giclst kleiner als

die Komplexitat des Entailmentproblems von nicht-stau&tlen Teiltyp-Constraints
in der Sprach&S, oderNg".

Hieraus folgt nun die untere PSPACE-Schranke unseres eémgegten Entailments.

Beweis der Proposition 1 (eingesclénktes Entailment ist PSPACE-schwer).
Lemma 4 besagt, dald das Universalitatsproblem von pa#ipeschlossenen
endlichen Automaten PSPACE-vollstandig ist. Dieses Ratsgilt auch mit der
zusatzlichen Einschrankung, dal3 die endlichen Automate Alphabet von genau
zwei Zeichen besitzen. Der Beweis erfolgt analog zum Beweis4 durch Simula-
tionstechnik: Wir bauen zu dem gegebenen endlichen Auemteinen endlichen
AutomatenA’ mit einem Alphabet{1, 2}, indem wir jede Transition augl in eine
eindeutige Transition vodl’ in Linearzeit kodieren. Worter Uibét, 2}, die wir durch
die Kodierung nicht identifizieren kbnnen, akzeptiert Aetomat.A’ zusatzlich. Das
Universalitatsproblem ist gegeniiber dieser Transftionason.4 nach.A’ invariant.
Die zu zeigende Proposition folgt nun aus Korollar 3.
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7.2 PSPACE-Volls&ndigkeit

Wir fiigen jetzt alle Resultate dieser Arbeit zusammen uhdleen das folgende Theo-
rem.

Theorem 1 (eingeschanktes Entailment ist PSPACE-vollsandig).
Nicht-strukturelles Entailment von Teiltyp-Constraintt sowohl fur die einge-
schrankte Sprach¥S, als auch fuNg™ PSPACE-vollstandig.

Beweis.Die untere PSPACE-Schranke folgt aus der gerade gezeigtgosttion 1
(eingeschranktes Entailment ist PSPACE-schwer).

Zu zeigen ist noch eine obere PSPACE-Schranke des gegePeoiglems. Wir
haben in Proposition 6 einen Algorithmus fur eingesckit@s Entailment in den Spra-
chenNS, und NS/" angegeben. Dieser berechnet Entailment durch die Unlitatsa
eines Sicherheitsautomaten mit einem Alphabet von genauzsichen. Nach Lem-
ma 5 akzeptiert der endliche Automat, der dem Sicherhets@at zugrunde liegt, eine
prafix-abgeschlossene Sprache. Nach Proposition 5 idtdi@srsalitatsproblem von
P-Automater? = (A, P) mit der Einschrankung einer prafix-abgeschlossenen-Spra
che des endlichen Automated und einem Alphabet von mindestens zwei Zeichen
PSPACE-vollstandig.



Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

8.1 Zusammenfassung dieser Arbeit

In dieser Arbeit haben wir nicht-strukturelles TeiltyptBitment fir die eingeschrank-
ten SprachemNS, und NS" gelost. Diese beiden Sprachen haben wir (iber Ordnungs-
Constraintsp, ¢ = t;<ty | o A mitty, ty := u | t; Xty, u € V definiert. Variablen
werden als (un-)endliche Baume tber= {1, T, x} und < als nicht-strukturelle
Ordnung uUber diesen Baumen interpretiert. Wir wiedexhaloch einmal unser Resul-
tat.

Theorem 1 (eingeschanktes Entailment ist PSPACE-vollsandig).
Nicht-strukturelles Entailment von Teiltyp-Constraintt sowohl fur die einge-
schrankte Sprach¥S, als auch fuNg™ PSPACE-vollstandig.

Fur den Beweis haben wir einen Algorithmus angegeben heeio PSPACE ent-
scheidet, ob eine gegebene Entailment-Aussage Ubercckafader rekursive Typen
gilt. Abgesehen von einem zusatzlichen Occur-Test, iseuAlgorithmus fur beide
Typ-Sorten identisch. Er beruht auf einem neuen Automatendpt: Der klassische
Begriff der endlichen Automaten wird zu dem Begriff der Pt&maten erweitert. Die
Theorie der P-Automaten haben wir in Kapitel 3 systematesgiioriert und ihre Re-
levanz fur das Verstandnis von Teiltyp-Entailment ithiest. Die beiden wichtigsten
Eigenschaften der P-Automaten geben wir noch einmal an:

¢ In Gegenwart von P-Kanten kann ein P-Automat nicht konteste Sprachen
erkennen.

e Das Universalitatsproblem der P-Automaten mit einemtdictialen Alphabet
ist PSPACE-vollstandig, falls ihre zugrundeliegendedliehen Automaten eine
prafix-abgeschlosse Sprache akzeptieren.
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8.2 Ausblick

Ausgehend von den Ergebnissen dieser Arbeit liegt folg&mndge nahe:

Welche Komplexdt hat das nicht-strukturelle Entailment-Problem von
Teiltyp-Constraints in den nicht-eingeséhnkten SprachenVS; und

N2

Einen ersten Schritt zur Beantwortung dieser Frage habermnwinserer nach-
folgenden Untersuchung (Niehren & Priesnitz, 1999b) @néiert. In dieser Unter-
suchung haben wir die folgenden Resultate gezeigt, die gbaannte Frage bleibt
jedoch auch hier offen.

e P-Automaten schranken wir durch ein einfaches syntaiktiscdArgument ein;
wir nennen diese eingeschrankten AutomagtevanteP-Automaten.

¢ Analog zur Vorgehensweise dieser Diplomarbeit haben wiligser nachfol-
genden Untersuchung nicht-strukturelles Entailment im 8pracherNS; und
NSQ" mit Hilfe des Universalitatsproblems von (nun relevanterAutomaten
charakterisiert. Die einzige Einschrankung ist hiertdal} die Signatur neben
den Konstanten. und T nur einen weiteren, aber nun beliebig-stelligen Kon-
struktor besitzen darf, d. h. wir betrachtén= { L, T, f}.

e Der Konstruktor besitzt zusatzlich die Moglichkeit, @ednung beim Absteigen
umzudrehen. Wir betrachten also neben den in dieser Arlgiad¢hteterco-
variantenauchcontra-varianteKonstruktoren.

e Wir zeigen in dieser nachfolgenden Untersuchung, daf3 vein amngekehrt das
Universalitatsproblem relevanter P-Automaten in nisntkkturelles Entailment
der SpracheiNS: oderng" einbetten konnen. Beide Probleme besitzen somit
die gleiche Komplexitat. Es stellt sich somit die folgerdehinteressante und
bislang unbeantwortete Frage:

Welche Komplexdit hat das Universalédtsproblem von (relevanten)
P-Automaten?

Diese Frage kann auch in dieser nachfolgenden Untersuctcinigoeantwortet
werden. Allerdings ergibt allein die Charakterisierunghwvocht-strukturellem
Entailment durch relevante P-Automaten die beiden folgandteressanten Re-
sultate. Beide Fragen sind bislang offen gewesen.

e Nicht-strukturelles Entailment in den Sprach€&;;, und N%” hat im einfachen
und im rekursiven Fall die gleiche Komplexitat. Der Bewkesitzt folgenden
Aufbau: Wir charakterisien eine Variante des Entailmentsh einen relevan-
ten P-Automaten und charakterisieren diesen wiederunhdaiiecentsprechende
andere Variante des Entailments. Hierbei setzen wir wiedeaus, dal? die Si-
gnatur nur einen Konstruktor besitzt.
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e Die Komplexitat von nicht-strukturellem Entailment inrd8pracherNS; und
NSQ" ist unabhangig von der Stelligkeit oder der Co- oder Coktraanz des
Konstruktorsf € Y. Der Beweis ist analog zum vorherigen Punkt.

e Wir charakterisieren durch das Universalitatsproblenmegimodifizierten Si-
cherheitsautomaten auch strukturelles Entailment undwuleren somit die
Komplexitats-Resultate von Henglein und Rehof (1997 8)9Binfaches struk-
turelles Entailment ist coNP-vollstandig, rekursivasikturelles Entailment ist
PSPACE-vollstandig.

Wir geben nun ein Beispiel fur einen Sicherheitsautomeaiees Entailment-Problems
in der nicht eingeschrankten Spradtigs;, an. Eine vollstandige Explorierung der Pro-
blematik dieser erweiterten Sicherheitsautomaten dgedrt den Rahmen dieser Arbeit
hinaus.

Beispiel 18 (siehe Anhang B8) Wir geben den Sicher-
heitsautomaten fur die Entailment-Aussage 15

Ay x<yxax A zxax<y A zxT<z = z<yin NS aus

dem Beispiel 2 an. Wir merken hierzu an, daf3 wir die eln
geschrankte Constraint-Sprache verlassen haben und nu 1 \
auch die Konstanté in der Syntax erlauben. Der Slcher-

heitsautomat ist rechts angegeben; seine Konstruktlon

Regeln sind umfangreicher als die in dieser Arbeit betrach- \

teten Regeln (Defintion 8), da die Konstanténl mit Q

in Betracht gezogen werden miissen. Desweiteren werd —’
P-Schleifen durch eine erweitertinseitige P- Kanten-

Regel in den Automaten eingefihrt (siehe hierzu auch dacm:tt 6.4). In diesem
Beispiel gilt Universalitat des P-Automaten und somitdtnmbent, obwohl die Spra-
che des zugrundeliegenden endlichen Automat nicht uraitess. Dieses Phanomen
tritt in diesem Beispiel zum ersten Mal auf, da nun die Speaids zugrundeliegenden
endlichen Automat nicht mehr prafix-abgeschlossen ist:rBehts dargestellte endli-
che Automat akzeptiert zum Beispiel die Wortemnd 12, aber nicht das Wort. Fur
eine weitere Diskussion dieser Automaten-Klasse vermeige auch auf Beispiel 8
in Kapitel 3. Mit diesem Beispiel haben wir demonstriertewtir nicht-strukturelles
Entailment in der Sprach®¥S;; durch unser Konzept der P-Automaten charakterisie-
ren konnen. Fur eine detailiertere Analyse des Conggdinverweisen wir auf unsere
nachfolgende Untersuchung (Niehren & Priesnitz, 1999b).



Anhang A

Mathematische Grundlagen

A.1 Grundlegende Datenstrukturen

Pfade. Ein Pfadist ein Wort Uber den natlurlichen Zahlen> 1, welches wir mit
T, 0, o, odero bezeichnen. Deeere Pfadwird mit = denotiert und das freie Monoid
der Konkatenatiorvon Pfadenr und 7’ mit 77/, wobeier = me = 7 ist. Ein Prafix
eines Pfades ist ein Pfadr’, fur welchen ein Pfad” existiert mitr = #'#x”. Ein
echter P&fix von 7 ist ein Prafix vonr, aber nichtr selbst. Fallsr’ ein Prafix von
m ist, schreiben wirr’ < 7 und falls7’ ein echter Prafix von ist, schreiben wirr’ < 7.

Signatur. Eine SignaturX. ist eine Menge von Funktionssymbolen, wobei jedem
Symbol genau eine Stelligkeit zugeordet wird, d. h. es gl &telligkeitsfunktion
ar : ¥ — N. Zusatzlich definierE eine partielle Ordnung auf inren Konstanten.

Baume. Wir setzen eine SignatuE mit mindestens einem Funktionssymbol
voraus. EinBaumr ist ein PaalD,, L,) mit einer DomaneD,. und einer Labelfunk-
tion L. Die DomaneD.. ist eine nichtleere Prafix-abgeschlossene Menge von Rfade
Die LabelfunktionL, ordnet jedem Pfad aus der Domaneein Label aus® zu, d. h.

L, : D — ¥. Baume musse8Btelligkeits-Konsistergein: Ein Pfadri ist genau dann

in D,, wenn auchr in D, ist und zusatzlich die Bedingung< ar(L,(7)) gilt. Ein
Baum istendlich falls seine Baum-Domane endlich ist undendlichanderenfalls.
Wir denotieren die Menge aller endlichen Baume ﬁhaunﬁ" und die Menge aller
potentiell unendlichen Baume niaum..

Terme. Wir setzen eine Signatu® mit mindestens einem Funktionssymbol
und eine unendliche Menge von Variableénvoraus. EinTerm¢ ist entweder eine

Variable aus” oder eine Konstruktiorf (¢4, ..., t,), wobeity, ..., t, Terme sind und
f ausy ist mit Stelligkeitn.

t o= x| f(tr,..., tn) (feXmitar(f) =n)
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Ein Grundtermiiber ¥ ist ein Term ohne Variablen. Das Modell aller Grundterme
ilbery. ist isomorph zu dem Modell aller endlicher Baume &asint".

u-Terme. Wir setzen wieder eine Signat mit mindestens einem Funktions-
symbol und eine unendliche Menge von Variablénvoraus. Einp-Term ¢ ist
entweder eine Variable ad$ oder eine Konstruktiorf (¢4, ...,%,), wobeit,, ... t,
p-Terme sind ung ausY ist mit Stelligkeitn, oder eine Konstruktiop.x.t, wobeix
eine gebundene Variable unéin pu-Term ist.

tou= x| f(t,... ta) | pxt (f eXmitar(f)=n)

Die Semantik voryu.t ist gegeben durch dem-Term ¢[u/uu.t]. Hierbei denotiert
tlu/s| denu-Termt, wobeit alle freien Auftreten von ersetzt (falls notwendig nach
einer Umbenennung gebundener Variablen). f=i@rundtermiber: ist ein u-Term
ohne freie Variablen, d. h. alle Variablen sind dugetBinder gebunden. Das Modell
aller ;-Grundterme Ubek ist isomorph zu dem Modell aller regularen (oder rationa-
len) Baume auBauni..

A.2 Automatentheorie

Endlicher Automat. Ein endlicher Automa# ist ein nicht-deterministisches Berech-
nungsmodell, gegeben durch ein Tupdl, @, I, F, A) mit AlphabetA, Zus&inden
Q, Anfangszusinden, Endzusinden F' und Ubergangskanten\, wobei A eine
Relation) x AU{e} x @ ist. Ausgehend von der Definition 5 der Erreichbarkeit
A F p = g, definieren wir die vond erkannte Spraché€(A) als die Menge
{re A |Ar-p-"5q pel,qe F}.

Universalitatsproblem. Gegebenen sei ein endlicher Automdt mit Alphabet
A. Wir nennen seine Sprach®.A) genau danmniversell wenn£(A) = A*. Das
Universalitatsproblemvon endlichen Automaten ist die Frage, ol(.A) universell
ist. Dieses Problem ist als PSPACE-vollstandig bekannt.

Regulare Ausdriicke. Die von einem endlichen Automated erkannte Sprache
L(A) kann durch einen regularen Ausdruck charakterisiert arerdin regularer
Ausdruck ist durch folgende Sprache gegeben:

ra=01]elalrre|r,r|r (a istim AlphabetA)

Regulare Ausdrucke werden als Menge® von Zeichenketten Gibet interpretiert
(geschrieben als R=r):

e () wird als die leere Mengg} interpretiert.

e ¢ wird als die Mengg¢} interpretiert.
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a ausA wird als die Meng€d a} interpretiert.
e Seienk; = r; und R, = ry, dann wirdr, 7, als die Mengek; U R, interpretiert.

° SeienR1 =T UndRQ = To9, dann WirdTl, 9 a|S{7T17T2 €A ‘ S R1,7T2 € RQ}
interpretiert.

SeiR = r, dann wirdr* als die Mengg " | 7 € R,n € N} interpretiert.

A.3 Grundlagen der Logik

Sprachen. Eine (logische) Sprachést ein Tupel bestehend aus einer Menge von
logischen Formeln (Syntax) und einem Modell (Semantik).

Formeln. Gegeben sei eine Signatat, welche Pradikats- und Funktionssym-
bole beinhaltet. Ein Funktionssymbol mit Stelligkeit nennen wir Konstante.
Zusatzlich seien eine Menge von Variablen und eine Menge Quantoren gege-
ben. Wir definierefrormelnals (quantifizierte) Pradikate, aufgebaut aus Terme @iber

Modell. Ein Modell M, auch Semantik odeE-Struktur genannt, ist ein Paar
(A, I), wobei A, eine nicht-leere Menge, diBoméne von A, ist und I eine M-
Interpretation.

Interpretation. Eine M-Interpretation ist eine Funktion, die jedem Pradikatsisgl
der Stelligkeitn ausY einen-are Relation Uber und jedem Funktionssymbol der
Stelligkeitn ausX eine Funktionf : A" — A zuordnet.

Belegung. Eine Belegunga ordet jeder Variable aus der gegebenen Variablen-
mengeV einen Wert aus der Domané (gegeben durch ein Modell) zu. Hierauf
bauen wir, wie Uiblich, di€&rfillbarkeitsrelationM , = ¢ auf.

Erflllbarkeit. Eine Formely ist unter einem gegebenen Modah erfillbar,
falls es eine Belegung gibt, so daR die Erfullbarkeitsrelationt , |= ¢ gilt.

Gultigkeit. Eine Formel ist in einem gegebenen Model gultig, falls fur alle
Belegungeny die Erfullbarkeitsrelation\ , = ¢ gilt.

Entailment. Gegeben sei eine Sprachel mit zwei Formelny und ¢) aus M.
Es gilt dieEntailment-Aussage = ¢ in M definitionsgemal genau dann, wenn die
Formely — ¢ in M giltig ist.



Anhang B

Interessante Entailment-Beispiele

In diesem Anhang geben wir nocheinmal eine Zusammenfasallergoesprochenen
und einiger neuen Entailment-Beispiele. Die nachfolgeratzelle zeigt, an welchen
Stellen dieser Arbeit das gleiche Beispiel betrachtet wurd

Beispiel im Anhang Beispiel im Text zugehorige P-Automat

Bl

B2 Beispiel 2, Seite 22 | Beispiel 4, 5, 6, Seite 29
Beispiel 14, Seite 42

B3 Beispiel 12, Seite 41| Beispiel 7, Seite 34

B4 Beispiel 15, Seite 42 Lemma 1, Seite 30

B5

B6

B7

B8 Beispiel 2 , Seite 22 | Beispiel 8, Seite 37
Beispiel 18, Seite 61
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B.1 Entailment-Beispiel 1
Entailment-Aussage. ¢ : z=zxy A z=zxx A y=yxz = x<yin NS, NS’;"

Widerlegung. Entailment kann nicht widerlegt werden.

\
Sicherheitsautomat. 2

Traversierungsbaum.

>
>
>
>
>
>

Anmerkung. Dieses Beispiel zeigt die Funktionsweise des Gleichhiatds,
der dem Sicherheitsautomaten zugrundeliegt. P-Kanteergely in dem Sicherheits-
automaten nicht an, da sie keine Relevanz fur dieses Pnobdssitzen. Wir erhalten
somit einen gewohnlichen (regularen) endlichen Aut@mat
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B.2 Entailment-Beispiel 2
Entailment-Aussage. ¢ : z<yxy A zxxz<y E x<yin NS oderNQj”

Widerlegung. Entailment kann an den Pfadel?,21,... widerlegt werden,
beispielsweise mit der Beleguagnachl x (Tx_L) undy nachTx (LxT).

15
Sicherheitsautomat. _)
1

r————
[\

Traversierungsbaum.

Anmerkung. Dieses Beispiel zeigt ein nicht-strukturelles Teiltypt&ment,
dessen Sicherheitsautomat zwei P-Schleifen besitzt. Dgmundeliegende endliche
Automat akzeptiert die Sprachg}. Die P-Schleifen akzeptieren zusatzlich die
Worter auslt U 27. Da die Semantik der P-Kanten von der gewdhnlich&anten
abweicht, akzeptiert der Sicherheitsautomat nicht dieté&/d2 und21, welche in der
Tat Widerspruchspfade fur Entailment sind. Die Gultiglder Entailment-Aussage
hangt nicht von der Existenz dieser beiden P-SchleiferMdb.vergleichen dieses
Beispiel mit dem nachfolgenden.
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B.3 Entailment-Beispiel 3
Entailment-Aussage. ¢, : 2<g(y) A g(x)<y = 2<yin NS, oderNS"

Widerlegung. Entailment kann nicht widerlegt werden.

Sicherheitsautomat. '

Traversierungsbaum.

U U U >

Anmerkung. Wir befinden uns hier in der eingeschrankten Constrain&Sye
NS, beziehungsweiseli'i”. Entailment gilt und ist abhangig von der gegebenen
P-Kante. Dieses ist erstaunlich in Anbetracht der Tatsat&lé im vorangegangenen
Beispiel Entailment unabhangig von P-Kanten war und derige Unterschied
zum voherigen Beispiel die Ersetzung eines binaren inneingren Konstruktor
ist. Diesen Symmetriebruch erklart der gegebene P-Autamiaseinem Traversie-
rungsbaum: Die einzelne P-Kante erzeugt eine Spwon P-Knoten. Bedingt durch
das eingeschrankte Alphabdt = {1} reicht das schon aus, um alle potentiellen
Widerspruchspfade zu eliminieren. Im binaren Fall hirggegimfal3t das Alphabet
{1,2} und somit kann von einer Spur* von P-Knoten immer noch durch eine
Abzweigungl*2 ein Widerspruchspfad gefunden werden.
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B.4 Entailment-Beispiel 4
Entailment-Aussage. p3 : x<u A v<y A u=uxy A v=vxz | x<yin NS, Nin

Widerlegung. Entailment kann an dem Pfad widerlegt werden.

|

|

|
Sicherheitsautomat. | 9

:

|

|

Traversierungsbaum. A
A P
A P P
A P P P
A P P P P
P P P P P
P P P P P
P P P P P
P P P P P

Anmerkung. Dieses Beispiel zeigt, dal3 der nicht-kontext-freie P-Awuab
aus Lemma 1 auch durch einen eingeschrankten nicht-gtelld Teiltyp-Constraint
beschrieben werden kann. Somit braucht die Menge alleesgchKnoterA und P
nicht regular zu sein.
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B.5 Entailment-Beispiel 5
Entailment-Aussage. o3 : <zxy A yxz<y = z<yin NS,, N§™"

Widerlegung. Entailment kann an dem Pfad widerlegt werden.
@

Sicherheitsautomat. |

[ lQ

|

|

)

Traversierungsbaum. A
A P
A P P

P P P P

P P P P P

P P P P P P
P P P P P
P P P P P P
P P P P P

Anmerkung. Dieses Beispiel ahnelt dem vorangegangenen, jedoch wurde
diesem Beispiel der P-Automat so modifiziert, dafl? die P& dichter liegen. An
manchen Stellen Uberlagen sich sogar die P-SchleifenaBad zu einer Clusterbil-
dung kommt. In dem Traversierungsbaum haben wirMilEnoten weggelassen. Die
Sprache dieses P-Automaten ist wieder nicht kontext-tter; Beweis lauft analog
zum Beweis von Lemma 1.
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B.6 Entailment-Beispiel 6

Entailment — Aussage. x?711122<y A z<y?11122
ANy 1<y ANyp<z 71
N 2171<x9 A ya<y;?1
N IQ?lS!Eg N y3§y271
N x372<y, N 21<ys372
N x3<we<w1 A Y1<Y2<Y3

= z<yin NS, NS?"
Widerlegung. Entailment kann an dem Pf&dwiderlegt werden.

e

F————
-—
—_
—
—_
N
N

¥ |

v

Sicherheitsautomat.

—_———— e e e e

|

[F——————————————

O-O-0-0-0-0-0

Traversierungsbaum. Siehe die Titelseite dieser Arbeit.

Anmerkung. In diesem Beispiel erzeugen wir einen P-Cluster der Tiefeizw
Wir vermuten, daf3 wir mit analogen P-Automaten P-Clusteefeendlicher Tie-
fe erzeugen konnen, jedoch existiert ein P-Cluster unemell Tiefe nach der
Cluster-Proposition 4 nicht.
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B.7 Entailment-Beispiel 7
Entailment-Aussage. ¢ : 2<yxz A zxz<y E x<yin NS, oderNS’j”

Widerlegung. Entailment kann an den Pfader?2 mit der Belegungxz nach
1x(TxL)undy nachT x (LxT) widerlegt werden.

-(9)
Sicherheitsautomat. !

|

|

|

N
_@\Q

Traversierungsbaum.

Anmerkung. Dieses Beispiel zeigt den einfachen Fall des Auftretensrein
einzelnen P-Schleife. Es dient zum Vergleich mit dem ni@chBeispiel.
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B.8 Entailment-Beispiel 8
Entailment-Aussage. ¢ : x<yxz A zxy<y A zxT<z | 2<yin NS;, NS

Widerlegung. Entailment kann nicht widerlegt werden.

|
|
TN
Erweiterter Sicherheitsautomat. ! @ @
[N
OO~
O,

Traversierungsbaum.

Anmerkung. Dieses Beispiel geht Uber die in dieser Arbeit gezeigteohde
niken hinaus. In den bisherigen Beispielen konnten wir diScRleifen einfach
ignorieren, ohne die Gultigkeit der Entailment-Aussagebeeinflussen. Hingegen
beeinfluf3t in diesem Beispiel die P-Schleife die Gultigkisr Entailment-Aussage.
Fur dieses Beispiel haben wir die eingeschrankte Canstgprache verlassen und
erlauben nun auch in der Syntax.
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Abgeschlossenheit der Saturierung

In diesem Kapitelithren wir den noch ausstehenden Beweis aus dem afudlisj-
keitsbeweis aus Kapitel 6: Wir beweisen, daf’ die agebaute Saturierung ab-
geschlossen und fehlerfrei ist.

Zunachst wiederholen wir nocheinmal aus dem Vollstakeligbeweis (Kapitel 6)
die Saturierung(, o) mit ihrer wichtigen Eigenschaft aus Lemma 15.

Definition 11 (Saturierung). Seiy ein Constraint Ubet = {1, T, x}, z,y € V(p)
undp € {1,2}*. Furjedes € {z,y}undr € dd{pl, 02}) seiq: eine frische Variable
und W(p, o) die Menge aller dieser frischen Variablen. Maturierungs(y, o) von ¢
am Pfadp ist der Constraint minimaler Grol3e, welcher die folgenBeyenschaften
a—f erfullt:

a. pins(y, o).

b. Furalleq? € W(yp,0) : gi=0¢., X, In Sy (@, 0), fallsm < o.
c. Furalled, € W(g, 0) : ¢/=¢., x5 INn Sy, (¢, 0), fallst < o.
d. Furalleq € W(g,0),u € V(¢) : :<uin sy (¢, o), falls p = 277<P"u.
e. Furalleqz € W(yp,0),u € V(¢) : u<g:in Sy, (¢, 0), falls ¢ - u<P 2?7,
f. Furalleq,, g, € W(p, 0) : G, <G, in Swy (i, 0), falls ¢ F 220<P" 220

Lemma 15. Falls der Constrainp unterNSs (entsprechendls’gn) abgeschlossen und
fehlerfrei ist, dann ist auch die Saturierusg, o) unter NSy (entsprechendxlsg")
abgeschlossen und fehlerfrei.

Beweis. Die Saturierungs(y, o) ist konsistent, da sowohp aufgrund der Ein-
schrankung der Syntax als austly, o) aufgrund seiner Definition 11 keine Constraints
mit T oder L besitzen. Der Beweis, dafp, o) abgeschlossen ist, genauer abgeschlos-
sen unteReflexiviéit, Transitivitat und Absteigenerfolgt durch die Lemmata 19, 20
und 22. Im Lemma 24 zeigen wir, da3p, o) zykelfrei ist, fallsy zykelfrei ist.

74
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In den nachfolgenden Abschnitten C.1 bis C.4 werden wir nienveer oben
erwahnten Lemmata einzeln beweisen.

C.1 Abschluf® unter Reflexivitat

Lemma 19. Falls der Constrainp unteReflexiviit abgeschlossen ist, dann ist auch
die Saturierung(y, o) unteReflexiviét abgeschlossen.

Beweis.Seiu eine beliebige Variable aus(s(y, 0)). Fallsu € V(y), dann istu<u
in s(p, ), day reflexiv ist und ins(¢, o) enthalten. Ansonsten ist<u aufgrund von
Regel f in der Saturierung(y, o), dap F 27:<z, ¢ F 2<z7z und somit auchy +
27e<27¢ gilt.

C.2 Abschluf® unter Transitivit at

Lemma 20.Falls der Constrainp unterTransitivitat und Absteigerabgeschlossen ist,
dann ist auch die Saturierusgy, o) unterTransitivitat abgeschlossen.

Wir bereiten den Beweis mit einer Analyse vor.

Lemma 21 (Analyse). Wir untersuchen den Aufbau der Saturierwsig, o): Seienu,
v Variablen aus/() und @z, ¢, Variablen aud/V/(y, o). Constraints vom Muster<v
werden nicht ins(¢p, o) erzeugt, Constraints vom Mustgf <v, u<q, oder g <g’,
werden durch genau einer Regel erzeugt, es gilt also:

1. Fallsu<vin s(¢, p), dannu<wv in ¢.

2. Ein Constrainty <v in s(¢, o) ist durch Regel d. erzeugt worden.

3. Ein Constrainu<q, in s(¢, o) ist durch Regel e. erzeugt worden.

4. Ein Constraintg <, in s(¢, o) ist durch Regel f. erzeugt worden.
Beweis.Durch einfache Untersuchung der Definition 11 \8@, o).

Beweis von Lemma 20. Wir machen eine Fallunterscheidung:

1. Seienu, v, w Variablen ausV(y). Zu beweisen ist: Falls die Constraints v
undv<w in s(¢p, ) sind, dann ist auch<w in s(y, o).

u<v,v<w inSs(p,p) (Moraussetzung)
= uv,v<w ing (Analyse-Lemma 21)
= u<w ing (p ist abgeschlossen unter Trans.)
= u<w inS(p,0) (Regel ader Definition vos(y, 0))
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2. Seierw ausV/(yp) und@:, g ausW(yp, o). Zu beweisen ist: Falls die Constraints
¢ <v undv<d, in (g, o) sind, dann ist auckf <2 in (¢, o).

G <v,v<q, in s(¢, o) (Voraussetzung)
= ok 2n<v,p k02?1’ (Analyse-Lemma 21)
= @k 27 (Definitiont)
= G<g insy,o) (Regel f der Definition vors(y, o))

3. Seienu, v ausV(p) und gz ausW(yp, o). Zu beweisen ist: Falls die Constraints
u<v undv<d in S(y, p) sind, dann ist auch<g: in s(y, o).

u<vin s(g,0) (Voraussetzung)

= (1) u<ving (Analyse-Lemma 21)
v<g- in S(p, 0) (Moraussetzung)
= p vt (Analyse-Lemma 21)

Wir machen eine weitere Fallunterscheidung:

3.1. Fallr =«:
= o Fv<z?e (Fallunterscheidung)
= (2) v<zingy (Definition )
(HA((2) = u<lzing (p ist abgeschlossen unter Trans.)
= pFu<lz?e (Definitiont)
= o Ful?r (Fallunterscheidung)
= u<@: in s(¢,0) (Definition vons(yp, o))

3.2. Fallx = #'1;

= o vzl (Fallunterscheidung)
= (2) FreFrin
A(3) r=f(ry,m) ing
A4) v<riing (Definition )
(HAM@) = (5) u<ring (p ist abg. unter Trans.)
2)ANB)A (D) = o Fu<z?n'l (Definitiont-)
= p Ful?r (Fallunterscheidung)
= u<g:in s(g,0) (Definition vons(y, o))

3.3. Fallr = 7'2: Der Beweis dieses Falles ist analog zu dem Beweis von Fall
3.2

4. Dieser Fall ist ahnlich zu Fall 3, aber nicht analog. Beiew ausV/(y) und -
ausW(y, p). Zu beweisen ist: Falls die Constrairgs<v undv<w in s(¢, o)
sind, dann ist aucl <w in s(¢, ).
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v<win s(p,p) (Voraussetzung)

= (1) v<wing (Analyse-Lemma 21)
g <vins(y,o0) (Voraussetzung)
= pF2Mm<v (Analyse-Lemma 21)

Wir machen eine weitere Fallunterscheidung.

4.1. Fallr =«:
= ok 2?%7e<wv (Fallunterscheidung)
= (2) z<ving (Definition )
2)AN (1) = z<w in ¢ (p ist abg. unter Trans.)
= o 2?%7e<w (Definitiont)
= ek 2?7r<w (Fallunterscheidung)
= G <win s(¢,0) (Definition vons(yp, o))
4.2. Fallr = 7'1:
= o 2?2n"1<w (Fallunterscheidung)
= (2) Fretk27'<r
AB) r=f(ri,m)ine
A4) m<ving (Definition+)
A1) = (b)) m<wing ( ist abg. unter Trans.)
2)AB)A(B) = o F 2 1<w (Definitiont-)
= pF2?r<w (Fallunterscheidung)
= g:<win s(¢,0) (Definition vons(yp, o))

4.3. Fallr = 7'2: Der Beweis dieses Falles ist analog zu dem Beweis von Fall
4.2.

5. Seienu, w ausV(y¢) undq: ausW(yp, o). Zu beweisen ist: Falls die Constraints
u<@ und @ <w in s(y, o) sind, dann ist auch<w in s(¢, ).

u<@ ins(p,0) (Voraussetzung)

= (1) pFu<z?n (Analyse-Lemma 21)
g <win s(y,0) (Moraussetzung)
= (2) pkz?r<w (Analyse-Lemma 21)

Wir setzen diesen Fall mit einer Induktion Uiber den Pfddrt.

Induktionshypothese. u<v in s(¢, o) folgt nach (1) und (2).



78 ANHANG C. ABGESCHLOSSENHEIT DER SATURIERUNG

Induktionsanfang = = «.

1) = ok u<lz?e (dieser Induktionsfall)
= (1) u<zing (Definition )
2) = o z?e<w (Fallunterscheidung )
= (2') 2<wing (Definitiont-)
1A 2) = u<w in g (p ist abg. unter Trans.)
= u<w in s(p, o) (Regel a Definitiors(i, o))

Induktionsschritt von 7 nachrn1. Seir = «n'1.

1) = o ulz?r'l (dieser Induktionsfall)
= (3) dp.gtFp?n
A4) p=f(p1,p2) In
A(B) u<pring (Definition )
(2) = o 277" 1<w (Fallunterscheidung)
= (6) Trek27'<r
ANT) r=f(ry,m)ing
A8) m<winyp (Definition )
(B)A(6) = p<rin s(p, o) (nach Ind.hypothese)
= (9) p<ringy (Lemma Ana. 21)
DHAOQA(T) = (10) p<riing (¢ ist abg. unter Abst.)
(B)A(10)A (8) = u<w in ¢ (¢ ist abg. unter Trans.)
= u<win s(y, 0)  (Regel a Defs(y, 0))

Induktionsschritt von = nach72. Dieser Schritt ist analog zu dem vorange-
gangenen Induktionsschritt.

6. Seien die Variablem aus V(y) und ¢¢, ¢, aus W(y, o). Zu beweisen ist:

Falls die Constraintsg <qg? und g% <w in s(y, ¢) sind, dann ist aucly <w
in s(¢, o).

G <q, ins(p,0) (Voraussetzung)

= ot 270<2"70’ (Analyse-Lemma 21)
A1) or=m ANo'r=n" (Regel fvon Sat.)
= (2) dp.pkz2?0<p
A(3) ok p<?0’ (Definition )
(4) g.<wins(p,0) (Voraussetzung)

Wir setzen diesen Fall mit einer Induktion Uiber den Pfddrt.

Induktionshypothese ¢& <w in s(¢, ) folgt nach (1), (2), (3) und (4).
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Induktionsanfang 7 = ¢.

(1) (1) o=m Ao'=n' (dieser Induktionsschritt)
(2) A (1) ok 2Mn<p
(2') ¢<pins(p,0) (Regeldvon Sat.)
o p<r’

(3") p<qg.ins(p,0) (Regelevon Sat.)
(5) p<wins(y,0) (nach Fall 5)

g:<win s(¢,0) (nach Fall 4)

>
LYy

Induktionsschritt von 7 nachr1. Seir gleich7'1.

(1) = (1) or'l=rAd'r'l=r" (dieser Induk-)
tionsschritt)
(1) = (1*) or'=m.ANo'r'=r, (Def.vonm,, r)
@A) = G <win S(i, 0)
= ok 270" T"1<w (Lemma 21)
= {) Frek?%'r<r
A(B) r=f(ri,r)inep
A6) m<wing (Definitiont-)
(4) = (@") ¢..<wins(p,0) (Regeldvon Sat.)
AYA(1) = (+) ¢ <wins(p.o)
(I)YAN2)ANB)A(4*) = q:.<rin s(p, o) (Ind. Hypothese)
= (7)) ¢k 2?m<r (Lemma 21)
(HANB)AB) = (7)) ¢F 2tml1<w (Definition-)
(MAA*) = (7)) ¢k 2%70r1<w
(M"MnAn1) = o F 2tr<w
= g <win s(y, o) (Regel d von Sat.)

Induktionsschritt von 7 nach 72. Dieser Schritt ist analog zu dem vorherigen
Induktionsschritt.

7. Seieru ausV(p) undqt, ¢, ausW(gp, o). Zu beweisen ist: Falls die Constraints
u<gf und @ <d, in (g, 0) sind, dann ist auch<g¢, in s(¢, o).
Der Beweis ist analog zum Beweis von Fall 6.

8. Seieng, ¢¢, undg, ausW(y, o). Zu beweisen ist: Falls die Constraimfs< g’
und g, <, in (g, o) sind, dann ist aucki <, in (¢, o).
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(5)
A(6)

G <q; in s(y. o)
ok 2701<2"70,
o1T=m N OoT=T"
dp.p b 270,<p

@ = p<70y

& <qn in s(p, 0)
ok 2703<2" 704
o37'=7" N oy =7"
dr.p b 2'703<r

o r<z"?o,

(Voraussetzung)
(Analyse-Lemma 21)
(Regel f der Sat.)

(Definition )
(Voraussetzung)
(Analyse-Lemma 21)
(Regel f der Sat.)

(Definitiont)

Wir machen eine weitere Fallunterscheidung:

8.1. Es gibt einen Pfad, mitm = =,7'.

(10) A (1)

(11) A (4)

(12) A (13)

=
=

=
=

=

falls
falls

falls
(10)
falls
(11)
falls
(12)
falls
(13)

o7 T'=7 A o9, 7' =7
03=09T 4
¢.<q in s(p, o)

p b 2?0:<2"70,

qczn'rr* chzr;w* in S((pa Q)
q;mr*’ qz;fr* € W((p, Q)
0 r. <0, In S, 0)
q;}ma qczr/g, E W(QO, 9)
G5, <1 in s(¢, 0)

G, € Wlg. 0)
r<g;, in s(y, o)
Qyr, <70 S(0, 0)
q;’lﬂ'* € W(QO: Q)

& r. <G, I S(p, 0)
%\r. € Wi, 0)
qur*rlg a:'r’ in S((pa Q)

qg'lﬂ'*i qj'lﬂ'*”T’i o4’ E W(QOJ Q)

qélﬂ*’r’gq;4’r’ in S((,O, Q)
qcznﬂ'*'r” a:'r’ € W(()Oa Q)
q:réq%:;’r’ in S((pa Q)

% G, € W(e, 0)
< in S, 0)

G, & € W(e. 0)

I qfrl’: q:rl”’ € W(p, o)
< in S, 0)

(Voraussetzung)

(Voraussetzung)
(Lemma 21)

(Regel f der Sat.)

(Regel d der Sat.)

(Regel e der Sat.)
(nach Fall 6)

(nach Fall 2)

(Lemma 21,
Regel f der Sat.)

(W(p, o) ist
Domanen-abg.)

(Voraussetzung)

8.2. Es gibt einen Pfad, mit 7' = =, 7. Dieser Fall ist analog zum Fall 8.1.
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8.3. Es gibt keinen Pfad, mit - = =,7' oderr’ = =,7. Dies ist ein Wider-
spruch zu (1) und (4); somit kann dieser Fall nicht auftreten

C.3 Abschlul3 unter Absteigen

Lemma 22.Falls der Constrainp unterAbsteigerund Reflexiviit abgeschlossen ist,
dann ist auch die Saturierusgp, o) unterAbsteigerabgeschlossen.

Wir bereiten den Beweis mit einer weiteren Analyse vor.

Lemma 23 (Analyse). Wir untersuchen den Aufbau der Saturierwsig, o): Seiu
eine Variable au¥/(¢) undg: eine Variable au$V(y, o). Es gilt:

1. Ein Constrainu=f(_, ) ist genau dann is(y, o), fallsu=f(_, ) auch inyp ist.

2. Ein Constraingt=f(_, _) in S(¢, o) ist durch Regel b. oder c. erzeugt worden
und besitzt die Forngg =f (G, ¢,)-

Beweis.Durch einfache Untersuchung der Definition 11 8@, o).
Beweis von Lemma 22.Wir machen eine Fallunterscheidung:
1. Seienu, v Variablen ausV(y). Zu beweisen ist: Falls die Constraints

u=f(uy,us), v=f(v1,v9) undu<w in s(¢p, o) sind, dann sind auch; <v; und
us<vy N S(ip, 0).

u<vin s(p, o) (Voraussetzung)

= (1) u<ving (nach Lemma 21)
u=f(uy,us) in S(p, 0)  (Voraussetzung)

= (2) u=f(uy,uz)ine (nach Lemma 23)
v=F(v1,v2) In S(p, 0) (Voraussetzung)

= (3) v=f(v,ve)ine (nach Lemma 23)

2)A(1)A(3) = w1 <vy, ua<vy iN @ (p ist unter Absteigen abg.)
= u<vy,us<vs in S(¢, o) (Regel a der Saturierung)

2. Seien die Variablen, aus V(¢) und ¢ aus W(yp, o). Falls der Constraint
G=f(--) in S(p, o) ist, dann besitzt er die Formg=f(q,, ¢,) nach Lem-
ma 23. Zu beweisen ist: Falls die Constraintsf (uy, us), ¢=f(¢,, ¢,) und
u<@: in s(p, o) sind, dann sind auchy <¢, undu, <, in (g, o).
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u<g: in s(y, o) (Voraussetzung)
= (1) pFu<z?r (nach Lemma 21)
u=f(u1,us) In S(p, 0) (Voraussetzung)
= (2) u=f(ur,ug)ineg (nach Lemma 23)
= uy, us € V(i)
=  (3) w<y (p ist abg. unter Refl.)
A1) us<us (¢ ist abg. unter Refl.)
(HAR2)A3) = o Fu<z?rl (Definitiont)
= u<@:, in S(p, o) (Regel e der Sat.)
(MHAR2)A4) = o Fu<z?r2 (Definitiont-)
= u<@g, in s(p, o) (Regel e der Sat.)

3. Seien die Variablenr aus V(y) und ¢ aus W(yp, o). Falls der Constraint

G@=f(--) in s(p, o) ist, dann besitzt er die Formg=f(q,,
ma 23. Zu beweisen ist: Falls die Constraintsf (v, v2), (.= f( GG
q:<wv in s(ip, o) sind, dann sind auctg, <v; und ¢, <v, in S(ip, o).

Der Beweis ist analog zu Fall 2.

¢:,) nach Lem-
¢:,) und

. Seien die Variable und ¢¢, ausW(yp, o). Falls der Constraingz=f(_, ) in

S(¢, p) ist, dann besitzt er die Formf=f(q:,, ¢-,) nach Lemma 23. Falls der
Constraintgs,=f(_, _) in s(y, o) ist, dann besitzt er die Forgi, =f (¢, ¢Fry)
nach Lemma 23.

Zu beweisen ist: Falls die Constraingg=/(c,, ), & =f(g, ¢, und
G <q in S(p, o) sind, dann sind auctf, <g, und g2, <, in s(¢p, o).

G <. in s(y, o) (Voraussetzung)
= (1) ok 270:<2"709 (nach Analyse 21)
A(2) oy7=m A ogT=n7" (Regel f der Sat.)
(1) = (3) qélTlgqéle in S(QO, )
falls & .1, G .1 € W(¢.0) (Regel f der Sat.)

B)A(R) = (4 g,<d,ins(p, o)
fa”S q7zr1a qu’l € W(QO, )
(1) = () €,0<q,insp0
falls q;lﬁ,qu2 € W(p, 0) (Regel f der Sat.)
GINER) = (6) Go<tnins(po)
falls Qo Gra € W(QO: Q)
@=f(G1, qy) inS(p,0)  (Voraussetzung)

= (7) &, G, € W(p, o) (Regel b, c der Sat.)
& =f(GF,, ¢ ins(p, 0) (Voraussetzung)
= (8) G4, Gy € Wy, 0) (Regel b, c der Sat.)
(MAB)AM4) = 0y <, in S, o)
(M AEB)A(6) = 0y <Gy in S(¢, 0)
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C.4 Saturierung ist zykelfrei

Der Beweis fur die Abgeschlossenheit unRaflexiviéit, Transitivitat und Absteigen
sind zwar langwierig, aber technisch doch einfach. Der @tuarfur ist, daf} die De-
finition der Saturierung 11 genau auf den Abschluf3 unterediesei Eigenschaften
ausgelegt worden ist. Fur dédccur-Testist sie hingegen nicht extra ausgelegt wor-
den. Zum weiteren ist dégdccur-Testgegeniber den anderen drei Abschliissen eine
negative Eigenschaft, in dem Sinne, dalR @ecur-Testestimmte Constraints in der
Saturierung nicht verlangt, sondern verbietet.

Fur den Beweis der Zykelfreiheit der Saturierung geherwaerfolgt vor: Wir bau-
en aus dem gegebenen Constraieinen neue Saturierung(y), mit der Eigenschatt,
dalRs*(yp) zykelfrei ist. Anschliel3end ist nur noch zu beweisen, daf} o) in s*(¢)
liegt. Da derOccur-Testkine negative Eigenschaft ist, ist somit awch, o) zykelfrei.

Lemma 24.Falls der Constrainp zykelfrei ist, dann ist auch die Saturierusg@, o)
zykelfrei.

Wir definieren zunachst eine Erweiterung der Saturieruhgdie speziell auf die
Zykelfreiheit ausgerichtet ist:

Definition 13 (Occur-Test-Saturierung). Gegeben sei ein Constraipt Fur alle Va-
riablenz € V(y) und alle Pfader € {1,2}* sei g eine frische Variable untd*(y)
die Menge aller dieser frischen Variablen, il€*(p) = {¢ | z € V(p), 7 €
{1,2}*}. Die Occur-Test-Saturierungf (¢) von ¢ ist der Constraint minimaler Grol3e,
welcher die folgenden Eigenschaften a—e erfullt:

a. pins*(p).

(op

- Furalleq; € W*(¢) : qt=f(c1, Gho) I 5™ ().

(¢

. Furalleggc € W*(p),u € V(o) : gE<uin s*(p), falls p - z?7<u.
d. Furalleggt € W*(p),u € V(p): u<d: in s*(p), falls o - u<z?7.

e. Furalleq,, g, eW*(¢) : ¢, <q4, in s*(p), falls ¢ - 270<2"?70, 7€ {1, 2}*.

Falls nun ein Widerspruch zu@ccur-Testin der Saturierung*(y) liegt, dann
liegt dieser auch in der Saturierusfy, o), da offensichtlich nach Definition 13 die
Saturierungs(i, o) in s*(¢) liegt. Anstelle des Beweises von Lemma 24 ist somit der
Beweis des folgenden Lemmas hinreichend:

Lemma 25. Falls der Constrainp zykelfrei ist, dann ist auch die Saturierusty)
zykelfrei.
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Beweis.Wir beweisen die Gegenrichtung: Fal§y) nicht zykelfrei ist, dann ist es
auch nicht der Constraini. Der Occur-Testautety t/ z.m=x mit = # . Zu zeigen
ist also:

1. Fallss*(¢) F 2<z?m, danny - 2<z?7 mit 7#«.
2. Fallss*(p) F z?7r<z, danng F 2?7 <z mit m#¢.

Wir beweisen Punkt, der Beweis von Punkt lauft analog.

Sei s*(¢) nicht zykelfrei; es gibt also eine Variablee V' (s*(y)) und ein Pfad
n#¢e, S0 dalls*(¢) F 2<z7r. Fallsz ausV (y), dann liegt nach Regel ¢ und d der
Constraintgf <z A z<¢ in s*(¢), und somit gilt nach der Transitivitat 26 die Ab-
leitung s*(¢) F ¢ <g?w. Ansonsten war schon aus der Menge der #i(¢) neu
eingefiuhrten Variablefl’™ (¢).

Es gibt also eine Variableg ausW*(y) und ein Pfadr#s, so dalBs*(¢) F
q:<qg.?w. Dann gilt aber nach dem folgenden Lemma 27 ati¢h) - g2 <q:,.. Nach
Definition 13 Regel e folgt hieraus - z?0<z7o7 und somit

Ju e V(p). ¢k z?70<uu?r<z?0r.

Wir beweisen jetzt noch die im Beweis von Lemma 25 benatidgigyenschaften
der neuen Occur-Test-Saturierung (Definition 13):

Lemma 26.Falls der Constrainp unterTransitivitat und Absteigerabgeschlossen ist,
dann ist auch die Saturierust(y) unterTransitivitat abgeschlossen.

Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Lemma 20 (Travitsit der ersten
Saturierung).

Lemma 27.Sei der Constrainp abgeschlossen undeine Variable au$’(¢), dann
gilt fur alle Pfader und aus{1, 2}*:

s FE<GT = s (9)F G <q,,

Beweis. Nach Regel b der Occur-Test-Saturierung (Definition 13} gilp) F
q:.m=q, und somit auchs* () F &?7<q:,.. Hieraus folgt mit der Voraussetzung
s*(p) F ¢ <q:?w durch die Transitivitat (Lemma 26) die Ableiturt(y) - @& <q..

Anmerkung. Die obrige Eigenschaft Lemma 27 ist entscheidend fir demeigevon
Lemma 25. In der ersten Saturierus@, o) von ¢ gilt diese Eigenschafticht, da
zum Beispiel fir den Constraigt := z=2; x 2, A 2<z; die Variableng’ undg; in der
Saturierungs(i, o) nicht definiert sind. Diese Eigenschaft war der Grund, wawim
im Beweis fur die Zykelfreiheit eine neue Saturierung diegt haben.
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