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Zusammenfassung

Teiltyp-Entailment ist die Frage, ob eine Implikation zwischen Teiltyp-
Constraintst1�t2 gilt. Algorithmen, die diese Frage lösen, sind für die
Vereinfachung von Teiltyp-Constraints relevant. Die Vereinfachung von
Teiltyp-Constraints ist hingegen in contraintbasierten Typ-Sytemen drin-
gend erforderlich. Die Komplexität von Teiltyp-Entailment hängt von der
gewählten Typsprache ab; schon für ausdrucksschwache Typsprachen ist
es überraschend schwierig, einen Algorithmus für Teiltyp-Entailment zu
entwerfen. So ist Teiltyp-Entailment für einfache Typen coNP-vollständig
und wird durch die Hinzunahme von rekursiven Typen PSPACE-vollstän-
dig (Henglein & Rehof, 1997, 1998). Entailment wird durch die Erweite-
rung um einen kleinsten und größten Typ nicht-strukturell. Henglein und
Rehof (1998) haben bewiesen, daß nicht-strukturelles Teiltyp-Entailment,
sowohl im einfachen wie auch im rekursiven Fall, PSPACE-schwer ist;
einen vollständigen Algorithmus konnten sie allerdings nicht angeben. Es
ist eine bekannte offene Frage, ob nicht-strukturelles Teiltyp-Entailment
überhaupt entscheidbar ist.

Ausgehend von dieser Situation untersucht diese Arbeit, worin die
Schwierigkeiten liegen. Wir isolieren ein Teilproblem vonnicht-
strukturellem Teiltyp-Entailment, von dem wir zeigen, daßes PSPACE-
vollständig ist. Damit zeigen wir zum ersten Mal Entscheidbarkeit für ein
nicht-triviales Fragment von nicht-strukturellem Entailment. Wir charak-
terisieren Teiltyp-Entailment in der Automaten-Theorie;dazu erweitern
wir das Konzept der endlichen Automaten zu sogenannten P-Automaten,
deren Eigenschaften wir systematisch analysieren. Im nächsten Schritt
reduzieren wir nun Teiltyp-Entailment auf das Universalitätsproblem
von eingeschränkten P-Automaten. Für unser ausgezeichnetes Fragment
können wir uns in der Tat auf endliche Automaten zurückziehen, deren
Universalitätsproblem PSPACE-vollständig ist.

Diese Arbeit basiert im wesentlichen auf Resultaten einer vorangegan-
gen Konferenzveröffentlichung (Niehren & Priesnitz, 1999a). In einer an-
schließenden Untersuchung (Niehren & Priesnitz, 1999b) haben wir den
hier vorgestellten Ansatz über das eingeschränkte Fragment hinaus aus-
gedehnt und auch eine umgekehrte Charakterisierung formuliert; die Ent-
scheidbarkeit von Teiltyp-Entailment bleibt aber weiterhin offen.
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Abstract

Entailment of subtype constraints was introduced for constraint simplifi-
cation in subtype inference systems. Understanding the algorithmic pro-
perties of subtype entailment is relevant to the research field of subtype
inference. The complexity of entailment depends on the chosen type lan-
guage. Even for weak type languages designing an efficient algorithm for
subtype entailment turned out to be surprisingly difficult.The situation
was clarified by Rehof and Henglein who proved structural subtype entail-
ment to be coNP-complete for simple types; when extended with recusive
types it becomes PSPACE-complete. The presence of a least orgreatest
type renders subtyping non-structural. For non-structural subtype entail-
ment of both simple and recursive types they proved PSPACE-hardness
and conjectured PSPACE-completeness but failed in finding acomple-
te algorithm. Whether non-structural subtype entailment is decidable is
a prominent open problem.

In this work, we investigate the source of complications andisolate a na-
tural subproblem of non-structural subtype entailment that we prove to
be PSPACE-complete. This is the first decidability result for a nontrivial
subproblem of non-structural subtype entailment. To this purpose we cha-
racterize subtype entailment in automata theory by introducing so called
P-automatawhich extend finite automata. We then reduce non-structural
subtype entailment to the universality problem of P-automata. For a sub-
problem it is sufficient to reduce entailment to the universality problem of
finite automata which is known to be PSPACE-complete. We conjecture
(but this is left open) that the presented approach can be extended to the
general case.
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Kapitel 1

Einführung

Wir geben zun̈achst eine Einf̈uhrung in die Teiltypisierung und der Simplifizie-
rung von Typ-Constraints. Anschließend präsentieren wir die Resultate dieser
Arbeit und diskutieren ihre Relevanz. Hierbei gehen wir auch auf verwandte Ar-
beiten ein.

1.1 Statische Typisierung

Statische Typisierung ist ein wichtiger Punkt bei dem Entwurf vieler Programmier-
sprachen (siehe auch Fuh und Mishra (1990), Mitchell (1991), Amadio und Cardelli
(1993), Eifrig, Smith, und Trifonov (1995), Pottier (1998b)). Zum einen garantiert sie
in einem Programm die Abwesenheit von Typ-Fehlern, d. h. Invarianten werden bei
der Programmausführung eingehalten; zum anderen gibt siedem Programmierer ein
Gerüst, welches den Programm-Entwurf unterstützt. Fürden Programmierer ist die
Typ-Annotation seiner Programm-Strukturen aufwendig, eine automatische Typisie-
rung durch ein sogenanntes Typ-Inferenz-System ist wünschenswert (wie beispiels-
weise in der Programmiersprache ML realisiert). Die Menge aller möglichen Typen
ist durch eine Typ-Sprache gegeben. Unterschiedliche Typ-Sprachen sind als Basis
für Typ-Inferenz-Systeme untersucht worden. Hierbei wird der Entwurf der zugrunde-
liegenden Typ-Sprache hauptsächlich durch die folgende Abwägung bestimmt: Eine
möglichst hohe Ausdrucksstärke der Typ-Sprache geht miteiner gleichzeitig hohen
Laufzeit des entsprechenden Typ-Inferenz-Systems einher.

1.2 Teiltypisierung

Teiltypisierung wird zur Erhöhung der Ausdrucksstärke von Typ-Sprachen benutzt.
Sie wurde unabhängig von verschiedenen Autoren eingeführt (Mitchell, 1984;
Cardelli, 1988). Klassische Typ-Sprachen basieren oft aufeiner Typ-Gleichheit; eine
Funktions-Anwendung ist genau dann erlaubt, wenn der aktuelle Argument-Typ�1
mit dem geforderten Argument-Typ�2 übereinstimmt, d. h.�1 = �2. Diese Forderung
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14 KAPITEL 1. EINFÜHRUNG

ist unnötig stark. Der aktuelle Argument-Typ�1 kann von dem geforderten Argument-
Typ �2 abweichen, falls�1 die operationalen Möglichkeiten von�2 subsumiert, d. h.
alle Operationen für�2 sind auch für�1 definiert. Nach dieser Betrachtung ist die
folgende Bedingung für eine typ-gerechte Funktions-Anwendung hinreichend: Der
aktuelle Argument-Typ�1 ist ein Teiltyp von dem geforderten Argument-Typ�2;
hierbei setzen wir die folgende Definition voraus: Wir nennen einen Typ�1 einen
Teiltyp vom Typ�2, falls �1 � �2 bezüglich einer gegebenen Teiltyp-Relation� gilt.
Eine Teiltyp-Relation� muß die folgende Ersetzbarkeits-Eigenschaft erfüllen.

Ersetzbarkeits-Eigenschaft. Falls der Ausdrucke den Typ �1 besitzt und �1
ein Teiltyp von�2 ist, dann kann siche auch wie ein Ausdruck vom Typ�2 verhalten
(bzgl. einer gegebenen Semantik der Programmiersprache),e besitzt somit auch den
Typ �2.

Wir betrachten zwei Beispiele für eine Teiltypisierung:� Durch Teiltypisierung können wir Beziehungen zwischen atomaren Typen be-
schreiben. So kann zum Beispiel die Menge der Zahlen vom Typint als eine
Teilmenge der Zahlen vom Typreal angesehen werden (diese Betrachtung ist
problematisch, dareal die rationalen Zahlen nur approximiert). Ein Ausdruck
vom Typ int kann überall, wo ein Ausdruck vom Typreal gefordert wird, be-
nutzt werden (Ersetzbarkeits-Eigenschaft); wir setzenint�real. Diese Ordnung
kann auf Paar-Typen erweitert werden: Auch ein Ausdruck vomTyp int�int
kann überall, wo ein Ausdruck vom Typreal�real gefordert wird, benutzt wer-
den. Stellen wir diese Paar-Typen durch Bäume dar, ergibt sich folgende Ord-
nung: � ��

int int real real� Wir betrachten nun Teiltypisierung auf Rekord-Typen. Die Teiltyp-Ordnung auf
Rekord-Typen erlaubt das Konzept des

”
Vergessens“, hiermit ist das Fehlen von

einem oder mehreren Feldern in einem Rekord gemeint. So ist beispielswei-
se der Rekord-Typfx : int; y : int;  : olorg eines farbigen Punktes ein
Teiltyp von dem Rekord-Typfx : int; y : intg eines normalen Punktes. Die
Ersetzbarkeits-Eigenschaft wird hierbei eingehalten: Ein farbiger Punkt kann of-
fensichtlich überall, wo nur ein normaler Punkt gefordertwird, benutzt werden.

Rekords mit dieser Teiltyp-Ordnung stellen eine möglicheBasis für objekt-
orientierte Systeme dar.
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1.3 Simplifizierung von Typ-Constraints

Typen stellen wir durch sogenannte Typ-Constraints dar. Der Simplifizierung von Typ-
Constraints wird eine dominante Rolle bei der Typ-Inferenzzugeschrieben (Eifrig,
Smith, & Trifonow, 1995; Rehof, 1997; Pottier, 1998a). Zum einen wächst bei der
Teiltyp-Inferenz die Größe der Typ-Constraints schnell an, so daß für eine angemesse-
ne Laufzeit eine Simplifizierung der Typ-Constraints unvermeidbar wird. Zum ande-
ren kann der entstehende Typ des gesamten Progamms nicht mehr durch Basis-Typen,
sondern nur noch durch Typ-Constraints ausgedrückt werden. Ist dieser entstehende
Typ-Constraint zu groß (und somit zu komplex), kann das Ergebnis der Typ-Inferenz
vom Programmier nicht mehr nachvollzogen werden. Die Simplifizierung von Typ-
Constraints wirkt beiden Phänomenen entgegen.

Teiltyp-Entailment wurde zur Typ-Simplifizierung eingef¨uhrt. Teiltyp-Entailment
ist das Problem, ob eine Entailment-Aussage, bestehend auseiner Implikation zwi-
schen zwei Teiltyp-Constraints, logisch gültig ist. Hiermit kann ein potentieller Simpli-
fikations-Schritt geprüft werden. So betrachtet Rehof (1998) das Erfüllbarkeitspro-
blem von Teiltyp-Constraints als das Schlüsselproblem beim Entscheiden, ob ein Pro-
gramm typ-korrekt ist, wogegen er Teiltyp-Entailment als das Schlüsselproblem der
Typ-Darstellung ansieht.

Eifrig et al. (1995, 1995), Pottier (1996) haben Teiltyp-Entailment zur Typ-
Simplifizierung in ihren Teiltyp-Inferenz-Systemen benutzt. Henglein und Rehof
(1997, 1998) haben daraufhin gezeigt, daß Teiltyp-Entailment selbst einfachster
Typ-Sprachen nicht mehr handhabbar ist, worauf Pottier (1998b) und Trifonov
und Smith (1996) ihr Typ-Inferenz-System nur noch auf einerApproximation von
Teiltyp-Entailment aufbauen. Diese arbeitet unvollständig, ist dafür aber praktika-
bel. Schwerpunkt ihres neuen Simplifizierungs-Algorithmus ist die Darstellung der
Typ-Constraints durch sogenannte Constraint-Automaten.Auf dieser Darstellung agie-
ren ein effizienter Speicherplatz-Bereinigungs-Algorithmus und ein Minimalisierung-
Algorithmus für endliche Automaten.

Wir listen die wichtigsten Argumente für Teiltyp-Entailment auf.� Teiltyp-Entailment kann zur Vereinfachung von Teiltyp-Constraints herangezo-
gen werden (es ist in diesem Kontext aufgeworfen worden). Eskann damit ein
zentrales Problem von Typ-Inferenz-Systemen lösen, es eignet sich allerdings
nicht als Bestandteil eines praktisch umgesetzten Typ-Inferenz-Systems.� Es kann zu einer elementaren Theorie über den Strukturen von geordneten Bäu-
men beitragen.� Es ist ein mathematisch interessantes Problem, da es eine kurze und natürli-
che Formulierung besitzt, aber trotzdem bislang allen Lösungsversuchen ge-
trotzt hat; es wurde schon in zahlreichen Arbeiten untersucht (Eifrig et al.,
1995; Henglein & Rehof, 1997; Pottier, 1998a; Henglein & Rehof, 1998). Es
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ist immer noch eine offene Frage, ob Teiltyp-Entailment im sogenannten nicht-
strukturellen Fall entscheidbar ist.

1.4 Typ-Sprache dieser Arbeit

Im Rahmen dieser Arbeit untersuchen wir die Komplexität von Teiltyp-Entailment
einer einfachen Typ-Sprache. Diese besteht aus den Teiltyp-Constraints der Form';  ::= t1�t2 j '^ , wobeit1 undt2 Terme einer gegebenen Signatur� sind. Die
Signatur� besitzt Konstanten (Basis-Typen wie zum Beispielint oderreal) und Kon-
struktoren (zum Beispiel den Paar-Konstruktor�). Besitzt� zusätzlich einen kleinsten? oder einen größten Typ> nennen wir die Typ-Sprachenicht-strukturell, ansonsten
nennen wir siestrukturell.

Die gegebene Teiltyp-Ordnung� auf Termet1; t2; t01; t02 wird wie folgt interpre-
tiert: Fallst1�t2 undt01�t02 gilt, dann gilt aucht1�t01�t2�t02 (n-stellige Konstruktoren
werden äquivalent behandelt). Die Konstante? ist kleiner und die Konstante> ist
größer als jeder andere Term. Die Ordnung zwischen anderenKonstanten wird einfach
vorgegeben, beispielsweiseint�real. Wir betrachten ein Beispiel einer strukturellen
Ordnung (links) versus einer nicht-strukturellen Ordnung(rechts), wobei wir Typen
durch Bäume (über�) darstellen.� �� int � � real

int real real real

� �� ? � > �
int int int int

Vergleichen wir Bäume mittels der Teiltyp-Ordnung, so können wir auch unendliche
Bäume miteinander vergleichen. Wir sprechen voneinfachen Typenim Falle von end-
lichen Bäumen undrekursiven Typenim Falle von potentiell unendlichen Bäumen.

Viele komplexer aufgebaute Typen stehen im Interesse von getypten Programmier-
sprachen, wie contra-variante Funktionstypen� ! � 0, Rekord-Typenff1 : �1; : : : ; fn :�ng, Mengen-Typena[ b oder polymorphe Typen8x: x! x. Um Teiltyp-Entailment
einfach zu halten, beschränken wir uns auf einfache und rekursive Typen.

1.5 Verwandte Arbeiten

Trifonov und Smith (1996) und Pottier (1996) haben Algorithmen für nicht-
strukturelles Teiltyp-Entailment angegeben, die sich aber alle als unvollständig her-
ausstellten. Die Komplexität dieses Problems wurde anscheinend unterschätzt. (Re-
hof, 1997; Henglein & Rehof, 1997, 1998) haben die Komplexität des strukturellen
Falls vollständig exploriert. So haben sie den nicht-rekursiven Fall 1997 als coNP-
vollständig, den rekursiven Fall 1998 als PSPACE-vollst¨andig bewiesen. Für den nicht-
strukturellen Fall haben sie nur eine untere PSPACE-Schranke gefunden, wir wieder-
holen diesen Beweis in Kapitel 7.
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Kozen, Palsberg, und Schwartzbach (1995) haben das sehr viel einfachere Typ-
Inklusions-Problem — gegeben seien zwei Typen�1, �2 einer einfachen Typ-Sprache,
gilt �1��2 — ähnlich zu unserem Vorgehen mit Hilfe der Automaten-Theorie gelöst.

In dieser Arbeit betrachten wir ausschließlich die Constraint-Sprache der nicht-
strukturellen Teiltyp-Constraints; hingegen untersuchen zahlreiche Arbeiten das
Entailment-Problem anderer Constraint-Sprachen. Allen diesen Sprachen ist eine In-
terpretation über Bäumen gemeinsam. So datieren Müller, Niehren, und Treinen
(1998), Niehren, Müller, und Talbot (1999) zwei Entailment-Probleme als PSPACE-
vollständig. Im Gegensatz zu unserem Entailment-Problemhängen diese beiden
Entailment-Probleme nur von Eigenschaften regulärer Wort-Mengen des assoziier-
ten Constraint-Graphen ab; die Eigenschaften können alsodurch endliche Automaten
charakterisiert werden. Hingegen werden wir den Begriff des endlichen Automaten
erweitern, um geeignet nicht-reguläre Eigenschaften charakterisieren zu können. Wir
betrachten diese beiden Entailment-Probleme genauer:� In der Feature-Logik — eine Logik, um Feature-Bäume (oder Rekord-Typen) zu

untersuchen — sind viele Constraint-Sprachen im Hinblick auf ihr Entailment-
Problem untersucht worden. So zeigen Ait-Kaci, Podelski, und Smolka (1994),
Smolka und Treinen (1994), daß Entailment für Gleichheits-Constraints über
Feature-Bäume in quasi linearer Zeit entschieden werden kann. Schwächt man
die Gleichheits-Constraints durch Ordnungs-Constraintsab, ist ein kubischer
Zeitaufwand vonnöten (Müller, Niehren, & Podelski, 2000). Diese Ordnungs-
Constraints über Feature-Bäume (Dörre & Rounds, 1990; Dörre, 1991) können
als Rekord-Teiltyp-Constraints angesehen werden. Entailment für Ordnungs-
Constraints mit zusätzlichen existenz-quantifizierten Variablen ist PSPACE-
vollständig (Niehren et al., 1999).� Das Entailment-Problem ist auch für Mengen-Constraints ¨uber Mengen von
endlichen Bäumen untersucht worden (Mengen-Typen werdenim allgemei-
nen durch Mengen-Constraints dargestellt). So zeigen Charatonik und Podel-
ski (1997), daß Entailment von Mengen-Constraints mit einem Schnitt-Operator
über einer unendlichen Signatur DEXPTIME-vollständig ist. Niehren et al.
(1999) zeigen, daß Entailment von atomaren Mengen-Constraints im Fall einer
unendlichen Signatur PSPACE-vollständig und im Fall einer endlichen Signatur
DEXPTIME-hart ist.

1.6 Beitrag dieser Arbeit

Diese Arbeit untersucht, worin die Schwierigkeiten beim Teiltyp-Entailment liegen.
Wir isolieren ein Teilproblem von nicht-strukturellem Teiltyp-Entailment, von dem wir
zeigen, daß es PSPACE-vollständig ist. Damit zeigen wir zum ersten Mal Entscheid-
barkeit für ein nicht-triviales Fragment von nicht-strukturellem Entailment. In dem
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hier vorgestellten Ansatz charakterisieren wir Teiltyp-Entailment in der Automaten-
Theorie; dazu erweitern wir das Konzept der endlichen Automaten zu sogenannten P-
Automaten, deren Eigenschaften wir systematisch analysieren. Im nächsten Schritt re-
duzieren wir nun Teiltyp-Entailment auf das Universalitätsproblem von eingeschränk-
ten P-Automaten. Für unser ausgezeichnetes Fragment können wir uns in der Tat auf
endliche Automaten zurückziehen, deren Universalitätsproblem PSPACE-vollständig
ist.

Wir fassen die Hauptresultate dieser Arbeit in zwei Punktenzusammen.� Ein Fragment des Teiltyp-Entailment kann durch Universalität eingeschränkter
P-Automaten charakterisiert werden.� Die Universalität von diesen eingeschränkten P-Automaten ist PSPACE-
vollständig, obwohl P-Automaten auch nicht-kontext-freie Sprachen erkennen
können.

Beide Resultate sind neu und nicht trivial, ihre Beweise werden in dieser Arbeit
ausführlich exploriert.

Diese Arbeit basiert im wesentlichen auf Resultaten einer vorangegangen Konfe-
renzveröffentlichung (Niehren & Priesnitz, 1999a). In einer anschließenden Untersu-
chung (Niehren & Priesnitz, 1999b) haben wir den hier vorgestellten Ansatz über das
eingeschränkte Fragment hinaus ausgedehnt und auch eine umgekehrte Charakteri-
sierung formuliert: Wir reduzieren das Universalitätsproblem von ausgezeichneten P-
Automaten auf Teiltyp-Entailment. Die Entscheidbarkeit von Teiltyp-Entailment bleibt
aber weiterhin offen. Wir geben eine ausführliche Zusammenfassung dieser Untersu-
chung in Kapitel 8.

1.7 Vorgehensweise

Zuerst geben wir in Kapitel 2 eine Definition der grundlegenden mathematischen Be-
griffe und erläutern die Einschränkung unseres Fragmentes. Im Kapitel 3 führen wir
den Begriff der P-Automaten ein und untersuchen deren Eigenschaften. Mit dieser
erweiterten Automatentheorie können wir in Kapitel 4 einen Algorithmus für einge-
schränktes nicht-strukturelles Teiltyp-Entailment angeben. Dieser Algorithmus besteht
aus einem bekannten Erfüllbarkeitstest von Teiltyp-Constraints und einem Universa-
litätstest von eingeschränkten P-Automaten. In Kapitel5 und 6 beweisen wir, daß unser
Entailment-Algorithmus korrekt und widerlegungs-vollständig ist, in Kapitel 7 leiten
wir seine Komplexitäts-Klasse PSPACE ab. Anschließend diskutieren wir die Kon-
klusion dieser Arbeit und geben einen kurzen Ausblick auf ein ausdrucksstärkeres
Fragment von nicht-strukturellem Teiltyp-Entailment (Kapitel 8). Im Anhang B ge-
ben wir noch einmal eine Zusammenfassung aller besprochenen und einiger neuen
Entailment-Beispiele. Desweiteren befinden sich im AnhangC ausgelagerte Beweise,
die zwar umfangreich, jedoch von einfacher Natur sind.



Kapitel 2

Nicht-strukturelle Teiltyp-Constraints

2.1 Grundlagen

Als grundlegende Datenstruktur dieser Arbeit benutzen wirendliche und unendliche
Bäume1. Bäume definieren wir über einer endlichen Signatur� mit mindestens einem
Funktionssymbol. Wir verwendenf; g; h für Funktionssymbole aus� und bezeichnen
die Stelligkeit vonf mit ar(f). Konstanten, d. h. Funktionssymbolef mit Stelligkeit
ar(f) � 0, bezeichnen wir mita, b, . . . . Die gegebene Signatur� definiert zusätzlich
eine partielle Ordnung auf ihren Konstanten. Desweiteren sind? und> zwei ausge-
zeichnete Konstanten. Wir nehmen außerdem eine unendlicheMenge von VariablenV
an, die wir mit den Zeichenx; y; z; u; v; w bezeichnen.

Wir definieren einen Baum� durch seine DomäneD� und eine LabelfunktionL� .
Die DomäneD� ist eine Menge aller Pfade von� ; die LabelfunktionL� ordnet je-
dem Pfad aus der DomäneD� ein Label aus� zu. Wir betrachten nur Stelligkeits-
Konsistente Bäume, das sind Bäume, die genau dann einen Pfad �i in D� besitzen,
wenn auch� in D� ist und zusätzlich die Bedingungi � ar(L� (�)) gilt. Wir deno-
tieren die Menge aller endlichen Bäume mitBaum�n� und die Menge aller potentiell
unendlichen Bäume mitBaum�.

Wir definieren nun eine partielle Ordnung über Bäumen ausBaum�. Hierzu defi-
nieren wir zunächst eine Ordnung über Labels und erweitern diese anschließend auf
Bäume.

Definition 1 (Ordnung über Labels). Sei eine beliebige Signatur� mit einer
partiellen Ordnung� auf ihren Konstanten gegeben, dann ist die partielle Ordnung�L über Funktionssymbolen aus� minimal mit den folgenden Eigenschaften, welche
für alle Funktionssymbolef aus� definiert sind.

1Für eine präzise Definition der grundlegenden mathematischen Begriffe verweisen wir auf den
Anhang A.

19



20 KAPITEL 2. NICHT-STRUKTURELLE TEILTYP-CONSTRAINTS

Konstanten. Für allea; b 2 � gilt a �L b, falls� a�b unterstützt.

Reflexivität. Für allef 2 � gilt f �L f .

kleinstes Element. Für allef 2 � gilt ? �L f , falls? 2 �.

größtes Element. Für allef 2 � gilt f �L >, falls> 2 �.

Somit ist? kleiner und> größer als jedes andere Symbol
der Signatur�, ansonsten sind alle Symbole, außer den Kon-
stanten aus�, untereinander unvergleichbar. Die rechte Abbil-
dung zeigt die Labelordnung�L für eine beliebige Signatur� = f?;>; a1; : : : ; an; f1; f2; : : : ; fmg mit einer beliebigen
Ordnung auf ihren Konstantena1; : : : ; an.

>a1 f1 f2 ::: fman ?
Definition 2 (Ordnung über Bäumen). Sei eine beliebige Signatur� mit einer Ord-
nung auf Konstanten und einer Ordnung�L nach Definition 1 gegeben. Die partielle
Ordnung� über Bäumen�1; �2 ausBaum� (beziehungsweiseBaum�n� ) ist gegeben
durch:

Es gilt �1��2 genau dann, wenn für alle Pfade� 2 D�1 \ D�2 die La-
belordnungL�1(�) �L L�2(�) gilt.

Falls die ausgezeichneten Konstanten? oder> in der Signatur� vorkommt, heißt die
Ordnung� nicht-strukturell, ansonsten heißt siestrukturell. Die gegebene Ordnung� impliziert, daß im strukturellen Fall nur Bäume mit einer gleichen Form verglichen
werden können. Im Gegensatz können im nicht-strukturellen Fall auch Bäume mit
einer unterschiedlichen Form verglichen werden, wie das nachfolgende Beispiel zeigt.

Wir denotieren endliche Bäume ausBaum�n� durch Grundterme aus� und unend-
liche Bäume ausBaum� durch eine�-Notation über Konstruktortermen aus� (�-
Terme).

Beispiel 1. Wir betrachten Bäume über der nicht-strukturellen Signatur � =f?;>;�g. Im folgenden benutzen wir die Relation<> für unvergleichbare Bäume,
d. h.�1<>�2 :, :�1��2^:�2��1. Es gilt die folgende nicht-strukturelle Ordnung für
die Bäume�1, �2 und�3:� � �? � � � <> � >> ? > ? ?�1 : ?�(>�?) �2 : �x:x�(>�x) �3 : (?�?)�>
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Wir beweisen�2<>�3 durch L�2(2) �L L�3(2) und L�3(11) �L L�2(11). Hinge-
gen gilt�1��2, da für alle Pfade� 2 D�1 \ D�2 = f"; 1; 2; 21; 22g die LabelordnungL�1(�) �L L�2(�) gilt.

In dieser Arbeit betrachten wir nur eine Ordnung über Bäumen, die nicht-
strukturell ist. Diese Ordnung stellt die Grundlage der Interpretation der folgenden
Sprache dar.

Definition 3 (Sprache NS� der nicht-strukturellen Teiltyp-Constraints über �).
Gegeben sei eine Signatur�, die?, > und mindestens einen weiteren Konstruktorf unterstützt und eine MengeV der Variablen. Die SpracheNS� definiert über der
Signatur� [ f�g besteht aus denflachen Teiltyp-Constraints ::= x=f(x1; : : : ; xn) j x=> j y=? j x�y j  ^  0 (f 2 � mit ar(f) = n):
In der SpracheNS� interpretieren wir� Variablen in der Domäne der potentiell unendlichen BäumeBaum�,� das Zeichen� als nicht-strukturelle Teiltypisierung und� Funktionssymbolef 2 � als Baumkonstruktoren.

Analog definieren wir die SpracheNS�n� mit der Ausnahme, daß Variablen nur in
der Domäne der endlichen BäumeBaum�n� interpretiert werden.

Die SprachenNS� und NS�n� besitzen die Einschränkung, daß sie nur flache
Teiltyp-Constraints zulassen. In flachen Teiltyp-Constraints gibt es im Gegensatz zu
tiefen Teiltyp-Constraint keine Terme, die aus geschachtelten Konstruktoren aufge-
baut sind. Die Ausdrucksstärke der SprachenNS� und NS�n� wird durch diese Ein-
schränkung nicht herabgesetzt, da wir zu jedem tiefen Teiltyp-Constraint' einen lo-
gisch äquivalenten flachen Teiltyp-Constraints in Polynomialzeit konstruieren können:
Seif ein beliebiger Konstruktor aus'. Für alle Termet, die in' in einem Term der
Formf(: : : ; t; : : :) auftreten, erweitern wir' um einen neuen Constraintut=t (ut ist
eine neue Variable). Anschließend flachen wir' ab, indem wir alle Terme der Formf(: : : ; t; : : :) durchf(: : : ; ut; : : :) ersetzen. Diesen Algorithmus führen wir induktiv
fort, bis alle Teiltyp-Constraints in' vollständig abgeflacht sind.

Gegeben sei die Constraint-SpracheNS� (entsprechendNS�n� ) mit zwei Teiltyp-
Constraints' und . EineEntailment-Aussage' j=  gilt in NS�, wenn alle Belegun-
gen, die den Constraint' in NS� erfüllen, auch den Constraint in NS� erfüllen, d. h.8� : NS� � j=' =) NS� �j= . Ohne Beschränkung der Allgemeinheit betrach-
ten wir nur Entailment-Aussagen der Form' j= x�y mit x; y 2 V ('), da wir jede
beliebige Entailment-Aussage in mehrere Entailment-Aussagen der Form' j= t1�t2
zerlegen können (t1 und t2 sind flache Terme). Eine Entailment-Aussage der Form' j= t1�t2 ist wiederum äquivalent zu' ^ t1�x ^ y�t2 j= x�y (x undy sind neue
Variablen).
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Beispiel 2.Wir betrachten die folgenden Entailment-Aussagen über einer Signatur�
mit einem zweistelligen Funktionssymbol�.� A1 : x�z ^ z�y j= x�y gilt in den SprachenNS� undNS�n� .� A2 : x�x�x ^ y�y�y j= x�y gilt in NS� undNS�n� .� A3 : x�y�y ^ x�x�y j= x�y gilt nicht in NS� undNS�n� .� A4 : x�y�x ^ z�x�y ^ z�>�z j= x�y gilt in NS� undNS�n� .

Die Entailment-AussageA1 gilt, da die Transitivität von� offensichtlich ist. Die
Gültigkeit von AussageA2 undA4 ist hingegen keineswegs offensichtlich. Der Cons-
traintx�x�x aus AussageA2 impliziert, daß alle Labels aus dem Belegungsbaum vonx gleich dem Konstruktor? oder� sind. Analog impliziert der Constrainty�y�y,
daß alle Labels aus der Belegungsbaum vony gleich dem Konstruktor� oder> sind.
In der AussageA2 implizieren somit die beiden gerade genannten Constraintsx�y.
Die Entailment-AussageA3 wird einfach durch die Belegungx nach?�(>�?) undy nach>�(?�>) widerlegt. Allen Entailment-AussagenA1 bisA3 ist gemeinsam,
daß sie syntaktisch kein? oder> enthalten.

Wir werden in dieser Arbeit ein Verfahren angeben, das Entailment-Aussagen
dieser Problemklasse, Kontanten? und > treten syntaktisch nicht auf, verifiziert
oder widerlegt. Hierzu führen wir eine Erweiterung des Begriffs des endlichen Au-
tomaten, den sogenannten P-Automaten, ein. Im nächsten Schritt reduzieren wir nun
Teiltyp-Entailment dieser Problemklasse auf das Universalitätsproblem von speziellen
P-Automaten. Die Entailment-AussageA4 geht aber über diese Problemklasse hinaus,
da sie syntaktisch eine Konstante> besitzt. Wir skizzieren den Beweis der Gültig-
keit vonA4 in Kapitel 8. Eine Analyse dieser um? und> erweiterten Problemklasse
befindet sich in unserer nachfolgenden Untersuchung (Niehren & Priesnitz, 1999b).
Auch in dieser Untersuchung ist die Grundlage unserer Entailmentanalyse eine ausge-
zeichnete Klasse von P-Automaten. In dem Anhang B (Entailment-Beispiele) befindet
sich eine weitergehende Analyse der Entailment-AussagenA3 undA4.
2.2 Einschr̈ankungen des Entailmentproblems

Wir müssen zunächst das grundlegende Fragment der Spachen NS� und NS�n� defi-
nieren, auf welches wir unsere späteren Komplexitäts- und Entscheidbarkeitsresultate
anwenden können:

Definition 4 (eingeschr̈ankte SprachenNSn und NS�nn ). Gegeben sei eine Signatur�, die genau aus?, > und einem Konstruktorf der Stelligkeitn besteht und eine
MengeV der Variablen. Die SpracheNSn definiert über der Signaturf?;>; f;�g
besteht aus denflachen Teiltyp-Constraints ::= x=f(x1; : : : ; xn) j x�y j  ^  0:
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Die Interpretation (Semantik) der SprachenNSn und NS�nn ist identisch mit der
Interpretation der SpracheNS� beziehungsweiseNS�n� (gegeben in Definition 3).

Wir vergleichen unsere allgemeinen Constraintsprachen (Definition 3) mit den jetzt
gegebenen eingeschränkten Constraintsprachen (Definition 4). Im folgenden sei� ein
binäres undg ein unäres Funktionssymbol, hingegen benutzen wirf undh für Funk-
tionssymbole beliebiger Stelligkeit. Wir finden in den eingeschränkten Sprache die
folgenden Einschränkungen:� Die Syntax der eingeschränkten Sprachen erlaubt keine Constraints der Bauartx=? oderx=>.

Wir können syntaktisch ein? oder> zwar nicht ausdrücken, wohl aber seman-
tisch darf die Belegung einer Variable auf? oder> gesetzt werden. Durch diese
Einschränkung erhalten wir als Grundlage für unseren Entailment-Test speziel-
le P-Automaten; die Sprache ihres zugrundeliegenden endlichen Automaten ist
präfix-abgeschlosssen. Diese Eigenschaft ist entscheidend für unsere Komple-
xitätsresultate der P-Automaten.� Die Signatur der eingeschränkten Sprachen besitzt gegenüber den beiden Kon-
stanten? und> genau ein weiteres Funktionssymbol.

Betrachten wir die allgemeine SpracheNS� mit der Signatur� = f?; f; hg, so
kann die Konstante? auch indirekt durch die beiden zusätzlichen Konstrukto-
renf undh dargestellt werden. Entailment ist von dieser indirekt dargestellten
Konstante abhängig. Wir betrachten hierzu die Entailment-Aussagex�f(: : :) ^ x�h(: : :) j= x�z:
Diese besitzt keine syntaktische? Konstante. Trotzdem impliziertx�f(: : :) ^x�h(: : :) den Constraintx=? (ein indirekt dargestelltes?). Dieser Constraint
impliziert wiederum für alle beliebigen Variablenz den Constraintx�z; die
gegebene Entailment-Aussage gilt somit.

Wir benötigen noch eine weitere für uns wichtige Eigenschaft.� Wir betrachten nur einen zweistelligen Konstruktor�, also die SprachenNS2
undNS�n2 .

Der in dieser Arbeit vorgestellte Ansatz funktioniert zwarauch für höherstellige
Konstruktoren, aber wir begnügen uns damit, den Ansatz für den zweistelligen
Fall examplarisch zu beweisen. Wichtig ist hingegen, daß wir keinen einstelligen
Konstruktor in der Signatur besitzen. Obwohl die Beispielemit einem einstel-
ligen Konstruktor ziemlich leicht aussehen — in diesem Fallgibt es für Entail-
ment ein einfaches Entscheidungsverfahren — treten hier ähnliche Probleme auf
wie im Falle von Entailment-Aussagen mit syntaktischen? Konstanten.
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Trotz dieser genannten Einschränkungen ist unser betrachtetes Sprachfragment
NS2, beziehungsweiseNS�n2 für den endlichen Fall, nicht trivial. Die von Henglein
und Rehof (1998) gegebene untere PSPACE-Schranke für nicht-strukturelles Teiltyp-
Entailment begnügt sich mit unseren eingeschräkten SprachfragmentenNS2 bzw.
NS�n2 :

Proposition 1 (eingeschr̈anktes Entailment ist PSPACE-schwer). Nicht-
strukturelles Teiltyp-Entailment ist sowohl für die eingeschränkte SpracheNS2, als
auch fürNS�n2 PSPACE-schwer.

Wir beweisen diese Proposition in Kapitel 7.

2.3 Erfüllbarkeitstest

In diesem Abschnitt wiederholen wir einen bekannten Erfüllbarkeitstest f̈ur nicht-
strukturelle Teiltyp- Constraints. Dieser besteht aus einem Saturierungsalgorith-
mus mit einem Konsistenztest. Im Falle einer Interpretation über endlichen B̈au-
men erfolgt noch ein zusätzlicher Occur-Test.

Wir wiederholen einen bekannten Algorithmus von Henglein und Rehof (1998), wel-
cher die Erfüllbarkeit eines nicht-strukturellen Teiltyp-Constraints über einer beliebi-
gen Signatur in der SpracheNS� oderNS�n� testet. Wir geben in der folgenden Tabelle
die EigenschaftenS0–S4an.S0S1S2S3S4

falls x 2 V( ) dannx�x in  
falls x�y ^ y�z in  dannx�z in  
falls x=f(x1; :::; xn) ^ x�y ^ y=f(y1; :::; yn) in  dann

n̂i=1xi�yi in  
nichtx=f1(x1; :::; xn) ^ x�y ^ y=f2(y1; :::; yn) in  ; f1 6�L f2; n�0
nicht

n̂i=1 xi�1=f(:::; yi; :::) ^ yi�xi ^ xi�yi in '; n�1; x0=xn
EigenschaftenS0� S3 für NS� undS0� S4 für NS�n�

Die EigenschaftenS0-S2 beschreiben einen Abschluß unter Reflexivität, Transi-
tivität und Absteigen, dieser kann auch als ein Saturierungsalgorithmus angesehen
werden, welcher den Abschluß eines (flachen) Constraints inkubischer Zeit berechnet.
Wir nennen einen (flachen) Constraintabgeschlossenfalls er die EigenschaftenS0–S2
erfüllt. Besteht ein (flacher) Constraint den TestS3 (Konsistenz-Test), so heißt er
konsistent, besteht er den TestS4 (Occur-Test), so heißt erzykelfrei. Desweiteren
nennen wir einen ConstraintfehlerfreiunterNS�, falls er konsistent ist und wir nennen
ihn fehlerfrei unterNS�n� , falls er zusätzlich noch zykelfrei ist. Der Konsistenztest
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unterbindet einen Labelfehler bezüglich der gegebenen Ordnung�, der zum Beispiel
in dem Constraintf(x; x)�h(x; x) auftritt. Der Occur-Test unterbindet unendliche
Bäume in den Variablen-Denotationen, er akzeptiert zum Beispiel den Constraintx=g(x) nicht, der offensichtlich inNS�n� nicht erfüllbar ist.

Proposition 2 (Erfüllbarkeit). Ein nicht-struktureller Teiltyp-Constraint' ist genau
dann inNS� erfüllbar, wenn sein Abschluß konsistent ist. Der Constraint ' ist genau
dann inNS�n� erfüllbar, wenn sein Abschluß konsistent und zykelfrei ist. Gegeben
sei ', dann kann der Konsistenz- und der Occur-Test von dem Abschluß von' in
kubischer Zeit berechnet werden.

Wir bemerken, daß ein unterNS�n� abgeschlossener Constraint automatisch auch
unterNS� abgeschlossen ist, die umgekehrte Schlußfolgerung jedochnicht gilt.

Beispiel 3.Wir berechnen den Abschluß und die Erfüllbarkeit des Constraints'1:x=h(y; x) ^ x�y ^ y=h(u; u) ^ u�x
Durch Anwendung der ReflexivitätsregelS0fügen wir die trivialen Constraintsx�x ^y�y ^ u�u hinzu. Als nächstes können wir durch Anwenden der AbsteigeregelS2
den Constrainty�u ^ x�u hinzufügen. Die TransitivitätsregelS1 angewendet aufy�u ^ u�x ergibt den Constrainty�x. Jetzt können wir die AbsteigeregelS2 aufy=h(u; u) ^ y�x ^ x=h(y; x) anwenden und erhaltenu�y ^ u�x. Der sich erge-
bende Constraint ist nun abgeschlossen (S0–S2 leiten keine neuen Constraints mehr
ab) und konsistent, somit ist'1 nach Proposition 2 erfüllbar überNS�. Der Constraint'1 ist hingegen nicht erfüllbar überNS�n� , da der Occur-TestS4 bedingt durch den
Teilconstraintx=h(y; x) in '3 fehlschlägt.

Wir merken an, daß Proposition 2 nicht imstrukturellenFall gilt. So ist zum Bei-
spiel der Constraintx�f(x; x) ^ x�h(x; x) ^ x�x abgeschlossen, konsistent und
zykelfrei, aber über einer strukturell interpretierten Ordnung� nicht erfüllbar.

2.4 Pfadconstraints

Wir führen Formeln ein, welche Eigenschaften eines Teilbaums an einem gegebenen
Pfad ausdrücken. Diese sogenannten Pfadconstraints sindgrundlegend zum Verständ-
nis von Entailment vieler Constraintsprachen, (siehe auchHenglein und Rehof (1997,
1998), Rehof (1998), Müller et al. (1998), Müller et al. (2000), Niehren et al. (1999)).
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2.4.1 Teilbaum-Constraints
Zunächst definieren wir einen Zugriffsoperator

”
: “ auf Bäume� .

Hiermit greifen wir auf Teilbäume von� an einem gegebenen Pfad� zu. Sei also� ein Baum und� 2 D� , dann schreiben wir�:�
für den Teilbaum von� an �, d. h.D�:� = f�0 j ��0 2 D�g undL�:�(�0) = L� (��0) für alle �0 2 D�:�. Analog beschreibt der Term

�:� ��x:� den Teilbaum der Denotation vonx an �. Ein Teilbaum-Constraintx:�=y ver-
langt, daß der Pfad� in der Domäne der Denotation vonx ist und daß der Teilbaumx:� gleich der Denotation vony ist.

2.4.2 Bedingte Teilbaum-Constraints

Bedingte Teilbaum-Constraints besitzen die Formx?� �L y?�. Das Fragezeichen be-
tont, daß der Constraint abhängig von der Existenz der beiden Teilbäumenx:� undy:� ist. Existiert einer der beiden Teilbäume nicht, so ist derobige Constraint auto-
matisch erfüllt. Ansonsten gilt der Constraint genau dann, wenn das Label vonx:�
kleiner als das Label vony:� ist. Wir geben nun seine exakte Semantik an: Einbe-
dingter Teilbaum-Constraintx?�1 �L y?�2 ist genau dann von einer Variablebelegung� erfüllt, wenn aus�1 2 D�(x) und�2 2 D�(y) folgt, daßL�(x)(�1) �L L�(y)(�2).
Die Bedingung?" lassen wir im folgenden einfach weg, da der Pfad" in jedem Baum
existiert. Ferner benutzen wirx?� �L f anstelle von9y(x?� �L y ^ y�f(>; : : : ;>))
und symmetrischf �L x?� anstelle von9y(f(?; : : : ;?)�y ^ y �L x?�).
2.4.3 Charakterisierung von Entailment

Die nachfolgende Proposition 3 zeigt, daß bedingte Teilbaum-Constraints ausdrucks-
stark genug sind, um nicht-strukturelles Entailment zu charakterisieren.

Proposition 3 (Charakterisierung von Entailment). Gegeben sei eine beliebige Si-
gnatur� mit ihrer maximalen Stelligkeitm�, d. h.m� ist minimal unter der Eigen-
schaft8f 2 � : m� � ar(f). Für alle Variablenu; v ist die folgendeÄquivalenz in
den SprachenNS� undNS�n� gültig:u�v $ ^fu?� �L v?� j � ist ein Pfad ausf1; : : : ; m�g�g
Beweis.Die Implikationsrichtung von links nach rechts folgt direkt aus der Definiti-
on 2 der Ordnung über Bäumen und der vorangegangenen Definition der bedingten
Teilbaum-Constraints. Es verbleibt die Gültigkeit vonu6�v ! 9� 2 f1; : : : ; m�g� : u?� 6�L v?�
zu zeigen. Sei also der Constraintu6�v gültig, das heißt, es gibt eine Belegung�, mit�(u) 6� �(v). Wir betrachten nun den minimalen Pfad� mit den beiden Eigenschaften,� ist in den beiden Bäumen�(u) und�(v) definiert und es gilt�(u:�) 6� �(v:�).
Nach Definition 2 existiert dieser Pfad� immer. Aus diesen beiden Eigenschaften
folgt automatisch die Gültigkeit des bedingten Teilbaum-Constraintsu?� 6�L v?�.
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2.4.4 Weitere Vorgehensweise

Proposition 3 zeigt, daß eine Entailment-Aussage j= x�y genau dann gilt, falls für
alle Pfade� der Constraint den Constraintx?� �L y?� impliziert. Diese Eigenschaft
ist zentral für die gesamte weitere Arbeit unserer Entailmentanalyse.

Wir nennen einen Pfad� einenWiderspruchspfadfür ein gegebenes Entailment-
problem j= x�y dann und nur dann, falls nichtx?� �L y?� impliziert. In dieser
Terminologie gilt nach Proposition 3 eine Entailment-Aussage genau dann, wenn es
hierfür keinen Widerlegungspfad gibt.

Wir werden in dem Kapitel 4 einen Automaten aus einem gegebenen Constraint'
bauen, der gerade alle Wörter� erkennt, für die der Teilbaum-Constraintu?� �L v?�
gilt. Der Automat kann nicht exakt syntaktisch die erwähnten Teilbaum-Constraints
erkennen, so daß wir im Kapitel 5, eine schwächere Form der bedingten Teilbaum-
Constraints einführen, die aber die Sprache des Automatenexakt beschreibt.



Kapitel 3

Theorie der P-Automaten

Der Begriff des P-Automaten erweitert den klassischen Begriff des endlichen Au-
tomaten: Gegeben sei die SpracheL eines endlichen Automaten, dann kann man
einen P-Automaten konstruieren, der die Möglichkeit besitzt, ein Wort ausL mit
einem beliebig oft konkatenierten Suffix aus diesem Wort zu erkennen. Diese P-
Automaten stellen die Grundlage unserer Entailmentanalyse dar.

3.1 Definition

In diesem Kapitel präsentieren wir die Notation und Eigenschaften derP-Automaten,
die die Grundlage unserer Entailmentanalyse darstellen. Der Begriff des P-Automaten
ist eine echte Erweiterung des klassischen Begriffs des endlichen Automaten, er kann
somit auch nicht-reguläre Sprachen erkennen.

In der Literatur werden zahlreiche Erweiterungen von endlichen Automaten disku-
tiert. So charakterisiert zum Beispiel Büchi (1964) einenendlichen Automaten als ein
Eingabeband mit einem pop-Operator und erweitert dieses Modell um einen zusätz-
lichen push-Operator (gegenüber einem Kellerautomaten agieren beide Operatoren
auf dem Eingabeband). Eine weitere Erweiterung stellen diesogenanntenalternie-
rendenendlichen Automaten dar; von einem alternierenden Knoten muß nicht ein
Pfad, sondern alle erreichbaren Pfade von dem Automaten akzeptiert werden. Eine
klassische Erweiterung sind Baumautomaten, welche ähnlicheÜbergangsregeln wie
Wortautomaten besitzen, anstelle von Wörtern aber ganze Bäume einlesen. Alle diese
Erweiterungen können bestimmte Schleifen, welche durch nicht-strukturelle Teiltyp-
Constraints ausgelöst werden, nicht charakterisieren, so daß wir in dieser Arbeit eine
neue Automatenerweiterung präsentieren.

Grundlage dieser Arbeit sind P-Automaten. Diese erweiternendliche Automaten
um sogenannte P-Kanten. Ob eine P-Kante von dem Automaten durchlaufen werden
kann ist abhängig von dem schon zuvor eingelesen Wort. Gegeben sei die SpracheL eines endlichen Automaten, dann kann man einen P-Automatenkonstruieren, der
die Möglichkeit besitzt, ein Wort ausL mit einem beliebig oft konkatenierten Suffix

28
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aus diesem Wort zu erkennen. Welche Suffixe genau erkannt werden, ist abhängig von
seinen P-Kanten; ein zuvor von einem endlichen Automaten eingelesener Suffix muß
durch eine P-Kante markiert sein.

Definition 5 (Erreichbarkeitsrelation). SeiA = (A;Q; I; F;�) ein endlicher Auto-
mat mitAlphabetA, ZusẗandenQ, AnfangszuständenI, EndzusẗandenF und Über-
gangskanten�. Wir definierenA ` p ��! q für Zuständep; q 2 Q und� 2 A� falls
der AutomatA einenÜbergang vonp nachq erlaubt und hierbei das Wort� liest.

Die vonA erkannte SpracheL(A) ist die Mengef� 2 A� j A ` p ��! q; p2I; q2Fg.
Definition 6 (P-Automat). Ein P-AutomatP ist ein Tupel(A; P ), bestehend aus
einem endlichen AutomatenA = (A;Q; I; F;�) und einer Menge ausP-KantenP �Q�Q zwischen den Zuständen vonA. Der P-AutomatP erkennt die SpracheL(P) �A�, gegeben durch:L(P) = L(A) [[f�(��)+� j A ` p ��! q ��! r ��! s; (s; q)2P; p2I; r2Fg

Wir zeichnen einen P-AutomatenP = (A; P ) als einen
endlichen AutomatenA mit zusätzlichen gestrichelten Lini-
en für seine P-KantenP . Der P-AutomatP unterstützt al-
le Übergänge seines zugrundeliegenden endlichen AutomatenA. Zusätzlich erlaubtP seine P-KantenP als gewöhnliche"-
Kanten zu traversieren; hierbei bestimmt die erste Traversie-
rung einer P-Kante die Periode des noch zu lesenden Wortes.
Als Periode bezeichnen wir das Wort�� in Definition 6.

pqrs
"���

Beispiel 4. Wir erklären die Funktionsweise von P-Kanten
anhand der folgenden Automaten: Gegeben sei der endliche
AutomatA mit Alphabetf1; 2g, Zuständenfp; qg, Anfangs-
und Endzustandfpg und Übergangskantenp 1;2�! q. Diesen
Automaten erweitern wir zu dem P-AutomatenP1 durch Hin-
zunahme der P-Kante(q; p) und zu dem endlichen AutomatenA1 durch Hinzunahme der"-Kante (q; p). Beide Automaten
sind rechts dargestellt. Der endliche AutomatA1 akzeptiert of-

p pq qP1 A1
" "1 2 1 2 "

fensichtlich die Sprachef1; 2g�. Die P-Kante des P-AutomatenP1 kann genau wie die"-Kante vonA1 behandelt werden, mit der Einschränkung, daß die Wahl zwischen
den Kanten1 und2, einmal getroffen, beibehalten werden muß. Somit erkenntP1 die
Sprache1� [ 2�.
3.2 Eigenschaften der P-Automaten

Der P-Automat besitzt die Möglichkeit, einen mit einer P-Kante markierten Abschnitt
(die Periode�� ) beliebig oft zu iterieren. Die Länge der Periode ist hierbei unbe-
schränkt, da das Wort�� aus einer regulären Menge gewählt werden kann. Diese kann
im allgemeinen unendlich sein, was der Grund für das nachfolgende Lemma ist:
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Lemma 1. Es existiert ein P-Automat, dessen Sprache nicht kontextfrei (und somit
nicht regulär) ist.

Beweis.Wir betrachten den P-AutomatenP mit Alphabet f1; 2g,
Zuständenfp; q; rg, Anfangszustandfpg, Endzustandfqg, Über-
gangskantenp "�! q, q 1�! q, undq 2�! r und einer einzigen P-
Kante(r; p). Der rechts dargestellte AutomatP akzeptiert die Sprachef� j 9n : � � �n; � 2 1�2g. Diese SpracheL(P) ist nicht kontext-
frei, da ansonsten der Schnitt vonL(P) mit der regulären Sprache1�21�21�2 kontextfrei wäre. Der Schnitt ist aber gleich der Sprachef1n21n21n2 j n � 0g, welche sicher nicht kontextfrei ist.

pqr
""2 1

In diesem Beispiel haben wir die Periode aus einer unendlichen Menge gewählt;
wählen wir hingegen die Periode�� aus einer endlichen Menge, ist die resultierende
SpracheL(P) regulär, da wir nun durch eine Automatentransformation alle P-Kanten
in "-Kanten übersetzen können:

Lemma 2. Die durch einen gegebenen P-AutomatenP = (A; P ) gegebene SpracheL(P) ist regulär, falls für jede P-Kante(r; p) 2 P die Mengef� j A ` p ��! rg
endlich ist.

Beweis.Falls für jede P-Kante(r; p) 2 P die Mengef� j A ` p ��! rg endlich ist,
ist sicherlich auch die MengeM(r;p) = f(�; �) j A ` p ��! q ��! r; q 2 Ig für jede
P-Kante(r; p) 2 P endlich; sei nun alsoM(r;p) = f(�1; �1); (�2; �2); : : : ; (�n; �n)g.
Desweiteren gibt es für jede P-Kante(r; p) 2 P einen regulären Ausdruckreg(p) mitreg(p) = f� j A ` o ��! p; o 2 Ig. Nun kann die MengeL(P) durch die folgenden
regulären Ausdrücke äquivalent zu Definition 6 charakterisiert werden:L(P) = L(A) [ [(r;p)2P [(�i;�i)2M(r;p) reg(p)(�i�i)+�i
Beispiel 5. Wir übersetzen den P-AutomatP1 aus
Beispiel 4 in einen äquivalenten endlichen AutomatAP1 . Dies ist nach Lemma 2 möglich, da die Men-
ge f� j A ` p ��! qg gleich der Mengef1; 2g
ist. Wir konstruieren den endlichen AutomatenAP1
mit den Zuständenfp1; q1; p2; q2g, Anfangs- und End-
zuständenfp1; p2g und Übergangskantenp1 1�! q1,p2 2�! q2, q1 "�! p1 und q2 "�! p2. Der neue Au-

p p1 p2q q1 q2P1 AP1
" " "1 2 1 2" "

tomatAP1 ist äquivalent zuP1, d.h.L(AP1) = L(P). Wir merken an, daß durch die
Übersetzung eines P-Automaten in einen endlichen Automaten die Größe polynomial
stark anwachsen kann, da jeder Teilautomat mit einer P-Kante inn neue Teilautomaten
mit einer"-Kante übersetzt werden muß.
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Eine analogeÜbersetzung des P-Automaten aus dem Beweis von Lemma 1 in
einen endlichen Automaten würde fehlschlagen, da hier dieMengef� j A ` p ��!rg = 1�2 unendlich viele Wörter besitzt.

3.3 Traversierungsb̈aume

Zur Darstellung der von einem P-AutomatenP erkannten SpracheL(P) führen
wir den Begriff der Traversierungsbäume ein. Ein Traversierungsbaum für einen P-
AutomatP = (A; P ) sei eine FunktiontP : A� ! fA;P;Ng, die für jedes Wort
über dem Alphabet des Automaten festhält, ob der AutomatA oderP oder keiner von
beiden das Wort akzeptiert.

Definition 7 (Traversierungsbaum). Gegeben sei ein P-AutomatP = (A; P )mit Al-
phabetA. SeinTraversierungsbaumtP sei die FunktiontP : A� ! fA;P;Ng, gegeben
durch tP(�) = 8><>: A; falls � in L(A)

P; falls � in L(P), aber nicht inL(A)
N; falls � nicht inL(P)

Einen TraversierungsbaumtP über einem AlphabetA stellen wir graphisch durch
einen Baum(A�; tP) dar. Dieser Baum(A�; tP) genügt aber nicht der in Anhang A ge-
gebenen Definition für Bäume, da wir einen Pfad in einem Baum als eine Sequenz über
natürliche Zahlen, nicht über einem beliebigen Alphabet, definiert haben. Abweichend
von dieser Definition betrachten wir jetzt einen Baum über beliebige Pfade ausA�. Um
Traversierungsbäume endlich und übersichtlich darstellen zu können, benutzen wirA�
als Abkürzung für den vollständig gelabeltenA-Baum (entsprechende Abkürzungen
gelten für den vollständig gelabeltenP-Baum undN-Baum). Wir nennen einenP�-
Teilbaum, einenunendlichen P-Cluster, hingegen nennen wir einen Teilbaum, wel-
cher vollständig bis zur Pfadtiefen mit P gelabelt ist, einen P-Cluster der Tiefen.
Desweiteren nennen wir in einem Traversierungsbaum einen unendlichen Zweig, der
vollständig mitP gelabelt ist, eineP-Spur.

Beispiel 6.Wir geben den TraversierungsbaumtP1 des P-AutomatP1 aus Beispiel 4
an. Dieser besitzt zwei P-Spuren1+ und2+. Für eine endliche Darstellung begnügen
wir uns mit einem hinreichend großen Teilbaum vontP1 :OO OO O O OO O O OO O O O

A

P P

P P

P P

N� N�
N� N�

N� N�
TraversierungsbaumtP1
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3.4 P-Cluster in Traversierungsb̈aumen

Ziel ist es, einen Universalitätstest für P-AutomatenP anzugeben. Hierbei spielen
Effekte der P-Kanten, die P-Spuren in dem TraversierungsbaumtP , die zentrale Rolle.
Ein P-Automat besitzt nur endlich viele P-Kanten, diese können jedoch unendlich viele
P-Spuren in seinem Traversierungsbaum induzieren. Als Beispiel hierfür betrachten
wir den Traversierungsbaum für den P-Automat aus dem Beweis von Lemma 1.OO OO O O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O O O O
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A

A

A

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

Traversierungsbaum mit unendlich vielen P-Spuren

N�
N�

N�
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N�

N�
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N�
N�

N�
N�

N�
N�

N�
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N�

N�
N�
N�

N�
N�
N�
N�

N�
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Je dichter die P-Spuren im dem Traversierungsbaum liegen, desto schwieriger
wird eine Berechnung der Universalität. Man kann komplizierte Beispiele für P-
Automaten angeben, die ihre P-Spuren so dicht anordnen, daßsie sich überlagern; es
kommt zu einer endlichen P-Cluster-Bildung. Wir verweisenauf den Anhang B, wo
wir zunächst in Beispiel B5 in einem denkbar einfachen P-Automaten mit nur zwei
Zuständen einëUberlagerung seiner P-Spuren beobachten. Im nächsten Beispiel B6
erzeugen wir durch einen nun sehr komplizierten P-Automaten einen P-Cluster der
Tiefe 2. Die wichtigste globale Eigenschaft der P-AutomatenP ist jedoch, daß ein
unendlicher P-Cluster in dem TraversierungsbaumtP nicht existieren kann:

Proposition 4 (unendliche P-Cluster existieren nicht). Sei P ein beliebiger P-
Automat mit einem AlphabetA von mindestens zwei Zeichen, dann gibt es im Tra-
versierungsbaumtP keinen unendlichen P-ClusterP�, d. h. es gibt kein Wort�, so daß8�0 2 A� : tP(��0) = P.

Beweis.Wir betrachten einen P-AutomatenP = (A; P ), wobei wir zwei Zeichen1
und 2 in seinem Alphabet voraussetzen. Wir zeigen durch Widerspruch, daß es kein
Wort� mit der Eigenschaft8�0 2 A� : tP(��0) = Pgibt. Zu gegebenen� untersuchen
wir das Wort�0 := 1j�j2, wobei1n ein Wort mit genaun-mal dem Zeichen1 denotiert.
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Nach Definition 7 des Traversierungsbaumes folgt austP(�) = P und tP(��0) = P
direkt, daß� und ��0 nicht in L(A), aber inL(P) sind. Nach Definition 6 gibt es
nun eine Zerlegung von� mit � = �1�2�3�4, so daß��0 in der regulären Menge�1(�2�3)+�2 ist. Es gibt somit eine natürliche Zahln � 1 mit(1) �1j�j2 2 �1(�2�3)n�2:
Die Länge von�1j�j2 ist 2�j�j + 1 und die Länge von�1(�2�3)n�2 ist kleinergleichj�n+1j. Wenden wir diese Längenberechnung auf Gleichung(1) an, dann folgtn � 2.
Wir eliminierenn in Gleichung(1) und erhalten�1j�1�4�3�2j2 2 �1(�2�3)�(�2�3)(�2�3)�2:
Wir vergleichen die beiden Ausdrücke von hinten nach vorne: Falls das Wort�3�2 leer
ist, erhalten wir den Widerspruch�1�41j�1�4j2 = �1. Ansonsten ist das letzte Zeichen
von�3�2 eine2, sei also�3�2 := �03�022 und es folgt der Widerspruch�1j�1�4j 1 1j�03�02j2 2 �1(�2�3)��2�03�02 2 �03�022:
Vergleichen wir wieder beide Ausdrücke von hinten, steht2 im Widerspruch zur1, da
beide Zeichen an der gleichen Position auftreten.

A

P

P P�- Cluster

�1�2�3�4�0
Die Graphik zeigt das Wort�1�2�3�4�0 in dem TraversierungsbaumtP und illustriert
den obigen Beweis der Cluster-Proposition. Der Beweis basiert auf der folgenden Idee:
Wir nehmen an dem Pfad�1�2�3�4 einenP�-Cluster intP an. Dann starten von dem
Pfad�1�2�3�4 unendlich viele P-Spuren intP . Das steht jedoch im Widerspruch zur
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Definition 6 der P-AutomatenP, daP nach Definition nur endlich viele P-Spuren –
ausgelöst durch seine P-Kanten – an dem Pfad�1�2�3�4 in tP vereinbaren kann.

Wir weisen nocheinmal darauf hin, daß schon ein P-AutomatP mit nur einer P-
Kante unendlich viele P-Spuren in seinem Traversierungsbaum tP induzieren kann.
Allerdings beginnnen diese P-Spuren dann nicht an einem, sondern an unterschied-
lichen Pfaden intP . Dieses Phänomen illustrieren die Beispiele B4 und B5 aus dem
Anhang B.

Korollar 1 (Flucht). SeiP = (A; P ) ein beliebiger P-Automat mit einem Alphabet
von mindestens zwei Zeichen und seiL(A) präfix-abgeschlossen. Falls� 62 L(A),
dann gibt es ein Wort�0 62 L(P) mit ���0.
Beweis.Falls� 62 L(A), gibt es nach dem Beweis der Cluster-Proposition 4 ein Wort�0 := �1j�j2 mit tP(�0) 6= P und���0. Nach Definition 7 des Traversierungsbaumes
folgt austP(�0) 6= P direkt,� 2 L(A) oder� 62 L(P). DaL(A) präfix-abgeschlossen
ist, folgt aus� 62 L(A) auch�0 62 L(A) und somit ist�0 nicht inL(P).

Wie das nachfolgende Beispiel zeigt, stellt ein P-Automat mit einem Alphabet von
nur einem Zeichen ein Sonderfall dar.

Beispiel 7.Wir betrachten einen P-Automaten mit einem Alphabet von nur
einem Zeichen und zeigen, daß in diesem Fall das Korollar 1 und somit
auch die Proposition 4 nicht gelten. Sei alsoP = (A; P ) ein P-Automat
mit AlphabetA = f1g, Zuständenfp; qg, Anfangs- und Endzustandfpg,
Übergangskantep 1�! q und P-Kante(q; p). Der Automat ist mit seinem
Traversierungsbaum angegeben. Es giltL(A) = f"g undL(P) = 1� und

pq"1
somit existiert im Traversierungsbaum am Pfad1 ein P�-Teilbaum, was im Gegensatz
zur Proposition 4 steht. Es existiert ein Wort� 62 L(A), hingegen gibt es kein Wort�0
mit �0 62 L(P), was wiederum im Gegensatz zum Korollar 1 steht.

OOOOO
A

P

P

P

TraversierungsbaumtP2
Mit dem nachfolgenden Korollar beweisen wir, daß das Universalitätsproblem
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von einem P-AutomatenP = (A; P ) invariant gegenüber seinen P-KantenP ist, fallsA präfix-abgeschlossen ist.

Korollar 2. SeiP = (A; P ) ein beliebiger P-Automat mit einem AlphabetA von
mindestens zwei Zeichen und seiL(A) präfix-abgeschlossen, dann gilt:L(P) = A� () L(A) = A�
Beweis.Die Implikations-Richtung

”
(“ ist offensichtlich, da nach Definition 6 die

MengeL(A) eine Teilmenge vonL(P) ist.
Wir zeigen nun die andere Implikations-Richtung, indem wirL(A) 6= A� )L(P) 6= A� beweisen. Sei also� ein Wort, das nicht inL(A) ist. Nach dem Flucht-

Korollar 1 gibt es dann auch ein Wort�0, das nicht inL(P) ist und somit istL(P)
nicht universell.

3.5 Komplexitätsfragen der P-Automaten

In diesem Abschnitt starten wir eine systematische Untersuchung von Komple-
xitätsfragen der P-Automaten. So bestimmen wir die Komplexität des Wortpro-
blems (welches für diese Arbeit nicht weiter relevant ist) und des Universalitäts-
problems. Bei dem Universalitätsproblem treten Schwierigkeiten auf, welche wir
im nächsten Abschnitt genauer untersuchen.

Lemma 3.Das Wortproblem für P-Automaten ist in der KomplexitätsklasseP .

Beweis. Als obere Schranke für das Wortproblem geben wir einen deterministi-
schen polynomialen Algorithmus an: Gegeben sei ein Wortw und ein P-AutomatP = (A; P ), zu beantworten ist, obw 2 L(P). Zunächst testen wir, obw in L(A)
liegt, falls ja, liegtw auch inL(P), ansonsten testen wir, ob:w 2 [f�(��)+� j A ` p ��! q ��! r ��! s; (s; q)2P; p2I; r2Fg
Hierzu testen wir für alle Präfixe� vonw und für alle P-Kanten(s; q) ausP und für
alle Pfade(��) mit der Eigenschaft,�(��) ist Präfix vonw, die Bedingung: Istw
in der regulären Sprache�(��)+� und gilt zusätzlichA ` p ��! q ��! r ��! s
mit (s; q) 2 P , p 2 I und r 2 F? Falls ja, ist obige Bedingung erfüllt undw ist
in L(P), falls nein, istw nicht in L(P). Offensichtlich läuft dieser Algorithmus in
Polynomialzeit.

Ausgehend von dem wichtigen Korollar 2 beweisen wir nun die zentrale
Komplexitätsaussage dieser Arbeit. Wir nennen einen endlichen Automatpräfix-
abgeschlossen, falls alle seine Zustände Endzustände sind. Diese Definition ist syn-
taktisch überprüfbar. Hingegen sei ein endlicher Automat A semantisch pr̈afix-
abgeschlossen, falls seine SpracheL(A) präfix-abgeschlossen ist. Es ist leicht ein-
zusehen, daß ein (syntakisch) präfix-abgeschlossener endlicher Automat auch seman-
tisch präfix-abgeschlossen ist. Andererseits gibt es zu jeder von einem semantisch
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präfix-abgeschlossen endlichen Automaten erkannten SpracheL(A) einen (syntak-
tisch) präfix-abgeschlossenen endlichen Automaten, der die gleiche SpracheL(A) er-
kennt. Wie man jedoch ausgehend von einem semantisch präfix-abgeschlossenen, den
äquivalenten (syntaktisch) präfix-abgeschlossenen endlichen Automaten konstruiert,
ist aufwendiger; wir gehen auf diese Konstruktion nicht weiter ein.

Proposition 5. Das Universalitätsproblem von P-AutomatenP = (A; P ), mit der
Einschränkung einer präfix-abgeschlossenen Sprache desendlichen AutomatenA und
einem Alphabet von mindestens zwei Zeichen, ist PSPACE-vollständig.

Für den Beweis wiederholen wir zunächst aus (Rehof, 1998)das folgende Kom-
plexitätsresultat:

Lemma 4 (Rehof). Das Universalitätsproblem eines präfix-abgeschlossenen end-
lichen Automaten mit einem Alphabet von mindestens zwei Zeichen ist PSPACE-
vollständig.

Beweis.Die Idee des Beweises beruht auf einer Simulationstechnik:Wir simulieren
die Traversierung eines beliebigen endlichen Automaten durch die Traversierung ei-
nes präfix-abgeschlossenen endlichen Automaten. Anschließend zeigen wir, daß das
Universalitätsproblem invariant gegenüber dieser Simulation ist.

Sei also ein beliebiger endlicher AutomatA gegeben. Wir konstruieren in Li-
nearzeit zuA einen präfix-abgeschlossenen endlichen AutomatenA0. Das Alphabet
von A0 ist gegenüber dem Alphabet vonA um ein neues Zeichen erweitert, sei al-
soA0 = A [ faneug. Zusätzlich erweitern wir die Zustände vonA0 gegenüber den
Zuständen vonA um einen neuen Zustandqneu, dieser ist auf ewig akzeptierend, das
heißt, er ist ein Endzustand und besitzt für jedes Zeichen ausA0 eine reflexiveÜber-
gangskante. Wir erhalten nunA0 ausA, indem wir von allen Endzuständen ausA eine
Kante mit der Beschriftunganeu zu dem Zustandqneu einführen und anschließend alle
Nicht-Endzustände zu Endzuständen erklären.

Es ist nun zu zeigen, daß das Universalitätsproblem invariant gegenüber dieser
Automatentransformation bleibt. Sei also die SpracheL(A) universell, dann gilt nach
Konstruktion vonqneu, daß die SpracheL(A0) gleich f�aneu� j � 2 A�; � 2 A0�g
ist, also universell. Sei nun die SpracheL(A) nicht universell, d. h. es gibt ein Wort� 62 L(A). Nach obiger Transformationsvorschrift ist dann das Wort�aneu nicht inL(A0), also ist auchL(A0) nicht universell.

Beweis der Proposition 5.Nach Lemma 4 ist das Universalitätsproblem eines präfix-
abgeschlossenen endlichen Automaten mit einem Alphabet von mindestens zwei Zei-
chen PSPACE-schwer. Jeder präfix-abgeschlossene endliche Automat ist auch seman-
tisch präfix-abgeschlossen. Somit ist auch das Universalitätsproblem der endlichen
AutomatenA, mit der Einschränkung einer präfix-abgeschlossenen Sprache und ei-
nem Alphabet von mindestens zwei Zeichen, PSPACE-schwer. Durch die kanonische
Einbettung vom endlichen AutomatenA in den P-AutomatenP = (A; ;) erhalten
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wir den Satz: Das Universalitätsproblem eines P-AutomatenP = (A; P ), mit der Ein-
schränkung einer präfix-abgeschlossenen endlichen AutomatenA und einem Alphabet
von mindestens zwei Zeichen, ist PSPACE-schwer.

Das Universalitätsproblem von diesen eingeschränkten P-AutomatenP = (A; P )
ist in PSPACE, da wir dieses auf das Universalitätsproblemvon (semantisch präfix-
abgeschlossenen) endlichen AutomatenA zurückführen können (nach Korollar 2).

3.6 Ausblick

Für P-AutomatenP = (A; P ) mit der Einschränkung einer präfix-abgeschlossenen
Sprache vonA und einem Alphabet von mindestens zwei Zeichen gilt Proposition
5: Ihr Universalitätsproblem ist PSPACE-vollständig. Ohne Präfix-Abgeschlossenheit
von der Sprache des AutomatenA treten Schwierigkeiten auf:

Beispiel 8. Wir betrachten hierzu den P-AutomatenP =(A; P ) mit Alphabetf1; 2g, Zuständenfp; q; r; s; tg, An-
fangszustandfpg, Endzuständefp; s; tg, Übergangskan-
ten p 1�! q 1�! r 1�! r 2�! t,p 2�! s 1;2�! s undq 2�! t 1;2�! t und eine einzige P-Kante(q; p). Der rechts
dargestellte AutomatP akzeptiert die universelle Spra-
chef1; 2g�. Hingegen ist die von seinem zugrundeliegen-
den endlichen AutomatenA akzeptierte Sprache gleichf1; 2g� n 1+, somit nicht präfix-abgeschlossen und nicht

pq sr t
"1 21 22 1;21;21

universell. In diesem Fall kann ein Universalitätstest nicht einfach die P-Kanten un-
berücksichtigt lassen. Andererseits können wir nicht die Effekte aller P-Kanten dem
endlichen Automaten einfach zufügen, da die Sprache einesP-Automaten im allge-
meinen nicht regulär zu sein braucht. Es stellt sich somit die folgende Frage, die wir
im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter explorieren.

Gibt es einen Algorithmus, der entscheidet, ob die Sprache eines gegebe-
nen P-Automaten universell ist?



Kapitel 4

Entailment und P-Automaten

Wir charakterisieren das G̈ultigkeitproblem einer Entailment-Aussage' j=  
in den eingeschr̈ankten SprachenNSn und NS�nn durch Universaliẗat von P-
Automaten. Der P-Automat erkennt dabei widerspruchsfreiePfade bez̈uglich der
gegebenen Entailment-Aussage' j=  ; ein Pfad� heißt widerspruchsfrei, falls' j=  an� nicht widerlegt werden kann. Sind alle Pfade widerspruchsfrei, gilt
Entailment.

4.1 Zugrundeliegende Idee

Wir betrachten eine Signatur� = f?;>; fg mit genau einemn-stelligen Funktions-
symbolf . Gegeben sei nun eine Entailment-Aussage' j=  in der eingeschränk-
ten SpracheNSn oderNS�nn . Wir nennen den Constraint die Zielaussage; ohne Be-
schränkung der Allgemeinheit habe diese die Formx�y (andere Formen können wir
auf diese zurückführen, siehe Kapitel 2). Ziel ist es, einen P-Automaten aus' zu kon-
struieren, der alle widerspruchsfreien Pfade akzeptiert;das sind nach Definition alle
Wörter� mit ' j= x?� �L y?�, das heißt, das Label vonx:� ist kleiner als das Label
von y:�. Gilt dieser bedingte Teilbaumconstraint für alle Pfade,gilt nach Proposition
3 Entailment.

Der Automatenkonstruktion liegt nun eine Zerlegung der Ziel-Aussage in zahlrei-
che Teil-Aussagen zugrunde. Wir illustrieren diese Zerlegung anhand von zwei Bei-
spielen: Wenn wir den Constraint' fixieren, ist eine Entailment-Aussage' j= x�y in
einer SpracheNSn oderNS�nn nur noch durch seine Ziel-Aussagex�y charakterisiert,
in den folgenden Beispielen stellen wir sie als Tupel(x; y) dar.

Beispiel 9.Wir untersuchen unter der Signatur�=f?;>;�g mit dem binären Funk-
tionssymbol� in der SpracheNS2 bzw.NS�n2 die Entailment-Aussage(1) '0 ^ x=x1�x2 ^ y=y1�y2| {z }' j= x�y:

38
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Da die Variablenx undy einen Term der Form: : :� : : : denotieren, können wir unsere
Ziel-Aussage auch angeben als(1) $ ' j= x1�x2�y1�y2:
Durch weitere Umformungsschritte erhalten wir die beidenÄquivalenzen:(1) $ ' j= x1�y1 ^ x2�y2(1)$ ' j= x1�y1 und' j= x2�y2
Somit ist die gegebene Entailment-Aussage' j= x�y äqivalent zu den beiden Aus-
sagen' j= x1�y1 und ' j= x2�y2. Wir sagen, wir können von der Ziel-Aussage(x; y) zu den Ziel-Aussagen(x1; y1) und (x2; y2) absteigen, falls der Constraintx=x1�x2 ^ y=y1�y2 in ' vorkommt.

Beispiel 10.Wir untersuchen unter einer beliebigen Signatur� in der SpracheNS�
bzw.NS�n� die Entailment-Aussage(2) '0 ^ x�x0| {z }' j= x�y:
Falls die Entailment-Aussage'0^ x�x0 j= x0�y gültig ist, gilt nach Transitivität auch'0 ^ x�x0 j= x�y, die Umkehrung dieser Implikation gilt jedoch nicht.(2)  '0 ^ x�x0 j= x0�y
Wir können somit von der Ziel-Aussage(x; y) zu der Ziel-Aussage

”
(x; y) oder(x0; y)“

absteigen, falls der Constraintx�x0 in ' vorkommt. Diese Disjunktion ist dafür ver-
antwortlich, daß wir einen nicht-deterministischen Automaten erhalten werden.

Diese Zerlegung ist unabhängig davon, ob Constraints über endlichen oder un-
endlichen Bäumen interpretiert werden. In der Tat erhalten wir in beiden Fällen den
gleichen Algorithmus, nur daß wir im endlichen Fall einen zusätzlichen Occur-Test
auf dem gegebenen Constraint durchführen. Beide Versionen des Algorithmus unter-
scheiden sich also nur in dem Erfüllbarkeitstest, der der gegebenen Sprache zugrunde
liegt.

4.2 Der Sicherheitsautomat

Gegeben sei eine Entailment-Aussage' j= x�y in der SpracheNS� oderNS�n� mit
einem abgeschlossenen und fehlerfreien Constraint'. Wir konstruieren nun einen P-
Automaten, der alle widerspruchsfreien Pfade erkennt, sprich allesicherenPfade. Wir
nennen diesen aus einem gegebenen Constraint' erzeugten Automaten einenSicher-
heitsautomatenfür '. Hierzu fixieren wir die zwei globalen Variablenx undy aus der
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gegebenen Aussage' j= x�y und erzeugen diëUbergangskanten, indem wir von der
Ziel-Aussage(x; y) in immer weitere Ziel-Aussagen absteigen. Das Ergebnis istein
endlicher Automat, dessen Knoten Paare von Variablen aus', die Ziel-Aussagen,sind.
Der Startknoten ist die gegebene Ziel-Aussage(x; y), die hiervon erreichbaren Knoten
sind die möglichen Ziel-Aussagen, die wir durch Absteigenerreichen können. Hier-
bei beschriften wir die dazwischenliegende Kante mit1 oder2, wenn wir analog zum
Beispiel 9 absteigen, und mit", wenn wir analog zum Beispiel 10 absteigen. Wir nen-
nen im folgenden diëUbergangskanten Konstruktorkanten. Zusätzlich benötigen wir
noch P-Kanten, die bestimmte Pfade als sicher beweisen. DieNotwendigkeit von P-
Kanten in Hinblick auf Entailment ist nicht leicht einzusehen. Wir werden im nächsten
Abschnitt hierauf ausführlich eingehen.

Wir weisen noch einmal darauf hin, daß wir diese Konstruktion nur für die einge-
schränkten SprachenNSn bzw.NS�nn definieren. Die Relevanz dieser Methode für die
vollständige SpracheNS� bzw.NS�n� diskutieren wir in der Konklusion, Kapitel 8.

Definition 8 (Sicherheitsautomat). Gegeben sei ein Constraint' in der einge-
schr̈anktenSpracheNSn oderNS�nn , der bezüglich seiner Sprache abgeschlossen und
fehlerfrei ist. DerSicherheitsautomatP' sei für zwei gegebene Variablenx undy ausV (') durch die nachfolgende Tabelle definiert und kann in Polynomialzeit erzeugt
werden. Wir sagen, daßP' die Entailment-Aussage' j= x�y berechnet.endl:AutomatAlphabetZust�andeStartzustandAbshw�ahenDekompositionReexivit�atP�Kanten

A' = (A'; Q'; I'; F';�')A' = f1; : : : ; ngQ' = f(u; v) j u; v 2 V (')gI' = f(x; y)g(u; v) "�! (u0; v) 2 �'(u; v) "�! (u; v0) 2 �'(u; v) i�! (ui; vi) 2 �'(u; v) 2 F' )(u; u) i�! (u; u) 2 �'(u; u) 2 F' )((u; v); (v; u)) 2 P'

für Signatur�n=f?;>; fg
falls u�u0 in '
falls v0�v in '
falls

8><>:u=g(u1; : : : ; un) in 'v=g(v1; : : : ; vn) in '
und i 2 A'

falls i 2 A'
falls u; v 2 V (')

SicherheitsautomatP'=(A'; P') für ' j= x�y
Der AutomatP' akzeptiert alle Wörter über den natürlichen Zahlen, von1 bis zu

der maximalen Stelligkeit des gegebenen Konstruktors. Seine Zustände sind Paare von
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Variablen ausV ('), sein Anfangszustand ist(x; y). Ordnungs-Constraintsu�v kor-
respondieren mit"-Übergängen, wobei die Variable der linken Seite in der Ordnung
aufsteigt und die der rechten Seite in der Ordnung absteigt.Die Dekompositionsregel
vereinbart Konstruktorkanten für allei 2 A', welche parallel für beide Variablen zumi-ten Kind absteigen. Zustände, auf die die Dekompositionsregel angewandt wird, sind
Endzustände. Desweiteren sind alle Zustände der Form(u; u) Endzustände und besit-
zen reflexive Kanten für allei 2 A'. Zusätzlich besitzt der AutomatP' eine P-Kante
zwischen jedem Zustandspaar(u; v) und(v; u).
4.3 Konstruktorkanten versus P-Kanten

Wir erklären anhand von einfachen Beispielen die Effekte und Notwendigkeit von P-
Kanten und stellen sie gewöhnlichen Konstruktorkanten gegenüber. ImÜberblick be-
finden sich diese und andere wichtige Beispiele im Anhang B.

Beispiel 11. Wir betrachten die Entailment-Aussagex=g(x) ^y=g(y) j= x�y in der SpracheNS1. Der Sicherheitsautomat be-
sitzt nur einfache Konstruktorkanten; wir haben ihn nicht als Mini-
malautomaten angegeben, um ihn mit dem nächsten Beispiel bes-
ser vergleichen zu können. Wir untersuchen seine Semantik. Der
Sicherheitsautomat versucht Entailment zu widerlegen. AmPfad"
ist das nicht möglich, dax:" undy:" mit dem gleichen Konstruk-

x yx y
"1"

tor gelabelt sind. Also steigt der Automat über den Pfad1 ab und findet das gleiche
Problem wie zuvor vor. Alle Pfade sind somit sicher und Entailment gilt.

Beispiel 12 (siehe Anhang B3).Wir betrachten die Entailment-
Aussagex�g(y) ^ g(x)�y j= x�y in der SpracheNS1. Am Pfad" kann Entailment nicht widerlegt werden, dax:" undy:" wieder
mit dem gleichen Konstruktorg gelabelt sind. Also nehmen wir den
Constraint : x=g(x1) ^ y=g(y1) für zwei frische Variablenx1
und y1 an, um die Entailment-Aussage am Pfad1 zu widerlegen.
Wenn wir nun über1 absteigen, kommen wir nicht zu dem Aus-

x yy x
"1

gangsproblem, sondern zu dem Zustand(y; x). Bei dem Abstieg über den Pfad1 muß
nun auch die Annahme gelten, ansonsten kann keine Widerlegung erfolgen; hier-
durch wird aber auch der Pfad1 sicher. Die Sicherheit am Pfad1 garantieren nicht die
Konstruktorkanten (erzeugt durch den gegebenen Constraint), sondern eine notwen-
dige Annahme (in unserem Fall ) beim Versuch, Entailment zu widerlegen. Dieser
Effekt, eine notwendige Annahme erzwingt Knoten als sicher, pflanzt sich weiter fort.
Hierdurch werden alle Pfade aus1+ sicher, was genau mit der Semantik einer P-Kante
übereinstimmt. Somit erkennt der Sicherheitsautomat genau wie im vorangegangenen
Beispiel die Sprache1�. Entailment gilt, ist jetzt aber abhängig von den Effektender
P-Kante.
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Konstruktorkanten und P-Kanten haben eine unterschiedliche Semantik. Dieses
Argument haben wir in Kapitel 3 ausführlich diskutiert. ImFall eines unären Kon-
struktors haben wir noch keinen Unterschied dieser beiden Semantiken ausmachen
können: Sowohl Konstruktor-, wie auch P-Kante haben eine Schleife erzeugt, die die
Sprache1+ erkannt hat.

4.4 Entailment-Beispiele mit bin̈arem Konstruktor

Wir betrachten nun beide vorangegangenen Beispiele mit einem binären anstelle eines
unären Konstruktors.

Beispiel 13. Wir betrachten die Entailment-Aussagex=x�x ^y=y�y j= x�y in der SpracheNS2. Sowohlx als auchy deno-
tieren den vollständig mit� gelabelten Baum�z: z�z. Somit gibt
es keinen Widerspruchspfad, und Entailment gilt. Dieses Ergebnis
wird auch durch den rechts gegebenen Sicherheitsautomatenbe-
rechnet: Der Sicherheitsautomat erkennt die Sprachef1; 2g� und
ist somit universell.

x yy x
"1 2"

Beispiel 14 (siehe Anhang B2).Wir betrachten die Entailment-
Aussagex�y�y ^ x�x�y j= x�y in der SpracheNS2. Entail-
ment kann beispielsweise am Pfad12 widerlegt werden, wie wir
schon im Beispiel 2, Kapitel 2 gezeigt haben. Der Hauptpunktun-
serer Argumentation kommt jetzt. Entailment gilt bedingt durch
den möglichen Widerspruch somit nicht (im Gegensatz zu Beispiel
12). Dies erscheint zunächst überraschend, da der einzige Unter-

x yy x
"1 2

schied zu Beispiel 12 die Wahl eines unären versus eines binären Konstruktors ist.
Diese Situation wird durch den rechts dargestellten Sicherheitsautomaten geklärt. Der
zugrundeliegende endliche Automat akzeptiert die Sprachef"g. Die P-Schleifen ak-
zeptieren zusätzlich die Wörter aus1+ [ 2+. Da die Semantik der P-Kanten von der
gewöhnlicher"-Kanten abweicht, akzeptiert der Sicherheitsautomat nicht die Wörter12 und21, welche in der Tat Widerspruchspfade für Entailment sind.

Beispiel 15 (siehe Anhang B4).Der Sicherheitsautomat der
Entailment-Aussage'5 : x�u ^ v�y ^ u=u�y ^ v=v�x j=x�y in der SpracheNS2 oder NS�n2 ist äquivalent zu dem
nicht-kontextfreien P-Automaten aus dem Beweis von Lemma 1.
Somit kann die Sprache eines Sicherheitsautomaten nicht regulär
sein. Andererseits spielt der nicht-kontextfreie Teil derSprache
des Sicherheitsautomaten keine Rolle in Bezug auf Entailment
und wir brauchen ihn nicht in unserem Entailment-Test mit zu
berücksichtigen.

xyuvyx
""2 1
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Die Beispiele zeigen, daß nicht-strukturelles Teiltyp-Entailment in Gegenwart ei-
nes einzelnen binären Konstruktors nicht abhängig von den Effekten der P-Kanten
ist. Hierbei erfüllen alle bisherigen Sicherheitsautomaten die Bedingung: Ihre zugrun-
deliegenden endlichen Automaten erkennen eine präfix-abgeschlossene Sprache. Mit
dieser Beobachtung sagt die Theorie der P-Automaten, daß P-Kanten die Universa-
lität und somit auch Entailment nicht beeinflussen können(siehe Korollar 2). Es steht
nun noch der Beweis aus, daß die Entailment-Charakterisierung durch P-Automaten
korrekt und vollständig ist.

4.5 Entailment-Algorithmus

Die vorangegangenen Beispiele haben gezeigt, daß der in Definition 8 gegebene Si-
cherheitsautomat Entailment in der eingeschränkten Sprache berechnen kann. Im All-
gemeinen testen wir hierzu einfach die Sprache des Sicherheitsautomaten auf Univer-
salität. Dieses Universalitätsproblem von P-Automatenist jedoch ein offenes Problem
(P-Automaten können auch nicht-reguläre Sprachen akzeptieren, siehe Beispiel 15).
Wir können aber dieses Universalitätsproblem mit der folgenden Eigenschaft der Si-
cherheitsautomaten einschränken:

Lemma 5 (Basisautomat des Sicherheitsautomaten ist semantisch präfix-
abgeschlossen).Alle nach Definition 8 gegebene Sicherheitsautomaten erfüllen die
folgende Bedingung: Ihre zugrundeliegenden endlichen Automaten erkennen eine
präfix-abgeschlossene Sprache.

Beweis. Wir nehmen an, daß der nach Definition 8 gegebene SicherheitsautomatP' = (A'; P ) die oben genannte Bedingung nicht erfüllt. Es existiert also ein Wort� 62 L(A') mit �i 2 L(A') für ein i aus dem zugrundeliegenden Alphabet. Wir neh-
men somit an, daß mindestens eine Transition in dem Sicherheitsautomaten existiert,
die von einem Nicht-Endzustand überi zu einem beliebigen Zustand führt. Nach Defi-
nition 8 des Sicherheitsautomaten gibt es zwei Metaregeln (DekompositionundRefle-
xivit ät), die eine Transition über einen Buchstabeni in den AutomatenA' einfügen.
Beide Metaregeln verlangen aber, daß der Startknoten für eine solche Transition ein
Endzustand ist, was im Widerspruch zu unserer Annahme steht.

Nach diesem Lemma 5 und Korollar 2 erhalten wir einen einfachen Universa-
litätstest für unseren Sicherheitsautomaten. Einzige Bedingung für Anwendung dieses
Universalitätstests ist ein nicht-triviales Alphabet (d.h. das Alphabet besitzt mehr als
ein Zeichen). Wir können somit die folgende Proposition als einen Algorithmus für
eingeschränktes Entailment in den SprachenNS2 undNS�n2 verstehen.

Proposition 6 (Algorithmus für eingeschränktes Entailment). Gegeben sei eine
Entailment-Aussage' j= x�y mit x; y 2 V (') in der eingeschr̈anktenSprache
NS2 oderNS�n2 , wobei' bezüglich seiner Sprache abgeschlossen ist. Die gegebene
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Entailment-Aussage gilt genau dann in der gegebenen Sprache, wenn' bezüglich sei-
ner Sprache nicht fehlerfrei ist oder Universalität des SicherheitsautomatenP' (gebaut
aus' nach Definition 8) gilt.

Beweis.Wir machen eine Fallunterscheidung. Ist' abgeschlossen und nicht fehler-
frei, dann gilt Entailment' j= x�y, da' nach Proposition 2 nicht erfüllbar ist. Ist im
anderen Fall' abgeschlossen und fehlerfrei, dann subsumieren nach der Entailment-
Charakterisierung Proposition 3 und der Definition des Widerspruchspfads die folgen-
den zwei Propositionen den ausstehenden Beweis.

Proposition 7 (Korrektheit). Gegeben sei ein Constraint' in der eingeschr̈ankten
SpracheNSn oderNS�nn , der bezüglich seiner Sprache abgeschlossen und fehlerfrei ist.
Desweiteren seien die Variablenx; y in V ('). Kein vom P-AutomatenP' akzeptiertes
Wort ist ein Widerspruchspfad für' j= x�y unterNSn beziehungsweiseNS�nn .

Proposition 8 (Widerlegungs-Vollsẗandigkeit). Gegeben sei ein Constraint' in der
eingeschr̈anktenSpracheNS2 oderNS�n2 , der bezüglich seiner Sprache abgeschlossen
und fehlerfrei ist. Desweiteren seiP' der aus' gebaute Sicherheitsautomat,x; y Varia-
blen ausV ('). FallsL(P') nicht universell ist, dann gibt es einen Widerlegungspfad
für die Entailment-Aussage' j= x�y in der SpracheNS2 beziehungsweiseNS�n2 .

Die Beweise dieser beiden Propositionen sind diffizil; wir geben sie in den nächsten
zwei Kapiteln 5 (für Korrektheit) und 6 (für Vollständigkeit) an. Der Entailment-Test
ist nach dem Algorithmus (Proposition 6) für die SprachenNS2 undNS�n2 identisch,
bis auf den zusätzlich Occur-Test im FalleNS�n2 .

Wir merken an, daß die Korrektheits-Proposition 7 im Gegensatz zu der
Vollständigkeits-Proposition 8 und der Algorithmus-Proposition 6 keine Ein-
schränkung auf einen zweistelligen Konstruktor besitzt (sprich NS2 und NS�n2 ). In
der Tat können wir auch die anderen beiden Propositionen auf den n-stelligen Fall
erweitern; wir beschränken uns aber aus Gründen derÜbersichtlichkeit, vor allem was
den Beweis der Widerlegungs-Vollständigkeit betrifft, auf den zweistelligen Fall. Da
wir aber in dieser Arbeit auch Sicherheitsautomaten für den n-stelligen Fall disku-
tieren, beweisen wir die Korrektheits-Proposition 7 für die SprachenNSn undNS�nn .
Wir garantieren mit diesem Beweis die Korrektheit aller in dieser Arbeit betrachte-
ten Sicherheitsautomaten für die SprachenNSn undNS�nn . Für eine allgemeinere Be-
trachtung desn-stelligen Falls verweisen wir auf unsere erweiterte Untersuchung von
nicht-strukturellem Entailment (Niehren & Priesnitz, 1999b).



Kapitel 5

Korrektheit des Sicherheitsautomaten

Wir zeigen nun die Korrektheit unseres SicherheitsautomatenP'. Die Schwierig-
keit liegt darin, die Korrektheit der P-Kanten zu zeigen: Wir zeigen, daß es für
jede P-Kante ein induktives Argument gibt, welches im Falledes Vertauschens
der Variablen, alsoA' ` (x; y) ��! (u; v) ��! (v; u), die Pfade aus der Mengef��0 j 9n : �0 � �ng als widerspruchsfrei beweist.

In diesem Kapitel beweisen wir die Korrektheit des zuvor im Kapitel 4 angegebe-
nen Sicherheitsautomaten. Nach der in Kapitel 2.4 gegebenen Definition eines Wider-
spruchspfades können wir die Korrektheit durch folgende Proposition angeben.

Proposition 7 (Korrektheit). Gegeben sei ein Constraint' in der eingeschr̈ankten
SpracheNSn oderNS�nn , der bezüglich seiner Sprache abgeschlossen und fehlerfrei ist.
Desweiteren seien die Variablenx; y in V ('). Kein vom P-AutomatenP' akzeptiertes
Wort ist ein Widerspruchspfad für' j= x�y unterNSn beziehungsweiseNS�nn .

Für den Beweis charakterisieren wir zunächst die Sprachedes Sicherheitsautoma-
ten durch Pfadconstraints. Zu diesem Zwecke führen wir eine neue Sortebedingter
Teilbaum-Constraintsder Formx?��pry, x�pry?o undx?��pry?o ein. Im Gegensatz
zu den bisherigen bedingten Teilbaum-Constraints beschr¨anken diese nicht nur den de-
notierten Teilbaum, sondern alle Präfixe der Denotationenvonx undy. Die Semantik
dieser neuen Constraints geben wir mit der nachfolgenden Tabelle an:x?��pry $ x:��y _ _�0<� x:�0�?x�pry?o $ x�y:o _ _o0<o>�y:o0x?��pry?o $ 9u(x?��pru ^ u�pry?o)

Semantik der bedingten Teilbaum-Constraints

45
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So ist die Semantik des bedingten Teilbaum-Constraintsx?��pry, daß entwe-
der der Teilbaum-Constraintx:��y gilt oder die Denotation vonx zuvor auf einem
echten Präfix von� mit ? abbricht. Die Semantik des Constraintsx�pry?o ist analog
definiert. Die nachfolgenden zwei Lemmata zeigen die engen Zusammenhänge
zwischen den einzelnen Sorten der Pfadconstraints.

Lemma 6. Für alle Variablenu; v, Pfade�; �0 2 f1; : : : ; ng� mit �0 < � und Kon-
struktorenf 2 � sind die folgenden zwei Aussagen in den SprachenNSn undNS�nn
gültig. u?��prv ! u?�0 �L f u�prv?� ! f �L v?�0
Beweis.Einfache Induktion über den induktiven Aufbau der Pfadconstraints.

Lemma 7 (Teilbaum- versus bedingte Teilbaum-Constraints). Für alle Variablenu; v, Pfade� 2 f1; : : : ; ng� und Konstruktorenf 2 � sind die folgenden̈Aquivalen-
zen in den SprachenNSn undNS�nn gültig.u?��prv $ 9w(u�w ^ w:�=v) u�prv?� $ 9w(w�v ^ w:�=u)
Beweis.Da die Beweise beider̈Aquivalenzen analog sind, beweisen wir nur die Gültig-
keit der linkenÄquivalenz. Die Implikationsrichtung von rechts nach links folgt aus
der Semantik des bedingten Teilbaum-Constraintsu?��prv. Es bleibt die Implikati-
onsrichtung von links nach rechts zu zeigen. Sei� eine Belegung, dieu?��prv erfüllt.
Wir machen eine Fallunterscheidung. Falls der Pfad� in �(u) existiert, dann definieren
wir �(w) als den Baum�(u), wobei wir den Teilbaum am Pfad� durch�(v) erset-
zen. Falls der Pfad� in �(u) nicht existiert, dann gibt es ein�0 mit � = �0�00, so daßx:�0�? durch� erfüllt ist. Sei� nun ein Baum mit�:�00 = �(v); dieser Baum exi-
stiert für einen Pfad�00 2 f1; : : : ; ng� immer. Wir definieren nun�(w) als den Baum�(u), wobei wir den Teilbaum am Pfad�0 durch� ersetzen. In beiden Fällen ist der
Constraint9w(u�w ^ w:�=v) durch� erfüllt.

Durch die neu eingeführten bedingten Teilbaum-Constaints können wir die Er-
reichbarkeitsrelation unseres Sicherheitsautomaten äquivalent charakterisieren.

Lemma 8 (Charakterisierung durch Pfadconstraints). SeiP' = (A'; P ) ein be-
liebiger Sicherheitsautomat für das Entailmentproblem' j= x�y in der SpracheNSn
oderNS�nn . Die folgenden Aussagen sind gültig in den SprachenNSn undNS�nn .

1. FallsA' ` (u; v) ��! (u0; v0) mit u0 6= v0, dann' j= u?��pru0 ^ v0�prv?�.

2. FallsA' ` (u; v) ��! (u0; u0), dann' j= u?���prv?�� für alle Pfade�.

Beweis.Einfache Induktion über den Aufbau des Sicherheitsautomaten, Definition 8.

Die folgende Eigenschaft nicht-struktureller Teiltyp-Constraints induziert die Not-
wendigkeit von P-Kanten und somit auch des Konzepts des P-Automaten. Die neu
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eingeführten Pfadconstraints können die Situation fürdas Vorliegen einer P-Kante,
nämlich das Vertauschen der beiden betrachteten Variablen in dem Sicherheitsautoma-
ten, beschreiben. Das folgende Lemma zeigt somit die Korrektheit der P-Kanten und
stellt den Kern des Korrektheitsbeweises dar. Sein Beweis erfolgt durch einen trickrei-
chen Induktionsbeweis und ist nicht trivial.

Lemma 9 (Pfadconstraints erzeugen P-Schleifen).Für alle Variablenu; v, Pfade� < � und Zahlenk � 0 ist die folgende Implikation inNSn undNS�nn gültig:u?��prv ^ u�prv?� ! u?�k� �L v?�k�
Beweis.Der Beweis erfolgt mit Hilfe von Induktion überk. Seik = 0. Da� < � ist,
folgt nach Lemma 6, daßu?��prv ^ u�prv?� impliziert u?� �L g ^ g �L v?�,
was wiederumu?� �L v?� impliziert. Angenommenk > 0 und es gelteu?��prv ^u�prv?�. Definitionsgemäß gilt:u?��prv $ u:��v _ _%<� u:%�?; v�prv?� $ u�v:� _ _%<�>�u:%
Falls es einen Pfad% < � gibt mit u:%�? oder>�u:%, dann wirdu:%�v:% für einen
Präfix von� impliziert. In diesem Fall folgtu?�k� �L v?�k� nach Proposition 3.
Anderenfalls istu:��v ^ u�v:� gültig. Seienu0; v0 Variablen mitu0 = u:� undv0 = v:�. Somit giltu0�v ^ v:�=v0 und impliziertu0?��prv0 nach Lemma 7. Nach
symmetrischer Schlußfolgerung wird auchu0�prv0?� impliziert. Wir können nun die
Induktions-Hypothese anwenden mit dem Resultatu0?�k�1� �L v0?�k�1�, und somit
gilt u?�k� �L v?�k�, was zu zeigen war.

Beweis der Korrektheit (Proposition 7). Zu zeigen ist, daß� 2 L(P') die Gültigkeit
der Entailment-Aussage' j= x?� �L y?� impliziert. Sei� 2 L(P') bedingt durch
eine TransitionA' ` (x; y) ��! (u; v) 2 F', welche in dem Endzustand(u; v) endet

(Dekompositions-Regel). Es gibt dann für allei 2 An denÜbergangA' ` (u; v) i�!(u0; v0) 2 F'. Somit gilt nach Lemma 8 entwederx?� �L y?� oder (x?�i�pru0 undv0�pry?�i), was wiederumx?� �L y?� impliziert (Lemma 6).
Sei� 2 L(P') bedingt durch eine TransitionA' ` (x; y) ��! (u; u) 2 F', welche

in dem Endzustand(u; u) endet (Reflexivitäts-Regel). Es gilt dannx?� �L y?� nach
Lemma 8.

Es verbleibt zu zeigen, daß die durch P-Kanten erzeugten Schleifen sich nicht
mit Widerspruchspfaden überlagern können. Falls ein Pfad mittels einer P-Kante in
die SpracheL(P') induziert wird, dann hat der Pfad die Form�(�%)k� mit A' `(x; y) ��! (u; v) �%�! (v; u) für Variablenu; v 2 V (') (nach der Definition 6 und der
P-Kanten-Regel aus der Tabelle auf Seite 40). Wir nehmen an, daßu verschieden vonv ist, ansonsten subsumiert die Reflexivitäts-Regel die ausder P-Kante erzeugten Pfa-
de. AusA' ` (u; v) �%�! (v; u) folgt, daß' den Constraintu?�%�prv ^ u�prv?�%
impliziert (Lemma 8). Somit gilt nach dem vorherigen Lemma 9, daß' den Cons-
traintu?(�%)k� �L v?(�%)k� impliziert. Mit A' ` (x; y) ��! (u; v) folgt, daß' auchx?�(�%)k� �L y?�(�%)k� impliziert.
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5.1 Anmerkung zu den Pfadconstraints

Es ergeben sich folgende nicht-trivialen Beziehungen zwischen den einzelnen Klas-
sen der Pfad-Consraints. Die folgenden Lemmata sind zwar nicht vonnöten für diese
Arbeit, zeigen doch aber schön die komplizierten Zusammenhänge.

Das nachfolgende Lemma hatÄhnlichkeit mit Lemma 6.

Lemma 10.Für alle Variablenu; v und Pfade� 2 f1; : : : ; ng� ist die folgende Aussage
in den SprachenNSn undNS�nn gültig.u?��prv ! 9w(u:�=w ! w�v)
Beweis.Einfache Induktion über den induktiven Aufbau der Pfadconstraints.

Zu bemerken ist, daß die andere Implikationsrichtung von Lemma 10 nicht gilt.
Der Grund ist, daß der Constraintx?��pry sogar dann eine Aussage überx macht,
falls x:� nicht definiert ist. Wir betrachten hierzu das folgende Gegenbeispiel: Der
Constraintx�f(y) impliziert x?1�pry, was wiederumw=x:1 ! w�x impliziert.
Der Constraintw=x:1 ! w�x impliziert nichtx?1�pry, da, fallsx:1 nicht definiert
ist, anstelle des Constraintsx�? überhaupt keine Aussage fürx impliziert wird.

Lemma 11 (Teilbaum- versus bedingte Teilbaum-Constraints). Für alle Variablenu; v, Pfade� 2 f1; : : : ; ng� und Konstruktorenf 2 � ist die folgendeÄquivalenz in
den SprachenNSn undNS�nn gültig.u:�=v $ u?��prv ^ v�pru?�
Beweis.Die Implikationsrichtung von links nach rechts ist offensichtlich. Es verbleibt,
die Implikationsrichtung von rechts nach links zu beweisen. Wir nehmen also den be-
dingten Teilbaum-Constraintu?��prv ^ v�pru?� als gültig an. Für beliebige Präfixe�0 < � beweist Lemma 6 die Gültigkeit vonu?�0 �L f undf �L u?�0. Somit mußu:� definiert sein und es gilt der Teilbaum-Constraintu:� = v.



Kapitel 6

Vollständigkeit des
Sicherheitsautomaten

Wir zeigen nun die Widerlegungs-Vollständigkeit unseres Sicherheitsautomaten:
Falls seine Sprache nicht universell ist, dann gibt es einenWiderlegungspfad für
die gegebene Entailment-Aussage. Wir definieren für diesen Beweis eine syntak-
tische Untersẗutzung von Pfadconstraints, mit der wir die Sprache des Sicher-
heitsautomaten formal charakterisieren. Im Abschnitt 6.3definieren wir f̈ur den
gegebenen Constraint eine Saturierung, diese benutzen wirin Abschnitt 6.5 zum
Beweis der Widerlegungs-Vollständigkeit. F̈ur diesen Beweis erweitern wir zuvor
in Abschnitt 6.4 die Konstruktionsvorschrift unseres Sicherheitsautomaten um ei-
ne weitere Regel. Die in Kapitel 3 untersuchte Theorie der P-Automaten zeigt,
daß die Widerlegungs-Vollständigkeit invariant gegen̈uber dieser Erweiterung ist,
somit ist dieser Schritt der Erweiterung mathematisch korrekt.

6.1 Resultat

In diesem Kapitel beweisen wir die Vollständigkeit des zuvor im Kapitel 4 gegebe-
nen Sicherheitsautomaten. Nach der in Kapitel 2.4 gegebenen Definition eines Wider-
spruchspfad können wir die Vollständigkeit durch folgende Proposition charakterisie-
ren.

Proposition 8 (Widerlegungs-Vollsẗandigkeit). Gegeben sei ein Constraint' in der
eingeschr̈anktenSpracheNS2 oderNS�n2 , der bezüglich seiner Sprache abgeschlossen
und fehlerfrei ist. Desweiteren seiP' der aus' gebaute Sicherheitsautomat,x; y Varia-
blen ausV ('). FallsL(P') nicht universell ist, dann gibt es einen Widerlegungspfad
für die Entailment-Aussage' j= x�y in der SpracheNS2 beziehungsweiseNS�n2 .

Der Rest dieses Kapitels behandelt den Beweis dieser Proposition.
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6.2 Syntaktische Unterstützung von Pfadconstraints

Wir definieren in der nachfolgenden Tabelle einen Kalkül der syntaktischen Un-
tersẗutzung, um bedingte Teilbaum-Constraints mit Hilfe von einfachensyntaktischen
Argumenten zu beweisen. Ist� ein bedingter Teilbaum-Constraint der Formx?��pry,x�pry?o oderx?��pry?o, dann lesen wir die Aussage' ` � als

”
' unterstützt�

syntaktisch“.' ` x?"�pry falls x�y in '' ` x?�i�pry falls' ` x?��prz undz=f(z1; : : : zi : : : ; zn); zi�y in '' ` x�pry?" falls x�y in '' ` x�pry?�i falls' ` z�pry?� undz=f(z1; : : : zi : : : ; zn); x�zi in '' ` x?��pry?�0 falls 9z : ' ` x?��prz und' ` z�pry?�0
Syntaktische Unterstützung

Der gegebene Kalkül ist bezüglich der Semantik der Pfadconstraints korrekt,
aber nicht vollständig.

Lemma 12 (Korrektheit der syntaktischen Unterstützung). Für alle Pfadcons-
traints� gilt: Aus' ` � folgt auch' j= � in den SprachenNS� undNS�n� .

Beweis.Einfache Induktion über den Aufbau der Pfadconstraints.

Die Vollständigkeit wird durch das folgende Beispiel widerlegt: Es giltu�v ^v�u j= u?1�prv?1, aber es gilt nichtu�v ^ v�u ` u?1�prv?1. Trotzdem ist dieser
Kalkül ausdrucksstark genug, die erkannte SpracheL(P') unseres Sicherheitsautoma-
ten formal zu charakterisieren.

Lemma 13 (Charakterisierung duch syntaktische Unterstützung). Gegeben sei ein
abgeschlossener und fehlerfreier Constraint' mit einem SicherheitsautomatenP' =(A'; P ) für die Entailment-Aussage' j= x�y, dann gilt' ` x?��pry?� ! A' ` (x; y) ��! (u; u):
Beweis.Einfache Induktion über den induktiven Aufbau des Sicherheitsautomaten und
der Pfadconstraints.

Definition 9. Wir definieren zwei Funktionenl' und r' für die Entailment-Aussage' j= x�y.

l'(�) = maxf� j ��� ^ 9u:' ` x?�1�prug (Links)
r'(�) = maxf� j ��� ^ 9v:' ` v�pry?�1g (Rechts)
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Der Sicherheitsautomat vergleicht beim Absteigen über ein Wort � zwei Cons-
traints parallel, zum einenx?��u, zum anderenv�y?�. Die beiden obigen Funktio-
nen testen, welcher der beiden Constraints zuerst für einen Pfad� abbricht (also nicht
mehr definiert ist). Fallsl'(�) � r'(�), dann istr'(�) der längste Präfix von� ausL(A'). Anderenfalls giltl'(�) > r'(�) und l'(�) ist der längste Präfix von� ausL(A'). Das folgende Lemma benutzt diese Fallunterscheidung und subsumiert die
Vollständigkeits-Proposition 8.

Lemma 14 (Widerspruch). Gegeben sei ein Constraint' in der eingeschr̈ankten
SpracheNS2 oderNS�n2 , der bezüglich seiner Sprache abgeschlossen und fehlerfrei ist.
Desweiteren seiP' = (A'; P ) der aus' gebaute Sicherheitsautomat,x; y Variablen
ausV (') undo ein Pfad mito 62 L(P'). Es gibt ein Pfad% mit o�%, so daß

1. die Aussage' ^ x:%=> ^ y:%=L� erfüllbar ist, fallsl'(%) � r'(%) gilt.

2. die Aussage' ^ x:%=L� ^ y:%=? erfüllbar ist, fallsl'(%) > r'(%) gilt.

Der Beweis von Lemma 14 nimmt den Rest dieses Kapitels ein. Daseine beiden
Fälle symmetrisch sind, beschränken wir uns auf seinen ersten Fall.

Wir benutzen im folgenden einen abgeschlossenen und fehlerfreien Constraint'
und die beiden global fixierten Variablenx; y 2 V (') der gegebenen Entailment-
Aussage' j= x�y.

6.3 Saturierung

Zu zeigen ist, daß' ^ x:%=> ^ y:%=L� erfüllbar ist. Hierzu definieren wir einen
abgeschlossenen und fehlerfreien Constraints('; %), welcher erfüllbarkeits-äquivalent
zu' ^ x:%=u ^ y:%=L� ist (u ist eine frische Variable).

Definition 10. Wir nennen eine MengeD � f1; 2g� Domänen-abgeschlossen, fallsD präfix-abgeschlossen ist und für alle� 2 f1; 2g� die folgende Eigenschaft erfüllt:�1 2 D $ �2 2 D. Der Domänen-Abschlußdc(D) ist die kleinste Domänen-
abgeschlossene Menge, welcheD enthält.

Definition 11 (Saturierung). Sei' ein Constraint über� = f?;>;�g, x; y 2 V (')
und% 2 f1; 2g�. Für jedesz 2 fx; yg und� 2 dc(f%1; %2g) seiqz� eine frische Variable
undW('; %) die Menge aller dieser frischen Variablen. DieSaturierungs('; %) von'
am Pfad% ist der Constraint minimaler Größe, welcher die folgendenEigenschaften
a–f erfüllt:

a. ' in s('; %).
b. Für alleqx� 2 W('; %) : qx�=qx�1�qx�2 in sx0;y0('; %); falls � < %.
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c. Für alleqy� 2 W('; %) : qy�=qy�1�qy�2 in sx0;y0('; %); falls � � %.
d. Für alleqz� 2 W('; %); u 2 V(') : qz��u in sx0;y0('; %); falls ' ` z?��pru.

e. Für alleqz� 2 W('; %); u 2 V(') : u�qz� in sx0;y0('; %); falls ' ` u�prz?�.

f. Für alleqzo�; qz0o0� 2W('; %) : qzo��qz0o0� in sx0;y0('; %); falls' ` z?o�prz0?o0.
Lemma 15. Falls der Constraint' unterNS� (entsprechendNS�n� ) abgeschlossen und
fehlerfrei ist, dann ist auch die Saturierungs('; %) unterNS� (entsprechendNS�n� )
abgeschlossen und fehlerfrei.

Der Beweis dieses Lemmas ist aufwendig, wir geben ihn im Anhang C an.

6.4 Wechsel des P-Automaten

Wir haben aus' einen SicherheitsautomatenP' gebaut und zeigen nun seine
Widerlegungs-Vollständigkeit: FallsL(P') nicht universell ist, dann gibt es einen Wi-
derlegungspfad für die Entailment-Aussage' j= x�y in der SpracheNS2 beziehungs-
weiseNS�n2 . Unter der Voraussetzungl'(%) � r'(%) ist diese Aussage äquivalent zu
der folgenden: Falls� 62 L(P'), dann ist' ^ x:%=> ^ y:%=L� erfüllbar. Die Frage
ist nun, an welcher Stelle% wir widerlegen können. Wir müssen% in Abhängigkeit von� definieren. Hierzu stellen wir die folgende Betrachtung an.Die P-Kanten-Regel der
Definition 8 des Sicherheitsautomaten ist problematisch, sie lautet:P�Kanten ((u; v); (v; u)) 2 P'; falls u; v 2 V ('):
Sie ist nach der Korrektheits-Proposition 7 korrekt, das heißt, alle von dieser Regel ve-
rifizierten Wörter sind keine Widerspruchspfade für Entailment. Sie ist jedoch nicht
vollständig, in dem Sinne, daß nicht alle vom Sicherheitsautomaten abgewiesenen
Wörter Widerspruchspfade für Entailment sind. Wir zeigen diese Aussage im folgen-
den Beispiel.

Beispiel 16 (Sicherheitsautomat akzeptiert nicht alle Nicht-Widerlegungsknoten).
Sei' der Constraintx=y�y ^ z=z�z ^ z�y. Wir betrachten den Sicher-
heitsautomatenP' für die Entailment-Aussage' j= x�y in der Sprache
NS�n2 . Er besitzt ein Alphabetf1; 2g, Zuständefxy; xz; yzg, Anfangszu-
standxy, Endzustandxz, Übergangskantenxy "�! xz 1;2�! yz und keine
P-Kanten. Er ist rechts dargestellt.
Wir analysieren die Situation am Pfad1. Dieser wird offensichtlich nicht
von dem SicherheitsautomatP' akzeptiert. Trotzdem können wir nicht am
Pfad 1 Entailment widerlegen, wie die folgende Betrachtung zeigt: Der
Constrant' impliziert, daß das Label vony:1, falls definiert, größer oder
gleich dem Konstruktor� ist. Um an1 widerlegen zu können, müssen wir

x yx zy z
""1 2
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alsoy:1 = u1�u2 zu unserem Constraint hinzunehmen (u1; u2 sind frische Variablen).
Nun impliziert aber' ^ y:1 = u1�u2, daß das Label vonx:1 kleiner oder gleich dem
Konstruktor� ist. Somit ist eine Widerlegung an1 nicht möglich; der Pfad1 ist sicher.

Um dieses Problem zu vermeiden fügen wir noch zusätzlicheP-Kanten in den
Sicherheitsautomaten ein. Nach Korollar 2 und Lemma 5 ist das Universalitätspro-
blem invariant gegenüber diesen neuen P-Kanten, somit istdieser Schritt mathema-
tisch korrekt. Im weiteren Beweis setzen wir die folgende zusätzliche Regel bei der
Sicherheitsautomaten-Konstruktion (Definition 8) voraus:einseitige P�Kanten ((u; v); (w; u)); ((v; u); (u; w)) 2 P'; falls u; v; w 2 V ('):
Die neuen P-Kanten subsumieren die alten P-Kanten, so daß die ursprüngliche Regel
P-Kanten redundant wird. Man könnte sich nun fragen, wieso wir nichtgleich die
neue Regel in der Definition des Sicherheitsautomaten benutzt haben. Durch die neue
Regeleinseitige P-Kantenakzeptiert der P-Automat Wörter, die Widerlegungspfade
sind, wir könnten somit seine Korrektheit nicht mehr mit der im vorherigen Kapitel 5
benutzten Technik beweisen.

6.5 Beweis der Vollsẗandigkeit

Für den Beweis der Widerlegungs-Vollstängigkeit beweisen wir zunächst das folgende
Hilfs-Lemma:

Lemma 16.Seien�, o Pfade. Es gilt� < o� genau dann, wenn� < on für einn 2 N
gilt.

Beweis.Die Implikation von links nach rechts zeigen wir mit Induktion über die Länge
von �. Zunächst folgt aus� < o� die Beschränkungo 6= ". Sei j�j � joj. Dann gilt
nach der Voraussetzung� < o� auch� � o1. Sei alsoj�j > joj. Nach der Vorausset-
zung� < o� existiert somit ein�0 mit � = o�0 und�0 < �. Es folgt nuno�0 < oo�0
und somit�0 < o�0. Da�0 < �, können wir nun die Induktions-Hypothese auf�0 < o�0
anwenden mit dem Resultat�0 < on für einn 2 N, und somit gilt auch� < on+1, was
zu zeigen war.

Es verbleibt die Implikation von rechts nach links zu zeigen: Falls n = 0 odero = ", so ist� nicht definiert und die linke Seite automatisch erfüllt; sei also� < on
mit o 6= " und n � 1. Wir machen wieder eine Induktion über die Länge von�.
Sei j�j � joj. Dann gilt � < o und somit� < o�. Sei alsoj�j > joj. Nach der
Voraussetzung� < on existiert dann ein�0 mit � = o�0 und�0 < �. Es folgto�0 < on
und somit�0 < on�1. Da �0 < �, können wir nun die Induktions-Hypothese auf�0 < on�1 anwenden mit dem Resultat�0 < o�0, und somit gilt aucho�0 < oo�0 und� < o�, was zu zeigen war.
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Wir beweisen jetzt den entscheidenden Schritt: Falls� 62 L(P'), wobei die Spra-
cheL(P') durch dieeinseitige P- Kanten-Regel erweitert ist, dann ist' ^ x:�=> ^y:�=L� erfüllbar. Zu zeigen ist also, daßs('; %) ^ qx�=> auch abgeschlossen und
fehlerfrei bezüglich der gegebenen Sprache ist. Abgeschlossenheit und Zykelfreiheit
folgt automatisch aus Lemma 15, aber die Konsistenz (Fehlerfreiheit) erfordert Arbeit.
Da der gegebene Constraint' frei von Konstanten?;> ist, kann prinzipiell nur ein
Fehler in der Saturierung von' auftreten. Fürw;w1; w2 2 V (s('; %)) ist die folgende
Aussage ein Fehler für Konsistenz, da>6�L� gilt:

qx�=> undqx��w ^ w=w1�w2 in s('; %)
Wir haben nun jede mögliche Wahl fürw 2 V (s('; %)) zu untersuchen, wir be-
schränken uns auf den entscheidenden Fallw 2 W('; %). In diesem Fall wurdeqx��w
durch Regel f der Saturierungs-Definition 11 dem Constraints('; %) hinzugefügt. Die
Annahmew=w1�w2 in s('; %) mit w 2 W('; %) impliziert entwederw = qy� oderw = qz% für % < � undz 2 fx; yg; wir machen eine Fallunterscheidung:

Sei w = qy�. Regel f der Saturierungs-Definition benötigt' ` x?��pry?� für
einen Präfix���. Nach dem Charakterisierungs-Lemma 13 ist diese Bedingung
äquivalent zuA' ` (x; y) ��! (u; u) für ein u. Aus derReflexivitäts-Regel der
Sicherheitsautomaten-Konstruktion folgtA' ` (x; y) ��! (u; u) und somit� 2L(P'), ein Widerspruch zu unserer Annahme.

Seiw = qz% für einen Pfad% < � undz 2 fx; yg. Die Saturierungs-Regel f nimmt
die Existenz von�; �0; %0 an, so daß' ` x?�0�pry?%0 mit � = �0� und % = %0�.
Aus % < � folgt %0� < �0� und somit%0 < �0. Wir betrachten einen Pfado 6= "
mit %0o = �0. Durch unsere global gemachte Voraussetzungl'(%) � r'(%) folgt,
daß es Variablenu; v 2 V (') gibt mit ' ` x?%0�pru und ' ` v�pry?�0. Jetzt
können wir mit Hilfe des Charakterisierungs-Lemmas 13 eine Automaten-TransitionA' ` (x; y) %0�! (u; z) o�! (z; v) identifizieren. Der zentrale Punkt des gesam-
ten Vollständigkeitsbeweises kommt jetzt: Die neu eingeführteeinseitige P- Kanten-
Regel der Sicherheitsautomaten-Konstruktion ergibt eineP-Kante vom Zustand(u; z)
zum Zustand(z; v). Da o 6= " gilt, ist (u; z) nach Definition 8 des Sicherheitsauto-
maten ein Endzustand. Aus%0� < �0� und%0o = �0 folgt � < o�. Nach Lemma 16
gilt � < on für ein n 2 N und somit� < %0on+1. Dieses Wort� ist nach Definition
6, der Sprache des P-Automaten, in der SpracheL(P'). Dies ist ein Widerspruch zur
untersuchten Annahme.

Die folgende Graphik illustriert die betrachteten Pfade:%0 � < %0 o �| {z }% | {z }�0| {z }�
Dieser Beweis hat gezeigt, daß das Konzept der P-Kanten entscheidend für un-
sere Entailment-Analyse ist.



Kapitel 7

Komplexit ät von Entailment

Wir präsentieren unser Resultat: Entailment von nicht-strukturellen Teiltyp-
Constraints ist sowohl in der SpracheNS2 als auch in NS�n2 , PSPACE-
vollständig. Sowohl als untere wie auch als obere Schranke benutzen wir das
Universaliẗatsproblem von speziellen nicht-deterministischen endlichen Automa-
ten.

7.1 Untere Komplexitäts-Schranke

Wir illustrieren die Expressivität unserer eingeschränkten SprachenNS2 und NS�n2
durch die Einbettung von endlichen Automaten in diese Sprachen. Diese beiden Spra-
chen haben wir über Ordnungs-Constraints';  ::= t1�t2 j ' ^  mit t1; t2 ::=u j t1�t2; u 2 V definiert. Variablen werden als (un-)endliche Bäume über� =f?;>;�g und � als nicht-strukturelle Ordnung über diesen Bäumen interpretiert.
Hierzu beweisen wir die folgende Proposition, welche eine Spezialisierung einer Pro-
position von Henglein und Rehof (1998) ist.

Proposition 1 (eingeschr̈anktes Entailment ist PSPACE-schwer). Nicht-
strukturelles Teiltyp-Entailment ist sowohl für die eingeschränkte SpracheNS2, als
auch fürNS�n2 PSPACE-schwer.

Henglein und Rehof (1998) benutzen für ihren Beweis sogenannte Constraintauto-
maten. Ein Constraintautomat agiert auf dem Constraintgraphen, welcher durch einen
gegebenen Constraint aufgespannt wird. Der Constraintautomat verfolgt hierbei nur
einen Pfad; im Gegensatz hierzu verfolgt unser Sicherheitsautomat bei der Traversie-
rung zwei Pfade parallel.

In dem Rest dieses Abschnittes beweisen wir Proposition 1. Wir beginnen mit
der folgenden Definition eines aus einem Automaten konstruierten Constraints. Wir
nennen einen endlichen Automatpräfix-abgeschlossen, falls alle seine Zustände End-
zustände sind, siehe auch Abschnitt 3.5.
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Definition 12. Sei A = (A;Q; I; Q;�) ein (nicht-deterministischer) präfix-
abgeschlossener endlicher Automat mit AlphabetA = f1; 2g, ZuständenQ, wobeiy nicht inQ ist, Anfangszustandx, EndzuständenQ undÜbergangskanten�. Wir de-
finieren den Constraint'A, indem wir jeder Kante aus� einen Teilconstraint von'A
zuordnen. Sei der Constraint'A minimal mit

1. u�v in 'A , fallsA ` u "�! v mit u; v 2 Q
2. u�v� in 'A , fallsA ` u 1�! v mit u; v 2 Q
3. u� �v in 'A, fallsA ` u 2�! v mit u; v 2 Q

Hierbei steht das Zeichenfür eine frische Variable ausV ('A).
Lemma 17. Sei A ein endlicher Automat und'A ein Constraint der entsprechend
Definition 12 konstruiert wurde. Es gilt für alle Pfade� ausf1; 2g� und Zuständeu
undv ausQ: 'A ` u?��v () A ` u ��! v
Beweis.Einfache Induktion über�.

Beispiel 17.Gegeben sei der präfix-abgeschlossene AutomatA mit
AlphabetA = f1; 2g, Zuständenfx; ug, Anfangszuständenfxg, End-
zuständenfx; ug undÜbergangskantenx 1�! u, x 2�! x, u 1�! u
undu 2�! x. Die Sprache vonA ist universell, d. h.L(A) = f1; 2g�.
Wir übersetzen nun nach Definition 12 den AutomatenA in einen
eingeschränkten nicht-strukturellen Teiltyp-Constraint'A.

xuA
"12 21A ` x 1! u; x 2! x; 'A � x�u� ^ x� �x ^u 1! u; u 2! x u�u� ^ u� �x

Man kann nun über Induktion zeigen, daß'A den Pfad-Constraintx?��� für
alle Pfade� ausA impliziert. Somit gilt'A j= x��1, wobei�1 der total mit�
gelabelte (unendliche) Baum�z:z�z ist. Wir axiomatisieren�1 und erhalten die
Gültigkeit der folgenden Entailment-Aussage:'A ^ y�y�y j= x�y in den ModellenNS2 undNS�n2
Im Falle des ModellsNS�n2 wird die Unendlichkeit vonL(A) durch die Menge aller,
nicht nur einer Belegung des Constraints'A ^ y�y�y ausgedrückt. Im Falle des
Modells NS2 wird hingegen die Unendlichkeit vonL(A) allein durch die BelegungI(x)=I(u)=I(y)= �1 ausgedrückt.

Das Ergebnis dieses Beispiels läßt sich verallgemeinern zu:
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Lemma 18.SeiA ein präfix-abgeschlossener endlicher Automat und'A ein Cons-
traint, wie in Definition 12 beschrieben, dann gilt in den SprachenNS2 undNS�n2L(A) = f1; 2g� , 'A ^ y�y�y j= x�y:
Beweis.Der Constraint'A ^ y�y�y ist in der SpracheNS�n2 (und somit auch inNS2)
erfüllbar, day nicht in'A vorkommt und nach Lemma 17 in'A ein Zykel der Formu:�=u nicht auftreten kann.

FallsL(A) gleich f1; 2g� ist, dann impliziert der Constraint'A ^ y�y�y die
Pfadconstraintsx?� �L � und� �L y?� für alle Pfade�. Somit wird nach Propositi-
on 3 auch der Constraintx�y impliziert.

Falls es einen Pfad� gibt, welcher nicht inL(A) ist, dann ist die Konjunktion
von 'A ^ y�y�y undx:�=> ^ y:�=� erfüllbar, sowohl überNS2 als auch über
NS�n2 . Somit ist der Pfad� ein Widerspruchspfad für die Entailment-Aussage'A ^y�y�y j= x�y.

Aus dem gerade gezeigten Lemma 18 folgt direkt das folgende Korollar.

Korollar 3. Die Komplexität des Universalitätsproblems von präfix-abgeschlossenen
endlichen Automaten mit einem Alphabet von genau zwei Zeichen ist kleiner als
die Komplexität des Entailmentproblems von nicht-strukturellen Teiltyp-Constraints
in der SpracheNS2 oderNS�n2 .

Hieraus folgt nun die untere PSPACE-Schranke unseres engeschränkten Entailments.

Beweis der Proposition 1 (eingeschr̈anktes Entailment ist PSPACE-schwer).
Lemma 4 besagt, daß das Universalitätsproblem von präfix-abgeschlossenen
endlichen Automaten PSPACE-vollständig ist. Dieses Resultat gilt auch mit der
zusätzlichen Einschränkung, daß die endlichen Automaten ein Alphabet von genau
zwei Zeichen besitzen. Der Beweis erfolgt analog zum Beweisvon 4 durch Simula-
tionstechnik: Wir bauen zu dem gegebenen endlichen AutomatenA einen endlichen
AutomatenA0 mit einem Alphabetf1; 2g, indem wir jede Transition ausA in eine
eindeutige Transition vonA0 in Linearzeit kodieren. Wörter überf1; 2g, die wir durch
die Kodierung nicht identifizieren können, akzeptiert derAutomatA0 zusätzlich. Das
Universalitätsproblem ist gegenüber dieser Transformation vonA nachA0 invariant.

Die zu zeigende Proposition folgt nun aus Korollar 3.
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7.2 PSPACE-Vollsẗandigkeit

Wir fügen jetzt alle Resultate dieser Arbeit zusammen und erhalten das folgende Theo-
rem.

Theorem 1 (eingeschr̈anktes Entailment ist PSPACE-vollsẗandig).
Nicht-strukturelles Entailment von Teiltyp-Constraintsist sowohl für die einge-
schränkte SpracheNS2 als auch fürNS�n2 PSPACE-vollständig.

Beweis.Die untere PSPACE-Schranke folgt aus der gerade gezeigten Proposition 1
(eingeschränktes Entailment ist PSPACE-schwer).

Zu zeigen ist noch eine obere PSPACE-Schranke des gegebenenProblems. Wir
haben in Proposition 6 einen Algorithmus für eingeschränktes Entailment in den Spra-
chenNS2 undNS�n2 angegeben. Dieser berechnet Entailment durch die Universalität
eines Sicherheitsautomaten mit einem Alphabet von genau zwei Zeichen. Nach Lem-
ma 5 akzeptiert der endliche Automat, der dem Sicherheitsautomat zugrunde liegt, eine
präfix-abgeschlossene Sprache. Nach Proposition 5 ist dasUniversalitätsproblem von
P-AutomatenP = (A; P ) mit der Einschränkung einer präfix-abgeschlossenen Spra-
che des endlichen AutomatenA und einem Alphabet von mindestens zwei Zeichen
PSPACE-vollständig.



Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

8.1 Zusammenfassung dieser Arbeit

In dieser Arbeit haben wir nicht-strukturelles Teiltyp-Entailment für die eingeschränk-
ten SprachenNS2 undNS�n2 gelöst. Diese beiden Sprachen haben wir über Ordnungs-
Constraints';  ::= t1�t2 j ' ^  mit t1; t2 ::= u j t1�t2; u 2 V definiert. Variablen
werden als (un-)endliche Bäume über� = f?;>;�g und� als nicht-strukturelle
Ordnung über diesen Bäumen interpretiert. Wir wiederholen noch einmal unser Resul-
tat.

Theorem 1 (eingeschr̈anktes Entailment ist PSPACE-vollsẗandig).
Nicht-strukturelles Entailment von Teiltyp-Constraintsist sowohl für die einge-
schränkte SpracheNS2 als auch fürNS�n2 PSPACE-vollständig.

Für den Beweis haben wir einen Algorithmus angegeben, welcher in PSPACE ent-
scheidet, ob eine gegebene Entailment-Aussage über einfache oder rekursive Typen
gilt. Abgesehen von einem zusätzlichen Occur-Test, ist unser Algorithmus für beide
Typ-Sorten identisch. Er beruht auf einem neuen Automatenkonzept: Der klassische
Begriff der endlichen Automaten wird zu dem Begriff der P-Automaten erweitert. Die
Theorie der P-Automaten haben wir in Kapitel 3 systematischexploriert und ihre Re-
levanz für das Verständnis von Teiltyp-Entailment illustriert. Die beiden wichtigsten
Eigenschaften der P-Automaten geben wir noch einmal an:� In Gegenwart von P-Kanten kann ein P-Automat nicht kontext-freie Sprachen

erkennen.� Das Universalitätsproblem der P-Automaten mit einem nicht-trivialen Alphabet
ist PSPACE-vollständig, falls ihre zugrundeliegenden endlichen Automaten eine
präfix-abgeschlosse Sprache akzeptieren.

59



60 KAPITEL 8. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

8.2 Ausblick

Ausgehend von den Ergebnissen dieser Arbeit liegt folgendeFrage nahe:

Welche Komplexität hat das nicht-strukturelle Entailment-Problem von
Teiltyp-Constraints in den nicht-eingeschränkten SprachenNS� und
NS�n� ?

Einen ersten Schritt zur Beantwortung dieser Frage haben wir in unserer nach-
folgenden Untersuchung (Niehren & Priesnitz, 1999b) präsentiert. In dieser Unter-
suchung haben wir die folgenden Resultate gezeigt, die obengenannte Frage bleibt
jedoch auch hier offen.� P-Automaten schränken wir durch ein einfaches syntaktisches Argument ein;

wir nennen diese eingeschränkten AutomatenrelevanteP-Automaten.� Analog zur Vorgehensweise dieser Diplomarbeit haben wir indieser nachfol-
genden Untersuchung nicht-strukturelles Entailment in den SprachenNS� und
NS�n� mit Hilfe des Universalitätsproblems von (nun relevanten) P-Automaten
charakterisiert. Die einzige Einschränkung ist hierbei,daß die Signatur� neben
den Konstanten? und> nur einen weiteren, aber nun beliebig-stelligen Kon-
struktor besitzen darf, d. h. wir betrachten� = f?;>; fg.� Der Konstruktor besitzt zusätzlich die Möglichkeit, dieOrdnung beim Absteigen
umzudrehen. Wir betrachten also neben den in dieser Arbeit betrachtetenco-
variantenauchcontra-varianteKonstruktoren.� Wir zeigen in dieser nachfolgenden Untersuchung, daß wir auch umgekehrt das
Universalitätsproblem relevanter P-Automaten in nicht-strukturelles Entailment
der SprachenNS� oderNS�n� einbetten können. Beide Probleme besitzen somit
die gleiche Komplexität. Es stellt sich somit die folgendehochinteressante und
bislang unbeantwortete Frage:

Welche Komplexität hat das Universaliẗatsproblem von (relevanten)
P-Automaten?

Diese Frage kann auch in dieser nachfolgenden Untersuchungnicht beantwortet
werden. Allerdings ergibt allein die Charakterisierung von nicht-strukturellem
Entailment durch relevante P-Automaten die beiden folgenden interessanten Re-
sultate. Beide Fragen sind bislang offen gewesen.� Nicht-strukturelles Entailment in den SprachenNS� undNS�n� hat im einfachen
und im rekursiven Fall die gleiche Komplexität. Der Beweisbesitzt folgenden
Aufbau: Wir charakterisien eine Variante des Entailments durch einen relevan-
ten P-Automaten und charakterisieren diesen wiederum durch die entsprechende
andere Variante des Entailments. Hierbei setzen wir wiedervoraus, daß die Si-
gnatur nur einen Konstruktor besitzt.



8.2. AUSBLICK 61� Die Komplexität von nicht-strukturellem Entailment in den SprachenNS� und
NS�n� ist unabhängig von der Stelligkeit oder der Co- oder Contra-Varianz des
Konstruktorsf 2 �. Der Beweis ist analog zum vorherigen Punkt.� Wir charakterisieren durch das Universalitätsproblem eines modifizierten Si-
cherheitsautomaten auch strukturelles Entailment und subsumieren somit die
Komplexitäts-Resultate von Henglein und Rehof (1997, 1998): Einfaches struk-
turelles Entailment ist coNP-vollständig, rekursives strukturelles Entailment ist
PSPACE-vollständig.

Wir geben nun ein Beispiel für einen Sicherheitsautomateneines Entailment-Problems
in der nicht eingeschränkten SpracheNS� an. Eine vollständige Explorierung der Pro-
blematik dieser erweiterten Sicherheitsautomaten geht über den Rahmen dieser Arbeit
hinaus.

Beispiel 18 (siehe Anhang B8).Wir geben den Sicher-
heitsautomaten für die Entailment-AussageA4 : x�y�x ^ z�x�y ^ z�>�z j= x�y in NS aus
dem Beispiel 2 an. Wir merken hierzu an, daß wir die ein-
geschränkte Constraint-Sprache verlassen haben und nun
auch die Konstante> in der Syntax erlauben. Der Sicher-
heitsautomat ist rechts angegeben; seine Konstruktions-
Regeln sind umfangreicher als die in dieser Arbeit betrach-
teten Regeln (Defintion 8), da die Konstanten>;? mit
in Betracht gezogen werden müssen. Desweiteren werden
P-Schleifen durch eine erweiterteeinseitige P- Kanten-

x yy z x xz >
"1 21 22 1;21;21

Regel in den Automaten eingeführt (siehe hierzu auch den Abschnitt 6.4). In diesem
Beispiel gilt Universalität des P-Automaten und somit Entailment, obwohl die Spra-
che des zugrundeliegenden endlichen Automat nicht universell ist. Dieses Phänomen
tritt in diesem Beispiel zum ersten Mal auf, da nun die Sprache des zugrundeliegenden
endlichen Automat nicht mehr präfix-abgeschlossen ist: Der rechts dargestellte endli-
che Automat akzeptiert zum Beispiel die Wörter" und12, aber nicht das Wort1. Für
eine weitere Diskussion dieser Automaten-Klasse verweisen wir auch auf Beispiel 8
in Kapitel 3. Mit diesem Beispiel haben wir demonstriert, wie wir nicht-strukturelles
Entailment in der SpracheNS� durch unser Konzept der P-Automaten charakterisie-
ren können. Für eine detailiertere Analyse des ConstraintsA4 verweisen wir auf unsere
nachfolgende Untersuchung (Niehren & Priesnitz, 1999b).



Anhang A

Mathematische Grundlagen

A.1 Grundlegende Datenstrukturen

Pfade. Ein Pfad ist ein Wort über den natürlichen Zahlenn � 1, welches wir mit�, o, %, oder� bezeichnen. Derleere Pfadwird mit " denotiert und das freie Monoid
derKonkatenationvon Pfaden� und�0 mit ��0, wobei"� = �" = � ist. Ein Präfix
eines Pfades� ist ein Pfad�0, für welchen ein Pfad�00 existiert mit� = �0�00. Ein
echter Pr̈afix von � ist ein Präfix von�, aber nicht� selbst. Falls�0 ein Präfix von� ist, schreiben wir�0 � � und falls�0 ein echter Präfix von� ist, schreiben wir�0 < �.

Signatur. Eine Signatur� ist eine Menge von Funktionssymbolen, wobei jedem
Symbol genau eine Stelligkeit zugeordet wird, d. h. es gibt eine Stelligkeitsfunktion
ar : �! N. Zusätzlich definiert� eine partielle Ordnung auf ihren Konstanten.

Bäume. Wir setzen eine Signatur� mit mindestens einem Funktionssymbol
voraus. EinBaum� ist ein Paar(D� ; L� ) mit einer DomäneD� und einer Labelfunk-
tionL� . Die DomäneD� ist eine nichtleere Präfix-abgeschlossene Menge von Pfaden.
Die LabelfunktionL� ordnet jedem Pfad aus der DomäneD� ein Label aus� zu, d. h.L� : D ! �. Bäume müssenStelligkeits-Konsistentsein: Ein Pfad�i ist genau dann
in D� , wenn auch� in D� ist und zusätzlich die Bedingungi � ar(L� (�)) gilt. Ein
Baum istendlich, falls seine Baum-Domäne endlich ist undunendlichanderenfalls.
Wir denotieren die Menge aller endlichen Bäume mitBaum�n� und die Menge aller
potentiell unendlichen Bäume mitBaum�.

Terme. Wir setzen eine Signatur� mit mindestens einem Funktionssymbol
und eine unendliche Menge von VariablenV voraus. EinTerm t ist entweder eine
Variable ausV oder eine Konstruktionf(t1; : : : ; tn), wobeit1; : : : ; tn Terme sind undf aus� ist mit Stelligkeitn.t ::= x j f(t1; : : : ; tn) (f 2 � mit ar(f) = n )
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Ein Grundtermüber� ist ein Term ohne Variablen. Das Modell aller Grundterme
über� ist isomorph zu dem Modell aller endlicher Bäume ausBaum�n� .�-Terme. Wir setzen wieder eine Signatur� mit mindestens einem Funktions-
symbol und eine unendliche Menge von VariablenV voraus. Ein�-Term t ist
entweder eine Variable ausV oder eine Konstruktionf(t1; : : : ; tn), wobei t1; : : : ; tn�-Terme sind undf aus� ist mit Stelligkeitn, oder eine Konstruktion�x:t, wobeix
eine gebundene Variable undt ein�-Term ist.t ::= x j f(t1; : : : ; tn) j �x:t (f 2 � mit ar(f) = n )
Die Semantik von�u:t ist gegeben durch den�-Term t[u=�u:t℄. Hierbei denotiertt[u=s℄ den�-Termt, wobeit alle freien Auftreten vonu ersetzt (falls notwendig nach
einer Umbenennung gebundener Variablen). Ein�-Grundtermüber� ist ein�-Term
ohne freie Variablen, d. h. alle Variablen sind durch�-Binder gebunden. Das Modell
aller�-Grundterme über� ist isomorph zu dem Modell aller regulären (oder rationa-
len) Bäume ausBaum�.

A.2 Automatentheorie

Endlicher Automat. Ein endlicher AutomatA ist ein nicht-deterministisches Berech-
nungsmodell, gegeben durch ein Tupel(A;Q; I; F;�) mit AlphabetA, ZusẗandenQ, AnfangszuständenI, EndzusẗandenF und Übergangskanten�, wobei � eine
RelationQ � A[f"g � Q ist. Ausgehend von der Definition 5 der ErreichbarkeitA ` p ��! q, definieren wir die vonA erkannte SpracheL(A) als die Mengef� 2 A� j A ` p ��! q; p 2 I; q 2 Fg.
Universalitätsproblem. Gegebenen sei ein endlicher AutomatA mit AlphabetA. Wir nennen seine SpracheL(A) genau dannuniversell, wennL(A) = A�. Das
Universaliẗatsproblemvon endlichen AutomatenA ist die Frage, obL(A) universell
ist. Dieses Problem ist als PSPACE-vollständig bekannt.

Reguläre Ausdrücke. Die von einem endlichen AutomatenA erkannte SpracheL(A) kann durch einen regulären Ausdruck charakterisiert werden. Ein regulärer
Ausdruck ist durch folgende Sprache gegeben:r ::= ; j " j a j r1r2 j r1; r2 j r� (a ist im AlphabetA)
Reguläre Ausdrücker werden als MengenR von Zeichenketten überA interpretiert
(geschrieben als R=r):� ; wird als die leere Mengefg interpretiert.� " wird als die Mengef"g interpretiert.



64 ANHANG A. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN� a ausA wird als die Mengefag interpretiert.� SeienR1 = r1 undR2 = r2, dann wirdr1r2 als die MengeR1 [R2 interpretiert.� SeienR1 = r1 undR2 = r2, dann wirdr1; r2 alsf�1�2 2 A j �1 2 R1; �2 2 R2g
interpretiert.� SeiR = r, dann wirdr� als die Mengef�n j � 2 R; n 2 Ng interpretiert.

A.3 Grundlagen der Logik

Sprachen. Eine (logische) Spracheist ein Tupel bestehend aus einer Menge von
logischen Formeln (Syntax) und einem Modell (Semantik).

Formeln. Gegeben sei eine Signatur�, welche Prädikats- und Funktionssym-
bole beinhaltet. Ein Funktionssymbol mit Stelligkeit0 nennen wir Konstante.
Zusätzlich seien eine Menge von Variablen und eine Menge von Quantoren gege-
ben. Wir definierenFormelnals (quantifizierte) Prädikate, aufgebaut aus Terme über�.

Modell. Ein Modell M, auch Semantik oder�-Struktur genannt, ist ein Paar(A; I), wobei A, eine nicht-leere Menge, dieDomäne von A, ist und I eineM-
Interpretation.

Interpretation. EineM-Interpretation ist eine Funktion, die jedem Prädikatssymbol
der Stelligkeitn aus� einen-äre Relation überA und jedem Funktionssymbol der
Stelligkeitn aus� eine Funktionf : An ! A zuordnet.

Belegung. Eine Belegung� ordet jeder Variable aus der gegebenen Variablen-
mengeV einen Wert aus der DomäneA (gegeben durch ein Modell) zu. Hierauf
bauen wir, wie üblich, dieErfüllbarkeitsrelationM �j=' auf.

Erfüllbarkeit. Eine Formel' ist unter einem gegebenen ModelM erfüllbar,
falls es eine Belegung� gibt, so daß die ErfüllbarkeitsrelationM � j=' gilt.

Gültigkeit. Eine Formel ist in einem gegebenen ModelM gültig, falls für alle
Belegungen� die ErfüllbarkeitsrelationM � j=' gilt.

Entailment. Gegeben sei eine SpracheM mit zwei Formeln' und  ausM.
Es gilt dieEntailment-Aussage' j=  inM definitionsgemäß genau dann, wenn die
Formel'!  inM gültig ist.



Anhang B

Interessante Entailment-Beispiele

In diesem Anhang geben wir nocheinmal eine Zusammenfassungaller besprochenen
und einiger neuen Entailment-Beispiele. Die nachfolgendeTabelle zeigt, an welchen
Stellen dieser Arbeit das gleiche Beispiel betrachtet wurde.

Beispiel im Anhang Beispiel im Text zugehörige P-Automat
B1
B2 Beispiel 2, Seite 22 Beispiel 4, 5, 6, Seite 29

Beispiel 14, Seite 42
B3 Beispiel 12, Seite 41 Beispiel 7 , Seite 34
B4 Beispiel 15, Seite 42 Lemma 1, Seite 30
B5
B6
B7
B8 Beispiel 2 , Seite 22 Beispiel 8, Seite 37

Beispiel 18 , Seite 61
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B.1 Entailment-Beispiel 1

Entailment-Aussage. '1 : x=z�y ^ z=z�x ^ y=y�z j= x�y in NS2, NS�n2
Widerlegung. Entailment kann nicht widerlegt werden.

Sicherheitsautomat.

x y y z z xz y x z y xy y x x z z
"1 2 22 2

2 2
111 1

22
2 1

11 1
OO OO O O OO O O O O
A

A

A A

A

AA

Traversierungsbaum.

Anmerkung. Dieses Beispiel zeigt die Funktionsweise des Gleichheits-Tests,
der dem Sicherheitsautomaten zugrundeliegt. P-Kanten geben wir in dem Sicherheits-
automaten nicht an, da sie keine Relevanz für dieses Problem besitzen. Wir erhalten
somit einen gewöhnlichen (regulären) endlichen Automaten.
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B.2 Entailment-Beispiel 2

Entailment-Aussage. '1 : x�y�y ^ x�x�y j= x�y in NS2 oderNS�n2
Widerlegung. Entailment kann an den Pfaden12; 21; : : : widerlegt werden,

beispielsweise mit der Belegungx nach?�(>�?) undy nach>�(?�>).
Sicherheitsautomat.

x yy x
"1 2

OO OO O O OO O O OO O O OO O O OO O O OO O O O
A

P P

P P

P P

P P

P P

P P

Traversierungsbaum.

N� N�
N� N�

N� N�
N� N�

N� N�
N� N�

Anmerkung. Dieses Beispiel zeigt ein nicht-strukturelles Teiltyp-Entailment,
dessen Sicherheitsautomat zwei P-Schleifen besitzt. Der zugrundeliegende endliche
Automat akzeptiert die Sprachef"g. Die P-Schleifen akzeptieren zusätzlich die
Wörter aus1+ [ 2+. Da die Semantik der P-Kanten von der gewöhnlicher"-Kanten
abweicht, akzeptiert der Sicherheitsautomat nicht die Wörter12 und21, welche in der
Tat Widerspruchspfade für Entailment sind. Die Gültigkeit der Entailment-Aussage
hängt nicht von der Existenz dieser beiden P-Schleifen ab.Wir vergleichen dieses
Beispiel mit dem nachfolgenden.
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B.3 Entailment-Beispiel 3

Entailment-Aussage.'2 : x�g(y) ^ g(x)�y j= x�y in NS1 oderNS�n1
Widerlegung. Entailment kann nicht widerlegt werden.

Sicherheitsautomat.
x yy x

"1
OOOOO
A

P

P

P

Traversierungsbaum.

Anmerkung. Wir befinden uns hier in der eingeschränkten Constraint-Sprache
NS1, beziehungsweiseNS�n1 . Entailment gilt und ist abhängig von der gegebenen
P-Kante. Dieses ist erstaunlich in Anbetracht der Tatsache, daß im vorangegangenen
Beispiel Entailment unabhängig von P-Kanten war und der einzige Unterschied
zum voherigen Beispiel die Ersetzung eines binären in einen unären Konstruktor
ist. Diesen Symmetriebruch erklärt der gegebene P-Automat mit seinem Traversie-
rungsbaum: Die einzelne P-Kante erzeugt eine Spur1� von P-Knoten. Bedingt durch
das eingeschränkte AlphabetA = f1g reicht das schon aus, um alle potentiellen
Widerspruchspfade zu eliminieren. Im binären Fall hingegen umfaßt das Alphabetf1; 2g und somit kann von einer Spur1� von P-Knoten immer noch durch eine
Abzweigung1�2 ein Widerspruchspfad gefunden werden.
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B.4 Entailment-Beispiel 4

Entailment-Aussage.'3 : x�u ^ v�y ^ u=u�y ^ v=v�x j= x�y in NS2, NS�n2
Widerlegung. Entailment kann an dem Pfad21 widerlegt werden.

Sicherheitsautomat.

xyuvyx
""2 1

OO OO O O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O O O O

A

A

A

A

A

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

Traversierungsbaum.

N�
N�

N�
N�

N�
N�

N�
N�

N�
N�

N�
N�

N�
N�

N�
N�
N�

N�
N�
N�

N�
N�
N�
N�

N�
N�N�

N�
N�
N�

Anmerkung. Dieses Beispiel zeigt, daß der nicht-kontext-freie P-Automat
aus Lemma 1 auch durch einen eingeschränkten nicht-strukturelle Teiltyp-Constraint
beschrieben werden kann. Somit braucht die Menge aller sicheren KnotenA und P
nicht regulär zu sein.
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B.5 Entailment-Beispiel 5

Entailment-Aussage.'3 : x�x�y ^ y�x�y j= x�y in NS2, NS�n2
Widerlegung. Entailment kann an dem Pfad21 widerlegt werden.

Sicherheitsautomat.
xyyx
"2 1

OO OO O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O O

A

A

A

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

Traversierungsbaum.

Anmerkung. Dieses Beispiel ähnelt dem vorangegangenen, jedoch wurdein
diesem Beispiel der P-Automat so modifiziert, daß die P-Schleifen dichter liegen. An
manchen Stellen überlagen sich sogar die P-Schleifen, so daß es zu einer Clusterbil-
dung kommt. In dem Traversierungsbaum haben wir alleN� Knoten weggelassen. Die
Sprache dieses P-Automaten ist wieder nicht kontext-frei;der Beweis läuft analog
zum Beweis von Lemma 1.



B.6. ENTAILMENT-BEISPIEL 6 71

B.6 Entailment-Beispiel 6Entailment�Aussage: x?11122�y ^ x�y?11122^ y ?1�x1 ^ y1�x ?1^ x1?1�x2 ^ y2�y1?1^ x2?1�x3 ^ y3�y2?1^ x3?2�y1 ^ x1�y3?2^ x3�x2�x1 ^ y1�y2�y3j= x�y in NS2; NS�n2
Widerlegung. Entailment kann an dem Pfad2 widerlegt werden.

Sicherheitsautomat.

x yy xx1y1x2y2x3y3y1x1y2x2y3x3

"111221112""
Traversierungsbaum. Siehe die Titelseite dieser Arbeit.

Anmerkung. In diesem Beispiel erzeugen wir einen P-Cluster der Tiefe zwei.
Wir vermuten, daß wir mit analogen P-Automaten P-Cluster jeder endlicher Tie-
fe erzeugen können, jedoch existiert ein P-Cluster unendlicher Tiefe nach der
Cluster-Proposition 4 nicht.
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B.7 Entailment-Beispiel 7

Entailment-Aussage. '6 : x�y�x ^ x�x�y j= x�y in NS2 oderNS�n2
Widerlegung. Entailment kann an den Pfaden12 mit der Belegungx nach?�(>�?) undy nach>�(?�>) widerlegt werden.

Sicherheitsautomat.
x yy x x x

"1 2 1;2
OO OO O O OO O O O OO O O OO O O OO O O OO O O O
A

P

P

P

P

P

P

A

AA

Traversierungsbaum.

N�
N�

N�
N�

N�
N�

Anmerkung. Dieses Beispiel zeigt den einfachen Fall des Auftretens einer
einzelnen P-Schleife. Es dient zum Vergleich mit dem nächsten Beispiel.
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B.8 Entailment-Beispiel 8

Entailment-Aussage. '6 : x�y�x ^ z�y�y ^ z�>�z j= x�y in NS�, NS�n�
Widerlegung. Entailment kann nicht widerlegt werden.

Erweiterter Sicherheitsautomat.

x yy z x xz >
"1 21 22 1;21;21OO OO O O OO O O O OO O O OO O O OO O O OO O O O

A

P

P

P

P

P

P

A

AA

Traversierungsbaum.

A�
A�

A�
A�

A�
A�

Anmerkung. Dieses Beispiel geht über die in dieser Arbeit gezeigten Tech-
niken hinaus. In den bisherigen Beispielen konnten wir die P-Schleifen einfach
ignorieren, ohne die Gültigkeit der Entailment-Aussage zu beeinflussen. Hingegen
beeinflußt in diesem Beispiel die P-Schleife die Gültigkeit der Entailment-Aussage.
Für dieses Beispiel haben wir die eingeschränkte Constraint-Sprache verlassen und
erlauben nun auch> in der Syntax.



Anhang C

Abgeschlossenheit der Saturierung

In diesem Kapitel f̈uhren wir den noch ausstehenden Beweis aus dem Vollständig-
keitsbeweis aus Kapitel 6: Wir beweisen, daß die aus' gebaute Saturierung ab-
geschlossen und fehlerfrei ist.

Zunächst wiederholen wir nocheinmal aus dem Vollständigkeitsbeweis (Kapitel 6)
die Saturierungs('; %) mit ihrer wichtigen Eigenschaft aus Lemma 15.

Definition 11 (Saturierung). Sei' ein Constraint über� = f?;>;�g, x; y 2 V (')
und% 2 f1; 2g�. Für jedesz 2 fx; yg und� 2 dc(f%1; %2g) seiqz� eine frische Variable
undW('; %) die Menge aller dieser frischen Variablen. DieSaturierungs('; %) von'
am Pfad% ist der Constraint minimaler Größe, welcher die folgendenEigenschaften
a–f erfüllt:

a. ' in s('; %).
b. Für alleqx� 2 W('; %) : qx�=qx�1�qx�2 in sx0;y0('; %); falls � < %.
c. Für alleqy� 2 W('; %) : qy�=qy�1�qy�2 in sx0;y0('; %); falls � � %.
d. Für alleqz� 2 W('; %); u 2 V(') : qz��u in sx0;y0('; %); falls ' ` z?��pru.

e. Für alleqz� 2 W('; %); u 2 V(') : u�qz� in sx0;y0('; %); falls ' ` u�prz?�.

f. Für alleqzo�; qz0o0� 2W('; %) : qzo��qz0o0� in sx0;y0('; %); falls' ` z?o�prz0?o0.
Lemma 15. Falls der Constraint' unterNS� (entsprechendNS�n� ) abgeschlossen und
fehlerfrei ist, dann ist auch die Saturierungs('; %) unterNS� (entsprechendNS�n� )
abgeschlossen und fehlerfrei.

Beweis. Die Saturierungs('; %) ist konsistent, da sowohl' aufgrund der Ein-
schränkung der Syntax als auchs('; %) aufgrund seiner Definition 11 keine Constraints
mit> oder? besitzen. Der Beweis, daßs('; %) abgeschlossen ist, genauer abgeschlos-
sen unterReflexiviẗat, Transitivität undAbsteigen, erfolgt durch die Lemmata 19, 20
und 22. Im Lemma 24 zeigen wir, daßs('; %) zykelfrei ist, falls' zykelfrei ist.
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In den nachfolgenden Abschnitten C.1 bis C.4 werden wir nun die vier oben
erwähnten Lemmata einzeln beweisen.

C.1 Abschluß unter Reflexiviẗat

Lemma 19.Falls der Constraint' unterReflexiviẗat abgeschlossen ist, dann ist auch
die Saturierungs('; %) unterReflexiviẗat abgeschlossen.

Beweis.Seiu eine beliebige Variable ausV (s('; %)). Fallsu 2 V ('), dann istu�u
in s('; %), da' reflexiv ist und ins('; %) enthalten. Ansonsten istu�u aufgrund von
Regel f in der Saturierungs('; %), da' ` z?"�z, ' ` z�z?" und somit auch' `z?"�z?" gilt.

C.2 Abschluß unter Transitivit ät

Lemma 20.Falls der Constraint' unterTransitivität undAbsteigenabgeschlossen ist,
dann ist auch die Saturierungs('; %) unterTransitivität abgeschlossen.

Wir bereiten den Beweis mit einer Analyse vor.

Lemma 21 (Analyse).Wir untersuchen den Aufbau der Saturierungs('; %): Seienu,v Variablen ausV(') undqz�, qz0�0 Variablen ausW('; %). Constraints vom Musteru�v
werden nicht ins('; %) erzeugt, Constraints vom Musterqz��v, u�qz0�0 oderqz��qz0�0
werden durch genau einer Regel erzeugt, es gilt also:

1. Fallsu�v in s('; %), dannu�v in '.

2. Ein Constraintqz��v in s('; %) ist durch Regel d. erzeugt worden.

3. Ein Constraintu�qz0�0 in s('; %) ist durch Regel e. erzeugt worden.

4. Ein Constraintqz��qz0�0 in s('; %) ist durch Regel f. erzeugt worden.

Beweis.Durch einfache Untersuchung der Definition 11 vons('; %).
Beweis von Lemma 20. Wir machen eine Fallunterscheidung:

1. Seienu, v, w Variablen ausV('). Zu beweisen ist: Falls die Constraintsu�v
undv�w in s('; %) sind, dann ist auchu�w in s('; %).u�v; v�w in s('; %) (Voraussetzung)) u�v; v�w in ' (Analyse-Lemma 21)) u�w in ' (' ist abgeschlossen unter Trans.)) u�w in s('; %) (Regel a der Definition vons('; %))
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2. Seienv ausV(') undqz�, qz0�0 ausW('; %). Zu beweisen ist: Falls die Constraints
qz��v undv�qz0�0 in s('; %) sind, dann ist auchqz��qz0�0 in s('; %).

qz��v; v�qz0�0 in s('; %) (Voraussetzung)) ' ` z?��v; ' ` v�z0?�0 (Analyse-Lemma 21)) ' ` z?��z0?�0 (Definition`)) qz��qz0�0 in s('; %) (Regel f der Definition vons('; %))
3. Seienu, v ausV(') undqz� ausW('; %). Zu beweisen ist: Falls die Constraintsu�v undv�qz� in s('; %) sind, dann ist auchu�qz� in s('; %).u�v in s('; %) (Voraussetzung)) (1) u�v in ' (Analyse-Lemma 21)v�qz� in s('; %) (Voraussetzung)) ' ` v�z?� (Analyse-Lemma 21)

Wir machen eine weitere Fallunterscheidung:

3.1. Fall� = ": ) ' ` v�z?" (Fallunterscheidung)) (2) v�z in ' (Definition`)(1) ^ (2) ) u�z in ' (' ist abgeschlossen unter Trans.)) ' ` u�z?" (Definition`)) ' ` u�z?� (Fallunterscheidung)) u�qz� in s('; %) (Definition vons('; %))
3.2. Fall� = �01: ) ' ` v�z?�01 (Fallunterscheidung)) (2) 9r:' ` r�z?�0^(3) r=f(r1; r2) in '^(4) v�r1 in ' (Definition`)(1) ^ (4) ) (5) u�r1 in ' (' ist abg. unter Trans.)(2) ^ (3) ^ (5) ) ' ` u�z?�01 (Definition`)) ' ` u�z?� (Fallunterscheidung)) u�qz� in s('; %) (Definition vons('; %))
3.3. Fall� = �02: Der Beweis dieses Falles ist analog zu dem Beweis von Fall

3.2

4. Dieser Fall ist ähnlich zu Fall 3, aber nicht analog. Seien v, w ausV(') undqz�
ausW('; %). Zu beweisen ist: Falls die Constraintsqz��v und v�w in s('; %)
sind, dann ist auchqz��w in s('; %).
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v�w in s('; %) (Voraussetzung)) (1) v�w in ' (Analyse-Lemma 21)
qz��v in s('; %) (Voraussetzung)) ' ` z?��v (Analyse-Lemma 21)

Wir machen eine weitere Fallunterscheidung.

4.1. Fall� = ": ) ' ` z?"�v (Fallunterscheidung)) (2) z�v in ' (Definition`)(2) ^ (1) ) z�w in ' (' ist abg. unter Trans.)) ' ` z?"�w (Definition`)) ' ` z?��w (Fallunterscheidung)) qz��w in s('; %) (Definition vons('; %))
4.2. Fall� = �01: ) ' ` z?�01�v (Fallunterscheidung)) (2) 9r:' ` z?�0�r^(3) r=f(r1; r2) in '^(4) r1�v in ' (Definition`)(4) ^ (1) ) (5) r1�w in ' (' ist abg. unter Trans.)(2) ^ (3) ^ (5) ) ' ` z?�01�w (Definition`)) ' ` z?��w (Fallunterscheidung)) qz��w in s('; %) (Definition vons('; %))
4.3. Fall� = �02: Der Beweis dieses Falles ist analog zu dem Beweis von Fall

4.2.

5. Seienu, w ausV(') undqz� ausW('; %). Zu beweisen ist: Falls die Constraintsu�qz� undqz��w in s('; %) sind, dann ist auchu�w in s('; %).u�qz� in s('; %) (Voraussetzung)) (1) ' ` u�z?� (Analyse-Lemma 21)
qz��w in s('; %) (Voraussetzung)) (2) ' ` z?��w (Analyse-Lemma 21)

Wir setzen diesen Fall mit einer Induktion über den Pfad� fort.

Induktionshypothese. u�v in s('; %) folgt nach (1) und (2).
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Induktionsanfang � = ".(1) ) ' ` u�z?" (dieser Induktionsfall)) (10) u�z in ' (Definition`)(2) ) ' ` z?"�w (Fallunterscheidung )) (20) z�w in ' (Definition`)(10) ^ (20) ) u�w in ' (' ist abg. unter Trans.)) u�w in s('; %) (Regel a Definitions('; %))
Induktionsschritt von � nach�1. Sei� = �01.(1) ) ' ` u�z?�01 (dieser Induktionsfall)) (3) 9p:' ` p�z?�0^(4) p=f(p1; p2) in '^(5) u�p1 in ' (Definition`)(2) ) ' ` z?�01�w (Fallunterscheidung )) (6) 9r:' ` z?�0�r^(7) r=f(r1; r2) in '^(8) r1�w in ' (Definition`)(3) ^ (6) ) p�r in s('; %) (nach Ind.hypothese)) (9) p�r in ' (Lemma Ana. 21)(4) ^ (9) ^ (7) ) (10) p1�r1 in ' (' ist abg. unter Abst.)(5) ^ (10) ^ (8) ) u�w in ' (' ist abg. unter Trans.)) u�w in s('; %) (Regel a Def.s('; %))
Induktionsschritt von � nach�2. Dieser Schritt ist analog zu dem vorange-

gangenen Induktionsschritt.

6. Seien die Variablenw aus V(') und qz�, qz0�0 aus W('; %). Zu beweisen ist:
Falls die Constraintsqz��qz0�0 und qz0�0�w in s('; %) sind, dann ist auchqz��w
in s('; %).

qz��qz0�0 in s('; %) (Voraussetzung)) ' ` z?��z0?�0 (Analyse-Lemma 21)^(1) ��=� ^ �0�=�0 (Regel f von Sat.)) (2) 9p:' ` z?��p^(3) ' ` p�z0?�0 (Definition`)(4) qz0�0�w in s('; %) (Voraussetzung)

Wir setzen diesen Fall mit einer Induktion über den Pfad� fort.

Induktionshypothese qz��w in s('; %) folgt nach (1), (2), (3) und (4).
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Induktionsanfang � = ".(1) ) (10) �=� ^ �0=�0 (dieser Induktionsschritt)(2) ^ (10) ) ' ` z?��p) (20) qz��p in s('; %) (Regel d von Sat.)(3) ^ (10) ) ' ` p�z0?�0) (30) p�qz0�0 in s('; %) (Regel e von Sat.)(30) ^ (4) ) (5) p�w in s('; %) (nach Fall 5)(20) ^ (5) ) qz��w in s('; %) (nach Fall 4)

Induktionsschritt von � nach �1. Sei� gleich� 01.(1) ) (10) �� 01=� ^ �0� 01=�0 (dieser Induk-)
tionsschritt)(10) ) (1�) �� 0=�� ^ �0� 0=�0� (Def. von��, �0�)(4) ^ (10) ) qz0�0� 01�w in s('; %)) ' ` z0?�0� 01�w (Lemma 21)) (40) 9r:' ` z0?�0� 0�r^(5) r=f(r1; r2) in '^(6) r1�w in ' (Definition`)(40) ) (400) qz0�0� 0�w in s('; %) (Regel d von Sat.)(400) ^ (1�) ) (4�) qz0�0��w in s('; %)(1�) ^ (2) ^ (3) ^ (4�) ) qz���r in s('; %) (Ind. Hypothese)) (7) ' ` z?���r (Lemma 21)(7) ^ (5) ^ (6) ) (70) ' ` z?��1�w (Definition`)(70) ^ (1�) ) (700) ' ` z?�� 01�w(700) ^ (10) ) ' ` z?��w) qz��w in s('; %) (Regel d von Sat.)

Induktionsschritt von � nach �2. Dieser Schritt ist analog zu dem vorherigen
Induktionsschritt.

7. Seienu ausV(') undqz�, qz0�0 ausW('; %). Zu beweisen ist: Falls die Constraintsu�qz� undqz��qz0�0 in s('; %) sind, dann ist auchu�qz0�0 in s('; %).
Der Beweis ist analog zum Beweis von Fall 6.

8. Seienqz�, qz0�0 undqz00�00 ausW('; %). Zu beweisen ist: Falls die Constraintsqz��qz0�0
undqz0�0�qz00�00 in s('; %) sind, dann ist auchqz��qz00�00 in s('; %).
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qz��qz0�0 in s('; %) (Voraussetzung)) ' ` z?�1�z0?�2 (Analyse-Lemma 21)^(1) �1�=� ^ �2�=�0 (Regel f der Sat.)) (2) 9p:' ` z?�1�p^(3) ' ` p�z0?�2 (Definition`)
qz0�0�qz00�00 in s('; %) (Voraussetzung)) ' ` z0?�3�z00?�4 (Analyse-Lemma 21)^(4) �3� 0=�0 ^ �4� 0=�00 (Regel f der Sat.)) (5) 9r:' ` z0?�3�r^(6) ' ` r�z00?�4 (Definition`)

Wir machen eine weitere Fallunterscheidung:

8.1. Es gibt einen Pfad�� mit � = ��� 0.(1) ) (10) �1��� 0=� ^ �2��� 0=�0 (Voraussetzung)(10) ^ (4) ) (7) �3=�2��
qz��qz0�0 in s('; %) (Voraussetzung)) ' ` z?�1�z0?�2 (Lemma 21)) (8) qz�1���qz0�2�� in s('; %)

falls qz�1��; qz0�2�� 2W('; %) (Regel f der Sat.)(7) ^ (8) ) (80) qz�1���qz0�3 in s('; %)
falls qz�1��; qz0�3 2W('; %)(5) ) (50) qz0�3�r in s('; %) (Regel d der Sat.)^ qz0�3 2W('; %)(6) ) (60) r�qz00�4 in s('; %) (Regel e der Sat.)(80) ^ (50) ) (9) qz�1���r in s('; %) (nach Fall 6)
falls qz�1�� 2W('; %)(9) ^ (60) ) qz�1���qz00�4 in s('; %) (nach Fall 2)
falls qz�1�� 2W('; %)) qz�1��� 0�qz00�4� 0 in s('; %) (Lemma 21,
falls qz�1��; qz�1��� 0; qz00�4� 0 2W('; %) Regel f der Sat.)) (10) qz�1��� 0�qz00�4� 0 in s('; %) (W('; %) ist
falls qz�1��� 0; qz00�4� 0 2W('; %) Domänen-abg.)(10) ^ (10) ) (11) qz��qz00�4� 0 in s('; %)
falls qz�; qz00�4� 0 2W('; %)(11) ^ (4) ) (12) qz��qz00�00 in s('; %)
falls qz�; qz00�00 2W('; %)(13) qz�; qz0�0; qz00�00 2W('; %) (Voraussetzung)(12) ^ (13) ) qz��qz00�00 in s('; %)

8.2. Es gibt einen Pfad�� mit � 0 = ��� . Dieser Fall ist analog zum Fall 8.1.
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8.3. Es gibt keinen Pfad�� mit � = ��� 0 oder� 0 = ��� . Dies ist ein Wider-
spruch zu (1) und (4); somit kann dieser Fall nicht auftreten.

C.3 Abschluß unter Absteigen

Lemma 22.Falls der Constraint' unterAbsteigenundReflexiviẗat abgeschlossen ist,
dann ist auch die Saturierungs('; %) unterAbsteigenabgeschlossen.

Wir bereiten den Beweis mit einer weiteren Analyse vor.

Lemma 23 (Analyse). Wir untersuchen den Aufbau der Saturierungs('; %): Sei u
eine Variable ausV(') undqz� eine Variable ausW('; %). Es gilt:

1. Ein Constraintu=f( ; ) ist genau dann ins('; %), fallsu=f( ; ) auch in' ist.

2. Ein Constraintqz�=f( ; ) in s('; %) ist durch Regel b. oder c. erzeugt worden
und besitzt die Formqz�=f(qz�1; qz�2).

Beweis.Durch einfache Untersuchung der Definition 11 vons('; %).
Beweis von Lemma 22.Wir machen eine Fallunterscheidung:

1. Seien u, v Variablen ausV('). Zu beweisen ist: Falls die Constraintsu=f(u1; u2), v=f(v1; v2) undu�v in s('; %) sind, dann sind auchu1�v1 undu2�v2 in s('; %). u�v in s('; %) (Voraussetzung)) (1) u�v in ' (nach Lemma 21)u=f(u1; u2) in s('; %) (Voraussetzung)) (2) u=f(u1; u2) in ' (nach Lemma 23)v=f(v1; v2) in s('; %) (Voraussetzung)) (3) v=f(v1; v2) in ' (nach Lemma 23)(2) ^ (1) ^ (3) ) u1�v1; u2�v2 in ' (' ist unter Absteigen abg.)) u1�v1; u2�v2 in s('; %) (Regel a der Saturierung)

2. Seien die Variablenu aus V(') und qz� aus W('; %). Falls der Constraint
qz�=f( ; ) in s('; %) ist, dann besitzt er die Formqz�=f(qz�1; qz�2) nach Lem-
ma 23. Zu beweisen ist: Falls die Constraintsu=f(u1; u2), qz�=f(qz�1; qz�2) undu�qz� in s('; %) sind, dann sind auchu1�qz�1 undu2�qz�2 in s('; %).



82 ANHANG C. ABGESCHLOSSENHEIT DER SATURIERUNGu�qz� in s('; %) (Voraussetzung)) (1) ' ` u�z?� (nach Lemma 21)u=f(u1; u2) in s('; %) (Voraussetzung)) (2) u=f(u1; u2) in ' (nach Lemma 23)) u1; u2 2 V(')) (3) u1�u1 (' ist abg. unter Refl.)^(4) u2�u2 (' ist abg. unter Refl.)(1) ^ (2) ^ (3) ) ' ` u�z?�1 (Definition`)) u�qz�1 in s('; %) (Regel e der Sat.)(1) ^ (2) ^ (4) ) ' ` u�z?�2 (Definition`)) u�qz�2 in s('; %) (Regel e der Sat.)

3. Seien die Variablenv aus V(') und qz� aus W('; %). Falls der Constraint
qz�=f( ; ) in s('; %) ist, dann besitzt er die Formqz�=f(qz�1; qz�2) nach Lem-
ma 23. Zu beweisen ist: Falls die Constraintsv=f(v1; v2), qz�=f(qz�1; qz�2) und
qz��v in s('; %) sind, dann sind auchqz�1�v1 undqz�2�v2 in s('; %).
Der Beweis ist analog zu Fall 2.

4. Seien die Variablenqz� undqz0�0 ausW('; %). Falls der Constraintqz�=f( ; ) in
s('; %) ist, dann besitzt er die Formqz�=f(qz�1; qz�2) nach Lemma 23. Falls der
Constraintqz0�0=f( ; ) in s('; %) ist, dann besitzt er die Formqz0�0=f(qz0�01; qz0�02)
nach Lemma 23.

Zu beweisen ist: Falls die Constraintsqz�=f(qz�1; qz�2), qz0�0=f(qz0�01; qz0�02) und
qz��qz0�0 in s('; %) sind, dann sind auchqz�1�qz0�01 undqz�2�qz0�02 in s('; %).

qz��qz0�0 in s('; %) (Voraussetzung)) (1) ' ` z?�1�z0?�2 (nach Analyse 21)^(2) �1�=� ^ �2�=�0 (Regel f der Sat.)(1) ) (3) qz�1�1�qz0�2�1 in s('; %)
falls qz�1�1; qz0�2�1 2 W('; %) (Regel f der Sat.)(3) ^ (2) ) (4) qz�1�qz0�01 in s('; %)
falls qz�1; qz0�01 2W('; %)(1) ) (5) qz�1�2�qz0�2�2 in s('; %)
falls qz�1�2; qz0�2�2 2 W('; %) (Regel f der Sat.)(5) ^ (2) ) (6) qz�2�qz0�02 in s('; %)
falls qz�2; qz0�02 2W('; %)

qz�=f(qz�1; qz�2) in s('; %) (Voraussetzung)) (7) qz�1; qz�2 2 W('; %) (Regel b, c der Sat.)
qz0�0=f(qz0�01; qz0�02) in s('; %) (Voraussetzung)) (8) qz0�01; qz0�02 2W('; %) (Regel b, c der Sat.)(7) ^ (8) ^ (4) ) qz�1�qz0�01 in s('; %)(7) ^ (8) ^ (6) ) qz�2�qz0�02 in s('; %)
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C.4 Saturierung ist zykelfrei

Der Beweis für die Abgeschlossenheit unterReflexiviẗat, Transitivität und Absteigen
sind zwar langwierig, aber technisch doch einfach. Der Grund hierfür ist, daß die De-
finition der Saturierung 11 genau auf den Abschluß unter diesen drei Eigenschaften
ausgelegt worden ist. Für denOccur-Testist sie hingegen nicht extra ausgelegt wor-
den. Zum weiteren ist derOccur-Testgegenüber den anderen drei Abschlüssen eine
negative Eigenschaft, in dem Sinne, daß derOccur-Testbestimmte Constraints in der
Saturierung nicht verlangt, sondern verbietet.

Für den Beweis der Zykelfreiheit der Saturierung gehen wirwie folgt vor: Wir bau-
en aus dem gegebenen Constraint' einen neue Saturierungs�('), mit der Eigenschaft,
daßs�(') zykelfrei ist. Anschließend ist nur noch zu beweisen, daßs('; %) in s�(')
liegt. Da derOccur-Testeine negative Eigenschaft ist, ist somit auchs('; %) zykelfrei.

Lemma 24.Falls der Constraint' zykelfrei ist, dann ist auch die Saturierungs('; %)
zykelfrei.

Wir definieren zunächst eine Erweiterung der Saturierung 11, die speziell auf die
Zykelfreiheit ausgerichtet ist:

Definition 13 (Occur-Test-Saturierung). Gegeben sei ein Constraint'. Für alle Va-
riablenz 2 V (') und alle Pfade� 2 f1; 2g� seiqz� eine frische Variable undW �(')
die Menge aller dieser frischen Variablen, i.e.W �(') = fqz� j z 2 V ('); � 2f1; 2g�g. DieOccur-Test-Saturierungs�(') von' ist der Constraint minimaler Größe,
welcher die folgenden Eigenschaften a–e erfüllt:

a. ' in s�(').
b. Für alleqz� 2 W �(') : qz�=f(qz�1; qz�2) in s�(').
c. Für alleqz� 2 W �('); u 2 V(') : qz��u in s�('); falls ' ` z?��u.

d. Für alleqz� 2 W �('); u 2 V(') : u�qz� in s�('); falls ' ` u�z?�.

e. Für alleqzo�; qz0o0�2W �(') : qzo��qz0o0� in s�('); falls' ` z?o�z0?o0, �2f1; 2g�.
Falls nun ein Widerspruch zumOccur-Testin der Saturierungs�(') liegt, dann

liegt dieser auch in der Saturierungs('; %), da offensichtlich nach Definition 13 die
Saturierungs('; %) in s�(') liegt. Anstelle des Beweises von Lemma 24 ist somit der
Beweis des folgenden Lemmas hinreichend:

Lemma 25.Falls der Constraint' zykelfrei ist, dann ist auch die Saturierungs�(')
zykelfrei.
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Beweis.Wir beweisen die Gegenrichtung: Fallss�(') nicht zykelfrei ist, dann ist es
auch nicht der Constraint'. Der Occur-Testlautet 6` x:�=x mit � 6= ". Zu zeigen
ist also:

1. Fallss�(') ` z�z?�, dann' ` z�z?� mit � 6=".
2. Fallss�(') ` z?��z, dann' ` z?��z mit � 6=".

Wir beweisen Punkt1, der Beweis von Punkt2 läuft analog.
Sei s�(') nicht zykelfrei; es gibt also eine Variablez 2 V (s�(')) und ein Pfad� 6=", so daßs�(') ` z�z?�. Falls z ausV ('), dann liegt nach Regel c und d der

Constraintqz"�z ^ z�qz" in s�('), und somit gilt nach der Transitivität 26 die Ab-
leitung s�(') ` qz"�qz"?�. Ansonsten warz schon aus der Menge der ins�(') neu
eingeführten VariablenW �(').

Es gibt also eine Variableqz� ausW �(') und ein Pfad� 6=", so daßs�(') `
qz��qz�?�. Dann gilt aber nach dem folgenden Lemma 27 auchs�(') ` qz��qz��. Nach
Definition 13 Regel e folgt hieraus' ` z?o�z?o� und somit9u 2 V ('): ' ` z?o�u�u?��z?o�:

Wir beweisen jetzt noch die im Beweis von Lemma 25 benötigten Eigenschaften
der neuen Occur-Test-Saturierung (Definition 13):

Lemma 26.Falls der Constraint' unterTransitivität undAbsteigenabgeschlossen ist,
dann ist auch die Saturierungs�(') unterTransitivität abgeschlossen.

Der Beweis verläuft analog zum Beweis von Lemma 20 (Transitivität der ersten
Saturierung).

Lemma 27.Sei der Constraint' abgeschlossen undz eine Variable ausV ('), dann
gilt für alle Pfade� und� ausf1; 2g�:s�(') ` qz��qz�?� =) s�(') ` qz��qz��
Beweis. Nach Regel b der Occur-Test-Saturierung (Definition 13) gilt s�(') `
qz�:�=qz�� und somit auchs�(') ` qz�?��qz��. Hieraus folgt mit der Voraussetzungs�(') ` qz��qz�?� durch die Transitivität (Lemma 26) die Ableitungs�(') ` qz��qz��.

Anmerkung. Die obrige Eigenschaft Lemma 27 ist entscheidend für den Beweis von
Lemma 25. In der ersten Saturierungs('; %) von ' gilt diese Eigenschaftnicht, da
zum Beispiel für den Constraint' := z=z1�z2 ^ z�z1 die Variablenqz" undqz1 in der
Saturierungs('; %) nicht definiert sind. Diese Eigenschaft war der Grund, warumwir
im Beweis für die Zykelfreiheit eine neue Saturierung ben¨otigt haben.
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