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1 Einfithrung

Die vorliegende Arbeit hat einige grundsitzliche Probleme der Verifikation modularisierter Soft-
ware zum Gegenstand. Dabei interessieren wir uns fiir die semantischen Aspekte im Zusammen-
hang mit der Top-Down Entwicklung und der Wiederverwertbarkeit von Software-Modulen.

Der Begriff der Modularisierung ist in der Softwareentwicklung eng mit dem Konzept der Ab-
straktion verkniipft ([Bis86]). Ausgangspunkt hierfiir war das Konzept der prozeduralen Ab-
straktion ([Par72]), wie sie beispielsweise durch Prozeduren in der Programmiersprache Pascal
([JWT78]) realisiert werden. Insbesondere seit den 70er Jahren entwickelte sich, nicht zuletzt
ausgelost durch die Arbeiten iiber abstrakte Datentypen ([GTWT78]), ein starkes Interesse an
Datenabstraktion. Dahinter steckt die Uberlegung, daf ein Datentyp aus Datenstrukturen und
Operationen besteht und diese daher als eine Einheit zu behandeln sind. Diese Ideen fanden
Eingang in die Entwicklung moderner Programmier- und Spezifikationssprachen.

Als Beispiele von Modularisierungskonzepten in Programmiersprachen erwihnen wir hier nur
die “clusters” von CLU ([LG86], [LABT81]), die “packages” von Adal ([ASCII83]), die “modu-
les” von Modula-2([Wir85]) und die “structures” von ML ([Mac86]). Generische Datentypen
wie in ML oder in Miranda? ([Tur85]) erméglichen es, bei der Definition komplexer Datenstruk-
turen von den zugrundeliegenden Basissorten zu abstrahieren. Spezifikationssprachen beruhen
ebenfalls in starkem Mafle auf Modulkonzepten, dies gilt fiir operationelle, axiomatische (ins-
besondere algebraische) und konstruktive (insbesondere algorithmische) Spezifikationssprachen
([EM90]). Eine sehr unvollstindige Liste von Spezifikationssprachen mit Modulkonzepten be-
steht aus Alphard ([Sha81]), CLEAR ([BGS80]), ACT ONE ([EM85]) und OBSCURE ([LL87],
[L.1.90]).

Was verstehen wir nun — aus Sicht der Semantik — unter einem Modul einer (Programmier-
oder Sperzifikations-) Sprache? Um diese Frage zu beantworten, miissen wir zundchst einmal
die semantischen Objekte der betrachteten Sprache festlegen. Darunter verstehen wir die ma-
thematischen Konzepte, die wir mit unserer Sprache definieren und die wir in der Syntax
der Sprache bezeichnen koénnen. Semantische Objekte kénnen z. B. Werte aus bestimmten
Wertebereichen, Funktionen, Zustandstransformationen oder Algebren sein. In der Program-
miersprache Pascal beispielsweise werden Werte durch Terme entsprechenden Typs, Funktionen
durch “functions” und Zustandstransformationen durch Prozeduren beschrieben. Sprachen mit
Datenabstraktion (also insbesondere Spezifikationssprachen) zahlen auch Algebren zu ihren se-
mantischen Objekten.

Unter einem Modul verstehen wir einen wohlgeformten Ausdruck der Sprache, der seiner “Um-
gebung” (dem durch das umfassende Sprachkonstrukt gebildeten Kontext) einige dieser se-
mantischen Objekte zur Verfiigung stellt. Die wesentliche Finschrinkung ist hierbei, dafl diese
semantischen Objekte die Semantik des Moduls bereits vollstindig beschreiben. Wir kénnen
innerhalb eines Kontextes ein Modul durch ein anderes, das die gleichen semantischen Objekte
definiert, ersetzen, ohne daf} sich die Semantik des Kontextes dadurch dndert. Es spielt also

! Ada ist ein eingetragenes Warenzeichen des United States Departement of Defense.
?Miranda ist ein eingetragenes Warenzeichen von Research Software Ltd.
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keine Rolle, wie diese Objekte innerhalb eines Moduls definiert werden, der Kontext hat kei-
nen Zugriff auf die Implementierungsdetails. Dieses unter dem Stichwort “information hiding”
bekannte Prinzip bildet eine wesentliche Grundlage der Entwicklung grofler Softwarepakete.

Wir kénnen unseren Modulbegriff auf parametrisierte Module erweitern. Dabei wird in der
Syntax eines Moduls eine Menge von Bezeichnern fiir semantische Objekte, die in dem Modul
benutzt, aber nicht definiert werden, ausgezeichnet. Wir nennen diese Bezeichner dann die
(formalen) Parameter des Moduls. Die Semantik eines solchen parametrisierten Moduls ist
eine Funktion, die die Denotationen der formalen Parameter (d. h. die aktuellen Parameter) auf
die von dem Modul unter der gegebenen Parameterbelegung definierten semantischen Objekte
abbildet. Wir werden in dieser Arbeit unter Modulen stets parametrisierte Module verstehen.

Diese Definition eines Modulkonzeptes fiir eine Sprache ist natiirlich sehr allgemein, sie umfaf}t
beispielsweise auch einzelne Funktionsanwendungen in einer funktionalen Programmiersprache.
Tatsdchlich sind wir aber — und dies entspricht dem eigentlichen Sinn des Begriffes “Software-
modul” in der Informatik — an Modulen interessiert, deren semantische Objekte eine reiche
mathematische Struktur aufweisen. Die in dieser Arbeit betrachteten Module dienen zur De-
finition von Algebren, die Semantik eines Moduls ist also eine Abbildung von Algebren auf

Algebren.

Geht man davon aus, dafl man die Semantik eines Programms als eine Algebra auffassen kann,
so sehen wir hier die Bedeutung der Module insbesondere in den beiden folgenden Punkten:

1. Ein Modul kann innerhalb eines Softwarepaketes mehrfach eingesetzt werden, indem es
auf verschiedene aktuelle Parameter angewandt wird.

2. Module kénnen zur Top-Down Entwicklung von Algebren benutzt werden. Um eine Alge-
bra zu programmieren (spezifizieren), konstruiert man dazu ein Modul, das fiir geeignete
Parameteralgebren die gewiinschte Ergebnisalgebra liefert. Anschlielend verfahrt man
ebenso fiir die Parameteralgebra.

Der springende Punkt bei dieser Art der Top-Down Entwicklung liegt natiirlich in der Beschrei-
bung der “geeigneten” Parameteralgebren. Um dies zu prézisieren, miissen wir zunédchst eine
Beschreibungssprache fiir Algebren festlegen. Wir wihlen hier die Pradikatenlogik erster Stufe,
da sie einen guten Kompromiff zwischen Ausdruckskraft einerseits und “Beherrschbarkeit” (so-
wohl aus Sicht der Beweistheorie als auch der Modelltheorie) andererseits bietet.

Mit der Préadikatenlogik erster Stufe als Beschreibungssprache an der Hand kénnen wir das
Problem der Top-Down Entwicklung von Modulen nun genauer fassen: gegeben ist eine pradi-
katenlogische Formel w und ein Modul m, so dafl w Ergebnisalgebren von m beschreibt. Gesucht
ist eine Formel v, die genau diejenigen Parameteralgebren beschreibt, fiir die das Ergebnis der
Anwendung der Semantik von m die Formel w erfiillt. Man beachte hierbei, daf} die Formeln
nur Eigenschaften der Algebren festlegen und somit nicht mehr einzelne Algebren eindeutig
und vollstindig beschreiben.

Im Zusammenhang mit der Wiederverwertbarkeit von Modulen ergibt sich ein &hnliches Pro-
blem. Hier méchten wir oft fiir ein Modul m durch eine Formel w FEigenschaften der Ergeb-
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nisalgebren von m beschreiben, die fiir alle Parameteralgebren erfiillt sein sollen. Gesucht ist
eine (schwichste, d. h. moglichst allgemeine) Bedingung v an die Parameteralgebren, die diese
garantiert.

In beiden Fillen nennen wir v eine m-schwichste Parameterbedingung von w. Wir werden nun
das Problem weiter prizisieren und dabei einen Uberblick iiber die in dieser Arbeit vorgestellten
Ergebnisse geben. Der Aufbau der folgenden Abschnitte orientiert sich an der Gliederung der
gesamten Arbeit in Kapitel.

1.1 Module

Im Kapitel 3 stellen wir eine idealisierte Sprache zur Definition von Modulen vor. Ein solches
Modul besitzt zwei “Schnittstellen” zu seiner Auflenwelt: eine Parametersignatur und eine
Exportsignatur. Diese legen somit den Definitions- und den Wertebereich der dem Modul
zugeordeneten Semantik fest. Finem Modul m mit Parametersignatur ¥p und Exportsignatur
Y, oder anders ausgedriickt einem Modul m mit Signatur (¥p,¥g), ordnen wir als Semantik
einen Funktor zu:

[m]: Klasse der X p-Algebren —  Klasse der X g-Algebren

Dabei handelt es sich um einen “totalen Funktor”, das heifit zu jeder Parameteralgebra gehort
eine Exportalgebra.

Das Modul selbst enthélt die Definitionen der Sorten und Funktionen von Y, die nicht Be-
standteil von Xp sind. Sorten und Funktionen, die sowohl in der Parametersignatur als auch
in der Exportsignatur enthalten sind, werden durch die Semantik des Moduls nicht verdndert.

Die in einem Modul zu kreierenden Sorten werden durch die Angabe von Konstruktorfunktionen
als eine formale Sprache definiert. Dieses Verfahren ist aus Programmiersprachen wie ML oder
Miranda sowie von Algorithmischen Sperzifikationen her bekannt. Zusétzlich zu den Konstruk-
torfunktionen kénnen wir weitere Funktionen durch Angabe rekursiver Programme definieren.
Die Syntax unser Sprache ist elementar — sie enthilt nur Bestandteile, die wir zur Realisierung
dieser Definitionsprinzipien bendtigen. Syntaktischen Zucker wie “Pattern Matching” oder ein
let-Konstrukt haben wir, obwohl dieser fiir die praktische Anwendung einer Sprache wichtig
ist, hier nicht aufgenommen.

Ein erstes Beispiel einer Moduldefinition findet man in Abbildung 1. Tatsichlich enthalten die
Parametersignatur X p sowie die Exportsignatur X g mehr Sorten und Operationen, als aus der
Moduldefinition in Abbildung 1 direkt ersichtlich ist. Jede der betrachteten Signaturen enthé&lt
einen “Standardteil”, der aus einer Konstante 1, zu jeder Sorte s, einer Sorte bool sowie unter
anderem einem Funktionszeichen ifthenelse: bool, s, s — s zu jeder Sorte s besteht. Die Alge-
bren (wir werden dann von “Standardalgebren” sprechen) weisen L, jeweils ein “undefiniertes”
Element, d. h. ein minimales Element einer flachen cpo, und den restlichen Standardkompo-
nenten ihre iibliche Bedeutung zu. Das undefinierte Element benétigen wir zur Definition der
Semantik der durch ein rekursives Programm beschriebenen Funktionen. Den Datentyp bool
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PAR  SORTS elem
OPNS +:elem,elem — elem
[ elem — elem
BODY SORTS list
CONS atom:elem — list
cons: elem, list — list
FCTS suml:list — elem
sumr:list — elem
PROG sumr(l) < if isuom?(l) then select!l, (1)
else sumr(select?, (1)) + selectl (1)
suml(l) < if isum?(l) then selectl, (1)
else selectl . (I)+ sumli(select? (1))

cons cons

Abbildung 1: Ein Beispiel einer Moduldefinition.

mit den zugehoérigen Funktionen, inshesondere ifthenelse, werden wir oft in den rekursiven
Programme benutzen.

Die Semantik des Moduls aus Abbildung 1 bildet eine Algebra, die eine Sorte elem, eine unére
Funtion f und eine bindre Operation + enthilt, auf eine Algebra ab, die im wesentlichen aus
den folgenden Komponenten besteht:

o die Sorte elem und die Operationen f und + aus der Parameteralgebra,

e eine Sorte [ist, bestehend aus den endlichen nichtleeren Listen von definierten Elementen
der Sorte elem der Parameteralgebra, sowie einem undefinierten Element der Sorte list

e Konstruktorfunktionen cons und atom zur Konstruktion von Listen,

e Funktionen wie is,s0,,? oder selectl,, , zum Zugriff auf Teilstrukturen von Listen und

o zwel rekursiv definierte Funktionen suml und sumr.

Im Gegensatz zur “klassischen Programmverifikation” ([LS87]) untersuchen wir die Eigenschaf-
ten der Programme und Datentypdefinitionen nicht in einzelnen, fest gewihlten Interpretatio-
nen der Parameterfunktionen. Statt dessen betrachten wir, gemafl dem funktionalen Charakter
der Semantik, das semantische Verhalten der Module in einer grofien Klasse von Interpretatio-
nen. Diese Sichtweise entspricht also eher dem “Geiste” der Arbeiten iiber Programmschemata
([Gre75]). So erhilt man aus unserer Definition der Modulsprache die beispielsweise in [Gre75]
untersuchten rekursiven Programmschemata, indem man die Méglichkeit zur Definition neuer
Datentypen wegstreicht. In diesem Sinne kénnten wir also auch von “Datentypschemata’” spre-
chen.
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1.2 Logik

In Kapitel 4 werden wir die Pradikatenlogik erster Stufe dazu benutzen, Algebren zu beschrei-
ben. Die “klassische” Pridikatenlogik” liefert hierzu eine Syntax von Formeln und eine Giiltig-
keitsrelation |= zwischen Formeln und Algebren. Genauer existiert zu jeder Signatur X eine
Menge von Y-Formeln, die wir als Aussagen iiber Y-Algebren ansehen kénnen. |= ist also fiir
jede Signatur ¥ jeweils eine Relation zwischen der Menge der ¥-Formeln und der Klasse der

Y-Algebren.

Mit den Formeln der Pridikatenlogik erster Stufe kénnen wir aber im allgemeinen nur be-
stimmte Eigenschaften der Algebren spezifizieren, zu einer Formel gibt es stets eine Klasse von
Algebren, in denen diese Formel gilt. Die in dieser Klasse enthaltenen Algebren kénnen dabei
durchaus strukturell verschiedene (d. h. nicht isomorphe) Algebren enthalten, die Aussagekraft
der Pridikatenlogik erster Stufe ist also beschrdnkt.

Wir haben nun die beiden syntaktischen Konstruktionen, in deren Rahmen sich die hier be-
handelte Problematik bewegt, kennengelernt: Module und pradikatenlogische Formeln. Die
Formeln koénnen dabei sowohl zur Beschreibung der Parameteralgebren als auch der Exportal-
gebren benutzt werden. Die zugehdrigen semantischen Kategorien sind dann:

o Iline Formel der Signatur Xp beschreibt eine Klasse von Xp-Algebren.

e Fin Modul der Signatur (Xp,Yg) beschreibt einen Funktor, der ¥ p-Algebren auf ¥p-
Algebren abbildet.

o Iline Formel der Signatur X beschreibt eine Klasse von Xg-Algebren.

Da das Symbol L zum Standardteil jeder Signatur gehort, kénnen wir in den pridikaten-
logischen Formeln auch Terminierungsaussagen iiber einzelne Funktionen treffen. Typische
Formeln iiber der Paramtersignatur X p fiir das Modul m aus Abbildung 1 sind

m = Va,y:elem.z4+y=y+z
vy = dz:elem . Vy:elem.z2+y=yAy+z=y
vy = Va,y:relem (e # Laem NY# Letem) D2+ Y # Letem

Beispiele fiir Formeln iiber der Exportsignatur X g sind

wy = Vl:list.suml(l) = sumr(l)
wy = Vl:listl# Lyse D (suml(l) # L A sumr(l) # 1)

Oft mochten wir das Verhalten eines Modules gar nicht in der Klasse aller Standardalgebren
zu einer Parametersignatur untersuchen, sondern in einer “sinnvollen” Teilklasse. Hierzu de-
finieren wir den Begrift eines Domainoperators. Ein Domainoperator < bildet eine Signatur
3 auf eine Klasse Sy von -Standardalgebren ab, wobei bestimmte Bedingungen erfiillt sein
miissen. Wichtige Beispiele von Domainoperatoren sind
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o 37 bildet eine Signatur ¥ auf die Klasse aller ¥-Standardalgebren ab,

e 3% bildet eine Signatur X auf die Klasse derjenigen Y-Algebren ab, in denen alle Funk-
tionen strikt und total sind.

Die oben angefiihrten schwichsten Parameterbedingungen kénnen wir nun genauer definieren:

Gegeben sei ein Modul m der Signatur (X¥p, Xf), ein Domainoperator & und eine
Formel w der Signatur Y. Fine Yp-Formel » ist eine <, m-schwichste Parameter-

bedingung von w (abgekiizt spab), falls fiir alle ¥ p-Algebren A € Qy, gilt:

AEv genau dann, wenn [m](A)EF w

So ist in obigem Beispiel v eine I, m-spab sowie auch eine I**-spab von wq. Eine $7/-spab
von wy ist v3, eine I*-spab von wy ist die Formel True.

Es wird sich aber recht schnell herausstellen, daf} es im allgemeinen zu einem Modul m und zu
einer Formel w keine m-schwichste Parameterbedingung geben kann. Der Grund hierfiir liegt
in der beschrdnkten Aussagekraft der Pradikatenlogik erster Stufe. So kénnen wir beispielsweise
ein Modul m der Signatur (¥p, ¥5) und eine ¥ g-Formel w angeben, so dafl [m](A) = w genau
fiir alle endlichen X p-Algebren A gilt. Es ist aber aus prinzipiellen Griinden nicht méglich, mit
einer Formel der Pradikatenlogik erster Stufe die Klasse aller endlichen Algebren einer Signatur
zu beschreiben. In dem Beispiel aus Abbildung 1 hat die folgende Formel keine 37, m-spab,
wie wir spiter zeigen werden:

I list 1# Lyge A f(suml(l)) = f(sumr(l))

1.3 Modelltheoretische Einordnung

Um die logischen Figenschaften der Modulsemantik bewerten zu kénnen, nehmen wir nun einen
anderen Standpunkt ein: Wir kénnen die Modulsemantik mit der Pradikatenlogik erster Stufe
iiber Exportalgebren als eine neue Logik ansehen, die Aussagen iiber Parameteralgebren trifft.
Hierzu holen wir nun etwas weiter aus und stellen unsere Betrachtungen der Logik in den
Kontext der abstrakten Modelltheorie. Der Gegenstand der abstrakten Modelltheorie ([BF85])
ist der Vergleich verschiedener Logiken nach ihrer “Stérke” und ihren modelltheoretischen Fi-
genschaften. Diese Begriffe miissen natiirlich prézise gefafit werden. Was soll man zunéchst
iiberhaupt unter “einer Logik” verstehen?

Wir wollen den Begriff der Logik hier nicht formal definieren, es seien nur einige wichtige
Punkte festgehalten (siehe [Ebb85] fiir vollstandige Definitionen): Eine Logik £ ordnet jeder
priadikatenlogischen Sprache 7, d. h. jeder wohlgeformten Menge von Sorten, Funktions- und
Priadikatenzeichen

o cine Menge £(7) von 7-Sédtzen und

e eine Giiltigkeitsrelation |=, zwischen 7-Modellen und 7-Sétzen
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zu. Dabei miissen bestimmte Bedingungen, die beispielsweise ein Wohlverhalten beziiglich
Isomorphismen von Modellen oder Umbenennungen von pradikatenlogischen Sprachen garan-
tieren, erfiillt sein. Wichtig ist hierbei, dafl der Modellbegriff von erster Stufe (first order) ist:
Ein Modell enthélt zu jeder Sorte eine Tragermenge und zu jedem Funktions- und Pradikatszei-
chen eine Funktion, bzw. eine Relation entsprechender Stelligkeit auf diesen Trégermengen. Die
Modelle enthalten also keine héheren Funktionen oder Relationen auf Mengen. Dies schliefit
aber nicht aus, daf} solche Objekte “intern” in einer Logik benutzt werden, um Aussagen iiber
Modelle zu treffen. Neben der Pridikatenlogik erster Stufe, die man mit L, bezeichnet, sind
wichtige Beispiele von Logiken:

1. die infinitdre Logik £, ,, die L, insofern erweitert, als sie Disjunktionen und Konjunk-
tionen abzihlbar vieler Formeln erlaubt ([Kei71], [Nad85]),

2. die Logik £(Q1), die L, um einen Quantor “es gibt iiberabzahlbar viele Elemente, fiir
die ... gilt” erweitert ([Kau85]) und

3. die Pridikatenlogik zweiter Stufe £2, die £, um Quantifizierungen iiber Relationen
erweitert. Man beachte, dafl der Modellbegriff auch hier von erster Stufe ist.

Alle diese Beispiellogiken haben die Eigenschaft, dafi sie die Pradikatenlogik erster Stufe um-
fassen, und dafB in ihnen die Konzepte Negation, Konjunktion und Existenzquantifizierung von
Formeln ausdriickbar sind. Solche Logiken bezeichnet man als reguldre Logiken, fiir exakte
Definitionen verweisen wir wieder auf [EEbb85].

Man kann nun, und dies ist ein zentrales Anliegen der abstrakten Modelltheorie, die Aussa-
gekraft verschiedener Logiken vergleichen. Die entscheidende Frage ist dabei, welche Klassen
von Modellen in den jeweiligen Logiken durch einzelne Séitze beschrieben werden kénnen. Fine
Logik L£* ist mindestens so stark wie eine Logik £, in Zeichen £ < £*, falls gilt

Fir jede Klasse C' von 7-Modellen, fiir die es einen Satz w € L£(7) gibt mit C' =
{M | M =, w}, gibt es auch einen Satz v € L*(7) mit C' = {M | M |=« v}.

Die Logiken der obigen Beispiele sind alle mindestens so stark wie L, man sieht leicht ein,
daf sie sogar jeweils echt starker als £, sind.

Weiterhin kann man nun die aus der Modelltheorie der Priadikatenlogik erster Stufe ([CK90]
ist hier die Referenz) bekannten Sdtze wie z. B. Kompaktheit, aufwirts und abwérts gerich-
tete Skolem-Léwenheim-Tarski Figenschaft, Craigscher Interpolationssatz und Robinson Kon-
sistenz, in diesem allgemeinen Rahmen untersuchen. Es stellt sich dabei heraus, dafl bei den
drei oben angegebenen Logiken stets einige der modelltheoretischen Eigenschaften der Pradi-
katenlogik erster Stufe verloren gehen.

Die bahnbrechende Erkenntnis von Lindstrém ([Lin69], siehe auch [CK90], [Flu85]) war es nun,
daB bei reguldren Logiken ein starker Zusammenhang zwischen der Verstirkung der Ausdrucks-
kraft und dem Verlust wiinschenswerter modelltheoretischer Figenschaften besteht:
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L ist beziiglich < maximal unter den reguldren Logiken, die abzdhlbare Kom-
paktheit und |LST erfiillen.

Diese Eigenschaften bedeuten im einzelnen:

1. Eine Logik £ ist abzdhlbar kompakt, wenn fiir jede abzdhlbare Menge T von L-Sitzen
gilt: Falls jede endliche Teilmenge von T ein Modell hat, dann hat auch T" ein Modell.

2. Eine Logik £ hat die abwirts gerichtete Skolem-Lowenheim-Tarski Figenschaft, abgekiirzt
JLST, falls jeder L£-Satz, der ein unendliches Modell hat, auch ein abzdhlbares Modell
hat.

Man kann den Satz von Lindstrém auch so lesen: Jede reguldre Logik, die echt stirker als L,
ist, verletzt mindestens eine der Figenschaften Kompaktheit und |LST. In unseren Beispielen

erhalten wir ([Ebb85]):

1. Ly, ist |[LST, aber nicht kompakt.
2. L(Q)1) ist kompakt, aber nicht |LST.

3. £? ist weder kompakt noch |LST.

Wie pafit unsere Modulsemantik nun in dieses allgemeine Rahmenwerk?

Fin erster Ansatz kénnte darin bestehen, zu einer Signatur ¥ die Klasse aller Formeln [m]w zu
betrachten, wobei m ein Modul mit Signatur (¥,Xg) und w ein X g Satz der Pradikatenlogik
erster Stufe ist. Die Erfiillbarkeitsrelation |= wiirden wir dann durch

Ao = [ml(A)EFw

definieren. Auf Formeln dieser Bauart kénnen wir leicht Negation, Konjunktion und Existenz-
quantifizierung erklidren. Abgesehen von den eher unwesentlichen Einschrinkungen, daf§ wir
hier keine Pridikatszeichen und nur Standardalgebren betrachten, erhalten wir somit eine re-
guldre Logik in obigem Sinne. Diese Logik ist echt stérker als die Pradikatenlogik erster Stufe,
denn wir kénnen in ihr beispielsweise die Klasse der endlichen Algebren beschreiben. In Satz 1
werden wir zeigen, daf} diese Logik die |LST Figenschaft hat, nach dem Satz von Lindstrém
muf also die Kompaktheit verletzt sein.

Mit dieser Erkenntnis kénnen wir uns natiirlich nicht zufrieden geben, denn bei dieser Logik
handelt es sich um eine ezogene Logik. In [KT90] wurde dieser Begriff im Zusammenhang mit
Modallogiken benutzt, hier meinen wir damit, daf3 die Module selbst Bestandteil der Sitze
der Logik sind. Die obige Betrachtung betrifft also die Logik, die die Klasse aller Sitze und
damit insbesondere auch aller Module umfafit. Unser Ausgangspunkt waren aber die logischen
Probleme, die im Zusammenhang mit der Verifikation einzelner Module auftreten. Aus diesem
Grunde gehen wir hier anders vor und definieren fiir jedes einzelne Modul m mit Signatur
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(Xp,Xg) eine Menge von Formeln Sen,,, diese ist identisch mit der Menge der pradikatenlogi-
schen Sétze iiber ¥ 5. Das Modul m geht nun in die Definition der Giiltigkeitsrelation ein. Fiir
eine Y p-Algebra A definieren wir

AmEw < [m](4)Fw

Hierbei handelt es sich nun um eine endogene Logik im Sinne von [KT90].

In Satz 2 werden wir einen detaillierteren Zusammenhang zwischen der Kompaktheit von [mf=
und der Existenz von spabs zeigen, als ihn uns der Satz von Lindstrém liefert. Zu diesem
Zwecke miissen wir Erweiterungen eines Moduls um Mengen von zusitzlichen Konstantenzei-
chen betrachten. Wir erhalten die Erweitrung des Modules m um die Menge €' von Konstan-
tenzeichen, indem wir C' sowohl zur Paramtersignatur von m als auch zur Exportsignatur von
m hinzufiigen. Wir zeigen die Aquivalenz der beiden folgenden Aussagen fiir beliebige Module
m und Domainoperatoren S:

e Fiir alle Erweiterungen m' von m um Konstanten ist [m’|= kompakt, wobei die betrachtete
Klasse von Modellen durch den Domainoperator & bestimmt ist

e 7Zu jeder Erweiterung m’ von m um Konstanten und zu jeder Formel w iiber der Export-

signatur von m’ gibt es eine &, m’-spab

Mit den Sdtzen 3 und 4 werden wir zeigen, dafl die Existenz von spabs eine nicht entscheidbare
Eigenschaft der Module ist. Genauer werden wir zeigen, dafl die beiden folgenden Probleme
fiir nichttriviale Domainoperatoren & weder semientscheidbar noch kosemientscheidbar sind:

e Gibt es zu einem Modul m und einer Formel w iiber der Exportsignatur von m eine
&, m-spab?

¢ Hat ein Modul m die Figenschaft, daf} es zu jeder Formel w tiber der Exportsignatur von
m eine &, m-spab gibt?

1.4 Berechnung von spabs

Nachdem wir uns in Kapitel 5 mit Bedingungen fiir die Iixistenz von spabs beschéftigt haben,
suchen wir in Kapitel 6 nach Mdglichkeiten zur Berechnung von spabs. Dazu werden wir in
Abschnitt 6.1 zunéchst ein allgemeines Resultat (Satz 5) zeigen, das einen Zusammenhang
herstellt zwischen der Berechenbarkeit von m-spabs einerseits und der Entscheidbarkeit der
Theorie von [m](A) relativ zur Theorie von A fiir alle Parameteralgebren A andererseits.

Dabei ist, allgemein gesprochen, eine Menge M relativ zu einer Menge N entscheidbar, falls es
einen Algorithmus zur Entscheidung von M gibt, der aber auf das vollstindige Wissen um die
Menge N zuriickgreifen kann. Wie in der “normalen” Berechnungstheorie gibt es fiir diesen
Begriff verschiedene Formalisierungen, einer davon ist der einer Orakelmaschine. Der Begriff
der Orakelmaschine ist eine Erweiterung des Begriffes der Turingmaschine. Zusétzlich zu den




1 EINFUHRUNG

Berechnungschritten einer Turingmaschine kann eine Orakelmaschine in bestimmten Zustdnden
Fragen der Form “ist 2 in der Orakelmenge?” an sein Orakel stellen. Der weitere Verlauf der
Berechnung hdngt dann von der Antwort des Orakels ab.

Unser Resultat in Satz 5 liefert nun fiir beliebige Module m, Mengen W von Formeln iiber
der Exportsignatur von m und Domainoperatoren, die sich aus Sicht der Beweistheorie dhnlich
verhalten wie 37/, die Aquivalenz der beiden folgenden Aussagen:

¢ Es gibt einen Algorithmus, der zu jeder Formel aus W eine §, m-spab berechnet

o liir jede Paramteralgebra A € Sy, ist Th([m](A)) relativ zu Th(A) entscheidbar.

Dieses Resultat legt es nahe, bekannte Entscheidbarkeitsresultate auf ihre Verwendbarkeit
fiir die Berechnung von spabs zu untersuchen. In Abschnitt 6.2 werden wir, ausgehend von
dem in [CL88] vorgestellten Entscheidungsverfahren fiir die Theorie einer Grundtermalgebra,
eine Methode zur Berechnung von spabs fiir eine eingeschrinkte Klasse von Modulen angeben
(Satz 6). Wir geben zunichst eine kurze Ubersicht iiber das in [CL88] vorgestellte Verfahren
und erldutern anschlieffend unsere Erweiterungen.

Das Verfahren von [CL88] liefert ein Entscheidungsverfahren fiir die Theorie einer von einer
Menge K erzeugten Grundtermalgebra G'xr. Der Kern des Verfahrens besteht aus einem Re-
gelsystem zur Eliminierung von Quantoren. Dieses Regelsystem transformiert eine Formel der
Form

dzq, .o eV, Y w0

wobei w keine Quantoren enthilt, in eine in G'x dquivalente Formel

1, ..., 2w

wobei w’ ebenfalls keine Quantoren enthilt. Im allgemeinen gilt dabei [ > n, d. h. es wurden
neue existenzquantifizierte Variablen eingefiihrt. Zu den Regeln gehéren neben allgemeingiilti-
gen pridikatenlogischen Transformaionen

1. Regeln zur Vereinfachung von Gleichungen und Ungleichungen zwischen Termen wie bei-
spielsweise
k(tl,...,tn) = k(Tl,...,Tn) t— tl =T A /\tn =Tn

2. eine Regel zur Fallunterscheidung nach den méglichen Werten einer nicht zu y1,..., 9,
gehorigen Variablen:

Vi.Pu— \/ 3&VF.x = k(T)A P
keK

falls # ¢ §. Diese Regel (explosion rule) ist die Quelle der neu entstehenden existenz-
quantifizierten Variablen.

3. eine Regel zur Elimierung gewisser Disjunktionen von Gleichungen, in vereinfachter Form:

V.21 =u1 V...V 2z, = u, L— False

10



1.4 Berechnung von spabs

falls jedes z; eine Variable ist, u; jeweils nicht identisch mit z; ist und jede Gleichung
z; = u; mindestens eine Variable aus § enthélt.

Der Beweis dieser Regel (U4) beruht auf der Tatsache, daB eine solche Disjunktion
von Gleichungen nur endlich viele Losungen haben kann. [Mal71] enthélt ein dhnliches
Lemma.

Unsere Erweiterung bezieht sich nun auf Module, die héchstens eine durch ein rekursives Pro-
gramm definierte Funktion aufweisen. Diese Funktion f muf} dabei einige zusitzliche Bedin-
gungen erfiillen:

o die Ergebnissorte von f ist eine Parametersorte, f hat nur ein Argument und die Argu-
mentsorte ist eine neue Sorte

o fist symbolisch partiell auswertbar, d. h. fiir jeden nur mit Konstruktoren und Variablen
aufgebauten Term ¢ kann man f(¢) zu einem dquivalenten Term reduzieren, in dem f nur
noch mit einer Variablen als Argument auftaucht. Die Funktionen suml und sumr aus
Abbildung 1 erfiillen diese Bedingung, so konnen wir beispielsweise die folgende Reduktion
vornehmen:

suml(cons(zy,cons(x2,y)))) L— z1 + (22 + ¥y)

¢ Die wichtigste Bedingung ist die Existenz einer vollstindigen Menge fiir f.

Im allgemeinen entsteht bei der Suche nach spabs das Problem, daf§ die Menge der Werte,
die man aus einem Term f(¢) durch Auswertung unter allen Variablenbelegungen erhilt,
nicht mehr durch eine Formel der Pridikatenlogik erster Stufe beschrieben werden kann.
In diesem Fall wird im allgemeinen zu einer Formel w, die einen solchen Teilausdruck f(¢)
enthilt, keine spab existieren.

Die Existenz eine vollstindigen Menge fiir f 16st dieses Problem. Dabei heif3t eine endliche
Menge C' von Termen wvollstindig fiir f, falls

— alle Terme in C nur aus Konstruktoren und Variablen von Sorten aus der Parame-
tersignatur aufgebaut sind und

— fiir jede Parameteralgebra A und jedes ¢ aus [m](A) von entsprechender Sorte ein
t € ' und eine Variablenbelegung « existiert, so daff die Anwendung von f auf a in
[m](A) den gleichen Wert ergibt wie die Auswertung von f(¢) in [m](A) unter der
Variablenbelegung «.

Im Beispiel von Abbildung 1 ist die einelementige Menge {atom(z)} eine vollstindige
Menge sowohl fiir suml als auch sumr. Die Begriindung dafiir ist, daB fiir jede Parame-
teralgebra A und jeden Wert der Sorte list in der Form

a = cons(ay,...,cons(a,_1,atom(a,))...)
fiir jede Variablenbelegung « mit a mit

az)=(a1+ ...+ (ap-—1+a,)...)

11
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die Anwendung von suml auf ¢ in [m](A) den gleichen Wert ergibt wie die Auswertung
des Termes suml(atom(z)) in der Belegung o.

Dies bedeutet, dafl eine Formel
Vy s P(f(y))

wobei P irgendeine Formel ist, die y nur im Kontext f(y) enthilt, fiir alle Paramteralgebren A
aquivalent ist zu

/\ YVar(t). P(f(t))

teC
Dabei steht VVar(t) fiir eine Allquantifizierung iiber alle freien Variablen von ¢. Da f nun par-
tiell symbolisch auswertbar ist, konnen wir f(¢) dann jeweils zu einem Term ohne Vorkommen
einer Variablen von neuer Sorte auswerten. Wir haben somit insgesamt die allquantifizierte
Variable y von neuer Sorte durch mehrere allquantifizierte Variablen {iber Parametersorte er-
setzt. Der Beweis von Satz 6 besteht nun im wesentlichen darin, eine Formel in eine Form zu
bringen, in der die oben erklirte Argumentation anwendbar ist. Das Problem dabei ist, daf} die
Bedingung “y kommt in P nur in der Form f(y) vor” im allgemeinen nicht erfiillt ist.

Das Modul aus Abbildung 1 erfiillt die Bedingungen fiir die Anwendbarkeit unseres Berech-
nungsverfahren nicht, da es zwei durch rekursive Programme definierte Funktionen enthilt.
Streicht man jedoch eine der beiden Funktionen suml oder sumr aus dem Modul weg, so
sind die Bedingungen erfiillt. Wir werden am Ende des Kapitels 6 zeigen, dafl beziiglich des
Modules aus Abbildung 1 (mit beiden Funktionen suml und sumr) im allgemeinen zu einer
Formel w eine spab nicht existiert. Dies zeigt, dafl zumindest ohne eine weitere Verschirfung
der Bedingungen an die rekursiven Funktionen einer Verallgemeinerung unserer Methode nicht
moglich ist.

1.5 Parameterbedingungenprobleme und Reduktionen

In Kapitel 7 werden wir die Probleme der Existenz und Berechenbarkeit von spabs formaler
fassen. Dazu definieren wir den Begriff des Parameterbedingungenproblems, abgekiirzt PbP.
Ein PbP ist ein Tripel, bestehend aus

e cinem Domainoperator &
e cinem Modul m und

o ciner Menge W von Formeln {iber der Exportsignatur von m.

Eine Lésung eines solchen PbP besteht aus einem Algorithmus, der zu jeder Formel w € W eine
3, m-spab berechnet. PbP’s haben drei “Freiheitsgrade”, durch Anderung des Domainopera-
tors, des Moduls und natiirlich der Menge W kénnen wir die Losbarkeit eines PbP entscheidend
verdndern. Wir fiihren deshalb einen Begriff von “Reduktion” eines PbP auf ein anderes an.
Dabei ist ein PbP P; auf ein anderes PbP P, reduzierbar, falls wir aus einer Lésung von P

12



1.6 Eine Methode fiir Unentscheidbarkeitsbeweise

unmittelbar eine Lésung von P, konstruieren kénnen. Das Problem P ist also “héchstens so
schwierig wie” das Problem P;.

In Abschnitt 7.2 werden wir zeigen, daf sich eine PbP Py = (34, m, W) stets auf ein geeignetes
PbP P, = (3%, m/, W’) reduzieren lisst (Satz 7). Dabei sind die in m’ durch rekursive Pro-
gramme definierten Funktionen von einer einfachen Rekursionsstruktur. Da dariiber hinaus P,
als Domainoperator $*¢ benutzt, werden dann alle Funktionen in [[m’]](A) fiir alle Paramteral-
gebren A € %Sztp total sein. Dies bedeutet, dafl in dem PbP P, der undefinierte Wert L fiir die
Logik keine Rolle mehr spielt.

Insgesamt besagt Satz 7 also, daff die Moglichkeit der Nichtterminierung von Berechnungen
von neuen Funktionen, bzw. von undefinierten Werten bei der Auswertung von Funktionen der
Parameteralgebra, das Problem des Auflindens von spabs nicht erschwert.

1.6 Eine Methode fiir Unentscheidbarkeitsbeweise

In Abschnitt 8 werden wir eine allgemeine Methode zum Beweis der Unentscheidbarkeit ei-
ner Theorie entwickeln. Aus der Literatur sind verschiedene andere Methoden zum Beweis
der Unentscheidbarkeit von pridikatenlogischen Theorien bekannt. In [Tarb3a] wurde gezeigt,
daf} eine Theorie T' unentscheidbar ist, falls eine wesentlich unentscheidbare (essentially un-
decidable) und endlich axiomatisierbare Theorie T" relativ schwach interpretierbar (relatively
weak interpretable) in 7" ist. Dabei heiflt eine Theorie wesentlich unentscheidbar, falls jede
ihrer konsistenten Erweiterungen unentscheidbar ist. Der Nachweis der relativen schwachen
Interpretierbarkeit von 7' in T besteht, grob gesagt, in der Konstruktion von Formeln, die das
Universum und die Operationen von 7" in einer geeigneten konsistenten Erweiterung von T
beschreiben. Die Reduktion wird also in der Sprache der Pradikatenlogik erster Stufe selbst
ausgedriickt, man bendtigt aber eine geeignete endlich axiomatisierbare und wesentlich unent-
scheidbare Theorie. Die Theorie Q, das ist im wesentlichen die Peano-Arithmetik ohne In-
duktion, hat diese Eigenschaften ([TMR53al]). Diese Methode kann dazu benutzt werden, die
Unentscheidbarkeit unvollstandiger Theorien (z. B. die von einem Axiomensystem beschriebene
Theorie) zu zeigen. In [Tar53b] wurde dies benutzt, um die Unentscheidbarkeit der Gruppen-
theorie zu beweisen.

Die in [Rab65] beschriebene Methode erfordert hingegen nicht die endliche Axiomatisierbar-
keit der zur Riickfiihrung benutzten unentscheidbaren Theorie. Um nach [Rab65] die Un-
entscheidbarkeit einer Theorie nachzuweisen, mufl man, wiederum vereinfacht ausgedriickt,
folgendermafBen vorgehen: Finde eine geeignete unentscheidbare Theorie 77 und Formeln iiber
der Sprache von T, die fiir jedes Modell von T neue Operationen in einem Teiluniversum dieses
Modells ausdriicken. Zeige nun eine eins-zu-eins Korrespondenz zwischen den auf diese Weise
neu konstruierten Modellen und den Modellen von T’. Die Riickfiithrung selbst wird also auch
hier wieder in der Pridikatenlogik ausgedriickt, der Beweis benutzt aber eine Aussage tiber die
Modelle der verschiedenen Theorien.

Unsere Methode beruht hingegen auf einem anderen Prinzip: Wir nutzen wesentlich die I%i-
genschaften der Modelle der betrachteten Theorien aus, im Gegensatz zu Figenschaften der
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Unifikation > |8 s
1 Konstante
+1 AC Vv [Com88], [Pre29]
n Konstanten
+1 AC V/ Satz 17 dieser Arbeit
1 Konstante v [Sti81]
+ mind. 1 Funktion | / [Kir85] | 4/ [Com88] ? (O Satz 9 dieser Arbeit
+ mind. 1 AC V [Fag84]

In der Tabelle steht “Funktion” fiir eine mindestens einstellige Funktion, dies schliefit auch die
Méglichkeit einer bindren AC Funktion ein. 4/ bedeutet entscheidbar, () unentscheidbar.

Abbildung 2: Ubersicht der Resultate zu Gleichungsproblemen modulo AC

Theorien selbst. Die Riickfiihrung geschieht nun auf der Ebene der Modelle, nicht auf der
Ebene der Theorie.

Unsere allgemeine Methode illustrieren wir mit einigen konkreten Unentscheidbarkeitsbewei-
sen, die teilweise neue Iirgebnisse liefern. Wir geben hier einen Uberblick {iber die einzelnen
Resultate und vergleichen diese mit bekannten Ergebnissen aus der Literatur.

Das erste Anwendungsfeld unsere Methode sind Gleichungsprobleme (equational problems),
wie sie in [Com90a] und [BSS89] eingefiihrt wurden. Gleichungsprobleme stellen eine Verall-
gemeinerung von Unifikationsproblemen (siehe [Sie89] fiir einen Uberblick iiber Unifikations-
probleme) dar. Dabei handelt es sich um die Theorie der initialen, bzw. der freien Algebra
einer Gleichungsspezifikation (equational specification). Die initiale Algebra ist der Quotient
einer Grundtermalgebra nach der von einer endlichen Gleichungsmenge erzeugten Kongruenz-
relation, wihrend bei der freien Algebra der Quotient auf die von einer unendlichen Menge von
zusdtzlichen Konstanten, die aber nicht Bestandteil der Sprache der Logik sind, erzeugte freie
Algebra angewandt wird.

Eine wichtige Anwendung betrifft die Theorie einer Grundtermalgebra modulo den Axiomen fiir
Assoziativitdt und Kommutativitdt, abgekiirzt AC, (mindestens) eines bindren Funktionssym-
bols. Eine Ubersicht iiber die Resultate zur Entscheidbarkeit von Gleichungsproblemen modulo
AC findet man in Abbildung 2. Unifikationsalgorithmen fiir AC Funktionen bei Anwesenheit
von freien Funktionszeichen wurden in [Sti81] (die Terminierung konnte aber erst in [Fag84]
bewiesen werden) und [Kir85] gegeben. In [Com88] wurde die Entscheidbarkeit des existen-
tiellen Fragments bewiesen. Dort wurde auflerdem festgestellt, dafl der Fall einer Konstanten
und eines AC Funktionssymbols eine Teiltheorie der Presburger Arithmetik darstellt und daher
([Pre29]) entscheidbar ist. Wir werden in Satz 17 zeigen, daf} sich diese Argumentation leicht
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auf den Fall von endlich vielen Konstanten und einem AC Funktionssymbol erweitern 148t.
Wir zeigen in Satz 9, dafi das X3-Fragment unentscheidbar ist, falls die Signatur mindestens
eine Konstante, ein mindestens einstelliges Funktionszeichen sowie ein AC Funktionszeichen
enthélt. In [Com88] und [Les88] wurde dies als offenes Problem herausgestellt. Unser Unent-
scheidbarkeitsresultat kann leicht auf freie Algebren und auf Gleichungsprobleme modulo ACI,
d. h. Assoziativitdt, Kommutativitit und Idempotenz erweitert werden. Die Verallgemeinerung
auf freie Algebren widerlegt die in [BSS89] geduflerte Vermutung, dafl Gleichungsprobleme in
freien Termalgebren (general equational problems) entscheidbar sind, falls Unifikation mit freien
Funktionszeichen entscheidbar ist.

Eine zweite Anwendung aus dem Gebiet der Gleichungsprobleme ist die Theorie einer Grund-
termalgebra modulo Assoziativitdt. In [Qui46] wurde die Unentscheidbarkeit der Theorie der
Stringkonkatenation gezeigt, dies entspricht der Grundtermalgebra eines bin&ren Funktionszei-
chens und zweier Konstanten modulo der Assoziativitdt. Der dort gegebene Beweis benutzt
eine Riickfiihrung der vollstdndigen Zahlentheorie auf die Theorie der Stringkonkatenation, es
wird aber nicht versucht, die Unentscheidbarkeit fiir ein méglichst kleines Fragment zu zeigen.
Benutzt man fiir die Riickfithrung Hilberts zehntes Problem, von dem wir heute wissen, daf} es
unentscheidbar ist ([Mat70]), so erhalten wir aus dem Beweis von [Qui46] die Unentscheidbar-
keit des Yg-Fragments. In [Plo72] wurde ein Unifikationsalgorithmus fiir Termalgebren modulo
Assoziativitdt angegeben, der die (moglicherweise unendliche) Menge von Losungen (most ge-
neral unifiers) erzeugt. Die Entscheidbarkeit der Unifizierbarkeit zweier Terme modulo der
Assoziativitit wurde in [Plo72] vermutet und in [Mak77] bewiesen. Wir zeigen in Satz 16,
dafl das Xg-Fragment unentscheidbar ist, falls die Signatur mindestens eine Konstante, ein
nicht konstantes Funktionszeichen und ein assoziatives Funktionszeichen enthélt. Im Vergleich
zum Unentscheidbarkeitsresultat fiir AC fillt auf, das wir bei Assoziativitidt alleine Unent-
scheidbarkeit fiir X9, im AC Fall aber nur fiir ¥3 beweisen konnten. Einen Hinweis auf die
Griinde hierfiir liefert die Unifikationshierarchie von [BHSS87], in der AC finitér ist, Assoziati-
vitdt aber den Unifikationstyp oo hat. Dies bedeutet, dafl bereits das Unifikationsproblem im
agssoziativen Falle in einem schwécheren Sinne 16sbar ist als im AC Fall.

Ein weiteres wichtiges Anwendungsgebiet umfafit die Theorie einer Grundtermalgebra mit einer
Ordnung auf Termen. Die Unentscheidbarkeit des ¥,-Fragmentes der Theorie der Teiltermre-
lation wurde in [Ven87] fiir Signaturen mit mindestens einer Konstanten, zwei undren Funk-
tionszeichen und einem ternéren Funktionszeichen gezeigt. Wir zeigen die Unentscheidbarkeit
des Yo-Fragments fiir Signaturen, die mindestens eine Konstante und ein bin&res Funktionszei-
chen enthalten. Unser Beweis umfafit nicht nur das Unentscheidbarkeitsresultat von [Ven87],
der Beweis ist auch konzeptionell einfacher, wie wir spiter noch ausfithren werden. Damit ist
die Fallunterscheidung fiir die Theorie der Teiltermrelation komplett (siehe auch Abbildung 3):
Die Entscheidbarkeit des ¥;-Fragmentes wurde in [Ven87] bewiesen. [Rab69] zeigt die Ent-
scheidbarkeit der Theorie fiir den Fall einer Konstanten und endlich vieler Funktionszeichen,
dies 148t sich sehr einfach auf den Fall endlich vieler Konstanten zusammen mit endlich vielen
undren Funktionszeichen verallgemeinern.

Wir erweitern unser Unentscheidbarkeitsresultat auf die Algebra der unendlichen Biume mit
der Teiltermrelation. Die Entscheidbarkeit des existentiellen Fragments dieser Theorie wurde
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2| %,
1 Konstante
+1 unire Funktion V/ [Pre29]
n Konstanten
+n unire Funktionen v/ [Rab69]
1 Konstante
4+ mind. 1 bindre Funktion (O Satz 16 dieser Arbeit
1 Konstante
+2 unire Funktionen v [Ven87] O [Ven87]
+1 ternare Funktion

V/ bedeutet entscheidbar, () unentscheidbar.

Abbildung 3: Ubersicht der Resultate zur Theorie der Teiltermrelation

in [Tul90] gezeigt.

In [Com88] wurde die Frage nach der Entscheidbarkeit einer totalen Simplifikationsordnung
(total simplification ordering) gestellt. Die Entscheidbarkeit des existentiellen Fragments ei-
ner totalen lexikographischen Pfadordnung wurde in [Com90b], die einer totalen Multimengen
Pfadordnung in [JO91] bewiesen.  In Satz 11 werden wir die Unentscheidbarkeit des X4-
Fragments einer partiellen lexikographischen, bzw. Multimengen Pfadordnung zeigen. Damit
bleiben in diesem Fall noch einige Liicken zwischen den Entscheidbarkeits- und den Unent-
scheidbarkeitsresultaten (siehe auch Abschnitt 8.3).

1.7 Beziehungen zwischen | und [mE

Nachdem wir uns bisher mit der Existenz schwichster Parameterbedingungen beschiftigt ha-
ben, wollen wir in Kapitel 9 andere mogliche Zusammenhdnge zwischen der Préddikatenlogik
erster Stufe und [ml= untersuchen. Wie wir gesehen haben, existiert aus Griinden, die in
der Ausdruckskraft der Pridikatenlogik erster Stufe liegen, in vielen Féllen keine schwéchste
Parameterbedingung zu einem Satz w. Andererseits ist aber trivialerweise der Satz False
eine Parameterbedingung eines jeden Satzes w. False ist dabei die stirkste Parameterbedin-
gung, da sie in keinem Modell giiltig ist und somit jede andere Parameterbedingung impliziert.
Eine Parameterbedingung False hilft uns natiirlich nicht weiter, wir kénnen uns aber fragen,
ob es vielleicht eine schwdchste ausdriickbare Parameterbedingung eines Satzes gibt. Diese
schwichste ausdriickbare Parameterbedingung ist dann eine hinreichende Bedingung fiir die
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1.7 Beziehungen zwischen |= und [m|=

Giiltigkeit eines Satzes beziiglich [m=, mit der wir uns aber unter Umstinden zufrieden ge-
ben kénnen. Wir werden zeigen, dafl im allgemeinen aber auch eine schwéchste ausdriickbare
Parameterbedingung nicht existiert.

Den Namen “schwichste ausdriickbare Parameterbedingung” wihlen wir dabei in Anlehnung
an eine vergleichbare Situation in der Hoare-Logik fiir die partielle Korrektheit imperativer
Programme. Dort liefert der Begriff der schwichsten ausdriickbaren Vorbedingung (weakest
expressible precondition) eine Abschwichung des Begriffes der schwichsten Vorbedingung
(weakest precondition), so dafl die Existenz von schwichsten ausdriickbaren Vorbedingungen
(precondition completness) noch ausreicht zum Beweis der relativen Vollstindigkeit des Hoare-

Kalkiils ([Sie82]).

Anschlieflend werden wir einige weitere Beziehungen zwischen der Prédikatenlogik erster Stufe
und unserer Logik [m= untersuchen.

Ich mochte an dieser Stelle Herrn Professor Loeckx fiir die Anregung zu dieser Arbeit sowie
den folgenden Personen fiir Diskussionen, ihre Ermutigungen und technische Unterstiitzung
danken: Peter Buhmann, Thomas Lehmann, Joachim Philippi, Ralf Scheidhauer, Kurt Sieber,
Gert Smolka, Stephan Uhrig und inshesondere Hubert Comon.
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2 GRUNDLAGEN

2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden wir einige grundlegende Begriffe und Sdtze aus Informatik, Logik
und Mathematik auffithren. Dieses Kapitel sollte dem Leser in erster Linie als Referenz dienen.
In vielen Fillen sind die hier erwdhnten Begriffe aus der englischen Literatur bekannt, wir
geben deshalb bei der Einfiihrung eines deutschen Begriffes manchmal das englische Analogon
in Klammern an.

2.1 Mengen, Multimengen und Funktionen

Wir setzen die Notationen der elementaren Mengenlehre voraus (siehe z.B. Anhang A in
[CK90]). Die (unsymmetrische) Mengendifferenz wird bezeichnet durch

A\ B:={z € Az ¢ B}

P(M) ist die Potenzmenge der Menge M.

Eine Multimenge (multiset, bag) iiber einer Grundmenge M ist eine Funktion m : M — N.
Man kann sich eine Multimenge m als eine Menge von Elementen von M vorstellen, wobei aber
endlich viele mehrfache Vorkommen der Elemente méglich sind. Eine Multimenge m heifit
endlich, falls es nur endlich viele z gibt mit m(z) # 0. Wir benutzen auch fiir Multimengen die
Mengenschreibweise, also ist z.B. {1,1,1,5,8} eine Multimenge iiber N. M(M) ist die Menge
der endlichen Multimengen iiber M. Zwei Multimengen mq, mg sind gleich, falls mq(2) = ma(x)
fiir alle & der Grundmenge. Die Vereinigung mq U my zweier Multimengen ist definiert durch
(my Umg)(z) = mq(2)+ ma(z). Die Differenz zweier Multimengen ist

ma(x) Lma(z) falls my(z) > ma(a)

(m1\ ma)(z) = { 0

sonst

Falls ® C A x B eine Relation zwischen A und B ist, dann bezeichnet fir a € A a® := {b €
B | a®b} und analog fiir b € B ®b:= {a € A| a®b}.

Wir betrachten stets totale Funktionen. (A — B) ist die Menge aller Funktionen mit Definiti-
onsbereich A und Wertebereich B. Fiir f € (A — B)und M C Aist f(M):={f(m)|m e M}.
Falls f: Aq,..., A, — A eine Funktion ist und B; C A; fir ¢ = 1,...,n, dann bezeichnet
f |B1, ....B, die Finschrinkung (restriction) von f auf By x ...x B,. Falls f: M — N eine
Funktion ist, mq, ..., m; paarweise verschiedene Elemente von M und nq,...,n; beliebige Ele-
mente von N, dann ist die Funktion

flmi—mny,...ome—n|: M — N

gegeben durch
1 falls x = m;

flmi—ny,...,m— nyl(z) = { (@)

sonst
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2.2 Signaturen und Algebren

Die Komposition zweier Funktionen g: A — B und f: B — C ist die Funktion fog: A — C,
definiert durch (fog)(z)= f(g(x)) fir alle z € A.

Unendliche Produkte sind Funktionen, deren Wertebereich von ihrem Argument abhidngt. Falls
M eine Menge ist und falls R; eine Menge ist fiir jedes ¢ € M, dann ist

HRZ»:{f:M—> U R; | f(i) € R; fiir alle 1 € M}
€M €M

N bezeichnet die Menge der natiirlichen Zahlen inklusive der Zahl 0. Fiir eine Menge M ist
M* die Menge der endlichen Folgen iiber M, d.h.

M*={m:{l,...,n} — M | n €N}

Falls m € M* dann schreiben wir auch m; fiir m(7) und notieren die Folge m in der Form
(m4)icq1,..,ny- In diesem Fall ist n = Ith(m) die Lénge der Liste m. e bezeichnet die leere
Folge, das ist die Funktion mit leerem Definitionsbereich. Weiterhin ist M+ die Menge der
nichtleeren Folgen M T := M*\ {e}. wv bezeichnet die Konkatenation der beiden Listen w und
v, das heifit

WU = Wy -+ Wieh(w) V1 * * Vith(v)

In diesem Fall ist w ein Prdfiz von wv, in Zeichen w < wv.

2.2 Signaturen und Algebren

Eine ausfiihrliche Behandlung dieser Begriffe und ihrer Figenschaften kann man beispielsweise
in [EM85] finden. Wir werden uns hier in den verwendeten Notationen meist an den in [DJ91]
definierten Standard halten (siehe auch [DJ90]).

Eine Signatur ist ein Paar von Mengen
Y =(5,F)

In diesem Fall heiflen die Elemente von S die Sorten von X und die Elemente von F die Funk-
tionszeichen von Y. Weiterhin assoziiert jede Signatur ¥ = (5, F') zu jedem Funktionszeichen
f € F eine Stelligkeit (arity, rank)

rank(f) € St

F heiflt dann auch §-sortiert. Es ist {iblich, diese Zuordnung in der folgenden Art darzustellen:
Statt “f € F' mit rank(f) = (s1,...,5n,8n4+1)” schreiben wir:

f:slv"-vsnﬁsn-l—l er

Die Mengen S und F diirfen dabei durchaus unendlich sein. Fine S-sortierte Menge C' von
Konstantenzeichen ist eine Umbenennung einer S-sortierten Menge C’ von Konstantenzeichen,
falls es eine Bijektion ¢:C' — C’ gibt mit rank(c) = rank(¢(c)) fir alle ¢ € C.
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2 GRUNDLAGEN

Fine Signatur ¥; = (51, F1) ist eine Teilsignatur einer Signatur Yo = (S, F3), i.2. X1 C Yo,
falls 57 C 55, F1 € F; und alle Funktionszeichen aus F; haben in Y, die gleiche Stelligkeit
wie in ¥p. Falls ¥ = (9, F}) eine Signatur ist und F3 eine Menge von Funktionszeichen mit
rank(f) € ST fiir alle f € Fy und Fy N F, = 0, dann ist die Erweiterung von ¥ um Fy die
Signatur ¥ U Fy := (9, F1 U Fy).

Es sei nun ¥ = (5, F') eine Signatur. Eine ¥-Algebra A besteht aus

o ciner Menge s4 zu jeder Sorte s € S, genannt die Trigermenge von A der Sorte s und

e ciner Funktion f4:s{',... s4 — s4 zu jedem Funktionszeichen

n
fi81,...,8, > s € F.

Die Elemente der Trigermengen nennen wir auch Trdger, die Funktion f4 ist die Denotation
des Funktionszeichens f. Fiir eine Signatur ¥ = (.9, F') heifit eine Y-Algebra A eine Teilalgebra
(subalgebra) einer ¥-Algebra B, i.Z. A C B, falls gilt:

o Tiir alle s € § ist s* C 5P

o Fiiralle f:s1,...,5, — s € Flist fA=fB| A

A
81y ...y S

Falls 31 eine Teilsignatur von Y, ist und A eine Yo-Algebra, dann ist A |21 die Finschrinkung

(restriction) von A auf Y, das ist die Algebra, die wir erhalten, wenn wir alle nicht zu ¥,
gehtérenden Komponenten vergessen.

Ein Homomorphismus zwischen zwei (5, F')-Algebren A und B ist eine Familie (¢;)ses von
B

Funktionen ¢,: s4 — P mit

(bS(fA(alv .. '7an)) = fB(¢S1 (al)v .. '7¢5n(an))

fiir alle f:s1,...,8, = s€ Fund q; € 5;4. Falls dabei alle ¢4 Bijektionen sind, dann bezeichnen
wir A und B als isomorph.

Die Kardinalitdt #(A) einer Algebra A ist die Summe der Kardinalitdten ihrer Tragermengen.
Insbesondere bezeichnen

e Ng = #(N) die abzdhlbar unendliche Kardinalitdt und

o Ny = 2% = #P(N) die kleinste iiberabzihlbare Kardinalitit.?

Fine kompakte Darstellung der Kardinalzahlen findet man in Anhang A von [CK90].

*Wir setzen also die Kontinuumshypothese voraus.
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2.3  Variablen und Terme

2.3 Variablen und Terme

Eine Variablenfamilie fiir eine Signatur ¥ = (5, F') ist eine Familie X = (X;)s;es von Mengen
von Variablensymbolen, die jeweils paarweise disjunkt sind und disjunkt zu F.

Es sei nun ¥ = (5, F) eine Signatur und X = (X;)ses eine Variablenfamilie fir ¥. Wir
definieren durch simultane induktive Definition

o die Menge 7(X, X), fiir s € 5 der ¥, X-Terme der Sorte s und damit auch 7(X,X) :=
UseS T(EvX)sv

o die Funktion Var(): 7(X, X ) — P(X), die jeden Term auf die Menge seiner freien Varia-
blen abbildet und

o die Teiltermrelation < auf 7(%, X)

Dabei benutzen wir eine notationelle Konvention, die wir in dieser Arbeit noch o6fters ein-
setzen werden. Neben der “Objekt”-Termsprache 7(X, X) betrachten wir auch Terme auf
einer “Meta”-Ebene, wie z. B. den “Meta”-Term Var(t). Dies kann zu einigen Verwirrungen
fithren, insbesondere wenn spiter solche Meta-Terme benutzt werden, um Objektterme zu be-
zeichnen (in diesem Fall haben wir dann eine Berechnungsvorschrift fiir solche Metaterme zur
Verfiigung). Um die beiden Ebenen besser auseinanderhalten zu kdnnen, verwenden wir fiir
die Funktionsanwendung auf der Objektebene runde Klammern (, ) und fiir die Anwendung
von Meta-Funktionen spitze Klammern (, ).

1. Falls € X, dann ist

e z€T(X,X),
o Var(z)={x} und
o <.

2. Fallst; e T(X, X)), fire=1,...,nund frsq,...,5, — s € I, dann ist

o f(ty,...,t,) € T(X,X)s,
o Var(f(ty,...,t,)) = U, Var(t;)
o f(t1,...,tn) < f(t1,...,t,) und auBlerdem r < f(t1,...,t,) falls r < ¢; fiir ein <.

Wir definieren nun die simultane Substitution in Termen. Sei ¥ eine Signatur, X eine Varia-
blenfamilie fiir ¥, ¢t € 7(X,X), t; € T(X,X);, und 2; € X, fiir i =1,...,n. Dann ist

o pliin =t falls 1 <i<n

wTn

o glitn =g falls 2 & {zy,...,2,}

o f(ri, . orp)itn = flrl it e
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2 GRUNDLAGEN

Falls es Variablen z1,...,2, und Terme t1,...,t, gibt, so dafl u = 7‘2,11 wtn dann subsumiert der
Term r den Term u, in Zeichen r<€ u. Zwei Terme 1y, t5 heiflen unifizierbar, falls es Variablen
T1,. -, Ty und Terme r1,. .., 7y, gibt mit #4751 ~7m = ¢p7L T

Weiterhin benutzen wir fiir ein undres Funktionszeichen f:s — s, ¢t € 7(X, X)und n € N die
abkiirzende Schreibweise f"(t), wobei

R I falls n =0
Fi) = { PPN falls 0> 0

Die Funktion |:7(¥,X),N ~ 7(X, X)) liefert uns einen Teilterm eines Termes an einer be-
stimmten Position. Dabei handelt es sich um eine partielle Funktion, da eine Position in einem
Term moglicherweise nicht existiert. Wir schreiben | (¢, 0) in Infixschreibweise ¢ |, und definie-
ren:

ist undefiniert anderenfalls

2|, {:x falls 0 = ¢ rex

(i )| :t¢|p falls 0 = ip fiir ein 7 € {1,...,n} und p € N*
Lreseoinlo ist undefiniert anderenfalls

Fiir eine Variablenfamilie X = (X;)ses und eine (5, F')-Algebra A bezeichnet ? x 4 die Menge
der A-Variablenbelegungen:

Tx4= {U Vs | s € (X5 — SA)}
SES

Eine Y-Algebra A induziert eine Interpretationsfunktion fiir X-Terme, die wir dann ebenfalls
mit A bezeichnen:

AT(E,X)% (?X,A — A)

Die Interpretation ist induktiv definiert durch

o A(z)(a) =afz) firz e X

o A(f(t1,.. . ta))(a) = FAA(t)(a),. .., A(t,)(a))
Es gilt der folgende Substitutionssatz (siehe z.B. [LS87]):

AL, wh ) e) = At)(aler — A(t)(@), .o, 2 = Altn)(@)])

2.4 Quotiententermalgebren
Fiir eine beliebige bindre Relation, die durch — oder dhnlich bezeichnet wird, ist

1. —* der reflexive transitive Abschluff von —, das ist die kleinste reflexive und transitive
Relation die — enthilt.
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2.5 Ordnungen

2. «* der reflexive symmetrische transitive Abschluff von — , das ist die kleinste reflexive,
symmetrische und transitive Relation die — enthilt.

3. —' die Normalisierung von —, d.h. s —' ¢ genau dann, wenn s —* ¢ und es gibt kein u
mit ¢ — u. In diesem Falle ist ¢t eine —-Normalform von s.

Fine bindre Relation @ auf 7((.5, I), X ) heifit abgeschlossen unter Kontextanwendung, falls fiir
alle frsy,...,8, — s € F gilt:

O A AL, @t = e tn) @ (i)
Falls F eine Menge von (9, F'), X-Gleichungen ist, also

EC TS F),X);xT((S.F),X),
SES

dann bezeichnet =g den Kongruenzabschluff von ® g, also die kleinste reflexive, symmetrische,
transitive und unter Kontextanwendung abgeschlossene Relation, die ®@g enthélt. Dabei ist
11 ®p tz genau dann, wenn es eine Gleichung (I,r) € E, Variablen zq,...,2,, und Terme
71y ..y Ty gibt mit

T1 ee"m __ T1 «oe™m __
lxl...xm =1 und Totettm — ta

Die =p-Klasse eines Termes ¢t € 7 (X, X ) bezeichnen wir dann mit
e ={reT(X,X)|t=5r}

T(X,0)/F ist dann die Quotientermalgebra von ¥ modulo E. Thre Signatur ist X, und sie ist
definiert durch

o sTEN/E = ([t |t € T(3, X))
o fTENE(t]g, ... [tlE) = [f(t1,. ... 1)]E

N#heres hierzu findet man in [EM85], wo auch die Wohldefiniertheit dieser Konstruktion gezeigt
ist.

2.5 Ordnungen

Eine bindre Relation M auf einer gegebenen Menge M ist eine strikte partielle Ordnung, falls X
irreflexiv und transitiv ist. X heifit partielle Ordnung, falls M reflexiv, transitiv und antisymme-
trisch ist. Falls zusitzlich fiir alle 2,y € M gilt: « M y oder y M 2, dann nennen wir X auch eine
lineare Ordnung. Falls M eine partielle Ordnung auf M ist und =p; die Gleichheitsrelation auf
M, dann ist der strikte Anteil von X die Ordnung X \ =j;. Hier ist die folgende Schreibweise
niitzlich: partielle Ordnungen werden durch ein Relationensymbol mit Unterstrich (z.B. <, <,
C, 4, etc.) bezeichnet. Durch Weglassung dieses Unterstriches erhalten wir eine Bezeichnung
fiir den strikten Anteil der Relation, also <, <, C, <, etc. Das gespiegelte Relationensymbol
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2 GRUNDLAGEN

(< wird zu >, < wird zu B, etc.) steht fiir das Inverse der Ordnung, d.h. 2 > y genau dann,

wenn y < .

Eine partielle Ordnung < heifit noethersch (well-founded), falls es keine unendliche Kette

To>T1>...2T; > ...

gibt. Beispiele fiir noethersche Ordnungen sind < auf N und die Teiltermrelation < auf einer
Menge 7(X, X) von Termen. Wir geben nun zwei wichtige Methoden an, um aus gegebenen
noetherschen Ordnungen neue zu konstruieren:

1. Falls <; jeweils eine noethersche Ordnung auf Mengen M;, i = 1,...,n ist, dann ist ihre

lexikographische Kombination, definiert durch

(a1,...,a,) 2 (b1,...,b,) <& a; =b; fiir alle ¢ oder ex. ¢ < n mit
a; <; b; und a; = b; fiir alle j <1

eine nothersche Ordnung auf My x ... x M, ([LS87]). Falls fiir alle ¢ M; = M und <;=
fiir feste M, <, dann sprechen wir auch von der lexikographischen Erweiterung von
und bezeichnen diese dann mit <7 .

=
=

. Falls < eine noethersche Ordnung auf einer Menge M ist, dann ist die Multimengen

Erweiterung, definiert durch

A<uB & M =N oderex. X,Y € M(M)mit A=(B\X)UY
und fiir alle y € Y ex. z € X mit y < z

eine noethersche Ordnung auf M(M) ([DM79]). Intuitiv ist A<,,,; B, falls man A aus B
konstruieren kann, indem man sukzessive jeweils ein Element aus B durch endlich viele
kleinere ersetzt.

Eine wichtige Ordnung auf Termen ist die Multimengen Pfadordnung®*. Sei (S, F) eine Signatur
und < eine partielle Ordnung auf F. Dann definieren wir die Ordnung <,,,,, auf 7((S, F), )
rekursiv durch

t=g(t1,....t)<mpof(51,...,8,) = s

falls einer der folgenden Fille gilt:

1. t=,,p0s; fiir ein 4
2. g < fund t;<,,,,s fiir alle 7

3. f=gund {t1,.. . ta} Zpmpo, 1515 S0}

*Diese Ordnung hief urspriinglich ([Der82]) “recursive path ordering”. Wir schliessen uns hier dem Vorschlag

von [DJ91] an und reservieren diesen Namen fiir eine allgemeinere Konstruktion.
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2.6 Pradikatenlogik erster Stufe

Es gilt ([Der82]): Falls < noethersch ist (man beachte, da§ /' durchaus eine unendliche Menge
sein kann), dann ist auch <,,,; noethersch.

Fine wichtige Abwandlung der Multiset Pfadordnung ist die lexikographische Pfadordnung <,
([Der87]). Sie ist analog zur Multimengen Pfadordnung definiert:

t=g(t1,. ... t)<ipof(S1,...,8,) = s

gilt genau dann, falls einer der folgenden Fille gilt:

1. 1=yps; fiir ein 4
2. g < fund t;<ps fiir alle j

3. f=gund {t1,.. ., 1} =Zipo,, 1515+ o5 Sn ) und ;5,05 fiir alle

Auch hier gilt, dai <;,, noethersch ist, falls < noethersch ist.

Eine Ubersicht iiber noethersche Ordnungen, wie sie fiir Terminierungsbeweise von Termerset-
zungssystemen benutzt werden, findet man in [Der87].

2.6 Pradikatenlogik erster Stufe

Wir wollen in diesem Abschnitt die Syntax und einige semantische Eigenschaften der Pradika-
tenlogik erster Stufe einfiihren. Dabei richten wir die Definitionen und Sdtze an dem in dieser
Arbeit behandelten Spezialfall aus: Wir betrachten nur Formeln, in denen als einziges Pridi-
katzeichen das Gleichheitssymbol “=" vorkommt. In diesem Fall entsprechen die Signaturen
den prédikatenlogischen mehrsortigen Basen. Das Gleichheitssymbol wird stets als die Gleich-
heit in der zugehorigen Menge interpretiert, so daff wir die Bedeutung von = nicht eigens in
der Definition eines semantischen Bereiches angeben miissen. Aus diesem Grunde kénnen wir
die Algebren als semantische Bereiche fiir unsere Formeln ansehen.

Es sei nun X eine Signatur und X eine Variablenfamilie fiir ¥. Wir definieren mit simultaner
Induktion die Menge Wff(X, X ) der ¥, X Formeln sowie die Erweiterung der Funktion Var()
auf WFf(X, X ):

o lalls t1,t, € 7(X, X);, dann ist

— (ti =12) e WIf(X, X)
— Var((ty = t2)) = Var(ty) U Var(ty)

o lalls wy, wy € Wff(X, X ), dann ist

= (w1 Awp) € WIF(E, X)
— Var((wy A wg)) = Var(wy) U Var{ws)

o lalls w € Wff(X, X), dann ist
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2 GRUNDLAGEN

- w e Wff(E,X)
— Var(-w) = Var{w)

o lalls z € X, und w € Wff(X, X), dann ist

— de:s.we WFf(X,X)
— Var(3z :s.w) = Var(w) \ {z}

Die Menge der ¥, X-Sétze Sen(X, X ) besteht aus den Formeln ohne freie Variablen:
Sen(X, X ) = {w e Wff(X,X) | Var(w) =0}

Wir definieren auflerdem die folgenden Abkiirzungen:
(tl 7£ tg) steht fiir ("(tl = tz))
(w1 Vwy)  steht fiir  (=((—wy) A (~we)))
(w1 D wy) steht fir ((—wy) V wy)
(wy IC wy) steht fir  (wy D we) A (we D wy)
(Vo :s.w) steht fir (=(3z:s.(-w)))

Weitere abkiirzende Vereinbarungen zur Notation von Formeln findet man auf Seite 31.

Wir erweitern nun die Interpretationsfunktion fiir Terme zu einer Interpretation von Formeln
A:WFF(E,X)— (x4 — {TrUE, FALSE})
per Induktion. Seien X, 3 wie oben und A eine Y.-Algebra.

B _J True falls A(t1)(a) = A(t2)(a)
LAty = t2)(e) = { Farse anderenfalls
True falls A(wq)(a) = A(wz)(a) = TRUE
FaLsE anderenfalls

2. A(wy Awg)(a) = {

TrUE falls A(w)(a) = FALSE
FaLsE anderenfalls

3. A(~w)(a) = {

_ . A
4. Az s.w)(a) = { TrUE falls A(w)(a[z — a]) = TRUE fiir ein a € s

FaLsE anderenfalls

Wir schreiben auch A,a | w fir A(w)(a) = TrUE. Falls w € Sen(X, X)), dann hdngt der
Wert A(w)(«) nicht von « ab, und wir schreiben dann auch A |= w und nennen A ein Modell
von w. Wir verallgemeinern diese Schreibweise auf Mengen von Sétzen durch die Festlegung

AEW & AFw foralweW
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2.6 Pradikatenlogik erster Stufe

Falls C eine Klasse von Modellen von w ist, dann schreiben wir auch C' |= w. Die Theorie einer
3-Algebra A ist die Menge der Sétze, die in A giiltig sind:

Th(A)={weSen(X,X)| A= w}

Zwei Y-Algebren A, B heiflen elementar dquivalent, falls A und B mittels der Logik erster Stufe
nicht unterscheidbar sind, d. h. wenn Th(A) = Th(B). Insbesondere isomorphe Algebren sind
stets elementar dquivalent. Fiir eine Klasse C von X-Algebren heifit eine Menge T' C Sen(X, X)
konsistent in C, falls es ein A € C gibt mit A |=T. w € Sen(X, X) ist konsistent in C, falls {w}
konsistent in C ist. T heifit vollstindig in C, falls fiir jedes w € Sen(X, X) hochstens eine der
Mengen T'U{w} und T'U{=w} konsistent in C ist. Falls R C T C Sen(¥, X)und T vollstindig
in C ist, dann heifit T eine Vervollstindigung von R in C.

Die Substitution in Formeln ist folgendermaflen definiert:

Lo(re=ra)g i = (mg i = 2l i)

2. (wy Awp)i i = (widh g Awad )

3. (Cw)d i, = Wi,

4. (Fz s w)l i = Jy cs.(wh)i e wobel y € {zq,. .. 2} UULy Var(t;).

Auch hier gilt wieder ein Substitutionssatz ([LS87]):

A(wl i) (@) = A(w)(afey = A(h)(@), - 20 = A(ty)(@)]

L1 +e.Tn

In manchen Féllen ist eine andere Schreibweise fiir Substitutionen niitzlich (siehe z.B. [CK90]):
Falls w € Wff(X, X) mit Var(w) C {z1,...,2,}, dann schreiben wir w auch als w(z1,...,z,).
Diese Schreibweise dient dazu, eine Ordnung der freien Variablen von w festzulegen (die Menge
der Variablen ist ansonsten ungeordnet). Sobald diese Ordnung fixiert ist, kénnen wir die

Schreibweise w(ty,...,1,) als Abkiirzung fiir wl! :In benutzen.
Wenn die Ordnung der freien Variablen von w in der Form w(aq,...,z,) festgelegt worden ist,
benutzen wir manchmal auch eine andere Notation fiir die Semantik der Formel w. Falls A eine
¥-Algebra ist und r; € s fiir ¢ = 1,...,n, wobei s; jeweils die Sorte von z; ist, und a € X4,
dann schreiben wir A |= w[ry,...,r,] als Abkiirzung fiir

Ajafzy =1y, x, — ] Fw

Die Variablenbelegung « taucht in dieser abkiirzenden Schreibweise nicht mehr auf. Dies wird
durch den Koinzidenzsatz ([L.S87]) gerechtfertigt, der besagt:

Falls a(z) = (=) fir alle 2 € Var{w), dann ist A(w)(a) = A(w)(S).

Ferner erlauben wir, wo es schreibtechnisch angebracht erscheint, fiir die obigen Abkiirzungen
auch eine Infix- oder auch Mixfixschreibweise wie z. B. (z)w(y) statt w(z,y) oder [ri]w[ry]statt
wry, .
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2 GRUNDLAGEN

Fine Formel w € Wff(X, X ) ist in Preneznormalform, falls w von der Form

Qi1 181 ... Qnxy 18,

ist, wobei ; € {3,V} und p € Wff(X, X) keine Quantoren enthélt. Die Anzahl der Quanto-
ralternierungen in w ist die Anzahl der ¢, 1 < i < n mit ; # @Q;+1. Falls ¢ diese Anzahl ist
und n > 1, dann ist
[ SV (SR, X) falls @ = 3
4 Wff(Sp, X) falls @y = ¥

SoWSF(E, X) = LIoWSf(X, X) bezeichnet die Menge der der quantorenfreien Formeln. Falls
W CWSf(E, X), dann heifit X, Wff(X, X)n W das X, -Fragment und 1L, Wff(X, X )N W das
IL,,- Fragment von W.

Es gibt eine berechenbare Funktion p: Wff(X, X ) — Wff(X, X), die jede Formel w auf eine
dquivalente Formel p(w) in Prenexnormalform abbildet ([Gal86]).

2.7 Modelltheoretische Sitze

Dieser Abschnitt enthélt einige wichtige Definitionen und S&tze der Modelltheorie der Pridi-
katenlogik erster Stufe. Eine ausfiihrliche Darstellung mit Beispielen und Beweisen findet man
beispielsweise in [CK90].

in Abschnitt 2.2 haben wir den Begriff der Teilalgebra eingefiihrt, um Teilstrukturen in der
Klasse der X-Algebren zu beschreiben. Von einer Beziehung “A ist eine Teilstruktur von B”
verlangen wir dabei, daB sich beziiglich einer geeignete Menge von Aussagen, die in beiden
Algebren sinnvoll sind, A und B gleich verhalten. Solange man nur an Berechnungen, d. h.
Auswertungen von Termen, in Algebren interessiert ist, ist hierfiir die Teilalgebrabeziehung
A C B adéquat, denn es gilt dann fiir alle Terme ¢ € 7(X, X ) und alle Belegungen o € 7 4 x:

Die Logik erster Stufe ermdoglicht aber stérkere Aussagen iiber Algebren, beziiglich derer
gleiches Verhalten von der Teilalgebrarelation nicht mehr garantiert werden kann, da z. B.
Th(A) = Th(B) nicht aus A C B folgt. Der Begriff der elementaren Teilalgebra® ist eine
Verschiarfung des Teilalgebrabegriffes: Wir fordern jetzt zusdtzlich , dafl alle Elemente von A
in A wie in B die gleichen “IFigenschaften erster Stufe” haben.

Es seien Y eine Signatur und A, B Y-Algebren. A heif3t eine elementare Teilalgebra von B, i.
7. A < B, falls

e« ACBH

o Fiir alle w € Wff(X,X) und o € 7 x 4 ist A(w)(a) = B(w)(a).

°Im allgemeineren Kontext von [CK90] ist von elementaren Teilmodellen (elementary submodels) die Rede.
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Insbesondere ist also Th(A) = Th(B), falls A < B. Eine Klasse C von X-Algebren heifit
abgeschlossen unter elementaren Teilalgebren, falls fiir alle B € C und A < B auch A € C
gilt. Es gilt der verschirfte abwirts gerichtete Léwenheim-Skolem-Tarski Satz (strengthend
downward Lowenheim-Skolem-Tarski theorem in [CK90], Theorem 3.1.6):

Zu jeder abzdhlbaren Signatur ¥ und Y-Algebra B mit #(B) > Ng gibt es eine
elementare Teilalgebra A < B mit #(A) = Ro.

Der “klassische” abwirts gerichtete Lowenheim-Skolem-Tarski Satz (downward Léwenheim-
Skolem-Tarski theorem in [CK90], Corollary 2.1.4) ist eine Folgerung hieraus:

Zu jeder abzdhlbaren Signatur ¥ und Y-Algebra B mit #(B) > Ng gibt es eine
Y-Algebra A mit #(A) = R und Th(A) = Th(B).

Ein anderer wichtiger Satz der Modelltheorie ist der Kompaktheitssatz:

Fine Menge von Sitzen W C Sen(X, X ) hat ein Modell genau dann wenn jede
endliche Teilmenge von W ein Modell hat.

Wir zeigen nun ein einfaches Korollar aus dem Kompaktheitssatz, der Beweis dient uns als
Musterbeispiel fiir die Anwendungen des Kompaktheitssatzes (vergleiche Corollary 2.1.5 in
[CK90]):

Wenn eine Menge W C Sen(X, X) von Sdtzen Modelle beliebiger endlicher Kardi-
nalitdt hat, dann hat W auch ein unendliches Modell.

Beweis: W habe Modelle, bei denen die Tragermengen der Sorte s beliebige endliche Grofle
annehmen. Betrachte die Signatur ¥’ = X U {¢;: — s|i € N} und

W' =WU{c;i#£cj|i# 7} CSen(Y, X)

Nach Voraussetzung hat jede endliche Teilmenge von W’ ein Y¥/-Modell, aus dem Kompakt-
heitssatz folgt, dafl auch ganz W' ein ¥'-Modell A hat. Damit ist A |y, ein unendliches ¥-Modell
von W. a

Ein wichtiges Beispiel verschiedener Modelle einer Theorie liefert die Zahlentheorie. Die Si-
gnatur Yy besteht aus der Sorte nat sowie den Funktionszeichen 0, 1, + und * der tblichen
Stelligkeit. Eine mogliche ¥pn-Algebra ist die Algebra N der natiirlichen Zahlen, wir nennen
diese Algebra das Primmodell der Arithmetik. Thre Theorie Th(N ) bildet die vollstindige Zah-
lentheorie. Es gibt nun aber, wie man mit dem Kompaktheitssatz zeigen kann, Modelle der
vollstdndigen Zahlentheorie, in denen nicht jeder Triger in der Form 1 + --- 4 1 darstellbar
ist. Wir nennen diese Modelle der vollstindigen Zahlentheorie Nichtprimmodelle der Arith-
metik. Wir haben uns hier fiir das Begriffspaar Prim/Nichtprimmodell im Gegensatz zum
iiblichen Standard/Nonstandardmodell entschieden, um eine Verwechslung mit dem spéiter in
dieser Arbeit definierten Begriff der Standardisierung einer Algebra zu vermeiden.
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2 GRUNDLAGEN

Regelsystem Wi

(A L com) (w1 Awy) U— (wg Awrp)

(A L ass) (w1 A (wg A ws)) d— (w1 A wy) Aws)

(V L com) (w1 Vwy) U— (wyVw)

(V L ass) (w1 V (wg Vws)) d— ((w1Vwy)Vws)
(VLcom) (Vay:sy.Vag:isg.w) U— (Vag:sy.Vag:s.w)
(FLcom) (Jay:sy.degisg.w) UL— (Jag:sy.Jzg:s.w)

Abbildung 4: Das Regelsystem zur Relation W E

N ist ein elementares Teilmodell jedes Modelles der vollstindigen Zahlentheorie, unsere Na-
mesgebung ist daher konsistent mit der in der Modelltheorie {iblichen Verwendung des Begriffes
Primmodell (prime model, [CK90]).

2.8 Kongruenzen und Ersetzungen auf Formeln
Eine bindre Relation @ auf Wff(X, X) heilt abgeschlossen unter Kontextanwendung, falls gilt:

1. Falls w @ v, dann (-w) @ (—v)
2. Falls wy @ v1 und wq ® vy, dann (wy A wa) @ (v1 A v2)

3. Falls w® v, dann (Jz :s.w)® (Jz:s.v)

Falls R eine bindre Relation auf Wff(X, X) ist, dann bezeichnet —pg ihren Abschluff unter
Kontextanwendung, also die kleinste unter Kontextanwendung abgeschlossene Relation die R

enthalt.

Eine solche Relation R geben wir oft durch ein Formelschema an. Falls Rq,..., R, Relationen

auf Wff(X, X) sind, dann definieren wir
_>R1,...,Rn = _>R1 U...U — R,

Wir werden solche Mengen von Relationen dann oft wieder unter einem symbolischen Namen
zusammenfassen. So ist durch Abbildung 4 beispielsweise die Relation

—WE = —VeomU...U—3com
definiert. Die Hintereinanderausfiihrung solcher Relationen definieren wir durch

r—p40—pY & ex.y mtr—4y—p=2

Somit gilt wy <§, 5 wa, falls wy und wy gleich sind modulo der Assoziativitdt und Kom-
mutativitdt von A, V und der Vertauschung gleichartiger Quantoren. Wir nennen in diesem
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Fall wy und wy kongruent, es gilt dann offenbar A(wq)(a) = A(wq)(a) fir alle A,a. Aus
diesem Grunde identifizieren wir meist kongruente Formeln und unterdriicken Klammerpaare,
die nur zur Unterscheidung kongruenter Formeln dienen. Weiterhin vereinbaren wir folgende
Prioritéten:

Formeloperator | Prioritat

—

A
vV
0,3
dz:sVa s

— N W e Ot

2.9 Semantik rekursiver Programme

Die Definition der denotationellen sowie der algebraischen Semantik rekursiver Programe ba-
siert auf vollstdndigen partiellen Ordnungen. Sie bilden die semantischen Bereiche fiir die ver-
schiedenen syntaktischen Einheiten der Programmiersprache. Da unsere Sprache keine héheren
Funktionen enthilt, ben6tigen wir in dieser Arbeit nur einen wichtigen Spezialfall: die flachen
vollstdndigen partiellen Ordnungen. Fine allgemeinere Einfiihrung in vollstindige partielle Ord-
nungen findet man in [LS87]. Die hier betrachtete Klasse der flachen vollstindigen partiellen
Ordnungen ist identisch mit der Klasse der diskreten Interpretationen in [CGT78].

Sei D eine Menge und C eine partielle Ordnung auf D. (D, C) heifit flache vollstindige partielle
Ordnung, abgekiirzt fcpo von “flat complete partial order”, falls es ein LY € D gibt, so daB fiir
alle dy,dy € D gilt:

d1 C ¢q =4 (dlzdz\/dlzJ_D)

1P heiBt dann auch das kleinste Element von (D,C). Im Zusammenhang mit der Semantik
von Programmen nennen wir L” auch das “undefinierte Element” von D, es reprisentiert dann
die Tatsache, dal (noch) keine Information tiber den Wert einer Berechnung vorliegt.

Seien nun (D1,Cq),...,(Dyy1,Ep41) fepo’s und f eine Funktion f:Dy,...,D, — Dppq. f
heilt monoton, falls fiir alle z;,y; € D;, 1 = 1,...,n gilt:

T El 3/1/\/\90n En Un Df(xlv---axn) En—l—l f(@/l,,@/n)
[ heilt strikt, falls fiir alle z; € D; gilt:
vy = 1Py . vae, = 1P Df(xl,...,xn):J_D

Jede strikte Funktion ist natiirlich monoton.

Fine Kette in einer fcpo (D,C) ist eine Folge (d;);eny mit d; C d;4q fiir alle . Thre kleinste
obere Schranke | ;> d; ist eindeutig definiert durch die Eigenschaft

fiir alle y: (I_I d; <y <« firallei: d; C y)
i>0
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2 GRUNDLAGEN

2.10 Berechenbarkeit

Wir setzen die elementaren Begriffe der Berechenbarkeitstheorie ([Rog87]) wie z.B. berechen-
bare Funktionen, Entscheidbarkeit und Semientscheidbarkeit von Mengen voraus. Eine Menge
ist kosemientscheidbar, falls ihr Komplement seminentscheidbar ist.

Unser Berechnungsbegriff ist dabei nicht auf Berechnungen iber natiirlichen Zahlen beschrankt.
Berechnungen kénnen in beliebigen Mengen, die symbolisch darstellbar sind (also Teilmenge
eines 9™ fiir einen geeigneten endlichen Zeichenvorrat ) und die effektiv durch natiirliche
Zahlen kodierbar sind (siehe [Rog87]), stattfinden.

32



3 Module

In diesem Kapitel definieren wir Syntax und Semantik unserer idealisierten Programmierspra-

che.

In Abschnitt 3.1 werden wir zundchst zwei technische Konzepte, die wir zur Definition von Syn-
tax und Semantik der Module ben&tigen werden, vorstellen: Standardsignaturen und Standar-
dalgebren. Fine Standardsignatur ist eine Signatur, die gewisse Sorten- und Funktionssymbole
enthilt, die wir in jeder betrachteten Signatur voraussetzen méchten. Eine Standardalgebra
weist diesen Symbolen dann eine festgelegte Semantik zu. Die Definitionen von Standardsigna-
tur und -algebra legen einen “Kern” der betrachteten Algebren fest und sind somit sowohl fiir
die Méichtigkeit unserer Modulsprache als auch fiir die Aussagekraft der zugehorigen Logik von
Bedeutung.

Wir werden dann in Abschnitt 3.2 die Syntax unserer Modulsprache definieren. Wir erliutern
hier zunéchst informal die einzelnen Teile eines Modules und ihren Beitrag zur Semantik.
Abbildung 5 auf Seite 39 enthilt ein konkretes Beispiel einer Moduldefinition.

Ein Modul besteht aus

e ciner Parametersignatur, diese muf} eine Standardsignatur sein. Die Sorten- und Funkti-
onsdefinitionen des Moduls bauen auf der Parametersignatur auf. Die Klasse der Standar-
dalgebren iiber der Parametersignatur bildet den Definitionsbereich der Semantik eines
Modules.

o der Definition der neuen Sorten und Funktionen des Modules. Diese teilt sich auf in:

— die Angabe der neuen Sorten

— eine Liste von Konstruktorsymbolen fiir die neuen Sorten. Die Stelligkeiten der Kon-
struktorsymbole enthalten im allgemeinen selbst die neuen Sorten (anderenfalls ist
die Sortendefinition trivial) und auch Sorten der Parametersignatur. Die Konstruk-
toren definieren, fiir eine gegebene Parameteralgebra, die Trigermengen der neuen
Sorten: diese bestehen aus den Termen, die man unter Beachtung der Stelligkeiten
mit den Konstruktoren aus den Elementen der Parameteralgebra konstruieren kann.
Diese Konstruktion hat ein Vorbild in der Sprache LISP ([Ste90]). Dort wird auf
dhnliche Weise eine “Sorte” [ist mit Hilfe der Konstruktoren nil und cons definiert®.
Die Angabe von Konstruktoren impliziert die Definition von Selektorfunktionen und
Testfunktionen. Selektorfunktionen extrahieren Teilterme aus einem Term (wie car
und cdr in der LISP-Analogie), und Testfunktionen iiberpriifen, ob ein Term ein
bestimmtes Konstruktorsymbol an der Wurzel hat (vgl. consp in LISP).
Auflerdem ergidnzen wir jede neu definierte Trigermenge um ein undefiniertes Ele-
ment, um die Nichtterminierung von Funktionen zu modellieren.

— eine Liste von neuen Funktionszeichen, deren Stelligkeit beliebig aus Sorten der
Parametersignatur und neuen Sorten zusammengesetzt sein darf.

5Die Analogie ist sehr grob, da LISP kein Typenkonzept hat
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— ein rekursives Programm fiir die neuen Funktionszeichen. Hier erlauben wir beliebige
Rekursion (nicht nur primitive Rekursion, wie in dem Beispiel) und auch simultane
Rekursion der Funktionen.

e cine Liste von exportierten Funktionen, die nicht exportierten Funktionen haben dann
den Status von Hilfsfuntionen und sind nach auflen nicht sichtbar. Die Klasse der Stan-
dardalgebren iiber simtlichen Sorten des Moduls und den exportierten Funktionen bildet
den Wertebereich der Semantik des Moduls.

Eine formale Beschreibung der Semantik werden wir in Abschnitt 3.3 angeben. In Abschnitt 3.4
schliefilich untersuchen wir einige Figenschaften der Semantik, die wir bei den Betrachtungen
der Logik in den darauffolgenden Kapitel bendtigen werden.

Wir werden in diesem und in den folgenden Kapiteln die Wahl einer geeigneten Menge von
Variablen nicht mehr erwdhnen. Es bezeichne daher stets X = (X;),ecs eine “passende” Varia-
blenfamilie.

3.1 Standardsignaturen und Standardalgebren

Da wir in den rekursiven Programmen bedingte Ausdriicke verwenden mochten, gehért zu einer
Standardsignatur insbesondere eine Sorte bool mit entsprechenden Funktionszeichen. Von den
Standardalgebren forden wir, daf alle Tridgermengen fcpo’s sind und die Funktionen monoton
beziiglich der Ordnungen auf den Trigermengen. Dies ist notwendig, um die Semantik der
rekursiven Programme mit einem algebraischen (oder denotationellen) Ansatz definieren zu
kénnen.

Wir haben uns hier dafiir entschieden, in der Modulsprache und in der Logik den gleichen
“Kern” an Sorten- und Funktionssymbolen zu benutzen. Dies vereinheitlicht die Notationen,
fiihrt aber andererseits zu einigen Redundanzen. So ist z. B. die Verfiigbarkeit eines Zeichens
1 fiir ein nicht definiertes Datenobjekt fiir unsere Logik essentiell, es beeinfluflit aber nicht
die Miachtigkeit der Modulsprache, da eine nichtterminierende Berechnung stets durch den
Aufruf einer Funktion loop(z) < loop(x) erreicht werden kann. Aus diesem Grunde wurde
in [Loe87] das Symbol L in der Modulsprache nicht erlaubt. Auf der anderen Seite sind
beispielsweise die Funktionen ifthenelse notwendig zur Formulierung bedingter Ausdriicke
in den Funktionsdefinitionen, in der Logik kénnen diese Ausdriicke aber durch Transformation
der Formeln eliminiert werden (siche Lemma 26).

Wir fiithren zunéchst die Begriffe Semi-Standardsignatur und Semi-Standardalgebra ein. Dabei
handelt es sich um Signaturen, bzw. Algebren, die man zu Standardsignaturen, bzw. Stan-
dardalgebren erweitern kann. Diese Begriffe sind in erster Linie technischer Natur.

Definition 1 Fine Signatur ¥ = (5, F') heifit Semi-Standardsignatur, falls fir alle s € S

falls 1, € F dann miat Stelligkeit — s
falls =€ F dann mit Stelligkeit s, s — bool und bool € 5
falls ifthenelse; € F' dann mit Stelligkeit bool, s, s — s und bool € §
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3.1 Standardsignaturen und Standardalgebren

und entweder

e bool & 5 und {L,,ifthenelse;,=4| s € S} N F = oder

o ({bool}, {true: — bool, false: — bool}) C X und falls Ly € F fiir eins € S dann Ly,o € F

Definition 2 Sei ¥ = (5, F') eine Semi-Standardsignatur. Die Standardisierung von ¥ ist die
Signatur (S, F') mit

Sl

= 9 {bool}
F' = F

{true: — bool, false: — bool}
{Ls|s€SU{bool}}

{=s] s € S U {bool}}
{ifthenelse, | s € S U {bool}}

C C CCcCcC

Definition 3 Fine Signatur heifst Standardsignatur, falls sie eine Semi-Standardsignatur und
wdentisch mit ihrer eigenen Standardisierung ist.

Eine Standardsignatur enthélt also die in Definition 2 aufgefiihrten Symbole.

Definition 4 Sei A eine (9, F')-Algebra. Jeder Sorte s € S ordnen wir eine partielle Ordnung
CA auf s 2u durch:

— lls Ly g F
CAy: vy o ;

Definition 5 Sei ¥ = (5, F) eine Semi-Standardsignatur und A eine X-Algebra. A ist eine
Semi-Standardalgebra, falls

o Fiiralle f1s1,...,8, = s € F, 21,51 € 81, ..., 20, yn € s

fA(acl, cey T) Ef fA(yl, ey Yn) falls x4 Efl v und ... und x, Efn Un

o Falls bool € 5, dann

boold — { {true, false} falls Ly, & F
{true, false, Lyoo1} falls Ly, € F
true® = true
false® = false
Litor = Lpoor falls Lygy € F
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o Fir alle s € S mit ifthenelse, € F und alle x1, x4 € s2:

ifthenelse?(true,xl,wg) =
ifthenelse?(false,xl,xg) = 9

und, falls Ly, € F':
ifthenelse?(J_bool,xl,xg) = J_f

o Firalle s € S mit Ly & F und alle x1,25 € A

t I =
$1IA$22{ rue falls x4 = z9

s false anderenfalls

o Firallese S mit Ly € F und alle z1, 25 € s

true  falls x1 = x5 und x1 # J_f # 9
Aag =< false falls xy # 29 und 21 £ LY # 249
Lpoor falls xq = J_f oder 19 = J_f

Ty =

Definition 6 Sei ¥ = (5, F) eine Semi-Standardalgebra und X' ihre Standardisierung. Die
Standardisierung einer ¥ Semi-Standardalgebra A ist die X'-Algebra B, definiert durch

o Fiiralle s € S mit 1, € ¥ ist sP = s, Falls 1, ¢ %, dann ist sP = s4 U {1,} wobei
wir 0.B.d.A. annehmen, daff L, & s*. Definiere 1B = 1,.

o boolP = {true, false, Ly, } und true® = true, false® = false, J‘bB;ol = Lpool

o Firalles € S und 1,29 € sP:

ifthenelse?(true,z1,29) =
ifthenelse?(false, z1,22) = 3
ifthenelse?(Lypor, v, 22) = 1P

o Fir alle s € S und alle x1,z5 € sP:
true if 1 = 2 und 2y # LB £ 2

x1 =5 xo =< false ifxq # ay und 21 # J_f # 9
Lpoor tfx1 = J.? oder 19 = J.?

o Fir alle Funktionssymbole f:s1,...,8, — s € F und alle x; € 8?:

A A e .
B ) e, xy) falls xp € 5P fir alle
Fr@ns e swn) = { 1B anderenfalls
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Definition 7 Fine Algebra iber einer Standardsignatur ist eine Standardalgebra, wenn sie
eine Semi-Standardalgebra und identisch mit threr eigenen Standardisierung ist. Algs. bezeich-
net die Klasse aller Y-Standardalgebren.

Damit ist also insbesondere jede Trdgermenge einer Standardalgebra eine fepo, und alle Funk-
tionen sind monoton.

Lemma 1 Sei B die Standardisierung der Y-Semi-Standardalgebra A. dann ist

ACBly
Aist eine echte Teilalgebra vonB |y,, falls B zusétzliche undefinierte Triger enthélt.

Definition 8 Fiir eine Variablenfamilie X = (X;)ses und (9, F)-Standardalgebra A bezeichnet
?}A die Menge der positiven A-Variablenbelegungen:

tEa={U7s v e (X = s\ {1}
sES

Das folgende Lemma driickt aus, dafy die Theorie einer Algebra die Theorie ihrer Standardisie-
rung eindeutig bestimmt. Den einfachen Beweis fiithren wir hier nicht.

Lemma 2 Fs seien ¥ eine Semistandardsignatur und A, B X-Semistandardalgebren. Y sei
die Standardisierung von X und A’, bzw. B’ die Standardisierung von A, bzw. B. Falls Th(A) =
Th(B), dann ist auch Th(A") = Th(B’).

Lemma 3 Sei X eine Semistandardsignatur und X' die Standardisierung von X. Dann gibt es
zu jedem Satz w' € Sen(¥', X)) einw € Sen(X, X)), so daf fir alle strikten X'-Standardalgebren
gilt: A w I w

Wir benétigen nun noch eine Definition einer sehr einfachen Standardsignatur und ihrer einzi-
gen Standardalgebra:

Definition 9 X pgooy ist die Standardisierung der leeren Signatur.

BOOL bezeichnet die einzige Standardalgebra der Signatur Xpoor.

Y poor besteht also nur aus der Sorte bool sowie aus den Konstanten true , false, Ly, der
Sorte bool und den beiden Funktionen =,,; und ifthenelsey,,. Die Algebra BOOL enthilt
den “boolschen Kern” einer jeden Standardalgebra.
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3.2 Syntax

Eine informale Ubersicht der Syntax unserer Modulsprache haben wir bereits auf Seite 33
gegeben. Wir definieren nun die Syntax formal, ein Beispiel in einer lesefreundlichen Form

enthdlt Abbildung 5.

Definition 10 Fin Modul ist ein Tupel
(PS,,, PF,,, NS, Ky, NFy,, EF,,, PR,,)
wobei PS,,, PF,,, NS,,, K, und NF,, paarweise disjunkte Mengen sind und

e (PS,,, PF,,) ist eine Standardsignatur, wir bezeichnen diese auch mit Xp,,. Die Fle-
mente von PS,, heiffen die Parametersorten, die Elemente von PF,, die Parameterfunk-
tionen von m.

e (PS,,UNS,,, PF,, UK, UNF,,) ist eine Signatur und der Wertebereich aller Funktions-
symbole aus K, liegt in NS,,. Die Standardisierung dieser Signatur, erweitert um

{isy?: s — bool | s € NSm}U{selecti:SH sjle€e Ky, eis1,.0.0,85,...,8, — s}
bildet dann die Signatur ¥ 4,, = (AS,,, AF.,,)

e PR, ist ein rekursives Programm der Form

filzia,..2,) <= 4

FalZna, o s2ng,) <= iy
wobei NF,, = {f1,..., fn} und fir fi:s1,...,8, — s € NF,,
— i € Xs, und x; ; # x;p firi #k und
— €T (Bam. {1, -z} )s

o EF,, CAF,, und Xg,, = (AS,, EF,,) ist eine Standardsignatur.

Wir nennen (Xp,,, Y g,,) auch die Signatur des Moduls m.

Dariiber hinaus bezeichnen wir mit K,, s fiir s € NS, die Menge der Konstruktoren mit Ziel-
sorte s.

Abbildung 5 enthélt ein Beispiel einer Moduldefinition in einer besser lesbaren Syntax. Wir
werden einzelne Module stets in dieser Form angeben, in formalen Definitionen aber auf Defini-
tion 10 zuriickgreifen. Fiir die Umsetzung der formalen Syntax von Definition 10 in die saloppe
Schreibweise gem&fl Abbildung 5 benutzen wir folgende Konventionen:
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3.2 Syntax

PAR SORTS elem
OPNS 0: — elem
+:elem, elem — elem
BODY SORTS list
CONS nul: — list
cons: elem, list — list
FCTS app:list,list — list
sum: list — elem
PROG app(ly,l3) < if is,y?(l1) then [y
else
cons(l1), app(select?,,  (11), l2))
sum(l) < if is,y?(l) then 0

else selectl () + sum(select?, (1))

cons(select!

Abbildung 5: Das Modul /l:stl.

e In Xp und EF erwidhnen wir die Sorte bool sowie die in der Definition von “Standardal-
gebra” verlangten Funktionszeichen nicht.

e EF wird, falls identisch mit AF, nicht erwdhnt.

¢ Die Sortenindizes der Funktionszeichen, wie z. B. bei =, entfallen.

o Wir benutzen, wo iiblich, eine Infix oder Mixfix Schreibweise fiir Terme.
Auf das Beispiel in Abbildung 5 angewandt, bedeutet dies

PS = {bool,elem}

PF = A{true, false, Lo, i fthenelsepoor, =poot, 0, +, Letem, i fthenelseciem, =ciem }
NS = {list}
K = {nil,cons}

NF = {app,sum}

AS = {bool,elem,list}

AF = {true, false, Lyoor, i fthenelsepoor, =poots 05 4 Letem, i fthenelseciem, =ciem
nil, cons, Ly, i fthenelseyst, =1ist, app, sum, 1867, selectllist, selectlzist}

EF = AF

Die hier vorgestellte Syntax stellt eine vereinfachte Version der in [Loe87] vorgestellten Algo-
rithmischen Spezifikationssprache dar. Von der in [Loe87] (siehe auch [LWFT91]) angegebenen
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3 MODULE

Syntax sind wir in den Teilen abgewichen, die einerseits fiir unsere Betrachtung der Logik nicht

wesentlich sind, andererseits aber den Formalismus belasten. Die in Definition 10 angegebene
Syntax enthilt insbesondere nicht:

e iiberladene Funktionen. Die in [LWF*191] erlaubte Uberladung von Funktionen kann

leicht statisch aufgelést werden.

case-Ausdriicke. Diese wurden in [Loe87] benutzt, um die neuen Funktionen mittels
einer eingeschrinkten Form von pattern-matching zu definieren. Diese Terme fiihren
aber semantisch zu einigen Komplikationen, da sie gebundene Vorkommen von Variablen
einfithren (siehe auch [Tre86]). In [Loe87] wurde gezeigt, wie case-Ausdriicke durch Terme
mit Test- und Selektorfunktionen ersetzt werden kénnen.

Subset- und Quotientenformeln, bzw. -operationen. Diese sind zwar fiir die Ausdrucks-
kraft der Modulsprache als Spezifikationsmethode wichtig, nicht aber fiir die Logik (Theo-
rem 3 von [Loe87]).

Einschrankungen der exportierten Sorten. Unsere Syntax erlaubt nur die Finschrankung
der exportierten Funktionen. Da unsere Logik iiber Sorten, zu denen keine Funktions-
zeichen zur Verfiigung stehen, nur sehr einfache Aussagen treffen kann (namlich die der
“pure idendity language”, sieche [CK90]), ist eine Einschrankung der exportierten Sorten
nicht von Bedeutung.

Wir beschlieflen den Abschnitt iiber die Syntax der Module mit zwei Modulkonstruktionen, die
wir spdter noch bendtigen werden.

Definition 11 Sei m ein Modul und C' eine Menge von Konstantensymbolen, die disjunkt ist
2u allen Komponenten von m. Dann ist die Erweiterung von m um C' das Modul

(PS,,, PF,, UC, NS,,, K., NF,,,, EF,,, U C, PR,,)

Definition 12 Fir jede Standardsignatur ¥ = (S, F') definieren wir das triviale Modul

1y :(57F7®7®7®7F7®)

Ein triviales Modul exportiert also genau seine Parametersorten und -funktionen, es definiert
keine neuen Sorten oder Funktionen.

3.3 Semantik

Die Semantik eines Moduls m mit Signatur (X¥p, ¥g) ist ein Funktor

[m]: Algzp — AlgEE
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3.3 Semantik

Um [-] zu definieren, geben wir fiir ein beliebiges Modul m und eine Parameteralgebra A
die Konstruktion von [m](A) an. Wir gehen dabei in mehreren Schritten vor und definieren
zuniichst drei “Zwischenalgebren” Al A2 und APl Diese sind nur fiir die Konstruktion von
[m](A) von Bedeutung, und wir werden nach der Definition von [m](A) keinen Bezug mehr
auf sie nehmen.

Die Algebra A" erweitert die Parameteralgebra A um die Trigermengen der neuen Sorten (die
undefinierten Triager L, nehmen wir allerdings erst im ndchsten Schritt hinzu:)

Definition 13 FEs sei m ein Modul mit Signatur (YXp,Xg) und A € Algy, . Fiir die Definition
der Trdgermengen der neuen Sorten bendtigen wir die folgende Menge von Konstantensymbo-

len:
Cy = {ca:—>8|8€P5m,a€5Aaa7£J-;4}

Wir definieren eine Algebra AN mit Signatur (PS., UNS,,, PF,,) wie folgt:

° SA[l] = SA falls S € PSm
o A = T((PS, UNSy, Ky UCa),0), falls s € NS,
o AN = 4 fir qlle f € PF,,

Die Tragermengen der neuen Sorten sind somit als eine formale Sprache definiert. Zu diesem
Zweck mufiten wir die Algebra A in eine entsprechende Menge C'4 von Konstantenzeichen um-
wandeln. Wir werden aber im folgenden nicht zwischen den Trégern von A und den zugeh&rigen
Konstantenzeichen unterscheiden.

Betrachte beispielsweise das Modul l¢stl aus Abbildung 5, Seite 39. N bezeichne die Standar-
disierung des Primmodells der Arithmetik. Dann ist, beziiglich listl, die neue Trigermenge
der Sorte list in N1

listhN" = {nil, cons(0,nil), cons(1,nil), ...,
cons(0, cons(0, nil)), cons(1, cons(0,nil)), ...,

cons(0, cons(1, nil)), cons(1, cons(1,nil)),...}

Definition 14 Seien A und m wie in Definition 13. Die Algebra A2 ist die Standardisierung
von Al

Man beachte, daf durch die Standardisierung die Algebra Al nicht nur um neue Funktionen
erweitert wird, sondern daff auch die Trigermengen der neuen Sorten um die undefinierten
Trager ergidnzt werden. Im oben begonnenen Beispiel heifit das:

listV? = 1™ {Liist}

Wir erweitern die Algebra APl nun um die Konstruktoren, die Selektoren und die Testfunktio-
nen und erhalten so die Algebra AP
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3 MODULE

Definition 15 Seien A und m wie in Definition 13. Wir erweitern die Algebra A2 zur Algebra
AL mit Signatur (AS,., AF,, \ NF,,) durch:

o AT = Al fir alle s € AS,,

o fA[S] = fAm fir alle f € AF,, \ (NF,, UK,, U {selecti, isp? |k € K, })

o Firallek:sy,...,s, —s€ K,:
Al3] E(zy,...,x,) falls x; # J_’S“.[Z)] fiir alle i
EY (21, .. 2,) = e ;
1 anderenfalls
o Firallek:sy,...,s, —s€ K,:
true  falls © = k(zq,...,x,) fir geeignete x;
. ,?A[S] L Al2]
i7" (2) =4 Lpoo fallsz = 17

false anderenfalls

o Firallek:sy,...,s, =s€ Ky undj=1,....n:
e z; falls x = k(zq,...,25,...,2,)
select] (z):= fiir geeignete x; # J_ém,i =1...n

J_’gm anderenfalls

Auf obiges Beispiel angewandt, erhalten wir

consN[S](Ql,cons(47,m'l)) = cons(91, cons(47,nil))
(2]
selectionsN (cons(47,nil)) = 47
18007V (cons(47,nil)) = true

Lemma 4 Wenn A eine Standardalgebra ist, dann auch AP

Beweis: Nach Konstruktion ist Al eine Standardalgebra. Die zusitzlichen Funktionen in
APl sind strikt und daher monoton, also ist auch AP eine Standardalgebra. O

Zur vollstandigen Definition von [m](A) fehlt uns jetzt nur noch die Angabe der Semantik
der rekursiven Funktionszeichen. Hierzu sind aus der Literatur verschiedene Ansdtze bekannt:
operationelle, denotationelle und algebraische Semantik. [Gue79] enthélt einen Vergleich dieser
drei Methoden und zeigt, daf alle drei im Endeffekt die gleiche Semantik liefern. Die Auswahl
einer Methode hingt also davon ab, fiir welchen Aspekt der Semantik man sich interessiert.

Unser Interesse liegt insbesondere in den semantischen Eigenschaften von Programmen, fiir die
wir keine spezielle Parameteralgebra zugrunde legen wollen. Fiir Betrachtungen dieser Art ist
die algebraische Semantik von Vorteil, da sie aus zwei getrennten Teilen besteht: der eine Teil
reflektiert die Rekursionsstruktur der betrachteten Programme, wihrend der andere Teil die
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3.3 Semantik

Eigenschaften der benutzten Basisfunktionen beriicksichtigt. Aus diesem Grunde haben wir
uns hier, im Gegensatz zu [Loe87], fiir die algebraische Semantik entschieden.

Zunichst bendtigen wir einige Definitionen. Dabei sind wir nur an der Funktion kleene(, )
interessiert, unfold() und drain() sind blof Hilfsfunktionen zur Definition von kleene(, ).

Definition 16 FEs sei m ein Modul. Wir definieren einige Funktionen auf Termen. Dabei sei
jeweils x eine Variable, f € AF,, \ NF,, und F' € NF,, mit (F(z1,...,2,) < body) € PR,,.
Den Index m an den Funktionen werden wir im allgemeinen nicht schreiben.

o unfold,,: 7 (X4, X)— T(X4,,,X)

unfold(z) = =z
unfold(f(t1,...,t,)) := f(unfold(t1),...,unfold(,))
unfold(F(ty,....t,)) = bodysndth).unfeld{in)

o unfold,,: N, 7(X4,,,X) = T(X4,,,X)

unfold (0, ¢)
unfold(n + 1,1)

t
unfold (unfold(n, t})

o drain: 7 (¥4, X ) — T (X4, \ NF.,., X)

drain(z) = =z
drain(f(t1,...,t)) f(drain(ty), ..., drain{t,))
drain(F(t1,...,1,)) 1

o kleene: N, 7(X4,,,X) — T(X4,, \ NF.,,, X)

kleene(n,t) := drain(unfold(n,?))

Lemma 5
unfold (¢ ~Ir ) = unfold (¢)unfeld{fa) - unfold{in)
Beweis: Das ist eine einfache strukturelle Induktion iiber . a
Lemma 6
unfold (m, 12 =Ir ) = unfold (m, ¢)nteld{m:ta)- unfold{mn)
Beweis: durch Induktion nach m unter Beriicksichtigung von Lemma 5. O
Lemma 7

drain(t3,73n,) = drain(t)gn{al )
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3 MODULE

Beweis: Das ist eine einfache strukturelle Induktion iiber ¢. O

Lemma 8 Fs sei F' € NF,, und (F(z1,...,2,) < body) € PR,,.

kleene(m 4+ 1, F'(t1,...,t,)) = (kleene(m, body>)kleene<m+1’t1>"'kleene<m+1’t">

T1 el

Beweis: folgt direkt aus Lemma 6 und Lemma 7. O
Die Folge kleene(0, t), kleene(1, t), kleene(2, 1), ... heifit in [Gue79] die Kleene Folge fiir t.

In dem Beispiel von Abbildung 5, Seite 39, erhalten wir beispielsweise fiir den Term [ =
cons(91, cons(47, nil)):

kleene(0, sum(l)) = Leem
kleene(1, sum(l)) = 1if is,;?(l) then 0
else selectl (1) + Leem

cons
if is,;7?(l) then 0
else select! . (I)+ if is,;?(select? (I)) then 0

else select! (select?, (1)) + Leem

cons cons

kleene(2, sum(l))

Wir haben oben davon gesprochen, dafl die algebraische Semantik aus zwei Teilen besteht.
Die obige Definition der Kleene Folge bildet den einen Teil, der die Rekursionsstruktur der
Programme reflektiert. Die Basisfunktionen, d.h. in unserem Falle die Parameteralgebren,
kommen erst jetzt zum Zuge:

Definition 17 Es sei m ein Modul mit Signatur (Xp, X). Die Semantik von m ist der Funk-
tor

[[m]]:AlgEP — AlgEE
definiert fir alle A € Algy,, durch

o [m1(A) (s, EF,\ NF,,) = A7 |(AS,,, EF,, \ NF,,)

o fiiralle f:s1,...,8, = s€NF,,NEF,,, a; 65;4[3]:

f[[m]](A)(al, ey ) 1= |_| A[?’](kleene<i, flar, ..,z )]z — a1, ..., 20 — ay))
>0

wobet v € 7 4131 eine beliebige Variablenbelegung ist.

Lemma 9 [m] ist wohldefiniert, und fir alle Standardalgebren A tiber der Parametersignatur
von m ist [m](A) eine Standardalgebra.
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Beweis: Fiir die Wohldefiniertheit ist nur zu zeigen, dal [m](A) nicht von der Wahl der
Belegung o abhingt, dies folgt aber direkt aus

Var(kleene(s, f(z1,...,2,))) C{21,...,2,}

Die Denotationen der neuen Funktionszeichen sind selbst wieder monotone Funktionen (siehe
[GueT79]), aus Lemma 4 folgt dann, dal [m](A) eine Standardalgebra ist. O

In dem Listenbeispiel von Abbildung 5, Seite 39, erhalten wir, wobei N wieder die Standardi-

sierung der Algebra der natiirlichen Zahlen bezeichnet:

NBl(Kleene(0, sum(cons(91, cons(47,nil))))) = LN

elem

NBl(Kleene(1, sum(cons(91, cons(47,nil))))) = 91+ 1N
— J_N
- elem
NBl(Kleene(2, sum(cons(91, cons(47,nil))))) = 91+ (474N LN )
— J_N
- elem
NBl(Kleene(3, sum(cons(91, cons(47,nil))))) = 91+ (47 +V 0)
= 138

Also ist :
sum L N (cons(91, cons(47, nil))) = 138

3.4 Eigenschaften der Semantik

Die Semantik der Module ist persistent, d.h. die Trigermengen und Funktionen der Parame-
teralgebren werden durch die Anwendung der Semantik eines Moduls nicht verdndert.

Lemma 10 FEs sei m ein Modul mit Signatur (Xp,Yg) und A € Algy, .. Dann ist
[[m]](A) |Ep NXg — A |Ep NXg

Die beiden ndchsten Lemmata spiegeln den konstruktiven Aspekt der Modulsemantik wider.
Sie driicken aus, daf} sich die in der Modulsemantik definierten Strukturen, ndmlich die Triger-
mengen der neuen Sorten und die Denotationen der neuen Funktionszeichen, jeweils als Grenz-
werte eines lterationsprozesses beschreiben lassen. Im Falle der Trigermengen ist dies die
Vereinigung aller endlichen Mengen von Konstruktortermen, im Falle der neuen Funktionen
die kleinste obere Schranke einer Kette in einer fcpo. Spiter werden wir sehen, daf sich trotz
dieser Analogie die beiden Strukturen unterschiedlich auf die Logik auswirken.

In Definition 13 haben wir die Trigermengen der neuen Sorten als Termsprache definiert,
gebildet aus den Konstruktoren und den Tridgern der Parameteralgebra. Wir kénnen nun,
unter Verwendung von Variablen, eine Darstellung der neuen Trigermengen angeben, die die
Rolle der Konstruktoren und der Parameteralgebra voneinander trennt (man vergleiche hierzu
auch unsere Motivation zur Verwendung der algebraischen Semantik, Seite 42).
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Wir bezeichnen hier und im folgenden, jeweils im Kontext eines fest gewdhlten Modules m,
mit X P = (X Ps)ses die “Teilfamilie” von X, die genau aus den Variablen von Parametersorte
besteht:

_J X, falls se PS,,
XPs = { ¢  falls s € NS,,

Wir erinnern hier auch an unsere Konvention beziiglich X (Seite 34).

Definition 18 Fiir ein Modul m ist die Menge der Konstruktorterme zur Sorte s:

Ktn(s) = T((ASm, Kn), X P)s

Im Beispiel von Abbildung 5, Seite 39, ist also

Ktlistl(elem) = Xelem

Ktusa(list) = {nil, cons(x,nil), cons(z, cons(x,nil)), cons(z, cons(y,nil)),...}

Lemma 11 FEs seim ein Modul der Signatur (Xp,¥g) und A € Algy,, eine Parameteralgebra.
Dann ist fir alle Sorten s € AS,;:

U I = {Em(A)D(@) | € € Ktm(s)oa € 2 p g} U LTI

Lemma 12 FEs sei m ein Modul mit Signatur (Xp,Yg), A € Algy,, fisi,...,s, — s €
EF N NF,, und a; € sUn1A) - Weiter sei o € T x [myca) mit a(x;) = a; fir allei =1,..., n.
Dann gilt

o entweder f[[m]](A)(ah___van) — J-sm]](A) und
[m](A)(kleene(j, f(z1,. .., 2,))) () = LTI

fir alle j € N

o oder fI" 1N (qy, ... a,) = ¢ # J_Em]](A) und es gibt ein jo € N so dafs

Im1(A)(kleene(j, f(z1,...,2,)))(a) =¢

fiir alle 7 > jo

Beweis: Dies ist eine triviale Folgerung aus der Definition der Semantik von m und aus den
Eigenschaften von Ketten in fcpo’s. a

Das folgende Lemma zeigt eine Fixpunkteigenschaft der neuen Funktionen. Dies bedeutet,
dafl wir spédter in der Logik ein neues Funktionszeichen stets durch den dazugehérigen Funkti-
onsrumpf ersetzen diirfen.
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3.4 Eigenschaften der Semantik

Anwendung von [m]
A [m](A)

Einschrankung auf Xp

IN

Einschrankung auf Xp

B

Anwendung von [m]

Abbildung 6: Beziehung der Algebren in Lemma 15

Lemma 13 Es sei m ein Modul mit Signatur (Xp,Xg), A € Algy,, t € T(Yg, X) und
@ € 7 x [m](a) €ine Belegung. Dann ist

[m1(A)(1)(a) = [mI(A)(unfold(t))(e)

Beweis: Siehe [GueT9]. 0

Die beiden nédchsten Lemmata zeigen eine Vertriglichkeit zwischen der Semantik der Module
und der Teilalgebrarelation auf. Man beachte hierzu aber auch Lemma 28, Seite 66.

Lemma 14 FEs sei m ein Modul mit Signatur (Xp,Yg), A, B € Algy, und A C B.
Dann ist [m](A) C [m](B).

Beweis: Die Teilmengenbeziehung zwischen den Trigermengen ist offensichtlich. Die Uber-
einstimmung der Denotationen der neuen Funktionszeichen auf den Tragermengen von [m](A)
folgt direkt aus der Definition der Semantik. O

Lemma 15 FEs seim ein Modul mit Signatur (Xp,Yg), ¥p C ¥, A € Algy, und B' € Algy,
mit B' C [m](A).
Dann ist B' = [m](B' |y,).

Beweis: (Siehe auch Abbildung 6.) Wir definieren die Abkiirzung B := B’ |EP' Da auf Grund
der Persistenz von [m] (Lemma 10) A = [m](A) |y, . folgt B C A sofort aus B C [m](A).
Wegen Lemma 14 gilt dann [m](B) C [m](A). Wir zeigen nun, daB B’ und [m](B) die
gleichen Trigermengen haben. Da beide Algebren Teilalgebren von [m](A) sind, miissen
dann auch die Denotationen der Funktionszeichen iibereinstimmen, und somit B' = [m](B).

Fiir die Parametersorten folgt die Gleichheit der Trigermengen aus der Persistenz von [m]
(Lemma 10).
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slm1(B) C sB' fiir s € NS:

folgt per struktureller Induktion aus B C A.

sB' C sIm1(B) fiir s € NS:

Wir nehmen an, dafl es einen Triger von neuer Sorte in B’ gibt, der kein Tréager in [m](B) ist.
Es sei x ein beziiglich der Teiltermordnung < minimaler Triager von B’ mit dieser Eigenschaft.

Ein solches  mufl unter unserer Annahme existieren, da < eine noethersche Ordnung ist.

Nach Konstruktion der Trégermengen ist  dann von der Form k(z1,...,z,) fir einen geeigne-
ten Konstruktor k. Da B’ als Teilalgebra von [m](A) abgeschlossen ist unter den Denotationen
der Selektoren, sind die z; Triger von B’ und auf Grund der Minimalitit von 2 dann auch
Trager von [m](B). Dann ist aber auch @ = k(xq1,...,2,) ein Triager von [m](B), dies
widerspricht unserer Annahme. a
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In diesem Kapitel werden wir die Prédikatenlogik erster Stufe in eine Beziehung zur Semantik
der Module setzen. In Abschnitt 4.1 fithren wir den fiir diese Arbeit grundlegenden Blickwinkel
ein: Die Pridikatenlogik erster Stufe, zusammen mit der Semantik der Module, liefert eine neue
Logik, die die Pridikatenlogik erster Stufe erweitert.

Wir werden dann in Abschnitt 4.2 den Begriff des Domainoperators untersuchen, der es uns er-
lauben wird, unsere Untersuchungen in einem allgemeineren Rahmen als dem aller (Standard-)
Algebren zu einer Signatur durchzufiihren. Domainoperatoren ordnen Signaturen jeweils Klas-
sen von Algebren zu, die essentiell die gleichen angenehmen modelltheoretischen Figenschaften
wie die Klasse aller Algebren zu einer Signatur haben. Wir zeigen, daf alle “verniinftigen”
Klassen von Algebren durch einen Domainoperator beschrieben werden kénnen. Hierzu zdhlt
allerdings nicht die Klasse der termgenerierten Algebren. Diese Klasse kénnen wir aber auch
getrost aus unseren Betrachtungen ausschliefen, da wir im Zusammenhang mit unserem Aus-
gangsproblem der Wiederverwertbarkeit und der Top-Down Entwicklung von Modulen nicht
davon ausgehen kénnen, dafl die Parametersignatur alle zur Generierung der Trager notwendi-
gen Funktionen enthilt.

In Abschnitt 4.3 definieren wir schwichste Parameterbedingungen und illustrieren diesen Be-
griff an Hand einiger Beispiele. Den fiir ein spiteres Kapitel wichtigen Mechanismus der Er-
setzungssysteme auf Formeln werden in Abschnitt 4.4 vorstellen. In Abschnitt 4.5 schlielich
untersuchen wir den Begriff der symbolischen Auswertbarkeit von Funktionen.

4.1 Die Logik [mE

Wir moéchten die Logik erster Stufe dazu benutzen, Eigenschaften der Parameter- und der
Exportalgebren auszudriicken. Da wir nur an Figenschaften von Algebren und nicht an de-
nen einzelner Triger interessiert sind, kénnen wir unsere Betrachtungen im allgemeinen auf
Sitze beschrinken. Wir erinnern nochmals daran, daf§ X stets eine passende Variablenfamilie
bezeichnet.

Definition 19 Fir ein Modul m mit Signatur (¥p,Xg) bezeichnet

Sen,, = Sen(Xp,X)
PSen,, = Sen(Xp,X)

Wir vereinbaren einige Notationen. Hierbei nutzen wir die Tatsache aus, dafl sowohl die
Parameter- als auch die Exportsignatur eine Standardsignatur ist.

(tl E tg) steht fiir (tl = J_\/tl = tg)
Ve € s.w steht fir Ve:s.a=1,Vw
Je € s.w steht fir Jz:s.z# LsAw
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True steht fiir true = true

False steht fiir true = false

Wir werden die Junktoren A und V auch auf Familien von Formeln (w;);cs, wobei I eine endliche
Indexmenge ist, anwenden. Zu diesem Zweck definieren wir

/\wi _ {(wj/\/\iel\{j}wj) falls I #Qund j eI
True

ey falls T =0
Vo = Ao
el el

Diese Definitionen sind etwas salopp, da sie von der Auswahl der j € I abhidngen. Da aber alle
hierbei méglichen Resultate kongruent sind, stért diese Unexaktheit nicht weiter. Auf &hnliche
Art und Weise definieren wir eine Allquantifizierung iiber einer endlichen Menge von Variablen.
Sei M eine endliche Teilmenge von X, dann definieren wir

w falls M = ()
YM.w = =VYM.-w

IV w = {EIxEs.EIM\{x}.w falls M # Qund 2 € M N X,

Auch hier ist die so definierte Formel nur eindeutig bis auf Kongruenz. Eine typische Anwen-
dung dieser Konstruktion ist

YWar(w) . w

Dies entspricht dem universellen Abschlufl von w, d.h. alle freien Variablen von w werden durch
einen Allquantor gebunden. Man beachte aber, dal bei dieser Form der Quantifizierung der
undefinierte Triger ausgeschlossen bleibt. Ferner werden wir eine Folge von Quantifizierungen

der Art

Vaoq:s1,Ve9:89,...,90, 18,
manchmal durch die “vektorisierte Form” Vz : s abkiirzen.

Wir kénnen die Logik erster Stufe nun direkt dazu benutzen, um Aussagen iiber Parameteral-
gebren zu treffen. Wie aber kénnen wir Aussagen iiber Exportalgebren formulieren? Zunéchst
kénnen wir hierzu natiirlich ebenfalls die Logik erster Stufe benutzen. Der Modellbegriff der
Logik erster Stufe ist hierfiir allerdings zu allgemein, da nun als Modelle nur noch Algebren aus
dem Wertebereich der Semantik eines Moduls in Frage kommen. Aus diesem Grunde definieren
wir eine neue Logik, die diese Tatsache beriicksichtigt. Die Formeln dieser neuen Logik wer-
den iiber der Exportsignatur eines Moduls gebildet, die Klasse der méglichen Modelle besteht
aber aus den moglichen Parameteralgebren des Moduls, d.h. also den Standardalgebren iiber
der Parametersignatur. Das eigentlich “Neue” an dieser Logik ist die Giiltigkeitsrelation [ml=
zwischen Algebren und Formeln, sie beriicksichtigt ndmlich die Semantik des Moduls m. Zur
Definition von [mj= benutzen wir die Logik erster Stufe, so daff wir auf die Eigenschaften der
Logik erster Stufe zuriickgreifen kénnen, um Eigenschaften unserer neuen Logik zu beweisen.
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Definition 20 FEs sei m ein Modul mit Signatur (Xp,Yg), A € Algy,,, und w € Sen,,. Wir
definieren

A [mE w & [ml(A) Fw

Auch hier benutzen wir wieder einige niitzliche Konventionen. Fiir eine Klasse ' C Algy,,
schreiben wir C' [ml= w, falls A [ml= w fiir alle A € C'. Insbesondere schreiben wir [mj= w fiir
Algy,,, [m= w. Falls W C Sen,,, dann bedeutet A [mj= W: A [m}= w fiir alle w € W, und
analog fiir Klassen von Modellen. Die m-Theorie von A und analog die m-Theorie einer Klasse
C C Algy,, sind definiert als

Thy,(A) = {w € Sen,, | A[mE w}
Thy,(C) = {w € Sen,, | C [mE w}

Als Beispiel betrachten wir wieder das Modul l¢2stl aus Abbildung 5, Seite 39. N sei wiederum
die Standardisierung des Primmodells der Arithmetik. Dann gilt:

N [m= Vi, 1y« list . sum(app(ly, l3)) = sum(ly) + sum(ly)
Als unmittelbare Folge der Persistenz der Modulsemantik (Lemma 10) erhalten wir:

Lemma 16 FEs seim ein Modul mit Signatur (¥p,Yg), A € Algy,,, undw € Sen(XpN¥p, X).
Dann gilt
AlEw & A[ml=w

Dies bedeutet, dafl unsere neue Logik mindestens so ausdrucksstark ist wie die Logik erster
Stufe. Im allgemeinen ist sie aber echt stérker als die Logik erster Stufe, wie wir in Abschnitt 4.3
sehen werden.

4.2 Domainoperatoren

Wir sind oft nicht an der gesamten Klasse Algy, von Modellen interessiert, sondern wollen
unsere Betrachtungen auf Teilklassen von Algy, , einschréinken. Dabei miissen wir, um auch fiir
solche Teilklassen Eigenschaften beweisen zu kénnen, “verniinftige” Einschrinkungen an diese
Teilklassen machen.

Wir nennen eine Klasse von Algebren kompakt, wenn in ihr der Kompaktheitssatz der Pradi-
katenlogik erster Stufe gilt:

Definition 21 Fine Klasse C C Algy, , heifit kompakt, wenn fir jede Menge W C Sen(¥, X)
von Formeln gilt:

Wenn jede endliche Teilmenge von W ein Modell in C hat,
dann hat W ein Modell in C.
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Die Auswahl einer Klasse von Algebren zu einer Parametersignatur wird durch den Begriff des
Domainoperators formalisiert:

Definition 22 FEin Domainoperator § bildet jede Standardsignatur Y. in eine Klasse Sy C
Algy ab, wobei gilt:

1. Sy ist kompakt.
2. Sy ist unter elementaren Teilalgebren abgeschlossen.

3. Es gilt die Erweiterungseigenschaft: Zu jeder Menge C' von neuen Konstantensymbolen
gibt es eine Umbenennung C’ mit:

Ssucr = {A € Algs o | Aly € Sx}

Die Erweiterungseigenschaft driickt also aus, dafl wir stets neue Konstantenzeichen einfiihren
kénnen, die dann an beliebige Trager der entsprechenden Sorte gebunden werden kénnen. Die
Umbenennung bendtigen wir nur fiir den Fall, daf§ § die Bedeutung von bestimmten Konstan-
tenzeichen festlegt. Im allgemeinen wird jedoch keine Umbenennung notwendig sein, und wir
werden sie deshalb nicht extra erwdhnen.

Die folgenden Abbildungen sind keine Domainoperatoren:

1. Die Abbildung J/2s#i* die jede Standardsignatur ¥ in die Klasse SL**""* der Stan-
dardalgebren abbildet, in denen alle Funktionen fiir fast alle Tupel von definierten Argu-
menten (d.h. alle bis auf endlich viele) einen definierten Wert liefern. Diese Definition
verletzt die Kompaktheitsforderung, denn die Menge

W=33el[1<i<nl<j<m). N\ f(elnai) =LA A\ \al#ak|meN
=1 jk<n i=1
J#k
hat kein Modell in %J;mmm, wohl aber jede endliche Teilmenge von W.

2. Die Abbildung, die jede Standardsignatur in die Klasse der Standardalgebren mit Kar-
dinalitit > N abbildet, verletzt den Abschlufl unter elementaren Teilalgebren, da nach
dem |LST-Satz der Prédikatenlogik jede Algebra unendlicher Kardinalitdt eine elemen-
tare Teilalgebra der Kardinalitit g hat.

3. Die Abbildung, die jede Standardsignatur ¥ in die Klasse der X-generierten Algebren
abbildet, ist kein Domainoperator, da sie die Erweiterungseigenschaft nicht erfiillt. Dabei
heift eine Algebra A € Algy, Y-generiert, wenn es fiir jedes a € s ein t € T(X,0), gibt
mit a = A(t)(«a) fiir eine geeignete Belegung o € 7 4 x.

Andererseits zeigt das nichste Lemma, dafl eine wichtige Klasse von Abbildungen die Bedin-
gungen von Definition 22 erfiillt:
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) Va:bool.(x = Lpoe V@ =trueVaz = false)

) Lpoor # true

) Lpoot 7£ false

) true # false

) Va,yrs.[(z=sy)=true L (z =y Az # L)
) Va,yis.[(e=s5y)=false T (x £yAa# L Ny # L)
) Va,yis. (2 =5Y) = Lppot L (2= L, Vy = Ly)]
) Va,y:s.if true then z else y fi=u

) Va,y:s.if false then 2z else y fi=y

0) Va,y:s.if Llp,, then z else y fi= L,

1

) Vflvglg [Az:ln(wl C yl) D f($1,. . '7$n) C f(ylv' . 73/71)]

Abbildung 7: Axiomenschemata fiir Standardalgebren.

Lemma 17 Die Abbildung ¢ bilde jede Standardsignatur ¥ = (S, F') auf eine Menge von Sdtzen
UX) C Sen(X, X) ab, wobei in «(X) nur endlich viele Konstantenzeichen vorkommen.

Dann ist die Abbildung, die jede Standardsignatur Y auf die Klasse der Y-Algebren A mit
A | «(X) abbildet, ein Domainoperator.

Beweis: Zunichst beachte man, daf die Klasse der (9, F')-Standardalgebren identisch ist mit
der Klasse der (9, F)-Algebren, die Modelle der von den Axiomschemata in Abbildung 7 be-
schriebenen Axiome sind, wobei die f die Menge der Funktionszeichen F und die s die Menge
der Sorten S durchlaufen. Die Axiomschemata (7) und (10) sind dabei “fast redundant”: sie
folgen bereits mit der Monotoniebedingung (11) aus (5) und (6), bzw. aus (8) und (9), falls
die Trdgermengen mindestens zwei definierte Triger enthalten. Aus diesem Grunde sind die
Kompaktheit und der Abschlufl unter elementaren Teilalgebren einfache Folgerungen aus dem
verschirften abwirts gerichteten Lowenheim-Skolem-Tarski Satz (Seite 29), bzw. dem Kom-
paktheitssatz (Seite 29) der Pridikatenlogik erster Stufe. Der Beweis der dritten Bedingung
von Definition 22 ist trivial. O

Als Folgerung von Satz 17 sind die folgenden Abbildung Domainoperatoren:

1. Die Abbildung 37, die jede Standardsignatur ¥ auf die gesamte Klasse Algy, der ¥-Stan-
dardalgebren abbildet. Wihle hierzu (%) = 0.

2. Die Abbildung I°"*#, die jede Standardsignatur ¥ auf die Klasse der X-Standardalgeb-
ren abbildet, in denen die Denotationen aller Funktionszeichen aufler den ifthenelse;
strikt sind. Hier wihlen wir

WS, F) = {Vayisy,..ap 8. 01 =LV ...Va,=1LD f(zr,...,2,) = L |
f € F\ {ifthenelse; | s € 5}}

3. Die Abbildung 3%, die jede Standardsignatur 3 auf die Klasse der Y-Standardalgebren
abbildet, in denen die Denotationen aller Funktionszeichen aufler den ifthenelse; strikt

53



4 LOGIK

und total sind:

S, F) = {Var 81,28, a1 =LV...Va,=173 f(zg,...,2,) = L]
f € F\ {ifthenelse; | s € 5}}

4. Die Abbildung $°°?, die jede Standardsignatur ¥ auf die Klasse der ¥-Standardalgebren
abbildet, in denen alle Funktionen sequentiell ([Vui74]) sind. Die Untersuchung sequen-
tieller Funktionen wird durch die Betrachtung der Berechnungen von Funktionswerten
motiviert: Intuitiv gesprochen heifit eine Funktion sequentiell, falls ihre Argumente stets
nacheinander ausgewertet werden kénnen, ohne dafl dadurch eine vermeidbare Nichtter-
minierung eintritt. Die Auswahl des néichsten auszuwertenden Argumentes kann dabei
von den bisher ermittelten Argumentwerten abhidngen. Beispielsweise ist die sequentielle
tfthenelse Funktion, wie wir sie in Standardalgebren voraussetzen sequentiell: Zuerst
wird das erste Argument ausgewertet, in Abhingigkeit vom Ergebnis dann das zweite
oder dritte. Der Funktionswert kann nun angegeben werden, ohne daf§ hierzu das ver-
bleibende Argument ausgewertet werden mufl. Im Gegensatz dazu ist die parallele oder-
Funktion, die true zuriickliefert, sobald eines ihrer Argument zu true ausgewertet werden
kann (selbst wenn die Auswertung des anderen Argumentes nicht terminiert), nicht se-
quentiell. Die Bedeutung der sequentiellen Funktionen liegt darin begriindet, dafl alle
strikten Funktionen sequentiell sind (die Auswertungsreihenfolge der Argumente ist dann
sogar irrelevant), und daf die Sequentialitit unter Fixpunkten von rekursiven Program-
men abgeschlossen ist ([Vui74]). Nach [Vui74] werden die sequentiellen Funktionen durch
folgendes Axiom beschrieben:

S, F) = {VacEs. \n/ng:E.(ng/\xi:yi 3f(x):f(y))|feF}

=1

5. Die Abbildung S fiir n € N, die jede Standardsignatur 3 auf die Klasse der X-
Standardalgebren A mit #(A) < n abbildet. Falls ¥ [ Sorten enthélt, dann wahlen
wir hierzu

{ g
)= \/ /\ 21, T, S VY € 85 \/ Yi = T

n1t... =1 7=1
+n;=n

Weiterhin bezeichnen wir fiir einen Domainoperator & mit S die Beschrinkung von S auf
Algebren, die zu allen Sorten ein definiertes Element enthalten:

%FFS,F) ={AeSsr) | s £ {14} fiiralle se S

Lemma 18 Falls S ein Domainoperator ist, dann auch ST.
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Beweils: Betrachte den Satz

Pg = /\ Jzsis.as # Ly
SES

Es ist %E—SF) ={A €S, | A Ps}. Falls nun jede endliche Teilmenge von W C Sen(X, X)
eine Modell in %2_5717) hat, dann hat auch jede jede endliche Teilmenge von W U Pg ein Modell
in %E—S,F
ein Modell in (s ), das also auch in %2_5717) liegt.

) und damit in (g ). Wegen der Kompaktheit von gy hat dann auch W U {Ps}

Falls B € %"E' und A < B, dann ist wegen der Abschlufleigenschaft von Iy unter elementaren
Teilalgebren A € Jy. Da elementare Teilmodelle die gleiche Theorie haben, folgt A |= Ps aus
B Ps, also A € S§.

Die Erweiterungseigenschaft ist trivialerweise erfiillt. a

3™ ist im Vergleich zu den iibrigen Domainoperatoren der obigen Aufstellung trivial, da %
keine “interessanten” Algebren enthilt. Dies wird spiter niher prizisert werden. Mit dem Be-
griff der Reichhaltigkeit eines Domainoperators kénnen wir solche trivialen Domainoperatoren
wie Q" ausschliefen. Wir nennen einen Domainoperator S reichhaltig, wenn Sy mindestens
die Algebren enthélt, die mit gewissen algebraischen Sperzifikationen definiert werden kénnen:

Definition 23 FEin Domainoperator § heifit reichhaltig, falls fiir jede Semistandardsignatur 3
mit L € ¥ und endliche ¥-Gleichungsmenge E mit der Figenschaft

T(X,0)/E st eine Semistandardalgebra

die Standardisierung von T(%,0)/E ein Element von Sxx ist, wobei X* die Standardisierung
von Y bezeichnet.

Hierbei interessiert uns insbesondere der Fall der ¥ = (.5, F') mit
Fn{l,,ifthenelse;,=,|/s€ S} = 0
bool ¢ S
true, false € F

In diesem Fall bedeutet die Reichhaltigkeitsbedingung fiir eine ¥-Gleichungsmenge F:

1. boolTED/E = {[true], [ false]}
2. true? GO/E £ fqlseT E0)/E

In der Terminologie von [WPP*83] heifit dies, daf die Spezifikation (X, £, BOOL) Hierarchie-
persistent (hierarchy-persistent) ist.

Der Domainoperator S" ist also nicht reichhaltig, da er (fiir nichttriviale Signaturen) die von
der leeren Gleichungsmenge erzeugte Termalgebra nicht enthilt.

Andererseits sind alle Domainoperatoren, die den strikten totalen Domainoperator umfassen,
reichhaltig:
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4 LOGIK

Lemma 19 FEs sei S ein Domainoperator, so daf fir alle Standardsignaturen ¥ gilt: I C Sy.
Dann ist S reichhaltig.

Damit sind also die Domainoperatoren &7, %7t 35 und 3% reichhaltig.

Man beachte, dafl wir von den Domainoperatoren nicht verlangt haben, daf} sie unter
der Anwendung der Semantik eines Moduls abgeschlossen sind. Wir verlangen also nicht,
daB [m](A) € Sy, fir alle A € Iy,

4.3 Parameterbedingungen

Der Begriff der Parameterbedingung verbindet die Logik [mj= mit der Logik der ersten Stufe

Definition 24 Fs sei m ein Modul mit Signatur (Xp,Yg), S ein Domainoperator und w €
Seny,. Ein Satz v € PSen,, ist eine S, m-Parameterbedingung von w, falls fir alle A € Sy,
gilt:

AlEw = A[ml=w

FEin Satz v € PSen,, ist eine &, m-schwichste Parameterbedingung, abgekirzt spab, von w

falls fiir alle A € Sy, gilt:
AlEw = A[ml=w

Die folgenden Eigenschaften folgen unmittelbar aus der obigen Definition:

Lemma 20 Spabs sind bis auf Aquivalenz eindeutig, das heifit: Sei m ein Modul mit Signatur
(Xp,XE), S ein Domainoperator und w € Sen,,. Dann gilt fir alle spabs vi,v; € PSen,,:
%EP |: v S V2

Lemma 21 Sei m ein Modul mit Signatur (Yp,YXg), S ein Domainoperator, wy,wy € Sen,,
und vi,vy € PSen,,.

e vy ist eine &, m-spab von wy genau dann, wenn —vy eine §, m-spab von —wy ist.

o Falls jeweils v; eine S, m-spab von w; (i = 1,2) ist, dann ist v1 A vy eine S, m-spab von
w1y A wa.

o Falls jeweils v; eine §, m-spab von w; (i = 1,2) ist, dann ist v1 V vy eine S, m-spab von
w1y V wa.

Falls also wy und wy spabs haben, dann haben auch wy Awy und wy Vw, spabs. Die Umkehrung
gilt im allgemeinen nicht: Sei w ein Satz, der keine spab hat (siehe unten fiir Beispiele). Dann
haben trotzdem w A —w (3L False) und w V —w (IC True) spabs, ndmlich False, bzw. True.

Wir illustrieren den wichtigen Begriff der schwéchsten Parameterbedingung mit einigen Bei-
spielen:
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4.3 Parameterbedingungen

PAR  SORTS elem
OPNS 0: — elem
pred: elem — elem
BODY FCTS isstandard: elem — bool
PROG isstandard(z) < if 2 =0 then true
else isstandard(pred(z))

Abbildung 8: Das Modul sta zur Unterscheidung von Prim- und Nichtprimmodellen.

PAR  SORTS elem
BODY SORTS list
CONS nal: — list
cons: elem, list — list
FCTS isin:elem,list — bool
PROG isin(e,l) < if is,;?(l) then false
else if selectl . (I) = e then true

cons

else isin(e,select? (1))

Abbildung 9: Das Modul fin zur Unterscheidung endlicher von unendlichen Algebren.

1. Es sei list]l das Modul von Abbildung 5, Seite 39. Der Satz

(Ve celem.0+ax=azAhz+0=2a)A
(Vli, 1y € list . sum(app(ly,l3)) = sum(ly) + sum(ly))

hat die %7 [ist1-spab:
(Ve €elem.0+z=azAhz+0=2a)A
(Va1, 20,25 € elem . a1 + (22 4 23) = (21 + 22) + @3)
2. Betrachte das Modul sta aus Abbildung 8. Der Satz
w = Va € elem.isstandard(z) = true

hat keine %7t sta-spab, da das Prim- und das Nichtprimmodell der Arithmetik die

gleiche Theorie haben, wihrend nur eine dieser Algebren W erfiillt.

3. Das letzte Beispiel zeigt, dal auch bei Modulen mit primitiv rekursiven Funktionen eine
spab nicht notwendig existiert. Betrachte das Modul fin aus Abbildung 9. Die Klasse
der Standardalgebren A, fiir die [[fm]](A) den Satz

w:= 3l € list Vo € elem .isin(z,l) = true

57
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erfiillt, ist gerade die Klasse der endlichen ¥p,  -Standardalgebren. Da die Klasse der
endlichen Algebren nicht durch einen Satz der Logik erster Stufe beschrieben werden
kann (siehe Seite 29), hat w keine S/, fin-spab.

Speziell dieses letzte Beispiel zeigt uns, dafi unsere neue Logik [m|= echt ausdrucksstiarker als
die Pradikatenlogik erster Stufe ist. Im néchsten Kapitel werden wir die modelltheoretischen
Figenschaften von [mf= untersuchen, die zu diesem Gewinn an Ausdruckskraft fiihren.

Die Existenz von spabs hdngt natiirlich von dem zugrundeliegenden Domainoperator ab. Die
beiden folgenden Lemmata setzen die spabs beziiglich verschiedener Domainoperatoren zuein-
ander in Beziehung;:

Lemma 22 S und S’ seien Domainoperatoren, so daff es fiir alle Standardsignaturen X einen
Satz wy, € Sen(X, X ) gibt mit mit

S ={4€Sx | A wy}
Falls m ein Modul mit Signatur (Xp,Yg) ist und w € Sen,,, dann gilt fir alle r € PSen,,:

r ist eine ', m-spab von v & r Awy ist eine S, m-spab von v A wyg,

Beweis:
r ist eine ', m-spab von v
& fiiralle A € Sy gilt Afmp=r Lo
(nach Definition)
& fiiralle A € Sy, mit A F wy, gilt A[mE=7r 3o
(nach Voraussetzung)
fiir alle A € Sy, gilt A [ml=wx, D (r 2L v)
fiir alle A € Sy, gilt A [m= (r Aws,) IC (v Aws,)
(Aussagenlogik !)
& 7 A wy, ist eine §, m-spab von v A wy,

(nach Definition) ]

¢3¢

Lemma 23 S und ¥’ seien Domainoperatoren, so daff 3%, C Qy fir alle Standardsignaturen

Y gilt. Dann ist fir jedes Modul m und w € Sen,, jede I, m-spab von w auch eine ', m-spab
von w.

Beweis: Wenn A [ml= v 3¢ w fiir alle A € Sy, gilt, dann gilt es natiirlich auch fiir alle A € 3%,.
a

Wir haben den Domainoperator S™ als trivial bezeichnet, diese Bemerkung wird jetzt durch
das folgende Lemma untermauert:

Lemma 24 Fir alle Module m, Sditze w € Sen,, und n € N gibt es eine ™, m-spab von w.
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Beweis: Fiir jede Standardsignatur ¥ und n € N gibt es eine endliche Menge Vy, C
Sen(X, X ), die in dem folgenden Sinne eine Aufteilung von 3%, in Isomorphieklassen liefert:

1. Fiir jedes A € S% gibt es ein v € Vy , mit A |=v

2. Falls A, B = v € Vx,, dann sind A und B isomorph.

Die Konstruktion von Vs, beruht auf der Tatsache, daf} es fiir eine endliche Kardinalitdt nur
endlich viele moégliche Funktionsgraphen in der Klasse der Algebren mit dieser Kardinalitit
gibt. Diese sind selbst durch Axiome der Logik erster Stufe beschreibbar (siehe auch [CK90]).
Da die Giiltigkeitsrelation [mf= invariant unter Isomorphismen von Algebren ist, erhalten wir
als eine 3", m-spab von w die Disjunktion aller w; € Wy ,, fiir die es ein A € S% gibt mit
A= w; und A [ml= w. O

Wir wollen hier einen wichtigen Spezialfall erwidhnen. Das hier angefiihrte Resultat wird spéter
(Korollar 6) bewiesen werden:

Es sei m ein Modul mit NF,, = ) und S ein Domainoperator. Dann gibt es fiir
jeden Satz w € Sen,, eine §, m-spab. Dariiber hinaus gilt sogar, daf} die &, m-spab
eines Satzes berechenbar ist.

Beziiglich des trivialen Modules 1y, ist die Existenz von spabs eine Trivialitit:

Lemma 25 Sei Y eine Standardsignatur und S ein Domainoperator. Dann ist fir jeden Satz
w € Senyy, w eine I, 1x-spab von sich selbst.

4.4 Ersetzungssysteme auf Formeln

Oft wollen wir durch eine Reihe von Transformationsschritten eine gegebene Formel in eine
andere dquivalente Formel mit gewissen wiinschenswerten Eigenschaften iiberfithren. Fin sol-
ches Transformationsverfahren kann man natiirlich in einer schematischen Programmiersprache
(“pidgin-Algol”) formulieren. Dies hat den Vorteil, daf die Formulierung des Verfahrens bereits
sehr nahe an einer Programmierung in einer realen Programmiersprache liegt. Andererseits bie-
tet eine solche Formulierung aber relativ wenige Einblicke in die logische Natur des Problems,
denn mit der Angabe des Kontrollflusses des Programmes ist das Problemlésungsverfahren im
Allgemeinen iiberspezifiziert. Wir folgen deshalb hier dem von Kowalski in [Kow79] vorgeschla-
genem Prinzip

Algorithm = Logik 4+ Control

und teilen das Problem in einen Logikteil und einen Kontrollteil auf. Der Logikteil besteht aus
einer Menge von Prozeduren (im weitesten Sinne), die unter bestimmten Bedingungen aktiviert
werden konnen. Die Bedingungen werden dabei so liberal wie moglich gefafit, sie sollen hier
nur eine partielle Korrektheit des Verfahrens garantieren. Der Kontrollteil sorgt durch eine
geeignete Auswahlstrategie der zu aktivierenden Regeln fiir eine Terminierung und insbesondere
auch fiir eine moglichst hohe Effizienz des Verfahrens. Diese Aufteilung erleichtert gegeniiber
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einem kompletten Programm das Verstdndnis und die Verifikation. Im logischen (siehe [Apt90]
fiir eine Ubersicht) und pradikativen Programmieren ([Bib75]) iiberldfit man den Kontrollteil
sogar weitgehend dem Ausfithrungssystem der Programmiersprache.

In dieser Arbeit sind wir an Fragen der Effizienz nicht interessiert. Aus diesem Grunde werden
wir den Kontrollteil nur soweit spezifizieren, wie dies fiir die Terminierung des Verfahrens
notwendig ist. Zur abstrakten Beschreibung von Algorithmen in diesem Sinne haben sich
Regelsysteme (siehe z. B. [CL88], [Der89] und [JK91]) bewihrt.

Den logischen Teil definieren wir dabei als Abschlul — g einer durch ein Regelsystem gegebenen
Relation R unter Kontextanwendung. Um Berechnungen auf der Basis einer solchen Relation
durchfiihren zu kénnen, mufl die Relation natiirlich in einem gewissen Sinne berechenbar sein.
In unserem Fall ist R durch elementare syntaktische Umformungen gegeben, so daf§ die Funk-
tion ¢:x — {y | @ —g y} stets berechenbar sein wird. Fiir den Kontrollteil geben wir nur
einige zusdtzliche einschrénkende Bedingungen an R an, die die Terminierung des Verfahrens
garantieren sollen.

Um zu beweisen, daf} eine solche Relation — einen korrekten Algorithmus zur Transformation
von Formeln in dquivalente Formeln einer bestimmten Gestalt darstellt, muf} folgendes bewiesen
werden:

1. — g ist noethersch.
2. Falls w —pg v, dann sind w und v aquivalent

3. Jede —p-Normalform ist in der gewiinschten Form

Dabei ist natiirlich im Einzelfall der Begriff der Aquivalenz und die angestrebte Endform zu
prizisieren. Insbesonderen sind wir an den beiden folgenden Formen von Aquivalenz interes-
siert:

Definition 25 Sei m ein Modul mit Signatur (X¥p,Yg), S ein Domainoperator und — eine

bindre Relation auf Wff(Xg, X).

1. — heifit korrekt, falls fir alle w,v € Wff(Xg, X) mit w — v gilt: Sz, [m=w 3L v

2. — heifst korrekt fiir positive Belegungen, falls fir alle w,v € Wff(Xg, X) mit w — v,
alle A € Sy, und alle a € ??['m]](A) gilt:

[mI(A)(w)(a)= [m](A)(v)(a)

Wir wollen nun ein solches System angeben, dafl aus einer gegebenen Formel einige fiir die
Logik iiberfliissige Funktionszeichen eliminiert.

Lemma 26 Es sei m ein Modul der Signatur (X¥p,Xg) und

Y= (AS,,, EF, \ ({isk?,selecti | k € K} U {ifthenelse,,=;| s € 5}))
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4.5 Symbolische Auswertung von Funktionen

Regelsystem el:
(=s) (w(t=5u)) U= (t=unt# L ANw(true))V(t#uAnt# L, Nw(false))V
(t=Llshu= L1 ANw(Lly)))
(ifs) (w(if b then t else u))
U— (b=true Nw(t))V (b= false Nw(u))V
4 (b = Lpoor A w(J—bool))
(sel) (w(select(t))) U— (t=_LAw(l))V
(J21 € 51,0 0,20 € 5yt = K(21,. .., 2,) A w(z;))
(is) (w(isk?(t)) L— (t=LAw(l))V
(Fz1 € 51,00 yapn € 8t = k(x1,. .., 2,) A w(true))V

\/ 321 € Sy sy € 8yt = K2y, 20) A w( false))
WER,

. . . Y 1.0 I
Dabei ist fiir k:sq,...,8, — s K= {k":s],..., 8,

—se K, |k £k}

Abbildung 10: Das Regelsystem el zur Eliminierung einiger Funktionssymbole

Dann ¢ibt es eine totale berechenbare Funktion ¢:Sen,, — Sen(¥, X)), so daff fir alle w €
Seny,: [mE= w IL ¢(x).

Beweis: Betrachte die Relation —.; gemifi Abbildung 10. Offenbar ist jede —.;-Normalform
ein Element von Sen(X, X)), und es gilt [ml= w 3C v falls w —¢ v.

Zum Beweis der Terminierung benutzen wir eine Multisetordnung: Fiir eine Formel w sei
Pr(w) C T(Xg, X) der Multimenge der in w vorkommenden Terme. 2: 7(Xg, X ) — N bilde
jeden Term ¢ auf die Anzahl der in ¢ vorkommenden Funktionszeichen aus der Menge

{isk?,selecti | k € K.} U{ifthenelse,,=,| s € 5}

ab. Man sieht leicht, dafl 2(101(v))<mw2(1(w)), falls w —, v. Da <,,,; eine noethersche
Ordnung auf M(N) ist, ist somit auch — noethersch. ]

4.5 Symbolische Auswertung von Funktionen

Die Funktionen app und sum aus Abbildung 5, Seite 39, verhalten sich wesentlich angenehmer
als beispielsweise die Funktion zsstandard in Abbildung 8, Seite 57. Im ersten Fall kann ein
Term wie z. B. sum(cons(z,nil)) ohne Beriicksichtigung der Parameteralgebra zu einem Aqui-
valenten Term ohne neue Funktionszeichen, in diesem Fall z 4+ 0, reduziert werden. Der Grund
hierfiir ist die Tatsache, daff die Kontrolle der Rekursion in dem Programm fiir sum nur Ei-
genschaften von Konstruktoren, Selektoren und Testfunktionen, die von der Parameteralgebra
unabhéngig sind, benutzt. Im Gegensatz dazu ist die Auswertung des Termes isstandard(z)
gemif Abbildung 8 zu einem Term ohne Vorkommen des Funktionszeichen ¢sstandard nicht
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4 LOGIK

PAR SORTS elem
OPNS 0:— elem
frelem — elem
BODY SORTS list
CONS nul: — list
cons: elem, list — list
FCTS F:list — bool
ack: list, list — list
PROG F(i) < if is,;?(l) then true
else if selectl,, (/) =0 then true
else F(cons(f(selectl,  (1)),select? (1))
ack(ly,ly) < if is,;7(l1) then cons(0,l3)
else if is,;?(lz) then ack(selectl,  (I1),cons(0,nil))

else ack(selectl,, ,(l1),ack(l;,select?  .(I2)))

cons

Abbildung 11: Beispiele zur symbolischen Auswertung von Funktionen.

ohne Kenntnis der Parameteralgebra moglich. Diese Unterscheidung wird durch den Begriff
der symbolischen Auswertung prazisiert:

Definition 26 FEs sei m ein Modul der Signatur (Y¥p,Yg) und f:s1,...,8, — s € NF,,. f
heifit symbolisch auswertbar, wenn fir alle Termet; € Kt,,(s;), ¢ = 1,...,n, einj € N existiert
mit

S8, [ml= War(f(tr,. . 1) Kleene(j, f(tr,. .. ) # L

Man beachte in obiger Definition, dafl der Wert von j wohl von den Argumenttermen ¢;, nicht
aber von einer speziellen Parameteralgebra abhingt.

Wie man leicht sieht, sind die Funktion app und sum aus Abbildung 5 symbolisch auswertbar,
nicht aber die Funktion isstandard aus Abbildung 8. app und sum kann man sogar in einem
Sinne, den wir hier nicht weiter prizisieren wollen, als primitiv rekursiv bezeichnen. Aus
Abbildung 11 erhdlt man weitere Beispiele: ack ist symbolisch auswertbar, kann aber auf
keinen Fall als primitiv rekursiv bezeichnet werden (siehe [Her71]). Die Funktion F' wiederum
ist nicht symbolisch auswertbar.

Lemma 27 Sei m ein Modul mit Signatur (Xp,YXg) und fis1,...,8, — s € NF,,.

F ist symbolisch auswertbar genau dann, wenn fir alle A € %Sztp FUmIA) eine totale Funktion
ist.
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4.5 Symbolische Auswertung von Funktionen

Beweis:
“=" Folgt direkt aus Lemma 11 und Lemma 12.

“<” Wir nehmen an, daff f nicht symbolisch auswertbar ist. Dann gibt es Terme t; € Kt,,(s;),
so daf} fiir alle j € N ein A € %Sztp existiert mit

A [ml= Var(f(ty,....t,)) kleene(y, f(t1,...,1,)) = L

Es sei nun Var{f(t1,...,t,)) = {#1,...,2n} und {c1,...,¢,} eine Menge von neuen Kon-
stantenzeichen, wobei ¢; jeweils die gleiche Sorte wie x; hat. Wihle ¥/ := Yp U {e¢y,...,¢n}
und

T= {(7\ o # J_) A (Kleene(j, f(t1,....tn))) i am = Ls | j € N}

=1
Nach Voraussetzung hat jede endliche Teilmenge von T ein Modell in 3%/, also hat auf Grund

der Kompaktheit von $** auch T ein Modell B € S§,. Dann ist aber f[[m]](B |EP) nicht total.
O

Spater (Satz 7) werden wir sehen, dafl wir zu jedem Modul ein in einem einem gewissen Sinne
aquivalentes Modul konstruieren kénnen, in dem alle Funktionen symbolisch auswertbar sind.

63



5 MODELLTHEORETISCHE EIGENSCHAFTEN

5 Modelltheoretische Eigenschaften

Wir untersuchen nun die modelltheoretischen Eigenschaften unserer Logik [mf=. Zunéchst
zeigen wir in Abschnitt 5.1, dafl auch fiir durch Domainoperatoren definierte Klassen von Al-
gebren die wichtigen modelltheoretischen Séitze der Pridikatenloik erster Stufe gelten. Danach
wenden wir uns der Logik [mf= zu und untersuchen die beiden Eigenschaften |LST und Kom-
paktheit. In Abschnitt 1.3 haben wir bereits die Bedeutung dieser beiden Sdtze dargelegt. In
Abschnitt 5.2 zeigen wir, dal der |LST Satz fiir die Logik [mj= gilt. In Abschnitt 5.3 un-
tersuchen wir den Zusammenhang zwischen der Kompaktheit von [mj= und der Existenz von
m-schwichsten Parameterbedingungen. Wir werden dann in Abschnitt 5.4 zeigen, daf} die Exi-
stenz von m-schwichsten Parameterbedingung eine unentscheidbare Figenschaft der Module
ist.

5.1 Modelltheoretische Eigenschaften der Domainoperatoren

In Abschnitt 2.7 haben wir einige wichtige modelltheoretische Eigenschaften der Pradikatenlo-
gik erster Stufe angegeben. Diese LFigenschaften beziehen sich jeweils auf einen Modellbegriff,
der alle Algebren einer gegebenen Signatur umfafit. Wir sind hier jedoch an Einschrdnkun-
gen der betrachteten Modellklasse, ausgedriickt durch verschieden Domainoperatoren, inter-
essiert. Wir wollen nun untersuchen, welche modelltheoretischen Eigenschaften die Klassen
von Algebren haben, die durch einen Domainoperator beschrieben werden. Zwei wesentliche
Eigenschaften haben wir in der Definiton der Domainoperatoren festgeschrieben: Kompaktheit
und Abschlufl unter elementaren Teilmodellen. Die hier angegeben Korollare sind einfache Fol-
gerungen aus diesen beiden grundlegenden Figenschaften. Wir formulieren die Korollare hier
nur fiir abzdhlbare oder endliche Signaturen, eine Verallgemeinerung auf Signaturen héherer
Kardinalitidt ist aber leicht moglich.

Korollar 1 Fs ser S ein Domainoperator und Y. eine abzdihlbare Standardsignatur. Wenn
T C Sen(X, X) in Sy ein Modell unendlicher Kardinalitit hat, dann hat T auch ein Modell in
Sy der Kardinalitdit Ng.

Beweis: Dies folgt direkt aus dem Abschlufl von Sy unter elementaren Teilmodellen. a

Das nédchste Korollar driickt die aufwérts gerichtete Lowenheim-Skolem-Tarski Figenschaft aus:

Korollar 2 FEs seien S ein Domainoperator, Y. eine endliche Standardsignatur und o, § un-
endliche Kardinalzahlen mit 3 > o. Falls T C Sen(¥, X) in Sy ein Modell der Kardinalitdit o
hat, dann hat T auch ein Modell B in Sy mit #B > .

Beweis: Da T ein Modell A € Sy mit #A4 = o > Yy hat, gibt es eine Sorte s € 5 mit
#s4 = a. 7Zu einer Kardinalzahl 3 > o definieren wir nun eine zu F' disjunkte Menge C'g von
Konstanten

Cﬁtz{ci:—>8|i€ﬁ}
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5.2 Abwarts LST

und weiter

D EUCQ
Tg = {citcjli#],4,5€pB}

Jede endliche Teilmenge N von T'U T3 enthélt nur endlich viele Ungleichungen aus T3, wir
konnen daher mit Hilfe der Erweiterungseigenschaft von & A zu einer Algebra Ay € Sy mit
AN |E N erweitern. Wegen der Kompaktheit von Sy hat dann auch TUT3 ein Modell B € Sy,
fir dal dann #B > [ gelten mufl. Auf Grund der Erweiterungseigenschaft von < ist dann
B |y € Sy ein Modell von T', und es gilt natiirlich #5 |y, = #B > §. a

Lemma 1 und Lemma 2 kann man nun zusammenfassen:

Korollar 3 Fs ser S ein Domainoperator und Y. eine abzdihlbare Standardsignatur. Wenn
eine Menge T'C Sen(X, X) ein unendliches Modell in Sx. hat, dann hat sie Modelle beliebiger
unendlicher Kardinalitdt in Syx.

Das ndchste Korollar ist aus der Modelltheorie der Pradikatenlogik erster Stufe als Los- Vaught
Test bekannt (siehe z. B. Proposition 3.1.7 in [CK90]).

Korollar 4 Sei S ein Domainoperator, ¥ eine abzihlbare Standardalgebra und T C Sen(X, X')
konsistent in Sx. Falls

1. alle Modelle von T in Sy, unendliche Kardinalitit haben und

2. fiir eine geeignete unendliche Kardinalzahl oo alle Modelle von T in Sy der Kardinalitdt
a isomorph sind,

dann ist T vollstindig in Sy.

Beweis: Es seien A, B € Sy Modelle von 7', nach Voraussetzung (1) haben A und B also
unendliche Kardinalitdt. Durch Anwendung von Korollar 3 auf Th(A), bzw. Th(B), erhalten
wir Modelle A’, B" € Sy mit Kardinalitit «, so dal A und A’, bzw. B und B’ elementar dqui-
valent sind. Dann sind nach Voraussetzung (2) A’ und B’ isomorph, also elementar dquivalent,
und damit sind auch A und B elementar dquivalent. Da alle Modelle von T in Sy elementar
dquivalent sind, ist T vollstdndig in Sy. a

5.2 Abwirts Lowenheim-Skolem-Tarski Eigenschaft

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dafl [m|= die abwirts gerichtete Lowenheim-Skolem-
Tarski Eigenschaft, die wir im folgenden mit |LST abkiirzen, hat. Ein analoges Resultat wurde
in [Tiu81] fiir die “Logic of Effective Definitions” durch Ubersetzung in die Logik Lwiw ([Kei71])
bewiesen. Im Gegensatz dazu benutzen wir nur Eigenschaften elementarer Teilalgebren, so
dafl wir nicht auf S&tze der unendlichen Logik zuriickgreifen miissen.
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5 MODELLTHEORETISCHE EIGENSCHAFTEN

Bereits in Abschnitt 2.7 und in Korollar 1 haben wir gesehen, daf§ die |LST-FEigenschaft aus
dem Abschlufl der betrachteten Modellklasse unter elementaren Teilalgebren folgt. Leider
verhélt sich die Semantik von Modulen etwas problematisch zur elementaren Teilalgebrare-
lation: Wihrend [m] die Teilalgebrarelation respektiert, d. h. A C B = [m](A) C [m](B)
(siehe Lemma 14), gilt dies im allgemeinen fiir die elementare Teilalgebrarelation nicht mehr:

Lemma 28 Fs sei sta das Modul aus Abbildung 8, Seite 57, mit Signatur (Y¥p,Xg).
Es gibt Algebren A, B € Algy,, mit A < B und [m](A) £ [m](B).

In dem Beweis benutzen wir einige elementare modelltheoretische Begriffe aus [CK90]:

Beweis: Es sei A die Standardisierung der Algebra N, definiert durch

elem = N
o = 0

N B x L1 fallsz > 1
pred”(e) = {0 falls 2 = 0

Man sieht leicht, daB A ein atomares Modell ist (siehe [CK90], Seite 97). Betrachte nun
Y i:=YpU{ec:— elem} und '

T := {pred'(c) £ 0|1 € N}
Jede endliche Teilmenge von Th(A) U T’ hat ein Modell in %g,, also gibt es wegen der Kom-

paktheit von 3/ ein B € %gl mit

Bl Th(A)U T’

also insbesondere Th(A) = Th(B |EP)' Da A atomar ist, folgt dann aus Theorem 2.3.4 von

Andererseits gilt aber

[sta](A) E V& € elem.isstandard(z) = true
[stal(B |y;,)

also Th([sta](A)) # Th([sta](B |EP))’ und somit [sta](A) £ [sta](B |EP)' a

Um |LST fiir unsere neue Logik zu beweisen, kénnen wir allerdings elementare Teilalgebren
der Exportalgebren benutzen:

= da € elem.isstandard(z) = L

Satz 1 FEs sei m ein Modul mit Signatur (X¥p,Yg), S ein Domainoperator und T C Sen,,.
Falls es ein A € Sy, gibt mit A [ml= T und #A > R, dann gibt es auch ein B € Sy, mit
B[mET und #B = No.

Beweis: 0.B.d.A. sei ¥p C Y. Nach dem verscharften abwirts gerichteten Lowenheim-
Skolem-Tarski Satz (Seite 29) gibt es ein B’ < [m](A) mit #B’ = Ry. Wihle B := B’ |EP’
nach Lemma 15 ist B’ = [m](B). Da B’ eine elementare Teilalgebra von [m](A) ist, ist
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5.3 Kompaktheit

auch B eine elementare Teilalgebra von A. Wegen des Abschlusses von Sy, unter elementaren
Teilalgebren ist dann B € Sy,. Schlieflich hat, da B < A, B unendliche Kardinalitdt, also
#B =g o

Korollar 5 Es sei m ein Modul mit Signatur (Xp,Xg) und A € Sy, mit unendlicher Kardi-
nalitit. Dann gibt es ein B € Sy, mit #B = Rg und Th,,(A) = Th,,(B).

Beweis: Folgt sofort aus Satz 1. O

5.3 Kompaktheit

Aus der Modelltheorie ist bekannt, dafl die Anwendungen des Kompaktheitssatzes fast immer
die Verwendung zusétzlicher Konstantenzeichen verlangen. So muften wir in dem Beweis des
Korollares auf Seite 29 neue Konstantenzeichen verwenden, um die Triger der zu konstruieren-
den Algebra bezeichnen zu kénnen. In einem gewissen Sinne ermdéglicht der Kompaktheitssatz
auf diese Art und Weise die Konstruktion eines Modelles, das eine unendliche Konjunktion von
Formeln erfiillt. Durch Verwendung neuer Konstantenzeichen kann man eine Fxistenzquanti-
fizierung dieser unendlichen Konjunktion simulieren (vergleiche hierzu auch Proposition 2.2.7
in [CK90]).

In der Pridikatenlogik erster Stufe stellt die Einfiihrung neuer Konstantenzeichen keine Schwie-
rigkeit dar, da die modelltheoretischen Eigenschaften unabhingig von der zugrundeliegenden
Sprache (d. h. in unserem Falle der Signatur) betrachtet werden. Jetzt sind wir aber an den
modelltheoretischen Eigenschaften einzelner Module mit festgelegter Signatur interessiert. Wir
miissen deshalb explizit eine Mdoglichkeit, neue Konstanten einzufiihren, einriumen.

Definition 27 Fs sei m ein Modul mit Signatur (Yp,YXg) und S ein Domainoperator. m ist
S-kompakt, falls fiir alle W C Sen,, gilt:

Wenn es zu jeder endlichen Teilmenge F¥ C W ein A € Sz, gibt mit A [mj= F,
dann gibt es auch ein B € Sy, mit B [m= W.

Satz 2 FEs sei m ein Modul mit Signatur (Xp,Yg) und S ein Domainoperaor. Die folgenden
Aussagen sind dquivalent:

1. Jede Frweiterung von m um eine endliche Menge von Konstanten ist S-kompakt.

2. Fiir jede Erweiterung m’ von m um eine endliche Menge von Konstanten gibt es zu jedem
Satz in Sen,, eine S, m’'-spab.
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5 MODELLTHEORETISCHE EIGENSCHAFTEN

Beweis:
(1) = (2)

Es sei m’ eine Erweiterung von m um eine endliche Menge von Konstanten, (¥, ¥%) die

Signatur von m’ und W C Sen,,,. Fiir jedes w € W bezeichne @ € PSen,, eine I, m’-spab

von w, und V := {o | v € V} fiir V. C W.

Es gebe nun fiir jede endliche Teilmenge F C W ein A € Sy mit A [mf= F, also auch A |= F.
Wegen der Kompaktheit von 3 gibt es dann ein B € Sy, mit B |= W, also B [m= W.

(D) = (2)

Es sei jede Erweiterung von m um eine endliche Menge von Konstanten S-kompakt. Wir
definieren W als die Menge aller Formeln iiber den Exportsignaturen der Freiterungen von m.

Um mengentheoretischen Schwierigkeiten aus dem Weg zu gehen, kann man hierbei annehmen,
daf alle Konstantenzeichen aus einer festen Grundmenge gewidhlt werden.

W = U Sen,

m/erweitert m
um endliches C

Fir w € W definieren wir

e ¢1(w) als die Anzahl von Vorkommen von Existenzquantoren iiber neuer Sorte in w und

o ¢o(w) als die Summe der Anzahl der Vorkommen von Existenzquantoren iiber Parame-
tersorte, der Anzahl der Vorkommen von — und der Anzahl der Vorkommen von A in
w.

o und schliellich ¢(w) := (¢1(w), p2(w)).

Wir nehmen nun an, daf es eine Erweiterung m’ und einen Satz w € Sen,,s gibt, so dafl w
keine &, m’-spab hat. Da die Ordnung <7 eine noethersche Ordnung auf N x N ist, kénnen
wir sogar annehmen, daf es kein w’ mit dieser Eigenschaft und ¢(w’) <7 ¢(w) gibt. Wir
werden diese Annahme nun zum Widerspruch fiithren.

Zunichst einmal bemerken wir, dafl die Existenz einer spab zu einem Satz w nicht davon
abhingt, welche Konstanten zusitzlich zu denen von w und m noch in dem Modul vorhanden
sind:

Falls m’, m" Erweiterungen von m sind und w € Sen,,» N Sen,,», dann hat w eine

I, m/-spab genau dann, wenn w eine , m”-spab hat.
Wir sagen dann “w € W hat eine &, m-spab”, falls w eine &, m,-spab hat, wobei m,, die
Erweiterung von m um die kleinste Menge C' mit w € Sen(Xg U C, X)) ist.

Wir machen nun eine Fallunterscheidung nach der Struktur von w. X sei die Parametersignatur
VON My
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5.3 Kompaktheit

a) w=dz:s.vmit s € PS,,

Es sei ¢ ein Konstantensymbol, das weder in m noch in w vorkommt. Auf Grund der Mini-
malitdtsannahme an w hat »S dann eine &, m-spab r. In Abwandlung unserer Notation fiir
Substitutionen bezeichnen wir mit r¥ die Formel, die wir aus r erhalten, indem wir alle Vor-
kommen von ¢ durch die Variable y ersetzen. Wir zeigen nun, dafl 3y : s. 7Y, wobei y & Var(r),

eine &, m-spab von w ist.

Es sei m/ die Erweiterung von m,, um {c: — s}. Fiir eine ¥-Algebra A und a € s bezeichne

(A, a) die ¥ U {c}-Algbra mit (4, a) [y, = A und A9 = ¢, Dann gilt fiir alle 4 € Sy:

AE3Jy:s.ry

& es gibt ein a € s mit (A4,4q) € Syufey und (A,a) =7
(wegen der Erweiterungseigenschaft von <)

& es gibt ein @ € s mit (A, a) € Sy und (A, a) [m'E vf
(da r eine &, m-spab von v¢ ist)

& AlmylEJoe s
(wegen der Erweiterungseigenschaft von <)

& AlmylEw

b) w =3z :s.v mit s € NS,

Auf Grund der Minimalitidtsannahme an w hat fiir jedes ¢ € Kt,,(s)U{ L} der Satz IVar(t). v’
eine &, m-schwichste Parameterbedingung r,. Man beachte hierzu, daf alle Variablen in Var(¢)
von Parametersorte sind. Nach Lemma 11 ist dann fiir jede endliche Teilmenge F' C Kt,,(s) U
{Ls} der Satz \/,cp r; eine , m-Parameterbedingung von w. Nach Annahme kann dies aber

keine S, m-schwdchste Parameterbedingung von w sein, also gibt es fiir jede endliche Teilmenge
F CKt,(s)U{Ls}ein A € Sy mit

AlmyEA{Fz s v}U{-r |t € F}
Auf Grund der $-Kompaktheit von m,, gibt es dann auch ein A € Sy mit
AmyEA{Fe s v}U{-r |t € Ktn(s)}
also im Widerspruch zu Lemma 11:

A[mylE {Fz s 0y U{War(t) . ~vl | t € Kt,n(s) U{L,}}

) w=-w

Wegen der Minimalitit von w hat v eine &, m-spab r. Nach Lemma 21 ist dann aber —r eine
$, m-spab von w.

d) w=wvVuvy

Wegen der Minimalitit von w haben dann auch v; und vy jeweils ein &, m-spab rq, bzw. rs.
Nach Lemma 21 ist dann aber rq V ry eine &, m-spab von w.
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5 MODELLTHEORETISCHE EIGENSCHAFTEN

e) w:(t1 Itz)

Wir konnen dann w auch in der Form

(th=ta Aty # L) Va(ty £ LViy # 1)

U1 v2 U3

schreiben. Wie in den Fillen (c¢) und (d) kénnen wir auch hier folgern, daff mindestens eine

der drei Formeln vy, v, und vs keine &, m-spab hat. Wir nehmen an, dafl »; keine &, m-spab

hat, der Beweis fiir die beiden anderen Fille verliuft analog.

Wie wir in Korollar 6 zeigen werden, hat fiir jedes n € N der Satz

kleene(n,t;) = kleene(n, t3) A kleene(n,t1) # L

eine &, m-spab r,. Damit ist nach Lemma 12 fiir jede endliche Teilmenge F° C N der Satz

V,er Tn €ine §, m-Parameterbedingung von w, aber nach Annahme keine 3, m-schwdchste
Parameterbedingung von w. Also gibt es fiir jede endliche Teilmenge I C N ein A € Sy mit

A[mEA{vn}U{=-r, | nel}
also gibt es auf Grund der S-Kompaktheit von m,, auch ein B € Sy mit
B [mi= {v1} U{=r, [ n e N}
d. h. nach Konstruktion:
B [mlE {t1 = t2 ANty # L} U {kleene(n,t;) # kleene(n,t3) V kleene(n,t;) = L | n € N}

Dies widerspricht aber Lemma 12. a

Man beachte, wie in diesem Beweis die Iteration der Trigermenger und die der rekursiven
Funktionen in ganz analoger Weise eingesetzt wurden.

Der obige Satz zeigt, dafl die Nichtexistenz einer spab stets mit der Nicht-Kompaktheit der
Logik [m|= einhergeht. Aus diesem Grunde werden immer, um die Nichtexistenz einer spab zu
beweisen, den Kompaktheitssatz benutzen.

5.4 Unentscheidbarkeit der Existenz von spabs

Wir zeigen nun, daf} die Existenz einer spab unentscheidbar ist. Genauer sind, fiir “interessante”
Domainoperatoren S, folgende Fragen unentscheidbar:

e Gibt es zu einem Modul m und einem Satz w € Sen,, eine &, m-spab ?

e Hat ein Modul m die Eigenschaft, daf es zu jedem Satz w € Sen,, eine &, m-spab gibt?
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5.4  Unentscheidbarkeit von spabs

Wir benutzen ein Unentscheidbarkeitsresultat iiber Zweikopfautomaten, daf§ sich im Zusam-
menhang mit dhnlichen Fragen bei Programmschemata als niitzlich herausgestellt hat. Die
Verwendung von Zweikopfautomaten liegt hier nahe, da sie keine speziellen Datentypen aufler
Bitfolgen (diese kénnen durch bool-wertige Funktionen simuliert werden) und Zustédnden (diese
werden direkt in dem Modul kodiert) ben&tigen.

Wir geben zunéchst die Definition von Zweikopfautomaten und das zugehorige Unentscheid-
barkeitsresultat an, eine detailierte Darstellung findet man in [LPP70] und [Gre75]. Hier be-
schrdnken wir uns gegeniiber der Originalliteratur auf ein fest gew&hltes bindres Alphabet

{0, 1}
Definition 28 ([LPP70]) Ein Zweikopfautomat (abgekirzt ZKA) ist ein Tupel

(le Q27 4905 9a s r 6)

wobei

e ()1 and Qo endliche Mengen sind,
® qo, q, und g, paarweise verschieden und jeweils weder in ()1 noch in Q)2 enthalten sind,

o und 6 eine Ubergangsfunktion ist
é: (Ql U Q2 U {(]0}) X {07 1} - Ql U QQ U {(ZMQT}

Die Fingabe eines solchen Automaten ist eine unendliche Folge iiber {0,1}. Der ZKA arbei-
tet analog zum endlichen Automaten, besitzt aber nun zwei Lesekdpfe, die sich unabhingig
voneinander iiber das gleiche Eingabeband bewegen. Der Zustand des Automaten wird durch
die Ubergangsfunktion aus dem alten Zustand (oder dem Startzustand im ersten Berechnungs-
schritt) und der von einem Kopf gelesenen Eingabe berechnet. Die Auswahl des Kopfes ge-
schieht dabei tiber die Zustdnde: falls der alte Zustand in () liegt (und ebenso beim ersten
Berechnungsschritt) wird die Eingabe vom ersten Kopf gelesen, sonst vom zweiten. Ebenso be-
stimmt der neu berechnete Zustand, welcher der beiden Koépfe um ein Feld auf dem Band nach
vorne bewegt wird. Im Gegensatz zum endlichen Automaten gibt es nun dre: Moglichkeiten
fiir das Gesamtverhalten eines ZKA auf einer Eingabe:

o Der Automat akzeptiert seine Fingabe, falls er den Zustand g, erreicht.
o Der Automat verwirft seine Fingabe, falls er den Zustand ¢, erreicht.

o Der Automat divergiert auf seiner Fingabe, falls er niemals die Zustinde g, oder ¢,
erreicht.

In den ersten beiden Fillen “sieht” der ZIKA also nur ein endliches Anfangsstiick des Fingabe-
bandes. L4 ist die Menge der von A akzeptierten Fingaben und D4 ist die Menge der Eingaben,
auf denen A divergiert. Das grundlegende Resultat iiber ZKAs, das wir hier benutzen wollen,
ist das folgende:
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PAR SORTS tapeposition
value
OPNS start: — tapeposition
next: tapeposition — tapeposition
contents0: tapeposition — bool
a: — value
f:value — value
test: value — bool
BODY FCTS H:— bool
F,: tapeposition, tapeposition, value — bool
fiir alle Zustdnde ¢ des Automaten
PROG H < F,(start, start, a)
Fy(p1,p2,2) < if contentsO(p;)
then Fy(,0)(next(p1), p2, )
else Fy(g1y(next(pr),p2,v)
fiir alle Zustinde ¢ € Q4
Fy(p1,p2,2) < if contentsO(ps2)
then Figo)(p1, nezt(p2), o)
else Fy(,1)(p1,next(p2), z)
fiir alle Zustinde ¢ € Q4
Fi(p1,p2. ) < Fo.(p1,p2, )
Fo(pi,p2, ) < if test(x)
then {rue
else [y (start,start, f(z))

EXPORT H:— bool
Y p bezeichen die Parametersignatur von sem 4.

Abbildung 12: Das Modul sim4 zur Simulation eines ZKA A fiir Satz 3.

Lemma 29 ([LPP70]) Die beiden folgenden Mengen sind nicht semientscheidbar:

o Die Menge aller ZKAs A, so dafs L4 = 0.
o Die Menge aller ZKAs A, so dafs D4 # 0.

Das Modul simy in Abbildung 12 simuliert einen ZKA A. Um diese Simulation zu prizisieren,
stellen wir zundchst einmal eine Verbindung zwischen den Eingabebdndern eines ZKA A und
den Parameteralgebren des Modules sim 4 aus Abbildung 12 her: Zu einer Algebra B € Algy,,
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ist die unendliche Folge tapeg: N — {0, 1} definiert durch:

y (i) = 0 falls B(contentsO(nexti(start))) = true
PEBNT N 1 falls B(contentsO(next! (start))) = false

Wir kénnen jedes Eingabeband ¢ als ein tapep fiir eine geeignete Algebra B € Algy. , darstellen.

Lemma 30 Fs sei A ein ZKA und simy das gemdfy Abbildung 12 zugehérige Modul. Dann
gilt fir alle B € Algy., und a € 7 g:

tapep € L4 = [mI(B)(Fy(start, start, z))(a) =
[m](B)(if test(z) then true else I, (start,start, f(z)))(a)
tapep € L4 = [m](B)(Fy(start,start,z))(a) = L

Beweis: folgt sofort aus den Definitionen. a

Lemma 31 FEs sei & ein Domainoperator, A ein ZKA und simy das zugehorige Modul
gemdfS Abbildung 12. Falls L4 = 0, dann hat jedes w € Seng;y, , eine I, sim 4-spab.

Beweis: Da L4 = 0, gilt nach Lemma 30: Sy, [simul= (H = L1). Fir w € Sengy,, sel
wy € PSensiy,, die Formel, die wir erhalten, wenn wir in w jedes Vorkommen von H durch
Lpoot ersetzen. Nach der obigen Bemerkung gilt dann Sy, [simal= w IC wi, also ist wy; eine
$, m-spab von w. a

Lemma 32 FEs sei § ein reichhaltiger Domainoperator, A ein ZKA und sim s das zugehorige
Modul gemdfs Abbildung 12. Falls L4 # 0, dann hat der Satz (H # 1) € Sengy,, keine

S, stm 4-spab.
Beweis: Seit € L4 und n die letzte von A “gesehene” Position von t. Wir nehmen an, dafl »

eine , sim4-spab von (H # 1) ist.

Denn relevanten Teil von ¢ (d. h. das Anfangsstiick von 7' bis zur Position n) kénnen wir nun
durch ein endliches Gleichungssytem beschreiben:

o /n\ contentsO(next' (start)) = true  falls (i) = 0
s contentsO(next(start)) = false falls ¢(i) = 1

Es ist dann g lsmal®) = glsimal©) fir alte B,C € Algy, mit B [simyl= ¢; und C [simal=
e¢. Also folgt aus Lemma 30, daf fiir alle B € Algy, , mit B |= e gilt:

B [simal= H # 1 & es gibt ein ¢ mit B |= test(f'(a)) = true (1)
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Wegen der Reichhaltigkeit von § hat jede Menge der Form

{v,e:} U {test(f'(a)) = false | i< ng}
ein Modell in Sy, ndmlich die Standardisierung der Algebra 7(Xp,0)/E, wobei

L= Aay
U {test(f'(a)) = false |i < ng}
U {test(fot(z)) = true}

Auf Grund der Kompaktheit von S gibt es dann auch ein B € Sy, mit

B = {v,e;} U {test(f'(a)) = false | i€ N}

o

d. h., da v eine S, sim4-spab von (H # 1) ist:
B = ¢, und B [simal= H # L und fiir alle i: B |= test(f'(a)) = false

Dies ist ein Widerspruch zu (1). o

Damit erhalten wir unser erstes Unentscheidbarkeitsresultat:

Satz 3 Fir jeden reichhaltigen Domainoperator S sind die folgenden Mengen nicht semient-
scheidbar:

e Die Menge aller Module m, fir die jeder Satz w € Sen,, eine &, m-spab hat.

o Die Menge aller Paare (w,m), wobei m ein Modul ist und w € Sen,,, fir die w eine
S, m-spab hat.

Beweis: folgt mit Lemma 30 und Lemma 31 aus Lemma 29. O

Um zu zeigen, dafl die Mengen von Satz 3 nicht kosemientscheidbar sind, benutzen wir ebenfalls
eine Reduktion auf eine nicht semientscheidbare Figenschaft von ZKAs. Das Modul in Abbil-
dung 13 ist in einem gewissen Sinne eine duale Version des Moduls aus Abbildung 12. Jetzt
lassen wir die Funktion H terminieren, falls die Fingabe akzeptiert oder verworfen wird. Eine
unbeschriankte Folge von Aufrufen von test wird durchgefiihrt, falls der Automat auf seiner
Eingabe divergiert. Der Beweis verlduft analog zu dem von Satz 3, deshalb geben wir nur die
beiden Lemmata und den Satz an:

Lemma 33 FEs sei § ein Domainoperator, A ein ZKA und cosimy das zugehdrige Modul
gemdfS Abbildung 13. Falls D4 = 0, dann hat jedes w € Sencosim , €ine F, cosim 4-spab.

Lemma 34 FEs sei S ein reichhaltiger Domainoperator, A ein ZKA und cosim 4 das zugehdrige
Modul gemdff Abbildung 13. Falls Dy # 0, dann hat der Satz (H # L) € Sencosim, keine
S, cosim 4-spab.
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PAR SORTS tapeposition
value
OPNS start: — tapeposition
next: tapeposition — tapeposition
contents0: tapeposition — bool
a: — value
f:value — value
test: value — bool
BODY FCTS H:— bool
F,: tapeposition, tapeposition, value — bool
fiir alle Zustdnde ¢ des Automaten
PROG H < b, (start, start, a)
Fy(p1,p2,2) < if test(z) then true
else if contentsO(py)
then Fyyo)(next(pr),p2, f(2))
else Fy(1y(next(p1),pa, f(2))
fiir alle Zustinde ¢ € Q4
Fy(p1,p2,2) < if test(z) then true
else if contents0(p;)
then Fi(y0)(p1, next(pz),
else Fyiyu(p1, neat(ps).
fiir alle Zustinde ¢ € Q4
Fo(p1,p2,z) < true

Fo(p1,p2, ) < true
EXPORT H:— bool

Abbildung 13: Das Modul cosim 4 zur Simulation eines ZKA A fiir Satz 4.

Satz 4 Fir jeden reichhaltigen Domainoperator S sind die folgenden Mengen nicht semient-
scheidbar:

o Die Menge aller Module m, fiir die es einen Satz w € Sen,, gibt, der keine S, m-spab
hat.

o Die Menge aller Paare (w,m), wobei m ein Modul ist und w € Sen,,, fir die w keine
S, m-spab hat.
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PAR SORTS 1 1L
OPNS 111
BODY SORTS nat
CONS  0:— nat
suce: nat — nat
FCTS +:nat,nat — nat
*:nat, nat — nat
<:nat,nat — bool
PROG x4y <« if isg?(x) then y
else succ(selectl,..(z)+y)
r*xy <« 1if isg?(z) then 0
else y + (selectl,..(z)*y)
r <y <« if isg?(z) then true
else if isg?(y) then false
else select!, .(z) < selectl,..(¥)

suce suce

Abbildung 14: Das Modul nat definiert die natiirlichen Zahlen.

6 Berechnung von spabs

Wir wollen uns nun mit Berechnungsverfahren fiir spabs beschiftigen. Selbst wenn fiir ein
Modul m und einen Domainoperator & eine <, m-spab zu jedem Satz in Sen,, existiert, so

heift dies noch lange nicht, dafl diese auch berechenbar ist, wie der folgende Fall zeigt:
Lemma 35 nat sei das Modul aus Abbildung 14, Seite 76.

1. Jeder Satz w € Sen,, hat eine 35, nat-spab.

2. Es gibt keine totale berechenbare Funktion ¢:Sen,,, — PSen,,, so daff fir alle w € Sen,,
d(w) eine 37, nat-spab von w ist.

Beweis: Die Parametersignatur von nat ist die Signatur Yooy, die einzige Parameteralgebra
von nat ist also BOO L. Somit gilt fiir jeden Satz w € Sen,q; entweder [natl= w oder [natl= ~w,
und damit ist fiir jeden Satz w € Sen,,; entweder True oder False eine 3/, nat-spab.

B ist eine endliche Algebra, Th(B) ist also entscheidbar. Falls es nun eine totale berechenbare
Funktion gibe, die zu jedem w € Sen,, eine 37, nat-spab berechnet, dann kénnte man also
auch zu jedem w € Sen,, entscheiden, ob True oder False eine S/, nat-spab von w ist. Dies
steht im Widerspruch zur Unentscheidbarkeit der vollstandigen Zahlentheorie ([End72]). O

Es gibt sogar fiir jede Erweiterung m’ von nat um endliche Konstanten zu jedem Satz
w € Sen,, eine I/, m'-spab, da die Konstanten jeweils nur Werte aus dem endlichen Be-
reich {true, false, Lp,0} annehmen konnen. Nach Satz 2 ist also jede endliche Erweiterung
von nat 37-kompakt.
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6.1 Berechenbarkeit von spabs

In diesem Abschnitt wollen wir eine Beziehung zwischen der Berechenbarkeit von spabs einer-
seits und der Entscheidbarkeit von Th,,(A) relativ zu Th(A) andererseits herstellen. Intuitiv
heifit dabei Th,,(A) entscheidbar relativ zu Th(A), falls es einen Algorithmus gibt, der zu jeder
Parameteralgebra A Th,,(A) entscheiden kann, wobei der Algorithmus das Wissen um Th(A)
zur Verfiigung hat. Eine mogliche Formalisierung dieses relativen Entscheidbarkeitsbegriffes
ist die Frweiterung des Konzeptes der Turingmaschine zu einer Orakelmaschine. Eine Ora-
kelmaschine wird auf einem Fingabeband gestartet und zusdtzlich mit einer Menge X, dem
Orakel, versehen. Die Maschine kann die Berechnungsschritte einer Turingmaschine ausfiihren,
zusdtzlich aber auch “Fragen” der Form “ist &« € X 7”7 an sein Orakel stellen. Welche Fragen
dabei an das Orakel gestellt werden, hdngt vom Vorlauf der Berechnung fiir ein gegebenes Fin-
gabeband und von den bisher vom Orakel gegebenen Antworten ab und kann nicht vor Beginn
der Berechnung bestimmt werden (eine Vorausberechnung der an das Orakel zu stellenden Fra-
gen fithrt zu einem eingeschrinkten Begriff von relativer Berechenbarkeit). Eine ausfiihrliche
Darstellung findet man in [Rog87].

Hier benutzen wir ein auf unsere Erfordernisse angepafites Maschinenmodell: Zu einem Modul
m betrachten wir Orakelmaschinen, deren

o Ilingabebereich die Menge Sen,, aller Exportformeln,
e Ausgabebereich die Menge {True,False},
e und deren Orakel jeweils eine Teilmenge von PSen,, ist.
Die Semantik einer solchen Maschine T ist eine Funktion
ol P(PSeny,) — (Sen,, ~ {True,False})

definiert durch

= True falls T' mit Fingabe w und Orakel X
mit dem Ausgabewert True terminiert
ol (X)(w){ = False falls 7" mit Fingabe w und Orakel X

mit dem Ausgabewert False terminiert
ist undefiniert falls 7" mit Eingabe w und Orakel X nicht terminiert

In Anlehnung an [Rog87] definieren wir das Diagramm der Berechnung von 7' mit Eingabe w
als einen (moglicherweise unendlichen) Baum, der alle Berechnungen von 7" mit Eingabe w
und beliebigem Orakel reprisentiert. Jeder Knoten n des Baumes ist mit einer Konfiguration
konf(n) der Maschine T" und einem Satz bed(n) € PSen,, markiert. Der Baum ist induktiv
definiert durch

1. Es gibt einen Knoten start mit bed(start) = True und konf(start) ist die Startkonfigu-
ration von T’ bei Eingabe w.
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2. Falls n ein Knoten ist, so dafl konf(n) keine Endkonfiguration ist und im nichsten Be-
rechnungsschritt das Orakel nicht befragt wird, dann gibt es auch einen Knoten n’ mit
bed(n') = bed(n), konf(n') ist die Nachfolgekonfiguration von konf(n), und eine Kante
von n zu n'.

3. Es sei n ein Knoten, so dafl 7" in Konfiguration konf(n) an das Orakel die Frage = stellt.
Dann gibt es zwei Knoten n’ und »n” mit bed(n’) = bed(n) A x, bed(n") = bed(n) A -z,
konf(n') (bzw. konf(n")) ist die Nachfolgekonfiguration von konf(n) bei positiver (bzw.
negativer) Antwort des Orakels, und Kanten von n zu n’ und n”.

Wir kénnen jetzt den Satz {iber den Zusammenhang von relativer Entscheidbarkeit von Th,,
und der Berechenbarkeit von spabs formulieren:

Satz 5 FEs seim ein Modul mit Signatur (Xp,Xg) und W C Sen,,. S sei ein Domainoperator,
so dafy die Menge der in Sy, konsistenten Sitze kosemientscheidbar ist. Die beiden folgenden
Aussagen sind dquivalent:

1. Es gibt eine partielle berechenbare Funktion p: Sen,, ~ PSen,,, so dafs fir alle w € W:

o p(w) definiert ist und

o p(w) eine I, m-spab von w ist.
2. Es gibt eine Orakelmaschine T, so dafs fiir alle w € W und alle A € Sy, :

o OT(Th(A))(w) definiert ist und
o A[ml=w genau dann gilt, wenn ' (Th(A))(w) = True

Dabei kénnen wir aus einem Algorithmus zur Berechnung von p gemdfs (1) effektiv die Orakel-
maschine T gemdf (2) konstruieren, und umgekehrt.

Die Kosemientscheidbarkeit der in Sy, konsistenten Sétze ist auf jeden Fall gegeben, falls Sy,
durch eine endliche Menge von Axiomen im Sinne von Lemma 17 beschrieben wird. Das folgt
aus der Semientscheidbarkeit der Menge der in der Prédikatenlogik erster Stufe allgemeingiilti-
cestrekt

gen Formeln ([End72], [Rob65]). Insbesondere trifft sie auf die Domainopertaren 37/,

I usw. zu.

Beweis:

(1) — (2): Die Orakelmaschine 7" berechnet zur Eingabe w zunichst p(w) und befragt dann
ihr Orakel iiber den so erhaltenen Satz. Die algorithmische Beschreibung von 7" kann man
also insbesondere effektiv aus der Beschreibung des Algorithmusses zur Berechnung von p
konstruieren.

(2) — (1): Wir betrachten den Teilgraphen & des Diagramms der Berechnung von 7" mit Ein-
gabe w, der von der Menge aller Knoten n, fiir die bed(n) konsistent in Sy, ist, erzeugt wird.
G ist dann ebenfalls ein Baum, da stets w A v inkonsistent in Sy, ist, falls w inkonsistent in
Sy, ist. Wir zeigen zunédchst, dafl & ein endlicher Baum ist.
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Wir nehmen an, G wire ein unendlicher Baum. Nach Konigs Unendlichkeits Lemma (Kénigs
Infinity Lemma, [Mal79]) gibt es dann einen unendlichen Pfad p in . Auf Grund der Kon-
struktion des Diagramms gibt es fiir jede endliche Menge {nq,...,n;} von Knoten in p (man
beachte, daf p ein Pfad ist) ein j € {1,...,7} mit |= bed(n;) D bed(n;) fiir alle [ € {1,...,4}.
Also ist, da jedes bed(n;) konsistent in Sy, ist, auch jede endliche Teilmenge von

R :={bed(n) | n € p}

konsistent in Sy,. Auf Grund der Kompaktheit von Sy, gibt es dann auch ein A € Sy, mit
A |= R. Dann ist aber, da p unendlich ist, im Widerspruch zur Annahme T (Th(A))(w) nicht
definiert.

Es sei g nun die Tiefe des endlichen Baumes GG. Wir kénnen eine &, m-spab nun folgendermaflen
finden: Wir konstruieren zundchst bis zur Tiefe g das Diagramm der Berechnung von 7" mit Ein-
gabe w. N7T sei die Menge aller Blitter dieses Baumes, fiir die konf(n) eine Endkonfiguration
mit Ausgabewert False ist. Dann ist der Satz

/\ konf(n)

neNt

eine &, m-spab von w, denn nach Definition von &' kénnen keine Knoten, die mit einem Orakel
der Form Th(A) erreichbar sind, im Diagramm tiefer als g liegen.

Das Problem hierbei ist aber, dal wir zu gegebenem Fingabesatz w den Wert g berechnen
miissen. Hierbei nutzen wir nun die Kosemientscheidbarkeit der in Sy, konsistenten Formeln
aus. Der Algorithmus fiir p arbeitet dann folgendermaflen:

Starte die Konstruktion des Diagramms zur Berechnung von 7" mit Fingabe w. Die Entwick-
lung des Baumes verlduft dabei jeweils an allen Blittern in Parallele (“breadth-first-search”).
An jedem neu konstruiertem Knoten n des Diagramms wird eine Turingmaschine zum Beweis
der Inkonsistenz von bed(n) gestartet. Alle diese Turingmaschinen arbeiten parallel zur Kon-
struktion des Baumes. Falls an einem Knoten die Inkonsistenz erkannt wurde, wird der gesamte
Unterbaum dieses Knotens gel6éscht, so dafl an diesem Unterbaum auch keine Berechnungen
mehr durchgefiihrt werden.

Fiir alle Knoten in Tiefe g+ 1 ist bed(n) inkonsistent in Jy,. Da es nur endlich viele Knoten in
Tiefe g + 1 gibt und da die Inkonsistenz in &, m semientscheidbar ist, terminieren irgendwann
samtliche Turingmaschinen zum Nachweis der Inkonsistenz der Formeln bed(n) in Tiefe g + 1.
Zu diesem Zeitpunkt haben wir ein “Anfangsstiick” des Diagramms konstruiert, das von G
subsumiert wird. Aus diesem kénnen wir nun die &, m-spab wie gehabt extrahieren. O

6.2 Ein Berechnungsverfahren fiir einen Spezialfall

Wir geben nun fiir eine spezielle Klasse von Modulen einen Algorithmus zur Berechnung von
spabs an. Damit unser Verfahren auf ein Modul anwendbar ist, miissen die Funktionsdefini-
tionen der Module bestimmte “angenehme” Figenschaften haben. Die Abbildungen 15 und 16
enthalten Beispiele von Modulen, die diese Bedingungen erfiillen. Bei den beiden folgenden
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PAR SORTS elem
OPNS +:elem,elem — elem
BODY SORTS list
CONS atom:elem — list
cons: elem, list — list
FCTS sum?2:list — elem
PROG sum2(l) < if isuom?(l) then select!,. . (l)
else selectl . (I)+ sum2(select? (1))
Abbildung 15: Das Modul lest2.
PAR SORTS elem
OPNS a: — elem
b: — elem
+:elem, elem — elem
BODY SORTS list

CONS nila: — list
nilb: — list
cons: elem, list — list
FCTS sum3:list — elem
PROG sum3(l) < if is,;;,7(l) then a
else if is,;?(/) then b

else select! . (I)+ sum3(select?

Abbildung 16: Das Modul l¢st3.

Definitionen beachte man, daf sie sich nur auf einstellige Funktionen beziehen, deren Argu-
mentsorte eine neue Sorte und deren rgebnissorte eine Parametersorte ist. Die erste dieser
Eigenschaften driickt aus, dafl eine Funktion in einem gewissen Sinne primitiv rekursiv ist.

Definition 29 Sei m ein Modul mit Signatur (Xp,YXg) und f:s1 — sy € NF,,, wobei s; €

NS, und s3 € PS,,.

[ heifst symbolisch partiell auswertbar, falls fir alle k: o4, ..

x; € Xgi

ein Term t;f“"’x") € T(PF,, U{f},{z1,...,2,}) existiert mit

1. [mEVYay 101, .m0 fk(21,...,2,)) = t;fl""’“) und

2. falls f(t') 4 t;f“"’“), dann ist t' € {x1,...,2,}
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und falls auferdem [ml= f(Ls,) = Ls,.

Die Bedingung (2) bedeutet, daf die einzigen Vorkommen von f in t;fl""’“) von der Form
f(2) sind, wobei z = z; fiir ein geeignetes i. Die Funktionen aus den Abbildungen 15 und 16
sind symbolisch partiell auswertbar, so ist z. B. in Abbildung 15:

lom = @
o = x ot sum(y)

Die Funktion F aus Abbildung 11, Seite 62 hingegen ist nicht partiell symbolisch auswertbar.

Die zweite Figenschaft hingt aufler von dem Modul auch noch von dem betrachteten Domain-
operator ab.

Definition 30 Sei m ein Modul mit Signatur (¥p,Xg), S ein Domainoperator und f:s; —
s9 € NF,,, wobei sy € NS, und s3 € PS,,.

Fine Menge C' C Kt,,(s1) heifit vollstandig fir f in S, falls C" endlich ist und fir alle A € Sy,
und a € sgm]](A) \ {J_Elm]](A)} ein t € C' und eine Belegung o € ?}714 existiert, so dafs

[mI(A)S())(a) = [T I ()

Im Beispiel des Moduls /ist2 aus Abbildung 15 ist {atom(z)} vollstéindig fiir sum?2 in 37/, denn
fiir jede Parameteralgebra A und a € list® mit a # J.f}st gilt fiir eine beliebige Belegung a mit

a(z) = squ[[lmz]](A)(a):

[list2](A)(sum2(atom(z)))(a) = sum2 [rist2]4) (atom[[liStz]](A) (sum?2 [rist2]4) (a)))

_ Squ[[ustz]](A)(a)

Fiir die Funktion sum3 aus Abbildung 16 gibt es hingegen keine in 34 vollstindige Menge, wie
wir nun zeigen werden:

Y p bezeichne die Parametersignatur von /ist3. Wir nehmen an, es gibe eine in S/ vollstindige
Menge C fiir f. m sei die maximale Anzahl von Vorkommen von cons in einem Term aus C.
Wir definieren

r:= cons(a,cons(a,...,cons(a,atom(a))...))

m+1 mal cons

Betrachte nun die Algebra A = 7(Xp,0)/0. Es ist dann

sum3[[”5t3]](’4)(7‘) =a+(a+...+(a+a)...) (2)

m+1 mal +

aber fiir alle ¢ € C' und «a € ?} 4 ist wegen der Maximalitdt von m

[tist3](A)(sum3(t))(a) = ug + (ug 4 ...+ (wp +¢)...) (3)

<m mal +
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fiir geeignete Terme u; und ¢ € {a,b}, und die Terme (2) und (3) kénnen in 7(Xp,0)/0
niemals gleich sein. Um eine vollstindige Menge fiir sum3 zu bekommen, miissen wir uns
auf Parameteralgebren beschranken, in denen Terme wie (2) und (3) unter Umstdnden zu
identischen Werten ausgewertet werden kénnen.

Sei beispielsweise
e:=(Va,y celem.z+(y+a)= (z4+y)+a)A(Ve,y,z € elem .2+ (y+(2+b)) = (2+y)+(2+b))
und der Domainoperator & definiert durch

~ ) {AcAlgy |AFe} falls¥p C X
SE = Algy,, anderenfalls

Eine vollstindige Menge fiir sum3 in S’ ist nun beispielsweise
{nila, cons(z,nila),nilb, cons(x,nilb),cons(x, cons(y,nilb))}

Satz 6 Sei S ein Domainoperator, m ein Modul mit Signatur (Yp,Xg) und NF,, = {f : 51 —
s9} mit sy € NS und sy € PS. Falls

o [ symbolisch partiell auswertbar ist und
e cs eine vollstindige Menge fiir f in S ¢ibt,

dann gibt es eine totale berechenbare Funktion ¢: Sen,, — PSen,,, so daff fir alle w ¢p(w) eine
S, m-spab von w ist.

Beweis: Nach Lemma 26 konnen wir uns auf Satze w ohne Vorkommen von Funktionszeichen
aus der Menge

{isk?,selecti | k € K} U {ifthenelse,, =] s € NS,,}
beschrianken, das heifit alle in w vorkommenden Funktionszeichen sind
e entweder aus PF,,
e oder f
e oder Konstruktoren
e oder L, fiir ein s € NS,,.

Wir werden nun, um die weiteren Berechnungen zu vereinfachen, einige weitere Transformatio-
nen der Formeln vornehmen. Zunéichst spalten wir die Terme soweit auf, dafl unsere Formeln
nur noch Terme enthalten, die in einer der beiden folgenden Klassen liegen:

P o= |J TUAS., PE,U{f}).X)s
sEPSm,

K = |J T(AS,, Ky U{Ls|s€NS}),X),
sENSH
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6.2 Ein Berechnungsverfahren

Regelsystem K-P:
(K) w(k(t)) L— Fz:s.wlk(z))he =t
falls top(t) € PF,, U{f} und 2 ¢ Var(w)
(P) w(f(h(tr, o t))) i w (1)) et )
falls k € K,
(BF) w(f(J_Sl)) = w(J—52)

Abbildung 17: Das Regelsystem K-P zur Separierung der Terme in K- und P-Terme.

Der Grund fiir diese Partitionierung ist, dafl diese beiden Arten von Termen nun unterschiedlich
behandelt werden miissen: Die Terme aus K “gehéren” zu den in m neu definierten Sorten und
miissen daher eliminiert werden. Die Terme aus P hingegen sind schon fast Terme iiber der
Parametersignatur, es stéren nur noch die Vorkommen von f, deren Argument dann allerdings
eine Variable sein muf. Unser Ziel wird es nun sein, die Formeln so zu transformieren, daf} wir
diese Vorkommen von f aus den P-Termen eliminieren kénnen. Um die Terme wie oben
beschrieben zu separieren, benutzen wir das Regelsystem aus Abbildung 17. Fiir jeden Satz
w € Sen,, mit w — g v gilt bereits auf Grund der Semantik der Pradikatenlogik [m= w 3T v.
Fir w —ppr v folgt [ml= w 3C v mit dem Substitutionssatz aus der Definition der partiellen
symbolischen Auswertbarkeit.

Da die Argumentsorten einer Parameterfunktion Parametersorten sind, kann ein Term ¢ mit
top(t) € K,, nicht als Argument einer Parameterfunktion auftauchen. Aus diesem Grunde
enthalten alle — g _p-Normalformen nur Terme aus K und P. Wegen der Sorten der K- und
P-Terme konnen dariiber hinaus keine Atome t; = ¢ mit ¢y € K und ¢9 € P auftauchen.
Also enthalten alle — g _p-Normalformen nur Atome t; = t,, fiir die entweder #1,t3 € K
oder ty,1, € P ist. Man beachte allerdings, dafl ein Atom ¢; = ¢ auch im Kontext eines
Negationszeichens , d. h. als “Ungleichung” —=(¢; = t3) in einer Formel auftreten kann.

Die Terminierung von —y_p ist mit Hilfe einer geeigneten Multimengenordnung leicht einzu-
sehen.

Beispiel: In diesem wie auch in den folgenden Beispielen beziehen wir uns auf das Modul
list2 aus Abbildung 15, Seite 80.

Va € list. 3y € elem.cons(y + sum2(z),x) # x V sum2(cons(sum2(z),z)) =y (4)
—p Va € list.3y € elem.cons(y + sum2(z),x) # x V sum2(z) + sum2(z) =y

—x Va €list.3y € elem. (Y : elem.cons(y',z) # x Ny =y + sum2(z)) (5)
Vsum?2(z)+ sum2(x) =y

Im ndchsten Schritt sorgen wir dafiir, daf kein in w vorkommender Term von neuer Sorte zu L
ausgewertet werden kann. Das in Abbildung 18 angegebene Regelsystem ist offensichtlich ter-
minierend und korrekt. Man beachte, daff wir den Allquantor V¥ nur als syntaktische Abkiirzung
fiir ~3— definiert haben, eine Regel wie (BQ) kann also ebenso gut auf einen Allquantor ange-
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6 BERECHNUNG VON SPABS

Regelsystem BQ:
(BQ) Jz:s.w d— (Jze€s.w)Vw,s

Abbildung 18: Das Regelsystem B zur Eleminierung von Quantoren Jx : s

wandt werden. Das in Abbildung 19 angegebene Regelsystem BF ist ebenfalls terminierend,
korrekt aber nur fiir positive Belegungen. Wir wenden daher —pg nur auf — pgg)-Normalformen
von Sétzen an und definieren:

—prim-= (_>!K—P °© _>!BQ)O —BE
Beispiel: (Fortsetzung)

(5) —pBg VY €listdy € elem.(3y' € elem.cons(y’,x) # a2 ANy = y+ sum2(z))
V(cons(Leem, @) # & N Lejem = y + sum2(x))
Vsum2(z) 4+ sum2(z) =y

—pr1 Va €list.3y € elem.(Fy' € elem.cons(y',x) # x ANy =y + sum2(x))
V(Letem # T A Letern = y + sum2(z))
Vsum2(z) 4+ sum2(z) =y

—prs Va € list.3y € elem.(Fy' € elem.cons(y',x) # 2 ANy =y + sum2(z)) (6)
V(-False A Lejem, = y + sum2(z))
Vsum2(z) 4+ sum2(z) =y

Die Teilformel —False A w ist natiirlich dquivalent zu w. Da wir aber nur an der prinzipiellen
Berechenbarkeit interessiert sind, haben wir keine Regeln zur aussagenlogischen Vereinfachung
der Formeln in das Regelsystem aufgenommen. Es gilt also insgesamt:

Die —,,im-Normalformen von Sitzen enthalten also sogar nur Gleichungen zwischen P-Termen
oder zwischen K-Termen, die kein Vorkommen von L enthalten. Da alle Variablen mit 3. € -,
bzw. V- € - quantifziert sind, brauchen wir dariiber hinaus im folgenden die Korrektheit der
Regeln nur noch fiir positive Belegungen zu betrachten.

Wir werden nun ein Verfahren angeben, um einen Satz w € Sen,, in einen dquivalenten Satz
in PSen,, zu iberfiihren. Dabei gehen wir schrittweise vor und eliminieren von innen nach
auflen die Quantoren von neuer Sorte. Die Quantoren von importierter Sorte werden in den zu
konstruierenden P Sen,,-Satz eingehen.

In Anlehnung an die Fragmente der Pradikatenlogik erster Stufe partitionieren wir nun die
Menge Wff(Xg, X) in m-Fragmente. Im Gegensatz zur Priadikatenlogik erster Stufe interes-
sieren wir uns jetzt aber nur fiir die Quantoren von neuer Sorte. Eine Formel w € Wff(Xg, X)
ist in m- Prenexnormalform, falls w von der Form

Q1r1 € 81...Q,2, €8,.D
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6.2 Ein Berechnungsverfahren

Regelsystem BE:
(BE1) w(k(ti,...,L,....,t,)) U1— w(l)

falls k € K,
(BE2) 1= l— True
(BE3) =1 — False

falls t € K und L kommt nicht in ¢ vor

Abbildung 19: Das Regesystem BE zur Eliminierung undefinierter Triger

ist, wobei @; € {3,V} und p € Wff(X g, X) keine Quantoren iiber neuer Sorte enthélt. Die
Anzahl der m-Quantoralternierungen in w ist die Anzahl der ¢, 1 < ¢ < n mit @; # Q;41. Falls
q diese Anzahl ist und n > 1, dann ist

[ SEaVI(SE, X)) falls Q) =3
7 Wff(Sp, X) falls Q =V

SOWSf(XE, X) = HgWff(XE, X) bezeichnet die Menge der Formeln, fiir die n = 0.

Beispiel: (Fortsetzung) Die Formel (6) auf Seite 84 hat eine m-Quantoralternierung und ist
also ein Element von IITWff(Xg, X).

Wie in der Pradikatenlogik kann man jede Formel w € Wff(Xg, X) in eine (sogar im Sinne
der Pradikatenlogik) dquivalente m-Prenexnormalform transformieren. Hierzu geniigt es bei-
spielsweise, die Prenexnormalform (im Sinne der Pradikatenlogik) zu berechnen.

Lemma 36 Sei S ein Domainoperator, m ein Modul mit Signatur (Xp,Xg) und NF,, = {f:
$1 — S} mit sy € NS und sy € PS. Falls

o [ symbolisch partiell auswertbar ist und
o es eine vollstindige Menge C' fiir f in S gibt,
dann gibt es eine totale berechenbare Funktion
O YW (Zp, X0 Lprim— ZUWIA(EE, XN Lprim

so dafp Var(¢(w)) C Var(w) und fir alle A € Sz, und a € 1% 4 ist A(w)(a) = A(¢(w))(a).

Lemma 37 Sei $ ein Domainoperator, m ein Modul mit Signatur (Xp,YXg) und NF,, = {f:
$1 — S} mit sy € NS und sy € PS. Falls

o [ symbolisch partiell auswertbar ist und

e cs eine vollstindige Menge C' fir f in S ¢ibt,
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6 BERECHNUNG VON SPABS

Regelsystem DNF:
(DNF1)

(DN F?2) (wVv) L— —“wA-w

(DN F3) mw = w

( )

( )

“(wAv) L— —wV-w

DNF4) (wi Awg)Vws U— (wyVws)A(wyV ws)
DNF5) Va.(ug Awy) d— (Vz.wy)A (V. ws)

Abbildung 20: Das Regelsystem DNF

dann gibt es eine totale berechenbare Funktion
O (IIPWI(Eg, X)UHTWSIf(XE, X)) N Seny N | prim— PSeny,

so daf$ Sx,, [mE= Pp(w) IC w.

Bevor wir diese beiden Lemmata beweisen, zeigen wir zuerst, wie Satz 6 aus den Lemmata 36
und 37 folgt. Zu einem Satz w berechnen wir zunédchst eine —,,;,,-Normalform w*. Ansch-
liefend transformieren wir w* in eine m-Prenexnormalform w’, w’ ist dann ebenfalls in — ;-
Normalform. Wir zeigen per Induktion nach der Anzahl der m-Quantoralternierungen von w’,
daBl wir w’ effektiv in einen m-iquivalenten Satz aus PSen,, transformieren konnen.

Falls w’ € MPWff(Xg, X) U IFWSff(Xg, X), dann berechne t(w) gemif Lemma 37. Falls
w' € XPWff(XE, X), dann sei zunichst w” € P Wff(Xg, X) eine m-Prenexnormalform von
—w'. ~p(w”) leistet dann das Gewiinschte.

Es habe nun w’ n > 1 m-Quantoralternierungen. Dann gibt es fiir w’ die beiden folgenden
Moéglichkeiten:

/

w = Qiz1€2...Qnz €2y €0y Twy, €0y €0 Ny €0 p

v

w = Qiz1 €21...Qnz €2, V11 €0y .. Ny, €0,y €04 .., Typ €0y p

v

Im ersten Fall ersetzen wir in w’ die Teilformel v durch ¢(v) gemif Lemma 36 und erhalten so
eine m-aquivalente Formel mit » L 1 m-Quantoralternierungen, auf die wir dann die Indukti-
onsannahme anwenden kénnen. Im zweiten Fall gehen wir, wie beim Induktionsanfang, analog
fiir die m-Prenexnormalform der Negation von w’ vor. a

Es bleiben noch die Lemmata 36 und 37 zu beweisen. Wir zeigen hier nur Lemma 36, der
Beweis von Lemma 37 verlduft analog hierzu.

Beweis: [von Lemma 36] Im folgenden werden wir aus Griinden der Ubersichtlichkeit die
Sortenspezifikationen der Quantoren nicht mehr schreiben. Da wir von —,;,,-Normalformen
ausgehen, sind alle Quantoren von der Form Qaz € s (und nicht Qz : s), so dafl der Zu-
sammenhang jeweils klar ist. AuBerdem betrachten wir nun Aquivalenzklassen von Formeln
beziiglich <3 5.
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6.2 Ein Berechnungsverfahren

Wie kénnen wir nun die in Abschnitt 4.4 Ersetzungssysteme auf Aquivalenzklassen von Formeln
anwenden? Hierzu definieren wir nun zu einer Regel R eine Relation ~g, bei der wir zunichst
einen Ubergang zu einer bezgl. —Jyp aqivalenten Formel erlauben und anschlieend einen
— pr-Schritt durchfiithren:

wSRpv & esgibt ein w’ mit w = © —g o

In der Terminologie von [DJ90] ist dies die Relation — g/ . Da wir sowieso bei Anwendung
de Regeln einen Ubergang zu einer kongruenten Formel erlauben, brauchen wir die Formelsche-
mata in den Regeln auch nur noch bis auf Kongruenz anzugeben. Wir kénnen also die gleichen
Konventionen, die wir bisher bei der Semantik der Formeln benutzt haben, auch hier einsetzen.

Wir gehen jetzt so vor, daff wir ein neues Ersetzungssystem durch Angabe einiger Frsetzungs-
regeln definieren, wobei wir aber manchmal nach einem Ersetzungsschritt eine Normalisierung
bzgl. des bisher definierten Ersetzungssystems verlangen. Auf diese Weise wird die Menge der
Normalformen der einzelnen Ersetzungssysteme immer weiter eingegrenzt. In der letzten Stufe
sind die Normalformen dann genau die gewiinschten Formeln.

Da wir von —,,;,-Normalformen ausgehen, brauchen wir von den Regeln nur Korrektheit
beziiglich positiver Belegungen (statt allgemeiner Korrektheit) zu fordern.

1.) Disjunktive Normalformen Betrachte die Relation = pyp gemiB Abbildung 20.
Z pNF ist bekanntlich korrekt (micht nur bzgl. positiver Belegungen) und noethersch. Die
Anwendung von = pyp zerstort nicht die lpnm—NormalfOI’men. Die = pnp-Normalformen
von NPWff(Xg, X )-Formeln in = ,,;,-Normalform sind von der Form

AZ(VH LAV o Vg )N AV e VoV g, )
wobei die [; von einer der folgenden Formen sind:

o 11 =ty fiir Terme tq, 5,
o —(t; = t3) fiir Terme t1,1; oder

o (121 -Qp.x,.P, wobei alle z; von importierter Sorte sind und P keine Quantoren von
neuer Sorte enthilt.

Die &= pnp-Normalformen von Formeln aus SPWSf(XE, X) in —,,im-Normalform nennen wir
auch disjunktive Normalformen.

Beispiel:

Juxq, 29 € elem Ny, yo € list. (7)
atom(z1) # atom(zz)
V(cons(xz1,y1) = cons(xz,yz) A atom(z1) = cons(x1,y1))

ZopNFa Jx1, 29 € elem Ny, ys € list.
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6 BERECHNUNG VON SPABS

Regelsystem analyze:
(Tr) r=2x2 U— True
(Oc) =1 L— False
falls t € K\ X und 2 € Var(t)
(De) E(ti,... ty) = k(ug, ..., t,) d— (h=w)A...A(t, = uy)
falls k € K,
(Cl)y  ki(ty,....t,) = ko(ug,...,uy) L— False
falls k1, ko € K,y by # ko
(P) W [ty 10)) b w (1)) e )
falls k € K,

Abbildung 21: Das Regelsystem analyze

(atom(x1) # atom(zy) V cons(z1,y1) = cons(xz2,y2))

» A atom(x1) # atom(x2) V atom(x1) = cons(z1,71))

—pNFs 31,22 € elem. (8)
(Vy1,y2 € list.atom(zq) # atom(xg) V cons(z1,y1) = cons(za,y2))
ANVy1, Y2 € list.atom(zy) # atom(z2) V atom(z1) = cons(z1,y1))

Es gilt also (7) :>!1)NF (8)

2.) Vereinfachte Normalformen Nun werden wir, mit dem Wissen um die Semantik der
Konstruktoren und der partiellen symbolischen Auswertbarkeit von f, die disjunktiven Nor-
malformen weiter zerlegen. Dazu benutzen wir die Regeln aus Abbildung 21. Die Anwendung
dieser Regeln beriihrt nicht die = ,,;,,-Normalisierung der Formeln, bei Anwendung der Regel
(De) kann aber unter Umstanden die disjunktive Normalform der Formel zerstort werden. Aus
diesem Grunde fithren wir, um die Betrachtungen auch weiterhin auf disjunktive Normalformen
beschrianken zu kénnen, nach jedem :>amlyze—Ersetzungsschritt eine = pyp-Normalisierung
durch. Wir betrachten also die Relation

1
lsimplify = lanalyze o :>DNF
Die lsimplify—Normalformen von disjunktiven Normalformen nennen wir auch vereinfachte
Normalformen. lamlyze ist offenbar korrekt fiir positive Belegungen. Man beachte dafi die
Regeln (C'1) und (De) bei Betrachtung aller Belegungen nicht korrekt wéren. Die Terminierung
von lsimplify ist leicht zu zeigen. Eine vereinfachte Normalform einer X5"Wff(X g, X )-Formel
hat nun die Gestalt

3Z(VH LAV oo Vg )N A (Ve e VeV L)

wobei die [; von einer der folgenden Formen sind:
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6.2 Ein Berechnungsverfahren

o z ={ fiir einen Term ¢ € K und eine Variable z € Var(t) oder
o —(z =1) fiir einen Term ¢ € K und eine Variable z & Var(t) oder
o cine Gleichung oder Ungleichung zwischen zwei Termen aus P oder

o (121 -Qpa,.P, wobei alle ; von importierter Sorte sind und P keine Quantoren von
neuer Sorte enthilt. Alle Vorkommen von f in v sind von der Form f(z) fiir eine Variable
z von neuer Sorte.

Beispiel: (Fortsetzung)

(8) Zpe dzy, 29 € elem. (9)
(Yy1,y2 € list.xy # a2 V cons(z1,y1) = cons(xz,y2))
ANVy1, Y2 € list.atom(z1) # atom(zy) V atom(z1) = cons(x1,41))
Zope 3z, 29 € elem.
(Yy1,y2 € list.xy # a2 V cons(z1,y1) = cons(xz,y2))
ANNy1,y2 € list.xy # 29 V atom(x1) = cons(z1,y1))
o Jxq, x4 € elem.
(Yy1,y2 € list.xy # a2 V cons(z1,y1) = cons(xz,y2))
ANVy1,y2 € list.xy # x4 V False
Zope 3z, 29 € elem.
(Yy1,y2 € list.xy £ a2V (21 =22 Ap = y2))
ANVy1,y2 € list.xy # x4 V False

~!
—pNF JT1, 22 € elem.

(Yy1,y2 € list.xy # 22 V @1 = x2)

ANNVy1,y2 € list.xy £ 22V 1 = y2)

ANVy1,y2 € list.xq # x5 V False) (10)
Also gilt (9) =07, (10)
3.) Separierte Normalformen Die ersten beiden Formen der /; in obiger Aufstellung sind
also schon recht weit zerlegt. Allerdings konnen die Formeln P noch Terme aus K enthalten.
Diesen Fall wollen wir in diesem Schritt ausschlieen, so dafi eine Formel P in der obigen
Situation also nur Terme aus P enthalten kann. Dazu benutzen wir das Regelsystem P} aus

Abbildung 22.

Die Korrektheit der Regeln PQA und PQ L beziiglich positiver Belegungen folgt unmittelbar
aus Lemma 11. Zur Korrektheit der Regel PQD beachte man, dafi die Formeln P A (R V w)
und (w A P)V (mw A (P A R)) bereits im Sinne der Aussagenlogik dquivalent sind. Man zeigt
nun mit Hilfe der elementaren Figenschaften der Pradikatenlogik, daf fiir alle Formeln A, B
und w mit & ¢ Var(w) die folgenden beiden Formeln allgemeingiiltig sind:
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6 BERECHNUNG VON SPABS

Regelsystem PQ:

(PQA) Viy PVQT.R o AVF\{y} U {yr,.ud By v QF Ry ()
k€K m, s
falls e 1w ist von neuer Sorte und

o alle v € ¥ sind von Parametersorte und
o (FUPHN{yr,...,yn} =0 und
o R enthilt eine Gleichung y = ¢ mit
Var(t)ny # 0
(PQE) 3T.(TAVF.(PVQF.R) L— \/ 37,.7.2=k(2) AT Ay (PFEO v @7.RED))
k€EKm s
falls e zist von neuer Sorte und
o alle v € ¥ sind von Parametersorte und
e (FUFUZ)NZ=0und
o R enthilt eine Gleichung y = ¢ mit
Var(t)ny # 0
(PQD) QE(PAN(RVw)) L= (wAQZP)V(~wAQZ(PAR))
falls o #nNVar(w)=0und

o alle 2 € ¥ sind von Parametersorte

Abbildung 22: Das Regelsystem P zur Eliminierung von K-Termen

o Jz.((wAA)V(~wAB)) X (wAIz.A)V (-wAIJz.B)

o Vz.((wAA)V(-~wAB)) X (wAVz.A)V (-wAVz.B)

Wir definieren nun '

~separate:— 7 PQA,PQE . PQD © _>.simplify

Insbesondere wird somit nach jeder Anwendung von PQA oder PQF eine der Regeln De
oder ('l angewandt, was dazu fiihrt, dafl ein Vorkommen einer Variablen v in einem K-Term
entweder verschwindet (bei Anwendung von C'1) oder “nach oben rutscht” (bei Anwendung von
De). Die Terminierung ist daher leicht einzusehen.

Als separierte P-Formeln bezeichnen wir nun die Formeln,
¢ die keine Quantoren iiber neuer Sorte enthalten und
o die nur Terme aus P enthalten und

o fiir die alle Vorkommen von fin P von der Form f(z) sind fiir eine Variable z von neuer
Sorte.
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6.2 Ein Berechnungsverfahren

Die lsepamte—Normalformen von lsimplify—Normalformen nennen wir auch separierte Normal-
formen. Eine separierte Normalform einer Y3Wff(Xg, X )-Formel ist nun einer Disjunktion
von Formeln der Gestalt

AZ(VH (LhaV .o Vg, VPN LAY (g1 VooV s, V Pr))
wobei die P; separierte P-Formeln sind und die /; von einer der folgenden Formen sind:

o z ={ fiir einen Term ¢ € K und eine Variable z € Var(t) oder

o —(z =1) fiir einen Term ¢ € K und eine Variable z & Var(t)
Beispiel:

Vy1,y2 € list.yn = y2 V 32 € elem.y; # cons(z,y3) (11)
Zpoa (Vo' € elem, ys € list.atom(z') = ya V 3z € elem.atom(a’) # cons(z,y2))

AVa' € elem,y', ys € list.cons(z',y') = y2)
V(3z € elem.cons(z’,y") # cons(z,y3))

!

~ .

= simplify (V2" € elem,yy € list.atom(z') = yy V Iz € elem.—False)
AVa' € elem,y', ys € list.cons(z',y') = y2)

V(3z € elem.a’ # 2V y' # y2)

!

~

—ppg (V&' € elem,y, € list.atom(z') = y, V Iz € elem.~False)

AV’ € elem,y, ys € list.cons(z’,y") = y2)
V(y' # y2 A Iz € elem.True)
V(y =y Az € elem.a’ # z)

Spnr o (Vo' € elem,ys € list.atom(a") = y2 V 32 € elem.~False) (12)

ANV’ € elem,y,ys € list.cons(z',y' ) = Vy Zya VY = y2)
A( (2", y )=y VY #y2 vV Iz € elem.a’ £ 2)
AVa' € elem,y, ys € list.cons(a’,y') = y2 V (32 € elem.True) V y' = y2)

( (=", 9)

!
x
Va' € elem,y',yy € list.cons(x

AVa'" € elem,y, ys € list.cons(z’,y') = y2 V (32 € elem.True) V 3z € elem.a’ # 2)

Also ist (11) ~! (12).

seperate

4.) Positive Normalformen Die in 7; enthaltenen Variablen von neuer Sorte nennen wir
auch die Parameter von [; ;. Im nichsten Schritt werden wir die Ungleichungen —(z = t) mit
t € K, die einen Parameter enthalten, eliminieren. Dabei miissen wir darauf achten, ob ein
solches Vorkommen der Variablen z selbst ein Parameter ist oder nicht. Hierzu verwenden wir
die in Abbildung 23 angegebenen Regeln. Auch hier miissen wir darauf achten, dafi die in den
vorherigen Schritten erzielten Normalformen nicht zunichte gemacht werden, denn durch die
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6 BERECHNUNG VON SPABS

Regelsystem El Ex:
(EI) Wiy £V P) e Y\ {y). P
falls y € ¥ und t € K

(Ex) 3Z.(RAVF.(2#£tVP)) L— \/37,7.2=k(Z) A RED AV (k(Z) # tv PFO)
k€K m, s

falls e 2 ist von neuer Sorte und
o Var{(t)yNnyg# 0 und
o &y

Abbildung 23: Das Regelsystem Fl, Fx zur FEliminierung von Ungleichungen

Ersetzung einer Variablen durch einen Term wird im allgemeinen die separierte Normalform
zerstort. Aus diesem Grunde betrachten wir die Relation

~ ~ !

“positiv =  TELEx O “separate

Offenbar ist lposﬁw eine fiir positive Belegungen korrekte Berechnungsregel. Die Terminie-
rung von lpositi’u sieht man wie folgt: Fiir ein Literal [ sei ((/) der Multiset der Tiefen von
Vorkommen von Parametern in [. Fiir eine Formel

w=Yj. L V... VI, VP

gemaf unserer Darstellung der separierten Normalformen sei £(w) das Paar, bestehend aus der
Anzahl der Parameter (d. h. der Michtigkeit von §) und dem Multiset {(({;) |7 =1...n}. Es
sei < die lexikographische Kombination von < und <,,,;, < ist dann eine noethersche Ordnung
auf N x M(N). Eine separierte Normalform d schlieBlich bilden wir ab auf n(d), definiert als der
Multiset der £(w) fiir alle in d enthaltenen allquantifizierten Formeln w. Falls nun d; lpositiv dy
fiir eine zerlegte Normalform, dy, dann ist n(ds)=<pmun(dy).

Die lposim—NormalfOI’men von L9WSff(Xg, X )-Formeln nennen wir nun positive Normalfor-
men. Diese sind Disjunktionen von Formeln der folgenden Gestalt:

(Vi oV .o NV, VPOAN ANV g Vo NV s, V Pr))
wobei die P; separierte P-Formeln sind und die /; ; von der Form sind:

o z ={ fiir einen Term ¢ € K und eine Variable z € Var(t) oder

o z=toder z#t, wobeit € Kund z ¢ § und Var{t)ng=10
Beispiel:

Vyo € list.yy # cons(z,yz) V sum(yz) = (13)
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6.2 Ein Berechnungsverfahren

gy (3] € elem.y; = atom())
AVy, € list.atom(z1) # cons(z,yz) V sum(yz) = z)

V(3a € elem,yy € list.y; = cons(zl, y})
AVy, € list.cons(z],y}) # cons(x,yz2) V sum(yz) = )

!

~ .

(F2) € elem.yy = atom(z))
AVyq € list.—False V sum(yz) = )

—
seperate

V(3a € elem,yy € list.y; = cons(zl, y;)
AVyg € list.xl # aV y] # y2 V sum(yz) = @)
Zm (F2) € elem.yy = atom(z)) (14)
AVyq € list.—False V sum(yz) = )
V(3a € elem,yy € list.y; = cons(z),y})
Az # aVsum(yy) = )

~ !

Also ist (13) =, siive (14).

5.) Eliminierung der Parameter: Wir werden nun die Allquantoren iiber neuer Sorte
elimieren. Ausgehend von einer X5'Wff(Xg, X )-Formel in positiver Normalform erhalten wir
somit eine X7"Wff(X g, X )-Formel. Die Literale, die selbst keine Parameter enthalten, werden
uns dabei nicht weiter stéren. Um eine Terminierung unseres Regelsystems zu erreichen, miissen
wir die Moglichkeiten des Kontrollteiles erweitern. Zu diesem Zweck fiihren wir eine partielle
Ordnung C auf den Parametern ein, die wir zur Formulierung der Bedingungen in den Regeln
benutzen. Wir legen die am Anfang zu wihlende Ordnung nicht fest, sondern fordern nur,
daf alle in einem Literal vorkommenden Parameter in der Ordnung jeweils vergleichbar sind.
Zu Anfang konnen wir also beispielsweise eine beliebige totale Ordnung auf den Parametern
wéhlen.

Einige Regeln verdndern die Parameter, so dafl wir auch die Ordnung der Parameter entspre-
chend modifizieren miissen. Es bezeichnen

Cyovm = {(w1,22) | 21 Cag, 21 # y # 22}
{(zny) o1 Ey}
{(yi,$2) | Yy E $2}
C Ly} = {(wi,22) |21 S, £y # 22}
Man sieht zun&chst, dafl die folgende Figenschaft, die wir ja zu Anfang von unserer Ordnung

C gefordert haben, invariant ist unter Anwendung der Regeln Fxl, Fz2, Azl, Az2, Gr und
Co:

cC C

Alle in einer Gleichung vorkommenden Parameter sind beziiglich C vergleichbar

Die Korrektheit der Regeln Fzl, Fx2, Az1, Az2 und Gr beziiglich positiver Belegungen folgt
wiederum aus Lemma 11. Wir zeigen nun die Korrektheit von C'o beziiglich positiver Belegun-
gen. Hierzu betrachten wir eine Instanz von C'o und eine Algebra A € Sy, B := [m](A),
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Regelsystem Ex1,FEx2:

(Exl) 3Z.(RAVF.(z=tVP)) L— \/37.2.2=k(®) AR AVG. (k(Z) =tV PF)
k€K m, s

falls e zist von neuer Sorte s und
o Var(t)yNng#10
o &y

(Bx2) 37 (RAVF.(y=tVP)) L— \/ 37, 7.2=kZ)ARD AV (y =55 v PFO)
k€EKm s

falls e g ist von neuer Sorte und y € ¥ und
e zist von neuer Sorte und z € Var(t) und
e z¢ ¢ und

o esgibt ein r € C mit t<€ r
Regelsystem Ax1,Ax2:

(Azl) Vy,7;Cy=tVvP U— /\Vg}'U s Yn s B (Y, ) = LV P;(yl""’y")
FEK m, .

falls e g ist von neuer Sorte und
o t¢X
o esgibtein y € Var(t)Ngmit y Cy

o " T R NN B(y1 oetn
(A22) Yy, fiC .y =tV P L AVFU{yr,.... s 0¥y = themwm) y phlve.y
K€K m s

falls e yist von neuer Sorte und y € Var(t) und
e 3 ist von neuer Sorte und y' C y

e ¢ X und es gibt ein r € K mit t< r

Abbildung 24: Die Regelsysteme Fzl,Fz2 und Axz1,Az2

o € ?} g- Die Informationen iiber die partielle Ordnung der Parameter benétigen wir in diesem
Beweisschritt nicht.

2
Es sei
BialEYy,jy=tV...Vy=1t,VPVQ(f(y))
Man beachte, da} auf Grund der Bedingungen in C'o y nicht frei in P, nicht frei in den ¢; und
in ¢ nur als Argument von f vorkommt. Es sei s die Sorte von y. Dann gilt inshesondere fiir
alle t € Kt,,(s):
B,a|=V§War(t)t =t V... Vt=1t,VPVQf(1))

Da nach Voraussetzung die ¢; nicht mit ¢ unifizierbar sind, gilt somit fiir alle ¢ € Kt,,(s):

B,a =Yg Var(t).PV Q(f(1))
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6.2 Ein Berechnungsverfahren

Regelsystem Gr:

(Gr) Yy, GiC.y=tVP u— AVFU{yr,....9 i T k(yn, ... y,) = LV PFOwn)
k€EKm,s

falls e 1y ist von neuer Sorte s und

o 1€ Kty(s)

Abbildung 25: Die Regel Gr

Regelsystem Co:
(Co) Yy, i .y=0V...Vy=1,V PVQ(f(y))

L V7T L{y}. PV A\ War(t). Q(f(1))
teC
falls o y ¢ Var(P) und y ¢ Var(t;) fir alle ¢ und

e () ist eine separierte P-Formel und

o fiir alle ¢ ist ¢; mit keinem Term aus C' unifizierbar

Abbildung 26: Die Regel Co

Also gilt, da C' C Kt,,,(5):

B,a |=VG.PV A\ YWar(t).Q(f(1))
teC

Es sei

B,a |=VG.PV A\ YWar(t).Q(f(1))
teC

Da C vollstandig fir fin S ist und da y in Q(f(¢)) nicht frei vorkommt, gilt fiir alle 5 € 7 x p:

BB\ War(t).Q(f(1))) > (Vy€s.Q(f(y)

teC

Also gilt auch
B,a|=Vy.PVYy.Q(f(y))

und somit:
Ba Yy, jy=tV..Vy=1t,VPVQ(f(y))

Wir werden die Regeln Fzl, Fz2, Azl, Az2, Gr und C'o nun schrittweise zu einer noether-
schen Ersetzungsrelation kombinieren. Dabei betrachten wir stets positive Nomalformen. Diese
bestehen, wir wir oben gesehen haben, aus Klauseln der folgenden Gestalt:

VHT V..V, VP
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6 BERECHNUNG VON SPABS

wobei die [; von der Form y; = t; oder y; # t; sind mit ¢; € K und P eine separierte P-Formel
ist. Fiir eine gegebene Klausel w und einen Parameter y von w ist der Rang von y rg(y)
definiert als die Linge der lingsten Kette

YCyC..CYy =1y
Der Durchmesser von w dm(w) ist der hochste Rang eines Parameters von w. Man beachte,
daf sich durch Anwendung der Regeln der Rang der Klauseln nicht erhéht.
Beispiel: Die Klausel

YY1, y2, Y341 = cons(x,y2) V y2 = cons(x,y3) V y2 = cons(x, y) (15)

hat unter der Ordnung y; C y2 C ys den Durchmesser 3.
Wir zeigen nun zunéchst die Terminierung der Relation
!

TE1I'= T ErlEr2,Azl,Az2 O " positive

Dazu definieren wir fiir ¢ < dm(w) die folgenden Multimengen:

fehl(i) = {Ith(o) |y =t € wAt]|,=y,o# efiirein y mit rg(y)=:iA(yCy' Vy €9}
mateh(i) = {ueCly=tewnrgly)=iANt<unt g}
fehl(i) gibt also die Menge der Tiefen von “ungiinstigen Vorkommen” eines Parameters von
Rang ¢ an. Dabei ist ein Vorkommen eines Parameters y ungiinstig, falls es auf der rechten

Seite einer Gleichung steht, deren linke Seite ein gréfierer Parameter oder gar kein Parameter
ist.

Beispiel: (Fortsetzung) Fiir die Klausel (15) ist

fehl(2) = fehl
match(2) = match

Es sei nun die Ordnung <y auf M(N) x M(C) definiert als die lexikographische Kombina-
tion der Multimengenerweiterung von < und der Teilmengenrelation. Da M(C) nur endliche
Multimengen enthilt, ist <y eine noethersche Relation.

Fine Klausel w mit Durchmesser n bilden wir nun ab auf

O1(w) := ((fehl(1), match(1)),...,(fehl(n), match(n)))

Beispiel: (Fortsetzung) Fiir die Klausel 15 ist der Wert von ®4:

(({1},0),(0,0),(9.0))
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6.2 Ein Berechnungsverfahren

Da =<4 noethersch ist, ist nun auch die Relation <jlex™ noethersch. Die Regeln Fx1, Fz2, Azl
und Az2 ersetzen in einer positiven Normalform, unter Umstdnden nach Normalisierung bzgl.
lposime, eine Klausel durch (endlich viele) mehrere Klauseln. Wir werden nun zeigen, daf in
diesem Falle jede der Ergebnisklauseln bzgl. <ilexz™ kleiner ist als die Ausgangsklausel. Mit
Hilfe eines Multimengen-Arguments erhalten wir damit leicht die Terminierung der Relation

—p1. Diese Argumentation werden wir weiter unten noch prizisieren.

Bei Anwendung der Regeln Fal und F22 kénnen die fehl- sowie die match-Komponenten
nicht anwachsen. Dafiir nimmt aber im Falle von Fz1 zumindest eine fehl-Komponente und
im Falle von Ez2 zumindest eine match-Komponente ab, also verringert sich auch ®1(w).

Bei den Regeln Azl und Ax2 ist die Argumentation nicht so einfach. Wir miissen nun im Detail
untersuchen, was mit den einzelnen Gleichungen y; = t; passiert, wenn wir einen Parameter y
durch k(y1,...,yn,) ersetzen.

Im Falle von Axz1 verringert sich die fehl-Komponente auf der r¢(y’)-ten Position von ®4(w),
bei Ax2 verringert sich die match-Komponente auf der rg(y')-ten Position. Allerdings kénnen
sich die Komponenten auf der r¢(y)-ten Position erhéhen. Wir zeigen nun, daf§ nur Kompo-
nenten auf Positionen > rg(y) > rg(y’) anwachsen kénnen. Nach der Definition der lexikogra-
phischen Erweiterung einer Ordnung nimmt dann ®; beziigich <;7. ab.

Eine j-te Komponente kann sich nur verdndern, falls es in P eine Gleichung [ gibt und einen
Parameter y* mit r¢g(y*) = j und {y,y*} C Var(l).

Wir nehmen also an, dafi y,y* € Var<l> und rg(y*) < r¢(y), d. h., da alle Parameter in
einer Gleichung Verglelchbar sind, y* C y. Wir untersuchen, Welchen Einfluf§ die einzelnen
Gleichungen auf eine Anderung von ®; bei Anwendung von =g, haben kénnen. Die folgenden
Félle sind moglich:

e y* =1(y): Die fehl-Komponente von y* bleibt unveridndert, die match-Komponente kann
sich sogar verringern (da t “grésser wird”), aber auf keinen Fall vergrossern.

e y = {(y*): Die fehl-Komponente von y* verringert sich, die match-Komponente von
y* kann jedoch anwachsen, falls aus y = #(y*) nach Normalisierung bzgl. lpositive eine
Gleichung 3’ = y* entsteht.

e v =1(y,y*): Beide Komponenten von y* bleiben unverandert.

Beispiel: (Fortsetzung)

(15) Zap 0 2

positive
(Yy1, 23, y3.y1 = cons(x,atom(x})) vV False V False) (16)
y))Vay = Vay =) (17)
D)V Yy =ysVay =a) (18)
RV =aVy =y) (19)
BIVyr=ysVy=u) (20)

AYy1, T3, ¥, Y3.91 = cons(z, cons(z
ANYy1, 23,93, Y341 = cons(
AYy1, T3, ¥, Y3.91 = cons(z, cons(z
ANYy1, 3,93, Y391 (z,

cons\xr,cons\

)

(
z,cons(xz,y

(

(

1
2
1
2
1
2
1
2
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Fiir die Werte von ¢4 gilt:

®41((16)) = (((Dv@)v(@v@)v(@v@))

1((17)) = (((Dv@)v(@v@)v(@v@))

@, ((18)) ((0,0), (0, {atom(z)}), (0, {atom(z)}))

©:((19)) = ((0,{atom(z)}), (0, {atom(x)}),(0,0))

©1((20)) = ((0,{atom(x)}),(D,{atom(x),atom(x)}), (0, {atom(x)}))

(16) und (17) sind bereits in = g;-Normalform. Wir erhalten dann weiter:

(18) :>Al’2 o lpositive
(Yy1, 23, Ys, T5.y1 = cons(x, cons(xy,y3)) V ys = atom(x3) V 25 = ) (21)
A1, T3, Ysy Ta, Y y1 = cons(z, cons(xy,y3)) V ys = cons(xs, ys) V a3 = x) (22)

(19) :>Al’2 o lpositive
(Yy1, 23,23, y3.y1 = cons(z, cons(zy, atom(x3))) V

73

AVy1, 2, 22 y2 ys.yp = cons(z, cons(wQ,cons(
Val =2 Vy = cons(z3,y3))

y=aVy =atom(z3)) (23)

,93))) (24)

und es gilt dann

©1((21)) = 91((22)) = @1((23)) = ®41((24)) = ((0,0), (0,0)(0,0))

(21)-(24) sind in = gy-Normalform.

(20) Zapp 0 ~!

positive

(Vyl,x%,%,yg.yl = cons(z, cons(zl, atom(x3))) (25)

Vys = atom(z3) V y1 = atom(x3))

/\(Vyl,x%,xg,yg,yg.yl = cons(z, cons(zl, cons(z3,y3))) (26)

Vi = cons(w%,y%) Vi = 00715(90%73/%))

®1((25)) = ((0,0),(0,0)(0,0))
©1((26)) = ((0,0),({1},0)(0,0))

Wir verfolgen jetzt nicht mehr alle Klauseln, sondern rechnen jeweils nur noch mit einer weiter:

(26) a0 2

positive
(Vyl,x%,wg,yg,wé.yl = cons(w,cons(w%,cons(w%,y%))) (27)
VFalse V y; = cons(23,y3))
/\(Vyl,x%,xg,yg,xé,yé.yl = cons(w,cons(w%,cons(w%,y%))) (28)
Val = a3 Vg = cons(a3, y3))
/\(Vyl,x%,xg,yg,xé,yé.yl = cons(z, cons(zl, cons(z3,y3))) (29)

Vys = y3 V y1 = cons(23,y3))
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6.2 Ein Berechnungsverfahren

,0)(0,0))
,0)(0,0))
{atom()})(0, {atom(z)}))

Und zu guter Letzt:

(20) “app o0 2

positive

(Vy1. 23,25, 43, 23,251 = cons(x, cons(w}, cons(23, y3))) (30)
Vys = atom(z3) V y1 = cons(x3,y3))

NYY1: 23,23, Y3, 25, 23, Y341 = cons(x, cons(x}, cons(23,y3))) (31)

VY3 = cons(a3,y3) V y1 = cons(x3, y3))

©1((30)) = @1((31)) = ((0,0), (0,0)(0,0))

Wir wollen darauf hinarbeiten, die Regel C'o anwenden zu kénnen. Dazu miissen wir erreichen,
daf es fiir einen Parameter y in w keine Gleichungen y = ¢ mit ¢<€ 7 fiir ein » € C gibt. Die = -
Normalformen erfiillen dies allerdings noch nicht, denn sie kénnen immer noch Gleichungen
y = r mit r € C enthalten. Da r € C keinen Parameter von neuer Sorte enthalten kann, ist in
dieser Situation keine der Regeln Fx2, Ax2 anwendbar.

Hier kommt nun G'r zum Einsatz. Wir zeigen zunéchst, dafl

!

~ .

TE2'="7Gr © “positive

eine noethersche Relation ist. Dazu betrachten wir wiederum die Klauseln, die durch Anwen-
dung von =y oder =y neu entstehen. Fiir eine Klausel w in der oben angegebenen Form
bezeichnet

Oy(w) := #{i| Jy € Var(l;) N ¥, y von neuer Sorte}

die Anzahl der in w enthaltenen Literale, die einen Parameter von neuer Sorte enthalten.

Beispiel: Betrachte die Formel
Yy1, y2.11 = cons(z,atom(2')) V y2 = cons(z,y1) (32)

Es ist ®5((32)) = 2.

Zn (und ebenso auch :>E1) erhoht den Wert von ®9 nicht. Der Grund hierfiir ist, daf} die
Parameter von neuer Sorte nur noch in Gleichungen, nicht aber in Ungleichungen vorkommen.
Durch Anwendung der Regel De in einem lsimplify—Schritt kann zwar eine Gleichung in n Kon-
junktionen aufgespalten werden, durch Umwandlung in disjunktive Normalform erhalten wir
hieraus aber widerum n Klauseln, die jeweils den gleichen Wert von &, wie die Ausgangsklausel
haben. Es seien nun

Uy(w) = #{i|li=(yi=t),Var(l) NG #0,t; ¢ Kt,,(s),y; von neuer Sorte}
Uy (w) {ti[t; € Kt,n(s),y; = t; € w fiir ein y; € ¥ neuer Sorte}
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Beispiel: (Fortsetzung)

Uy((32)) = 1
U5((32)) = {cons(z,atom(z"))}

Es sei nun
Os(w) := (V1 (w), ¥o(w)) € N x M( U Ktn(s))
sENSH,
und =<5 die lexikographische Kombination von < und der Teilmengenrelation. =5 ist eine
noethersche Relation. Falls aus einer Klausel w durch Anwendung von =g, die Klauseln
wy, ..., w, entstehen, so gilt w; <y w fiir alle 7. Falls w’ in einer = py-Normalform einer
Klausel w vorkommt, dann gilt dariiber hinaus ®5(w') < ®5(w).

Beispiel: (Fortsetzung)

(32) =g
(Vai,yo.False V yo = cons(z, atom(z7))) (33)
AY2L, Y1, Yo = 2 V yo = cons(z, cons(x1,91))) (34)
Azl yl, yoyt = atom(2') V yy = cons(z, cons(zl,y1))) (35)

Es ist

®3((33)) = (0, {cons(z,atom(x1))})
®5((34)) = (1,0)
®5((35)) = (L, {atom(z")})

(34) ist in = go-Normalform, und ®5((34)) = 1.

(35) “m2
(Voi, 23, y2.27 = 2/ V y2 = cons(z, cons(x1, atom(a})))) (36)
A1, 23, y3, y2.False V yo = cons(z, cons(zy, cons(z3,y7)))) (37)

(37) ist in =gy Normalform, (36) miifite noch weiter reduziert werden, was hier aber nicht
mehr durchfiihren wollen.

Py((36)) = 1

P5((37)) 1

®3((36)) = (0,{cons(z, cons(x1,atom(z7)))})
®3((37)) = (1,0)

Wir werden nun — g1 und — g9 zu einer noetherschen Relation kombinieren. Zu einer positiven
Normalform » mit den Klauseln wy - - - w,, definieren wir

By(w) 1= {(Pa(w), &1 (w)) | 1 < i < n)
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<3 sei die Multiseterweiterung der lexikographischen Kombination von <5 und <;. Wie wir
oben gezeigt haben, gilt nun

¢ w :>E1 w' = (1)4(w/) = <I>4(w)\{(a,b)}u{(a1,b1), .- -7(an7bn)}7 wobei a; <5 a und b; <1 b
fiir alle ¢

o w :>;32 w' = Py(w') = By(w)\ X UY, wobei fiir alle (¢,d) € Y ein (a,b) € X existiert
mit ¢ <5 a

Dies bedeutet nun, daf§ die Relation
~ ~ ~ !
—p3i=—p U — g9
noethersch ist.

Die Normalformen von = ;3 haben nun die Eigenschaft, dal zumindest fiir alle bzgl. C minima-
1

len Parameter die Bedinging der Regel C'o zutrifft. Eine Anwendung von =, auf eine Klausel
in = po-Normalform bewirkt also eine Eliminierung zumindest der minimalen Paramter und
somit eine Reduktion der Durchmesser der Klausel um mindestens den Wert 1.

Wir bilden also zu guter Letzt die Relation

!

simplify)

! ~ ! ~

:>E4:::>'E3 o(—¢, 0 —
Die Anwendung des Regelsystems simplify ist dabei notwendig, um die disjunktive Normal-
formen wieder herzustellen, und um den Ausdruck f(¢) symbolisch auszuwerten.
Beispiel:
Vy1,y2.y1 = cons(z,y2) V y1 = cons(x,cons(z,y2)) V y2 = cons(z,ys) V & # sum(y1)
Zpa Vy2.ye = cons(a,y3) vV Va'.a #£ 2

Zu einer positiven Normalform v mit den Klauseln wq, ..., w, definieren wir
Us(w) = {dm(w;) |1 <i<n} CM(N)
bs(w) = (Vs(w), By(w))

Die Ordnung =<4 sei nun die lexikographische Kombination von < und <3. Wir wir gesehen
haben, gilt w’ <4 w falls w =gy w', d.h. Sy ist noethersch. Die Normalformen von = p4
enthalten nur Klauseln ohne Parameter.

Um nun den Wert der Funktion ¢(w) fiir eine Formel w € X5Wff(X g, X )N | prim 2u berechnen,
bilden wir zunichst eine positive Normalform w’ von w und erzeugen daraus eine Normalform
bzgl. = 4. Die so erhaltene Formel ist nun eine Disjunktion von existenzquantifizierten For-
meln, die wir schliefllich in eine m-Prenexnormalform umformen. a

Falls ein Modul keine durch rekursive Programme definierten Funktionszeichen enthilt, so
liefert die oben beschrieben Methode trivialerweise ebenfalls ein Verfahren zur Berechnung
einer spab:
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Korollar 6 Sei S ein Domainoperator, m ein Modul mit Signatur (Xp,%g) und NF,, = 0.
Dann gibt es eine totale berechenbare Funktion ¢: Sen,,, — PSen,,, so daff fir alle w ¢(w) eine
S, m-spab von w ist.

Unser Losungsverfahren setzt voraus, dafl das Modul hochstens eine durch ein rekursives Pro-
gramm definierte Funktion besitzt. Wir zeigen nun abschlieflend, dafl bei Anwesenheit von zwes
rekursiv definierten Funktionen, die aber jeweils fiir sich genommen die beiden Bedingungen
von Satz 6 erfiillen, eine spab nicht mehr notwendig existiert.

Es sei m das Modul aus Abbildung 1, Seite 4. Betrachte die Formel
w =3l € list. f(suml(l)) = f(sumr(l))

Y p bezeichne die Parametersignatur von m. Wir nehmen an, v wire eine S/, m-spab von w.
Fiir jeden Term ¢ € Kt,,(list) der Form

t = cons(xy,cons(xa,...,cons(Tp_1,%,)...))
sel v; die Formel
o, ..z, €elem f(er+ (zo+ .o 4 (a1 +20)..0) = f((o(2n F2pm1) oo+ 22) +21)

Man sieht nun leicht ein, dafl

o jedes v, eine If, m-spab von w ist und daB

o fiir A € Qy, A[ml= w genau dann gilt, wenn A |= v, fiir ein t € Kt,,(list)

Es ist nun fiir jede endliche Teilmenge N C Kt,,(list) die Menge {v}U{-v; | t € N} konsistent
in Sy,. Um eine Modell hierfiir zu konstruieren, sei m die maximale Anzahl der Vorkommen
von cons in einem Term aus N. Dann ist die Algebra 7(Xp U {0},0)/{e} ein Modell, wobei e
die folgende Gleichung ist:

FO+O0+...+0+0)..))=f((...(0+0)+...+0)+0)
m+2 mal + m~+2 mal +

Auf Grund der Kompaktheit von Sy, mufl dann auch die Menge
{v}U{-v¢ | t € Kt,,(list)}

ein Modell in Sy, haben, dies widerspricht aber unserer Annahme an v.
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7 Reduktionen

Bisher haben wir uns fiir die Existenz von schwichsten Parameterbedingungen von S&tzen
beziiglich gegebener Module und Domainoperatoren interessiert. In diesem Kapitel wollen wir
der Frage nachgehen, inwiefern es moglich ist, Module, Domainoperatoren und Sitze so zu
transformieren, dafl die Frage der Existenz einer schwichsten Parameterbedingung davon nicht
beriihrt wird.

Dazu definieren wir in Abschnitt 7.1 den Begriff des Parameterbedingungenproblems (abgekiirzt
PbP). Wir geben an, was wir unter einer Losung eines PbP verstehen, und formulieren das
Konzept der Reduktion eines PbP’s auf ein anderes. Dies erméglicht uns einen Vergleich
verschiedener PbP’s beziiglich ihrer Losbarkeit.

In Abschnitt 7.2 zeigen wir dann die Reduzierbarkeit eines PbP’s auf ein daraus abgeleitetes
PbP, in dem alle neuen Funktionen symbolisch auswertbar sind und fiir das alle Parameter-
funktionen strikt sind.

7.1 Grundlegende Definitionen

Definition 31 FEin Parameterbedingungen-Problem (abgekirzt PbP) ist ein Tripel (3, m, W)
wobeil S ein Domainoperator ist, m ein Modul und W C Sen,, .

Mit einem solchen PbP verbinden wir die folgende Aufgabenstellung:

Finde eine partielle berechenbare Funktion W ~+ PSen,,, die zu jedem Satz aus W eine S, m-

spab berechnet, sofern eine existiert.

Definition 32 Fine Losung eines PbP (S, m, W) ist eine partielle berechenbare Funktion

O: W~ PSen,,, so dafs fir alle w € Sen,y,:

o falls p(w) undefiniert ist,dann hat w keine S, m-spab und

o falls p(w) definiert ist, dann ist p(w) eine F, m-spab von w.

PbP’s sind komplexe Gebilde, die Frage der Losbarkeit eines PbP’s héngt sowohl von den
Eigenschaften des Domainoperators, des Moduls und der betrachteten Menge von Formeln
ab. Wir mochten daher eine Struktur in diese Klasse von Problemen bringen, die uns einen
Vergleich beziiglich der Losbarkeit erméglicht. Wir suchen dazu nach einem sinnvollen Begriff
der Reduktion eines PbP’s auf ein anderes. Eine Reduktion eines PbP P; auf ein anderes PbP
P; soll uns dabei eine Konstruktion liefern, mit der wir eine Lésung von P; aus einer Lésung
fiir P, erhalten konnen.

Definition 33 Fin PbP (S,m, W) heifst reduzierbar auf ein POP (3',m',w’) via f,g, in
Zeichen (S, m, W) < (J',m/,W’), falls es totale berechenbare Funktionen f:W — W' und
g:PSen,,r — PSen,, gibt, so dafs
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7 REDUKTIONEN

1. Falls f(w) keine ', m'-spab hat, dann hat auch w keine ¥, m-spab.

2. Falls v' eine ', m'-spab von f(w) ist, dann ist g(v') eine I, m-spab von w.
Falls Py < Py und Py < Py, dann sind Py und P, dquivalent.

Lemma 38 Falls die Funktion ¢: W' ~ PSen,, eine Losung des PbP’s (S, m', W') ist und
(S, m, W) < (Q',m/,W') via f,g, dann ist go o [ eine Lisung von (I, m, W).

Wir geben nun ein Kriterium fiir die Reduzierbarkeit eines PbP’s auf ein anderes an, das
hilfreich ist, wenn wir eine geeignete Beziehung zwischen den Parameteralgebren zur Verfiigung

haben.
Lemma 39 FEs seien (S, m, W) und (S, m/,W') zwei PbP’s und es existieren

o cine Relation ® zwischen Sy, und %
m P!
e cin Satzp € PSen,,

o cine totale berechenbar Funktion F(): W U PSen,, — W' U PSen,, mit
F(PSen,,) C PSen,,

e cine totale berechenbare Funktion G(): PSen,, — PSen,,
so daf

1. fir alle B € %/Ep . B |= p genau dann, wenn es ein A € Sy, gibt mit A®B.

2. fir alle A € Sy, und w e W UPSen,,:
A [ml= w genau dann, wenn fir alle B € A® : B [m'E F(w).

3. fir alle A € Sy, —und v’ € PSen,,:
A E G(v') genau dann, wenn fir alle B € A® : B |=v'.

4. fiir alle A € Sy, , B1,By € A® und w € WU PSen,, :
By [m/EE F(w) genau dann, wenn By [m'= F{w)

Dann ist (3, m, W) reduzierbar auf (3", m',W',) via f,G, wobei f(w) := F(w) A p.

Die Bedingung (4) folgt dabei bereits aus (2), falls F(-w) = =F(w) fiir alle w gilt.

Beweis: Wir iiberpriifen die beiden Bedingungen aus Definition 33.

(1): Hier zeigen wir die Kontraposition: Falls v eine S, m-spab von w ist, dann ist F(v) A p eine
', m/-spab von F(w) A p.

Sei B € SY, , mit B |= F(v) A p. Wegen (1) gibt es ein A € Sy, mit A®B. Damit gilt
wegen (4) fiir alle B’ € A®: B’ |= F(v), also ist wegen (2) A = v. Wegen der Voraussetzung
an v gilt A [m= w, und wegen (2) B [m/|E F(w), also auch B [m'l= F(w) A p.
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7.1 Grundlagen

Sei B € St , mit B [m/|E F(w) A p. Wegen (1) gibt es ein A € Sy, mit A®B. Damit
gilt wegen (4) fiir alle B’ € A®: B’ [m'E F(w), also ist wegen (2) A [mE w. Wegen der
Voraussetzung an v gilt A |= v, und wegen (2) B = F(v), also auch B = F(v) A p.

(2): Es sei nun v" eine &', m'-spab von F(w) A p. Wir zeigen, daff G(v’) eine , m-spab von w
ist.

Sei A € Sy, mit A = G(v'). Nach (3) gilt dann fiir alle B € A®: B |= ¢/, also nach
Vorausetzung auch B [m/|= F(w) A p. Wegen (2) gilt also A [mf= w.

Andererseits sei A € Sy, mit A [m|= w. Nach (3) gilt dann fiir alle B € A®: B [m/|= F(w),
und weiter wegen (1): B [m/|= F{w)Ap. Also gilt nach Voraussetzung fiir alle B € A®: B |= v/,
und somit wegen (3): A |= G(v'). o
Unsere erste Anwendung zeigt, daf} die Beschrénkung auf Algebren von maximal abzdhlbar
unendlicher Kardinalitdt die Suche nach spabs nicht erleichtert:

Korollar 7 Fir einen Domainoperator S sei $% die Einschrdinkung von S auf abzdhlbare

Algebren, das heifit:
3% = {4 € 35 | #(4) < Ro)

Fiir jeden Domainoperator S und jedes Modul m sind (3, m,Sen,,) und (¥, m,Sen,,) dqui-
valent.

Beweils: Wir benutzen Lemma 39.

(S, m, Sen,y,) < (8%, m,Sen,, ) Wir wihlen die Relation ¢ als

A®DB & B<A

(zur Erinnerung: B < A bedeutet: B ist eine elementare Teilalgebra von A). Weiter wihlen
wir p := True und fiir F' und G jeweils die identische Abbildung. Bedingung (1) ist erfiillt, da
jede Algebra eine elementare Teilalgebra von sich selbst ist. Die restlichen Figenschaften folgen
aus der Tatsache, daf} jede Algebra die gleiche Theorie wie ihre elementaren Teilalgebren hat.

(S, m,Seny,) > (SY, m,Sen,,,) Hier wihlen wir F, G und p wie oben und ¢ :=< als die ele-
mentare Teilalgebrarelation. Bedingung (1) ist eine Folgerung aus dem Abschlus von § unter

elementaren Teilmodellen. O

Das nichste Korollar driickt aus, daf wir die Berechenbarkeit von spabs auch als Reduktion
auf das triviale Modul ausdriicken kénnen:

Korollar 8 Fs S ein Domainoperator, m ein Modul und W C Sen,,. Dann ist (S, m, W) <
Iy, genau dann, wenn es eine totale berechenbare Funktion ¢: W — PSen,, gibt, so daf§ ¢(w)
eine &, m-spab von w ist fir alle w € W,

Beweis: klar nach Definition von Reduzierbarkeit und Lemma 25. a
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7 REDUKTIONEN

7.2 Vermeidung der Nichtterminierung

Wir werden nun zeigen, dafl wir uns stets auf PbP’s zuriickziehen kénnen, in denen alle Para-
meterfunktionen strikt und total sind, und in denen die neuen Funkionen partiell symbolisch
auswertbar sind. Insbesondere ist damit der undefinierte Triger fiir die Betrachtung der Logik
nicht mehr wesentlich. Dabei miissen wir zwei mogliche “Ursachen” fiir die Nicht-Striktheit
von Funktionen angehen: Die eine Quelle von Nichtterminierung ist das Auftreten von nicht
strikten Funktionen in der Parameteralgebra. Das zweite Problem liegt in der allgemeinen
Natur der in einem Modul auftretenden Programme. Diese Programme sind moglicherweise
nicht symbolisch auswertbar, das heifit, dafl ihre Rekursionsstruktur von den Eigenschaften
der aktuellen Parameteralgebra abhingt. Die beiden Probleme sind nicht ganz unabhingig
voneinander, denn durch die Verwendung von nicht strikten Parameterfunktionen, insbeson-
dere bei nicht sequentiellen Funktionen wie dem parallelen oder, wird die Behandlung der
Rekursionsstruktur der Programme erschwert.

Das zweite Problem (moglicherweise unbeschrankte Rekursion der Programme) l6sen wir, in-
dem wir die neuen Funktionen um einen Zihler fiir die Rekursionstiefe anreichern. Bei jedem
Aufruf einer neuen Funktion im Rumpf eines rekursiven Programmes wird ein um 1 dekremen-
tierter Wert des Z&hlers iibergeben. Ein Funktionsaufruf mit dem Wert 0 des Rekursionszéhlers
kann selbst keine neuen Funktionen mehr aufrufen. Falls die Auswertung des Programmrumpfes
doch einen weiteren Funktionsaufruf notwendig machen sollte, dann liefert die Funktion einen
“Unsinns”-Wert zuriick und terminiert. Um jetzt zwischen “richtigen” und “unsinnigen” Wer-
ten unterscheiden zu konnen, fiigen wir ganz analog Funktionen hinzu, die testen, ob eine der
neuen Funktionen in einer vorgegebenen Anzahl von Rekursionsschritten ordnungsgemif ter-
miniert. Aus der Sicht der Logik miissen wir nun iiber alle moglichen Werte der Schrittz&hler
quantifizieren, um eine Aussage {iber dem alten Modul in eine dquivalente Aussage iiber dem
neu konstruierten Modul zu iibersetzen. Diese Vorgehensweise ist &hnlich zur Umwandlung
von allgemein rekursiven Programmen in ihre Kleene Normalform (siehe [Rog87]).

Um nun die nicht strikten Funktionen der Parameteralgebren zu eliminieren, fithren wir neue
bool-wertige totale Parameterfunktionen ein, deren Wert jeweils besagt, ob eine Anwendung
einer Parameterfunktion auf ein Tupel von Argumenten einen definierten Triger liefert oder
nicht. Diese Definition mag auf den ersten Blick verwirrend scheinen, denn eine solche Funktion
wird im allgemeinen nicht berechenbar sein. Unser Problem liegt hier aber nur in der Berech-
nung von neuen Funktionen, deren Programm in dem Modul gegeben ist. Bei den Parameter-
funktionen findet keine Berechnung, sondern eine Auswertung statt. Aus diesem Grunde sind,
bei Betrachtung der Parameterfunktionen, die undefinierten Triger nur irgendwelche Werte in
der Parameteralgebra (wobei zusétzlich alle Funktionen monoton beziiglich dieser undefinier-
ten Trager sind). Nur aus der Sicht der neuen Funktionszeichen sind die undefinierten Trager
wirklich das Resultat einer nicht terminierenden Berechnung.

Satz 7 Zu jedem Modul m kann man ein Modul m' konstruieren, so dafl
(S, m, Senyy) < (3%, m/, Seny)

und alle Funktionen f € NF,,: sind symbolisch auswertbar.
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7.2 Vermeidung der Nichtterminierung

Zum Beweis dieses Satzes verwenden wir wiederum Lemma 39. Zunéichst konstruieren wir das
Modul m’ und beweisen einige Eigenschaften, die die Verbindung zwischen m und m’ herstellen.
Gegeben sei also das Modul

m = (PS, PF, NS, K, NF, EF, PR)
Dann definieren wir das Modul m’ als
m' = (PS', PF',NS,K', NI, EF', PR’)
Wir geben nun die in der Definition von m’ verwendeten Komponenten an:

PSS = PS
PF' = PF
U {dummys: — s | s € PS}
U {termLfr:s;,,...,s;, — bool| fis1,...,s, — s € PF, f # ifthenelse;,
I={iy,...,i:} C{1,...,n}}

Beide Module haben die gleichen Parametersorten. Die Parameterfunktionen von m’ sind die
von m zuziiglich jeweils eines Konstantenzeichen dummys zu jeder Sorte s und jeweils einer
bool-wertigen Funktion term L f; zu jeder Parameterfunktion f von m und jeder Teilmenge [
der Menge der Argumentpositionen von f.

Wir werden jetzt bereits die Definition der Relation ® angeben, um unsere Wahl von PS’ und
PF’ zu motivieren. Die Grundidee, die hinter einer Aussage A®B fiir A € %f(PSJ_)F) steckt,
ist die folgende: Die Tragermengen von A und B sind die gleichen, daraus folgt, dafl auch die
zugehorigen Mengen von Variablenbelegungen 7 4 und ? g gleich sind. Eine Parameterfunktion
f wird in B als eine strikte und totale Variante von f# interpretiert. Dazu definieren wir den
Wert von f? zunichst einmal als L, falls eines seiner Argumente L ist. Um f? jetzt auch noch
total zu machen, wihlen wir fiir den Wert einer Funktionsanwendung von f in B den Wert von
dummy in B, falls die entsprechende Funktionsanwendung in A den Wert L liefern wiirde. Dies
ist ein Grund fiir die Einfiihrung der Konstantenzeichen dummy: sie dienen dazu, irgendwelche
von L veschiedenen Werte zu liefern, die wir zur “Totalisierung” der Funktionen verwenden
kénnen. Bei diesem Ubergang von A zu B wird die Semantik von F' allerdings verfilscht, denn
wir wissen von einem definierten Wert einer Funktionsanwendung in B zun&chst einmal nicht,
ob er dem Wert in A entspricht oder durch die “Totalisierung” erzwungen wurde. Aus diesem
Grunde fithren wir die Funktionen term L f; ein, ihre Interpretation in B gibt uns nun Auskunft
dariiber, fiir welche Argumente die Funktion f4 terminiert.

Um dies formal auszudriicken, bendtigen wir einige technische Abkiirzungen: Es sei (a1, ..., a,)
ein Tupel von Tragern aus A und (¢1,...,%,) ein Tupel von Termen aus 7(X4,,,, X ), wobei s;
jeweils die Sorte von a;, bzw. t; ist. K sei ein Teilmenge von {1,...,n}. Dann bezeichnet fiir
1<j<n

Ko aj falls je K
JU <a]> T {J_{D% anderenfalls
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() = t; falls j € K
I dummys, anderenfalls
Wir definieren also: A®B genau dann, wenn fiir alle Sorten s € PS = PS’:

SB = SA

dummy? € $P\{LP}

und fiir alle Funktionszeichen f:sy,...,s, — s € PF mit f # ifthenelse; und Indexmengen
IT={iy,...,ig} C{L,....n}:

fMar,. .. x,) falls alle a; # L
und fA($17. . '7xn) 7£ J‘?

fB(acl, cey Ty = dummy® falls alle @; # L
und fA(@y,...,2,) = L4
14 anderenfalls
true  falls alle ;, # L und fA(1(z1),.. . il (zn)) # L
term L fB(xiy, .. ni) o= false falls alle z;; # L und fA(+{(z1),..., 11(x,)) = L
L falls zi, =1 fiir ein 1;

Die neuen Sorten von m’ sind die von m zuziiglich einer Sorte counter, die dazu dienen wird,
die Rekursionstiefe einer Berechnung darzustellen.

NS' := NS U{counter}

K' := KU/{0:— counter,inc: counter — counter}

In m’ sind die neuen Funktionszeichen f aus m nun durch jeweils zwei Funktionen term.L f
und evall f ersetzt. Jede dieser Funktionen erhdlt einen counter-Parameter, n “Daten-
Parameter”, die den Parametern der zugehtrigen Funktion f aus m entsprechen, sowie fiir
jeden der Datenparameter einen zusitzlichen Parameter der Sorte bool. Die bool-wertige Funk-
tion termJ_f[[m/]](B)(c,B, v) gibt uns nun Auskunft dariiber, ob die c-te Iteration von f in
[m](A) terminiert, wobei das i-te Argument von f jeweils v; ist, falls d; = true, und L, falls
d; = false. Falls dies der Fall ist, dann liefert evalJ_f[[m/]](B)(c, b,v) den Wert dieser Funktions-
anwendung von f4, anderenfalls erhalten wir einen nichtssagenden, aber definierten Wert (den
wir mit Hilfe der dummy-Konstanten konstruieren). Das weiter unten angegebene Lemma 44
gibt eine exakte Formulierung dieses Zusammenhangs.

n

—T—
NF'" := {termLf:counter,bool,...,bool,sy,...,s, — bool | f:sy,...,8, — s € NF}
—T—
U {eval Lf:counter,bool, ..., bool,sy,...,8, — s| fis1,...,8, — s € NF}
EF' = EF\NF

U {termLf|fe EFNNF}
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7.2 Vermeidung der Nichtterminierung

U AHevalLf| f € EFNNF}
PR = {termLf(s,d,z) < t(s,body,d,z) | f(z) < body € PR}
U {eval Lf(s,d,z) <= v{(s,body,d,z) | f(%) <= body € PR}

Der eigentliche “Kern” der Definition von m’ besteht aus den Funktionen t{-- ) und v(---), diese
sind in den Abbildungen 28 und 29 definiert. Dabei benutzen wir die folgenden Abkiirzungen:
Es sei I eine endliche Indexmenge, (b;);c; eine Menge von Termen der Sorte bool und (%;);er
eine Menge von Termen einheitlicher Sorte s.

true falls I =0
and<], (bi)iel> = if bio then and<[\ {io}, (bi)iel>

else false falls 19 € 1

false falls I =0
or(l,(b))ier) = if b;, then true

else or(l \ {io},(b;)icr) falls ig €1

dummuys falls I =0
case(l, (b;)icr, (ti)ier) = if b;, then t;, else

case<[\ {io}, (bi)ieb (ti)iel> falls 19 € 1

Weiterhin definieren wir ¢y andt, als Abkiirzung fiir and({1, 2}, (¢;)). Ein Tupel von Werten oder
Termen wie (21,...,2,) werden wir im folgenden auch in “vektorisierter” Form z abkiirzen,
falls der Zusammenhang klar ist.

Unsere Definitionen von and, or und case legen die Auswahl des Indexes ¢y im Rekursionsfall
nicht fest und liefern deshalb auch kein eindeutiges Ergebnis. Wir werden aber keinerlei An-
nahmen tiber die Reihenfolge der verschiedenen Teilterme eines mittels and, usw. definierten
Termes machen, so dal wir hier keine deterministische Definition ben6tigen.

Die Definitionen von t{- - -) und v(- - -) sind in zweifacher Hinsicht etwas salopp: Zun&chst einmal
hingen die Definition von t(---) and v(---) natiirlich von dem zugrundeliegenden Modul ab,
wir unterdriicken den Index m aber, um die Notationen nicht zu iiberladen. Ein wichtigerer
Finwand ist, daf§ wir v(---) und t(---) genau genommen als Familien von Funktionen hitten
definieren miissen. Das heifit, falls A = X 4,, und falls die z; paarweise verschiedene Variablen
sind, dann sollte beispielsweise eine Funktion v(,, . .,) die folgende Stelligkeit haben:

T(A, X)counte?“v T(Av {xlv ceey xn})v (T(Av X)bool)n 7T(A7 X)517 sy T(Av X)s - T(Av X)

n

wobei s; jeweils die Sorte der Variablen z; ist. Der Index (z1,...,2,) wiirde somit eine Rei-
henfolge der freien Variablen des zweiten Argumentes fixieren. Damit wére auch der Zusam-
menhang zwischen den Datenparametern und den boolschen Parametern festgelegt. Auch hier
unterdriicken wir wieder zur schreibtechnischen Vereinfachung den Index und setzen eine gege-
bene Ordnung der freien Variablen voraus.

Wir illustrieren an einem kleinen Beispiel die Konstruktion von m'. Dazu sei m das Modul aus
Abbildung 27, Seite 110. Wir zeigen hier nur die Konstruktion des Programmes von eval Lg.
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PAR SORTS s
OPNS f:s — s
p: s — bool
BODY FCTS g:s— s
PROG g(z) < if p(z) then z
else g(f(x))

Abbildung 27: Ein Beispiel fiir die Konstruktion nach Satz 7

Dazu betrachten wir zunédchst einige Teilausdriicke, wobei wir bereits triviale Umformungen
der Terme vorgenommen haben:

t{c,z,d,x
v(c,z,d,x

t(e, p(a),d
v{e, p(z),d

) = d
) z
, ) term Lpy or (d and term Lpgy(z))
,x) = 1if termLlpy then p(dummypsor)
else if dandtermLpgy(x) then p(z) else dummypool

t(c, f(z),d,x) = termL fyor (dandterml fr1)())

v(c, f(z),d,x) = 1if termLfy then f(dummysy)
else if dandtermlpgy(x) then f(z) else dummy;,
t{c,g(f(z)),d,x) = 1if isg?(c) then false
else termLg(select),.(c), t(c, f(x),d,z),v(c, f(x),d,z))
v(c,g(f(x)),d,z) = 1if isg?(c) then dummy;

else cvalLg(selectl,.(c), t{c, f(z),d.x),vlc, [(2),d,z))

Das vollstindige Programm fiir die Funktion eval L f: counter,bool, s — s ist in Abbildung 30,
Seite 113, angegeben.

Lemma 40 Alle neuen Funktionen in m' sind symbolisch auswertbar.

Beweis: Dies folgt aus der Tatsache, daf} jeweils fiir alle Funktionen term L f und eval L f in
jedem rekursiven Aufruf das erste Argument echt kleiner wird. a

Lemma 41 Falls B € %Szt ,, dann sind alle Funktionen in [m'](B) total.

Beweis: folgt mit Lemma 27 direkt aus Lemma 40. O
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t(s,z;,d, v
t(s, Ls,d,v
t(s, true, d, v

v)
v)
v)
t(s, false,d,v)

= d;

false

true

= true

t(s,if u; then uy else us, d, v)

t(s, c(uq, ...

falls z eine Variable ist

= t(s,uy,d,v) and if v(s, uy, d, v)then t(s, uy, d, v)

else t(s,us,d, )

and{{1,...,

t(s, u, d, v)

= t(s,uy,d,v) and t(s, ug, d, v)

n}, (t(s, u;, d, v));

t(s,u,d,v) and v(s, is;7(u),

) falls c € K
d, v)

:= if iso?(s) then false else
term L f(select},.(s), t(s, ur, d,v),. ..,

(s, Up, le,
v(s, Uy, d, 7))

v(s,u1,d,v),...,

falls f € NF

= or{{l ={u,...,
and term L f1(v(s, u;,d,v),. ..

n}},and(7, t<f, ui, d, v))
,V<57 Uz, dv @>)>

Zk}g {17"'7

falls f € PF

Abbildung 28: Die Definition von t(- - -)

Das nichste Lemma besagt, dafl wir in Meta-Termen der Art t(- -

- und v{---) jeweils beziiglich

einer Belegung gleiche Terme gegeneinander austauschen diirfen. Dies ist nicht selbstverstind-
lich, da die Gleichheit von Termen bzgl. einer Belegung eine semantische Figenschaft ist,

wihrend die Funktionen t(- -

Lemma 42 Fir alle Variablenbelegungen o € 7 [ ](B

- und v{--

Th von jeweils entsprechender Sorte mit

gilt:

[/ 1(B)(s1)() =
[/ 1(B)bi)(e) = [
[/ 1(B)(vi)(a)

[l
=
=,
=55
S

oy
Sa—’
—~
N
Sa—’
S

=}
Sa—’

-y nur auf der syntaktischen Termstruktur arbeiten.

) und alle Terme s1, 89, u,b;,v;,d;,1; €

fiir alle ¢

fiir alle ¢
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v(s,z;,d,0) = w; falls « eine Variable ist
v(s, Ly, d,v) = dummys

v(s,true,d,v) = true

v(s, false,d,v) = false

v(s,if uy then uy else us,d,v)

= if v(s,uy,d,v) then v(s,uy,d,v) else v(s,us,d,v)

) v(s,uy,d, ) =, v(s,uy, d, v)

) = e(v(s,ug, d,v), .. Vs, g, d, D)) falls c € K
) = selecti(v<s,u,§, vY)
)
)

]

V<8,U1 =s U2,4,

&\
1]

v(s,c(uy, ..., up),

v(s,select](u

]

)7
v(s, is7(u),
)

V{(s, flu1, ..., un),

isp?(v{s,u,d,v))

= 1if is0?(s) thendummy else

‘\v
3

]

eval L f(selectl, . (s), t{s, uq, JJ DYooy 68, Up, le,
v(s,u1,d,v),...,v(s,uy,d,v))
falls f € NF
v(s, f(ur, ... up),d,0) = case({l = {i1,...,ix} C{1,....n}},and{l,t(s, u;, d,v))
and term L f(v{s,u;,d,v),...,v(s,u;,d,v)),
f(i{<v<s,u1,d, ), .. .,i£<v<s,un,d, v))))y falls f € PF

Abbildung 29: Die Definition von v{- - -)

Beweis: Der Beweis ist eine einfache Induktion iiber die Struktur von u. Man beachte, daf} die
Rekursion der beiden Funktionen t(---) und v(---) nur von ihrem zweiten Argument (also in
diesem Fall u) abhangt. ]

Lemma 43 Fir alle Terme s,u,t;,d; € Ta und Variablen x;,b; entsprechender Sorte gilt:

1t otn di...d
t<s,u,$1,...,wn,bl,...,bn>$11mx’;bllmb: = t(s,u,t1,...,tn,d1, ... dy)
t1 vntn di...d _
V<5,u,x1,...,xn,bl,...,bn>$11m$’;b1mbz = v(s,u,t1,. .., tn,d1, ..., dy)
Beweis: durch Induktion iiber die Struktur von u. a

Das néchste Lemma gibt nun endlich die Verbindung von ® zu den Funktionen t(---) und v(- - )
an. Zunichst bendtigen wir aber wieder eine Notation: Fiir 2 € s® und b € {true, false} =
boolP \ { LP } definieren wir

[x]‘_ x falls b = true
b 1B falls b = false
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7.2 Vermeidung der Nichtterminierung

eval L g(¢,d,x) < if  if termLlpy then p(dummyp,or)
else if dandtermlpgy(x) then p(z) else dummypoo
then x
else if isg?(c¢) then dummy;
else evallg(select! (c),
term Lgg or (d and term L f11(x)),
if terml fy then f(dummys)

else if dandtermlpgy(z) then f(z) else dummy,

Abbildung 30: Eine Beispielkonstruktion von eval-g

Lemma 44 Fs sei C' € %f(p&pp), D € S pg ppry mit COD und A = [m](C), B =
[[m’]](D) . Fir alle Terme r;by, ... by, v1...,0,, alle m € N und alle Variablenbelegungen
o € 7}; gilt:

B(V<incm(0),r,5,6>)(a) _ cotie(m. ale — B(v;)(a)
B(t(inc™(0), r.b, 7))(a) | — AEIeenel ’”( - [B(» H)

Beweis: Man beachte zunéchst, dafl die Terme t(---) und v(---) das Symbol L nicht als
Teilterm enthalten. Daher gilt mit Lemma 41 fiir alle a € 7 %:

B(v(--)a) # L7 und B(t(--))(a) # L7

Wir beweisen nun die Behauptung mit noetherscher Induktion iiber (m,r), die benutzte
noethersche Ordnung ist dabei die lexikographische Kombination von <y und der Teilterm-
ordnung <. Im folgenden bezeichen wir mit [hs und rhs, die linke, bzw. die rechte Seite der
zu beweisenden Gleichung und

r = x; € X: Dies gilt wegen
lhs = [
rhs = A(x;)(a') = [
r = 1: Dies gilt wegen
lhe — [B(dumm@/)(a)] _ B_ 4

rhs = A(L)(a)= 14
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7 REDUKTIONEN

r = ¢cb mit ¢b € {true, false}: Dies gilt wegen

lhs = [B(Cb)(a)] = cb? = cb?

true

rhs = A(eb)(a) = cb?

r = (r1 = r2): Dies gilt wegen

Ihs [ B(v{inc™(0), 7‘1,7(7), vy = v{inc™(0), r2,13113>)(a)
B(t(inc™(0),71,b,7) and t(inc™(0), re, b, 0) )( )
rhs = A(kleene(m,r;) = kleene(m,r2))(a’)

Fall a.) B(t{inc™(0),71,b,v) and t(inc™(0),r9,b,v))(a) = true.
lhs = B(v(i
= B(v(i

= A(kleene(m,r))(a’) =* A(kleene(
nach Induktionsannahme

= rhs
Fall b.) B(t(inc™(0),71,b,v) and t{inc™(0), ra,b, v))(a) = false.
Wir kénnen &hnlich zu Fall (a) zeigen, daf l[hs = L und rhs = L

r = if rqy thenryelsers, 7 = ¢(r1,...,7y), 7 = selecti(rl), r=1is,?(r1):

analog.

r= f(ri,...,m), f € NI

Fall a.) m = 0. Dann ist l[hs = L und rhs = L

Fall b.) m > 1. Es sei (f(#1,...,2,) < body) € PR.

[ B(if isg?(inc™(0)) then dummy else
eval L f(select! (inc™(0)), t(inc™(0),r;,b,v), v{inc™(0), r;, b, ) )(a)

B(if is¢?(inc™(0)) then false else
term L f(select!,.(inc™(0)), t(inc™(0), ;, b, v), v{inc™(0), r;, b, v))(a)

mnc

lhs =

nach Definition von t() und v()
_ [ B(eval L f(select?, (inc™(0)), t(inc™(0),r;,b,v), v(ine™(0), r;, b, v))(a)
B | B(term L f(selectl .(inc™(0)), t{inc™(0),r;,b,v), v{(inc™(0),r;, b, v))()

mnc

nach der Semantik von is;? und wegen m > 1
_ [ B(v(select! (inc™(0)),body,t{inc™(0),r;,b,v),v(inc™(0),r;,b,v)))()
| B(t(select} (inc™(0)),body,t(inc™(0),r;,b,v), v(inc™(0),r;, b, v)
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7.2 Vermeidung der Nichtterminierung

nach Lemma 13 und Lemma 43

_ B(v(inc™=1(0), body, t(inc™(0), r;, b, v}, v(inc™(0), 7;, b, v)) ) () ]

~Z-

B(t(inc™=1(0), body, t(inc™(0), r;, b, ), v(inc™(0),7;,0,0)))(a)

nach Lemma 42
= A(kleene{m L 1,body)) (a [9@2 — [B

nach Induktionsannahme

= A(kleene{m L 1,body)) (a[xi — A(kleene(m, 7‘0)(0/)]2':17,“771)
nach Induktionsannahme (n mal angewandt)

= A(kleene{(m L 1, bodyﬁlieene(m”’))(a’)
nach dem Substitutionssatz der Priadikatenlogik

= rhs

nach Lemma 8

r= f(ri,...,7m), f € PF:
Fall a.) B(t{inc™(0), f(r1,...,70),b,0))(a) = true.
Dann gibt es nach der Definition von t() eine Menge J = {j1,...,75,} € {1,...,n} mit

B(and(J, t{inc™(0), b, v>>)( a) = true i

und  B(termL fi(v{inc™(0), uj,,b,0), ..., v(inc™(0), uj ,b,v)))() = true

Also gibt es eine (moglicherweise von J verschiedene) Menge K = {kq,...,k;, } C{1,...,n}

mit
B(and (K, t{inc™(0), ;,b,v)))(a) = true (38)
und  B(termL fr (v(inc™(0), ukl,B v),. .., v(inc™ (0),ule,13, 7)) =true  (39)
und B(V<incm(0),f(r1, N SN >)(a)
B(f(31" (v(ine™(0 ) Ulab )5 dn (v (ine™(0), 1, b, 0)))) (@) (40)

Damit erhalten wir

lhs = B(f(1 (v(ine™(0),u1,b,0)), ..., 15 (v(inc™(0), uy, b, 0))))()
Wegen7(40) i , i
= fPBGET (v(ine™(0), ur,b,0)))(a), - ... B(] (v{(ine™(0), un, b, 9)) )(a))

wegen der Semantik der Terme

3 FABET (Ve (0),u1,0,0)))(a), . .., B3 {v(ine™(0), up, b, 0)) ) ()
wegen der Definition von fP und da alle Argumente von L verschieden sind
3 AT (B (ine™(0),u1,0,0)) (), .. T (B(v(ine™ (0), up, b, 0) () (41)
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7 REDUKTIONEN

wegen der Monotonie von f4

fA< B(V<incm(0),u1,b,v>)(a)] B(V<incm(0),un,b,v>)(a)])
B(t(inc™(0),u1,b,0))(a) | 777 | B(t(inc™(0), up, b, v)) ()

wegen (38) und der Monotonie von f#
FA(A(Kleene(m, uy)) ('), ..., A(kleene(m, u,))(a’))

wegen der Induktionsannahme (n mal angewandt)

1M

= rhs

Auf Grund von (39) und der Definition von B ist (41) verschieden von L, da wir uns in einer
flachen cpo befinden, mufy somit in dieser Kette sogar Gleichheit gelten, also lhs = rhs.

Fall b.) B(t(inc"™(0), f(r1,...,7n),0,0))(a) = false Dann ist [hs = L. Es sei nun
K ={i,....ig}:={i| 1 <i<nund B(t{inc™(0),u;,b,v))(a) = true}
Dann gilt nach der Definition von t():
B(term L fre(v{ine™(0), usy, b,0), ..., v{inc™(0), u;,., b, 0)))(a) = false
Somit erhalten wir:

rhs = fA(A(kleene(m,uy))(a'),..., A(kleene(m, u,))(a’)) i
_ pa ([ Bv(ine™(0), ur, b, 9))(@) B(v(ine™(0),un, b, v))(a)
-/ ( B(t(inc™(0), u1, b, U>)(04)] [ B(t(ine™(0), un, b, 0))(a) D
nach Induktionsannahme (n mal angewandt)
FAETB(v(ine™(0), 11,0, 0)) (@), - 1 (B(v(ine™(0), u. b, 7)) (a)))
nach Definition von K
= 1

nach Definition von term L f§

a
Beweis: [von Satz 7] Die Relation ® haben wir bereits oben (Seite 107) angegeben. Wir

definieren den Satz p als die Konjunktion aller Sitze der folgenden Bauart:

VE1, 91 € S1yen .y Ty, Yp € sn.termJ_fI(xil,...,wilI) =true Nz =y Ao AT = Yi, D

fler, .o z0) = flyr, -y 9n)

Vay € 81,..., 2, € Sy .termJ_fI(xil,...,xil ) = true D termJ_fJ(acjl,...,wle) = true

Va1 € 1,002 € Sy term L fr(ay,, .. STy, )= false D f(+1<x1> . ,i£<xn>) = dummy

wobei f jeweils eine n-stellige Parameterfunktion und I = {4y,...,4;,} und J = {j1,...,Ji,}
Teilmengen von {1,...,n} mit I C J sind. Wir miissen nun die vier Bedingungen von Lemma 39
nachweisen.

116



7.2 Vermeidung der Nichtterminierung

(1): Auf Grund der Eigenschaften monotoner Funktionen und der Definition von @ folgt nun
sofort B [= p fiir alle A € S(pg pp) und AP B.

Andererseits sei B € %ﬁgs’,PF’) mit B |= p Wir konstruieren eine Algebra A € %{PS,PF) mit
A®B. Zunichst definieren wir s4 := P fiir alle s € PS. Fiir f:s4,...,5, — s € PF und
v €57, w0, €shosei I ={iy,...,i5}:={i €1 |a; # L} Dann definieren wir

fA(w T ) R L fallS termJ_fIB($Z'17 .. 7$Zk) — false
bt fB(i{<$1>a---ai£<$n>) anderenfalls

Man rechnet nun leicht nach, daf alle Funktionen in A monoton sind (dies ist notwendig fiir

A € Slps ppy)s und dab A®B.

@ Wir definieren nun die Funktion ¥ von Lemma 39 durch Induktion iiber den Aufbau der
Satze. Ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit betrachten wir nur Sitze mit Quantoren der
Form Vz. € s.

F(ty =t3) = (Ve € counter.t(c,ty,true, 1) = false A t{c,ty, true,T3) = false)
V Jec € counter . (t{c,t1,true,@7) = true A t{c, ty, true, T3) = true A
V<Cv tlv tTU@, $_1> = V<Cv t27 tTU@, $_2>)

wobei T; = Var(t;)

F(-w) = =F(w)
Flwy Awg) = Flwy) A F(ws)
F(Ve € s.w) = Vaes.Flw)

Man kann nun leicht mit Hilfe von Lemma 44, Lemma 41 und Lemma 12 zeigen, daf fiir alle
Algebren A, alle Formeln w € Wff(Xg,,, X) und alle positiven Variablenbelegungen oo € 73 =
?j gilt:

fir alle B€ A® B,al=Flw) & AalFw
Man beachte hierzu, daff auf Grund der Lemmata 41 und 44 fiir alle Terme ¢ mit Var(t) = T
und alle positiven Belegungen a € 7}714 gilt:

A(kleene(m,t))(a) = L & B(t(inc™(0),t,true, T))(a) = false
A(kleene(m,t))(a) # L = A(kleene(m,t))(a)= B(v(inc™(0),t,true,7))(a)

(3): Wir konnen eine Formel w € PSen,, leicht durch Einfiihrung zusitzlicher Quantoren

in eine dquivalente Form umwandeln, in der alle Atome von der Form z = f(q,...,a,) fir
Variablen z,z1,...,2, sind. Wir brauchen G also nur fiir Formeln dieser Bauart zu konstruie-
ren. Zunichst definieren wir eine Hilfsfunktion H. Dabei kiirzen wir ein Tupel von Variablen
x1,...,2, durch z ab, I = {iy,...,i;} bezeichne eine Teilmenge von {1,...,n}.
H(z = dummy) = z =dummy
H(x = if 1 thenay elsexs) = a = if 1 thena; elseas
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7 REDUKTIONEN

H{z= f(z1,...,2,)) = ((z11=LV...Vz,=1L)Az=1)V
(rr# LA A2, # LA((f(2) # LAz = f(z))
V(f(z)= L Az =dummy)))
H(z =termL fr(z;,....,2;,)) = (\/ r;= 1Az = 1)V
€]
(A i # LA ) 1)) # L A2 = true)
€]
V(i (21)s - talan)) = LA e = false)))
H(-~w) = —H(w)
H<w1/\w2> = H<w1>/\H<w2>
H(3z :sw) = 3Jz:s.H(w)

Den Wert von G(w) erhalten wir nun, indem wir in H (w) die Konstanten dummy durch neue
existenzquantifizierte Variablen ersetzen:

G<w> = V$1 € 51,...,2p € gn.H<w>l’1 ...Tn

dummysl cdummye,

wobei die z; weder frei noch gebunden in H(w) vorkommen diirfen. Die Bedingung (3) folgt
dann aus der Definition von &.

(4): Dies folgt unmittelbar aus der Definition von F(), da F(-~w) = =F(w) fiir alle w € P Sen,,.
a
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8 Unentscheidbarkeit von Th,,

Wir wollen nun eine Technik vorstellen, mit der wir die Unentscheidbarkeit von Th,,(BOOL)
fiir Module mit Parametersignatur Y goor beweisen kénnen. Die Methode ist dabei nicht auf
Theorien der Form Th,,(BOOL) beschrankt, sondern kann dazu benutzt werden, um die Un-
entscheidbarkeit der Theorie Th([) irgendeines Modelles I zu beweisen. Da Th,,(BOOL) =
Th([m](BOOL)), erhalten wir dann insbesondere aus der Methode zum Beweis der Unent-
scheidbarkeit einer Theorie Th(/) eine Methode zum Beweis der Unentscheidbarkeit einer
Theorie Th,,(BOOL). Wir kénnen uns also nun auf (vollstindige) Theorien im Sinne der
Pradikatenlogik erster Stufe konzentrieren. Bisher haben wir uns nur mit prédikatenlogischen
Sprachen, deren einziges Pridikatensymbol das Gleichheitssymbol ist, befafit. Wir konnten da-
her pradikatenlogische Sprachen mit Signaturen und pradikatenlogische Modelle mit Algebren
identifizieren. Diese Einschrankung wollen wir fiir diesen Abschnitt aufheben und somit unsere
Untersuchungen auf einen allgemeineren Modellbegriff ausdehnen. Andererseits betrachten wir,
aus Griinden der Vereinfachung der Darstellung, nur die unsortierte Pradikatenlogik. Die hier
vorgestellte Technik kann aber leicht auf den mehrsortigen Fall ausgeweitet werden.

Wir geben eine pradikatenlogische Sprache nun als Paar 7 = (P, I') an, wobei F eine Liste von
Funktionszeichen der Form (f(ny),g(ny),...) und P eine Liste von Pradikatszeichen der Form
P = (&(ng),®(ng),...) ist. Die Zahlen in Klammern geben dabei die Stelligkeit des Funk-
tionszeichen, bzw. Pridikatszeichens an und sind nicht Bestandteil des Zeichens selbst. Wir
verlangen nicht, daf das Gleichheitssymbol in P enthalten ist. Falls aber =(2) Bestandteil von
P ist, dann wird = in allen Modellen dieser Sprache als das Gleichheitspradikat interpretiert.

Die Methode basiert auf der Riickfiihrung des Postschen Korrespondenzproblem {iber dem
bindren Alphabet {a,b} auf die Entscheidbarkeit von Th(/). Eine Instanz P des Postschen
Korrespondenzproblems iiber einem endlichen Zeichenvorrat ¥ ([Pos46]) ist eine endliche Menge
von Paaren von Worten:

P={(piq) | 0<i<m;p;,q € X7}

Eine P-Konstruktion fiir ein Paar (u,v) € ¥* x ¥* ist eine Folge ((uj,v;));—; , mit

o u;,v; € X fiir alle 7,

o U = v =€,

e u, = uund v, = v und

o fiiralle 1 <j<nLllgibteseinie{0,...,m} mit uj4q = u;p; und vj41 = v;g

In diesem Fall ist (u,v) P-konstruierbar. P ist ldsbar, falls es ein w € ¥ gibt, so daB (u,u)
P-konstruierbar ist. Die Menge der 16sbaren Instanzen des Postschen Korrespondenzproblems
ist unentscheidbar ([Pos46]). Unser Ziel ist es nun, zu einer Instanz P eines Postschen Korre-
spondenzproblems eine Formel solvablep zu konstruieren, so dafl I |= solvablep genau dann
gilt, wenn P 16sbar ist. Auf Grund des konstruktiven Charakters der Definition von solvablep
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8 UNENTSCHEIDBARKEIT VON TH

wird damit die Unentscheidbarkeit desjenigen Fragments von Th([), das alle Sdtze der Form
solvablep enthilt, folgen. Wir betonen nochmals, dafl unsere Methode nur auf Theorien von
gegebenen Modellen im Gegensatz zu durch Axiomen definierten Theorien anwendbar ist.

Die Grundidee der Riickfithrung des Postschen Korrespondenzproblems auf die Theorie eines
Modelles besteht in der Simulation der beiden Datentypen des Postschen Korrespondenzpro-
blems, ndmlich Worte und Folgen von Paaren von Worten, in dem Modell. Die Trigermengen
der Datentypen bilden wir mit geeigneten Reprisentationsfunktionen in die Tragermenge (wir
betrachten hier ja nur einortige Logik) des Modelles ab. Die Operationen der Datentypen stel-
len wir durch geeignete Formeln mit freien Variablen, die den Argumenten der Operationen
entsprechen, dar. Wir miissen natiirlich in einem gewissen Sinne die “Korrektheit” unserer
Datentyp-Reprisentation beweisen, zu diesem Zwecke werden wir Bedingungen angegeben, die
diese gewihrleisten. Die Bedingungen verbinden die Darstellung der Trigermengen mit den
Reprisentationen der Operationen. Wir kénnen aus zwei Griinden diese Bedingungen nicht
als Sitze der priadikatenlogischen Sprache, die dann in der betrachteten Theorie enthalten sein
miifiten, formulieren: Zun&chst einmal haben wir die Reprdsentation der Trégermengen seman-
tisch definiert, dies muf} keine Entsprechung in der Logik haben. Wir verlangen insbesondere
nicht, dafl der Bildbereich der Reprisentationsfunktionen durch Formeln der Pridikatenlogik
beschrieben werden kann. Der zweite Grund liegt tiefer: eine unsere Bedingungen wird es sein,
daf eine bestimmte Relation auf der Trégermenge noethersch ist, und dies kann nicht in der
Pradikatenlogik erster Stufe ausgedriickt werden (noch nicht einmal in der unendlichen Logik
L, o, siche [Kei7l]).

Bei der Konstruktion von gsolvablep werden wir schrittweise vorgehen und zunichst Teilfor-
meln konstruieren, denen wir dann einen symbolischen Namen (wie z. B. constrp) zuordnen.
Wir verwenden in der allgemeinen Konstruktion stets einzelne Variablen, erlauben aber in An-
wendungen, daf} statt dessen Tupel von Variablen verwendet werden. Dies wird sich in einigen
Beispielen als niitzlich erweisen. Da wir die Unentscheidbarkeit eines mdoglichst kleinen Frag-
ments beweisen wollen, miifiten wir eigentlich solv in Prenexnormalform konstruieren. Wir
werden allerdings, um das Verstindnis zu erleichtern, die Formeln in der allgemeinen Syntax
der Priadikatenlogik angeben. Unsere Darstellung reprdsentiert also streng genommen nur eine
Prenexnormalform.

Unsere Anwendungen umfassen insbesondere auch Gleichungsprobleme. Eine Ubersicht iiber
allgemeine Gleichungsprobleme findet man in [BHSS87]. Dort werden zwei Klassen von Pro-
blemen herausgestellt:

¢ Die Theorie der initialen Algebra einer (einsortigen) Signatur ¥ und einer Menge F von
3-Gleichungen ist unserem Formalismus

Th(7(%,0)/E)

e Die Theorie der freien Algebra einer (einsortigen) Signatur und einer Menge E von X-
Gleichungen ist die Theorie des Quotienten der von einer nicht nidher bestimmten, un-
endlichen Menge von Variablen frei erzeugten Termalgebra nach der von F definierten
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8.1 Simulation von Worten

Kongruenzrelation. Die erzeugenden Variablensymbole sind allerdings nicht in der pradi-
katenlogischen Sprache enthalten, sie dienen nur dazu, “junk” in die Algebra einzufiihren.
Formal ist

T(E,X)/E:=(T(XUX,0)/E) |y

In diesem Zusammenhang wird in [BSS89] das Il3-Fragment einer Theorie als spezielles Glei-
chungsproblem (special equational problem) und das Y¥o-Fragment als spezielles Gleichungspro-
blem ohne unabhdingige Parameter (special equational problem without independent parame-
ters) bezeichnet.

Wir werden in einem Anwendungsbeispiel auch unendliche Bidume, die wir bisher nicht definiert
haben, betrachten. Die Eigenschaften unendlicher Biume wurden in [Cou83] behandelt.

Eines unserer Anwendungsbeispiele wird die Unentscheidbarkeit des ¥y-Fragments der voll-
stdndigen Zahlentheorie sein. Dies ist natiirlich kein neues FErgebnis, da die Unentscheidbarkeit
von Hilberts Zehntem Problem und damit des Y;-Fragments der vollstindigen Zahlentheorie
in [Mat70] bewiesen wurde. Wir fithren diese Anwendung hier nur an, um einen bestimmten
Aspekt unserer Methode zu illustrieren.

Eine Ubersicht iiber unsere Unentscheidbarkeitsresultate und einen Vergleich mit aus der Lite-
ratur bekannten Sdtzen findet man in Abschnitt 1.6.

Die beiden Datentypen des Postschen Korrespondenzproblems induzieren die folgende Vorge-
hensweise: In Abschnitt 8.1 stellen wir die Simulation des Datentypes Worte dar. In den
Anwendungsbeispielen wird dieser Teil stets der einfachere sein. Wir geben einige Beispiele fiir
die Simulation von Worten in konkreten Modellen an, die wir dann spater durch Angabe der
Simulation von Folgen zu kompletten Beispielen ausbauen werden. Abschnitt 8.2 enthilt zwei
alternative Methoden zur Simulation des Datentyps Folgen. Bei der ersten dieser Methoden
betrachten wir die Folgen als Mengen. Dies fiithrt zu einfacheren Beweisen, hat aber den Nach-
teil, dafl wir auf diese Art und Weise unter Umstidnden nicht die Unentscheidbarkeit des kleinst
moglichen Fragments nachweisen kénnen. Die zweite Methode hingegen realisiert unmittelbar
den Datentyp Folge, was zu stirkeren Resultaten fithren kann, was aber auch einen gréfleren
Aufwand erfordert.

8.1 Simulation von Worten

Um den Datentyp Worte in der Logik simulieren zu kénnen, bendtigen wir zunéchst eine
Kodierung der Trigermenge:

¢:{a,b}" — 1
Wir werden das Symbol ¢ auch fiir die auf Paare von Worten erweiterte Kodierung benutzen:

¢:{a,b}" x {a,b}" — I

Die Operationen des Datentypes Worte, die wir zur Simulation des Postschen Korrespondenz-
problemes benétigen, sind der Vergleich eines Wortes mit dem leeren Wort sowie fiir jedes fest
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8 UNENTSCHEIDBARKEIT VON TH

gewdhlte Wort eine einstellige Funktion, die das gegebene Wort an ihr Argument anhidngt.
Genauer bendtigen wir

o is-¢(x)
o (y)u(z) fiir jedes v € {a,b}*
so daf} die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

[INJ] ¢ ist injektiv
[EPS]  Fiir alle r € I: gilt I |= is-¢[r] genau dann, wenn r = ¢(¢)

[CON] Fiir alle r € I, v € {a,b}" und w € {a,b}* gilt I |= [r]o[¢(w)] genau dann, wenn
r = ¢(wv)

In den Anwendungen miissen wir also sowohl ¢ als auch die Formeln is-e¢ und v geeignet
definieren. Dises Verfahren enthélt eine gewisse Redundanz, eine andere Moglichkeit wire es
gewesen, andere Bedingungen an is-¢ und v zu stellen, so dafl die Kodierungsfunktion dann
aus den Definitionen dieser Formeln in folgendem Stil abgeleitet werden kann:

¢(e) := das eindeutige r mit |= is-¢[r]

$(w) := das eindeutige r mit |= [rlw[é(e)] (w # €)

Fin Vorteil hiervon wire es, dafi die Bedingungen an die Formeln [INJ], [EPS] und [CON]
in diesem Fall nur die Theorie des Modells betreffen wiirden. Wir haben uns gegen diesen
Weg entschieden, da eine explizite Angabe von Kodierungsfunktion und Formeln zu klareren
Beweisen fithrt. Auflerdem miissen wir fiir die ndchste Bedingung sowieso Eigenschaften des
Modells, die wir nicht auf Eigenschaften der Theorie des Modells reduzieren kénnen, betrachten:

Definition 34 Die Relation T auf I ist definiert durch: x T y genau dann, wenn es ein
v € {a,b}t gibt mit I = [ylv[z]. Wie iblich bezeichnen wir mit °* den reflexiven transitiven
Abschlufs von C. Weiterhin verallgemeinern wir C auf Paare durch die Festlegung (x1,x2) C
(11, 92) genau dann, wenn x1 C y1 und x5 C ys.

Falls 11 = ¢(wq) und ry = ¢(wz), dann driickt 7y C 7y aus, dal wy ein Prifix von wy ist.
Die obige Definition ist jedoch nicht auf den Bildbereich der Kodierungsfunktion beschrinkt.
Wir miissen die Figenschaften von C auch fiir Elemente des Modells, die nicht Kodierung eines
Wortes sind, betrachten. Die folgenden Bedingungen fordern ndmlich, dal C noethersch ist
nicht nur auf dem Bildbereich der Kodierungsfunktion (dies folgt ja bereits aus der noetherschen
Figenschaft der Prafixrelation), sondern auf einem Teilbereich von M, den wir durch eine
Formel charakterisieren kénnen und der alle Kodierungen von Worten enthilt:

[NOE] Es gibt keine unendliche Folge (7;);>0 in I mit 741 C »; fiir alle ¢ und I |= finite[rg].
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[FIN]  Fiir alle w € {a,b}" gilt = finite[¢(w)]

Wir illustrieren die Simulation des Datentyps Worte nun an einigen Beispielen, die wir im
ndchsten Abschnitt durch die Simulation von Folgen zu kompletten Anwendungsbeispielen
vervollstindigen werden.

Beispiel (1): Die Sprache 7 enthalte mindestens die Funktionssymbole ¢(0),a(1),5(1) und
unter den Pradikatsymbolen mindestens das Gleichheitssymbol =(2). [ sei eine Quotienten-
termalgebra 7(X,0)/F, wobei ¥ die in 7 enthaltene Signatur ist und E eine Menge von X-
Gleichungen, die jeweils nicht die Funktionssymbole a oder b und keine Gleichung der Form
x = t, wobei x eine Variable ist, enthalten.

Wir definieren nun, wobei wir die Zeichen « und b des Alphabetes mit den uniren Funktions-
zeichen a und b identifizieren:

¢00---0,) = u(---(00(€)) )
is-e(z) = x=c¢
(y)UO"'Un($) Yy = Un((00($)))
finite(z) := True

So ist beispielsweise ¢(aab) = b(a(a(c))). Man sieht leicht, daB die Bedingungen [INJ], [EPS],
[CON], [FIN] und [NOE] erfiillt sind. Die Einschrankungen an £ werden dabei im Beweis von
[INJ] benotigt. &

Beispiel (2): Die Sprache 7 enthalte mindestens die Funktionssymbole €(0), f(1),4+(2) und
unter den Pradikatsymbolen mindestens das Gleichheitssymbol =(2). [ sei eine Quotienten-
termalgebra 7(X,0)/E, wobei ¥ die in 7 enthaltene Signatur ist und F aus den Axiomen
fiir die Assoziativitat, bzw. Assoziativitit und Kommutativitdt von + besteht. Mit Hilfe der
Abkiirzungen

(1) = +(e, f(f(1)))
(1) =

> 2
o
|
+
P
~
P
2
e
~
P
~
P
o
e
e
e

definieren wir

¢o0---0,) = Tul---(T0(€)) )
is-e(z) = x=c¢
(y)oo- - -on(x) y=au(--(v0(2)) )
finite(z) := True

Die Bedingungen an die Simulation des Datentypes Worte sind erfiillt. Dies gilt auch, wenn

wir fiir I die freie Algebra 7(X, X)/FE wihlen. &

In den ersten beiden Beispielen war die Relation T sogar jeweils fiir das gesamte Modell [
noethersch, so dafl wir einfach fiir finite(«) die Formel True wihlen konnten. Das nichste
Beispiel enthilt eine nichttriviale Formel finite(z):
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8 UNENTSCHEIDBARKEIT VON TH

Beispiel (3): Die Sprache 7 enthalte mindestens die Funktionssymbole ¢(0),a(1),5(1) und
unter den Priadikatsymbolen mindestens =(2), <(2). Es sei nun I = 7°°(F, () die Algebra der
endlichen und unendlichen F-Terme, wobei < als die Teilbaumrelation interpretiert wird. Man
beachte, dafi der auf endliche Bdume eingeschriankte Fall bereits von Beispiel (1) abgedeckt
wird. Wir wihlen ¢, is-€ und v wie in Beispiel (1). Die Menge der endlichen Elemente von [
besteht nun aus den Biumen, die nur mit uniren Funktionssymbolen aufgebaut sind und die
die Konstante ¢ enthalten.

finite(z) = e<aAVa'a <z D {2 =ev I =a@")va =0b=")}

Falls die Menge I’ der nichtuniren Funktioszeichen endlich ist, so kénnen wir eine Quantoral-
ternierung einsparen:

finite(z):=e<azAVa'a' <z D> A Via'# f(2) &
feB’
Unser letztes Beispiel benutzt eine noch weiter eingeschrankte Signatur.

Beispiel (4): Die Sprache 7 enthalte mindestens die Funktionssymbole €(0), f(2) und unter
den Pridikatsymbolen mindestens das Gleichheitssymbol = (2). I sei die Grundtermalgebra
7(X,0), wobei ¥ die in 7 enthaltene Signatur ist. Mit Hilfe der Abkiirzungen

aw) = fle)
Bi) = f(flee))

definieren wir

¢a0---0n) = Tul---(0(€)) )
is-e(z) = x=¢
(y)o0---ou() y=a(--(70(2)) )
finite(z) := True
Auch hier sind die Bedingungen an die Simulation des Datentyps Worte erfiillt. <&

8.2 Simulation von P-Konstruktionen

Nun kénnen wir die Formel one-step,, formulieren. Die beabsichtigte Bedeutung der Formel
one—stepp(yl,yg,yg,y4) ist dabei:

Das von (y1, y2) kodierte Paar von Worten geht durch Anwendung eines Konstruk-
tionsschrittes von P aus dem von (ys, y4) kodierten Paar von Worten hervor.

Dies ist die einzige Teilformel, bei der die benutzte Instanz P des Postschen Korrespondenz-
problems direkt eingeht.

one-step,(y1,92,93,54) =\  ((3)pi(y3) A (y2)ai(ya))

1=0,...,m
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8.2 Simulation von P-Konstruktionen

wobei P ={(p;,¢;) | ¢ =0,...,m}. Von nun an beziehen wir uns auf eine fest gewihlte Instanz
P des Postschen Korrespondenzproblems.

8.2.1 Simulation von Folgen als Mengen

In diesem Abschnitt werden wir eine Formel constrp(z) angeben, die ausdriickt, dafl  eine P-
Konstruktion reprdsentiert. Dabei wollen wir zunédchst die Folgen von Paaren von Worten, die
ja eine P-Konstruktion ausmachen, als Mengen darstellen. Dies ist deshalb moglich, weil die
Paare von Worten in einer P-Konstruktion beziiglich der (lexikographischen Erweiterung der)
Teilwortrelation echt wachsen. Die zugrundeliegende P-Konstruktion ist daher durch Angabe
der aus ihr abgeleiteten Menge eindeutig bestimmt.

Die Definition von constrp benutzt eine Teilformel (y1,y2)in(z), die die Elementrelation
ausdriicken soll. Wé&hrend wir den “Rahmen” fiir die Formel constrp hier allgemein fest-
legen kénnen, mufl die Teilformel (y1,y2)in(«) in Hinblick auf das betrachtete Modell definiert
werden.

constrp(z) := Vyi, y2.(¥1, ¥2)in(z) D
{is-€(y1) N is-€(y2)} V (42)
Jys, ya-(y3, ya)in(x) A one-step,(y1, y2, Y3, Ya) (43)

Obwohl wir die Formel in noch gar nicht festgelegt haben, kénnen wir bereits jetzt zeigen:
Lemma 45 Fir alle r1,r2,u,s € I mit (rq,72) C* (u,u) und

I = finite|u]

I |= constrp[s]
[

I'|=[r1,72)in(s]

gilt: Falls [INJ], [EPS], [CON] und [NOE] erfillt sind, dann ist (r1,72) € $(X*) X $(X*), und

das davon kodierte Paar von Worten ¢~ (ry,r2) ist P-konstruierbar.

Beweis: Es seien u und s wie in dem Lemma gegeben. Wegen [NOE] gibt es keine unendliche
bzgl. C absteigende Kette von Paaren (rq, rg) mit (r1,72) C* (u, u). Aus diesem Grunde kénnen
wir eine noethersche Induktion iiber (r1,73) durchfiihren.

Falls I = is-€[r1] A is-¢€[rq] gilt, dann folgt (r1,72) = ¢(€, €) aus [EPS], und wir sind fertig.

Anderenfalls trifft Fall (43) der Definition von constrp ein, also gibt es rg,ry mit [ =
[r3,74]in[s] und I |= one-step[r1, 72,73, 74]. Aus der Definition von one-step,, folgt, dafl

(r3,74) C (r1,72) T (u,u)

Dann erhalten wir aus der Induktionsvoraussetzung, daB (rs,r74) € O(X*) x ¢(X*) und
¢~ 1(rs,r4) ist P-konstruierbar. Wegen [CON] und der Definition von one-step,, gilt dies
dann auch fiir (rq, r2). ]
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8 UNENTSCHEIDBARKEIT VON TH

Wir kénnen nun endlich den Satz solvablep angeben.
solvablep := dz,y.constrp(z)Afinite(y)A (y,y)in(z)A —is-¢(y)

Aus dem obigen Lemma folgt dann sofort

Korollar 9 Falls [INJ], [EPS], [CON] und [NOE] erfillt sind, dann gilt

I |= solvablep = P ist losbar

Wir weisen nochmals darauf hin, daf§ an dieser Stelle noch keinerlei Aussage iiber den Aufbau
von in getroffen wurde. Die speziellen Eigenschaften des Modells wurden bisher nur zum Beweis
der Bedingungen in Abschnitt 8.1 benutzt. Sobald eine korrekte Simulation des Datentyps
Worte gefunden ist, erhalten wir Korollar 9 “geschenkt”, d. h. ohne daf§ wir eine Reprisentation
des Datentyps Folge angeben miifiten.

Dies ist dann aber natiirlich notwendig, um die Gegenrichtung von Korollar 9 zu beweisen. M
bezeichne den Definitionsbereich der zu konstruierenden Kodierungsfunktion 1:

M = {(uzv vi)i:l...n | Ui, U € {(Z, b}*v n Z 27 U QU415 V; V41, (ulv vl) = (67 6)}
Wir miissen nun eine Kodierungsfunktion ¢: M — I sowie eine Formel (y;,y2)in(z) finden, so

daf gilt:

[IN] Fir alle s € M: I |= [r1,r2]in[t(s)] genau dann, wenn es ein j € {1,...,1th(s)} gibt
mit (r1,72) = ¢(s(j))

Lemma 46 Wenn [EPS], [CON], [FIN] und [IN] erfillt sind, dann gilt

P ist lésbar = I |= solvablep

Der folgende Satz fafit die bisher formulierte Methode zusammen:

Satz 8 F's sei T eine prddikatenlogische Sprache und I ein T-Modell. Falls es Kodierungsfunk-
tionen ¢, 1 und Formeln is-¢,v,finite, in mit [INJ], [FPS], [CON], [FIN], [NOE] und [IN]
gibt, dann ist Th(I) unentscheidbar.

Wir kénnen nun einige der in Abschnitt 8.1 begonnen Beispiele vervollstindigen. Zunéchst
zeigen wir, daff das X3 Fragment der Theorie einer Grundtermalgebra 7 (X,0)/AC, bzw. freien
Termalgebra 7 (X, X )/AC modulo Assoziativitit und Kommutativitdt im allgemeinen unent-
scheidbar ist.

Satz 9 Die Signatur X enthalte mindestens eine Konstante, ein mindestens undres Funktions-
zeichen und ein bindres Funktionszeichen +. AC(+) bezeichne die Aziome der Assoziativitit
und Kommutativitdt von +:

r+y = y+z
(x+y)+=2 v+ (y+2)
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8.2 Simulation von P-Konstruktionen

Dann ist das X3 Fragment der Theorie Th(T (X,0)/AC(4)) sowie das X5 Fragment der Theorie
Th(T(X,X)/AC(+)) unentscheidbar.

Beweis: Wir betrachten zunichst den etwas einfacheren Fall der Signatur

(€(0),a(1),b(1), £(2), +(2))

wobei + assoziativ und kommutativ ist. Die Simulation des Datentyps Worte nehmen wir aus
Beispiel (1). Wie man leicht sieht, erfiillt die folgende Definition die Bedingung [IN] sowohl im
Fall der initialen Algebra als auch der freien Algebra:

¢((u27 vi)iZl,...,n) = f((b(ul), (b(vl)) A f((b(un)7 ¢(vn))
(ylvyZ)i_n(w) = da'a = f(yhyz) 4+

Im Falle der Signatur (¢(0), f(1),+(2)) nehmen wir nun die Simulation der Worte aus Bei-
spiel (2) und

V((uivi)iz1,0) = S(f(Q(w)) + f(f(S(v1))) + -+ F(f((un)) + f(f(S(vn))))
(y1,92)in(z) = Fa'x = f(f(y) + f(f(y2)) + 2’

Auch hier zeigt man leicht [IN] fiir die initiale und fiir die freie Algebra. In dieser Konstruktion
benutzen wir das AC Funktionssymbol + als Konstruktor von Worten und als Konstruktor
von Folgen. Dies wird durch die Einfiigung des undren Funktionszeichens f zwischen die
verschiedenen Vorkommen von + in der Kodierung der Worte ermdglicht, diese dienen als
“Sperre” gegen unerwiinschte Anwendungen der AC Axiome. O

Mit der gleichen Konstruktion kénnen wir zeigen, daff die Theorie einer Grundtermalgebra
modulo Assoziativitat, Kommutativitit und Idempotenz unentscheidbar ist:

Satz 10 Die Signatur X enthalte mindestens eine Konstante, ein mindestens undres Funkti-
onszeichen und ein bindres Funktionszeichen +. ACI(4) bezeichne die Azxiome der Assoziati-
vitdt, Kommutativitdt und Idempotenz von +:

r+y = y+z
(+y)+z = a+(y+2)
T+ = =z

Dann ist das Y3 Fragment der Theorie Th(T(X,0)/ACI(4)) sowie das X3 Fragment der Theo-
rie Th(7T (X, X)/ACI(+)) unentscheidbar.

Wir zeigen nun, daff das ¥4 Fragment der Theorie einer partiellen lexikographischen Pfadord-
nung im allgemeinen unentscheidbar ist.

Satz 11 Fs gibt eine Signatur X und eine partielle Ordnung < auf den Funktionszeichen von 3,
so daff das ¥4 Fragment der Theorie der Grundtermalgebra T(X%,0)/0 mit der lexikographischen
Pfadordnung <,,, unentscheidbar ist.
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Beweis: Wir betrachten die folgende pradikatenlogische Sprache:
Foi= (e(0),a(1),b(1),€(1).1(1), A(3))
P o= (=(2).5(2).

I sei die Grundtermalgebra 7(X,0)/0 wobei < als die von der folgenden partiellen Ordnung <
erzeugte lexikographische Pfadordnung <, interpretiert wird:

g<a<b<h<{i

e und [ sind also unvergleichbar beziiglich <.

¢,is-¢,finite und v ibernehmen wir aus Beispiel (1). Eine P Konstruktion reprisentieren
wir nun durch zwei Listen von markierten Worten, jeweils eine fiir die ersten und die zweiten
Komponenten der Konstruktion. Die Markierungen stellen die Verbindung der zugehd&rigen
Komponenten her, sind aber auch fiir die Realisierung der Elementrelation von Bedeutung.

Wir ordnen zunéchst jeder nichtleeren Folge s = (u;);=1,...,, den Term 6(s) zu, wobei ¢ wie folgt

definiert ist (siehe auch Abbildung 31):

¢ falls £ > n
O((wi)izk..n) = { h(1(a*=1(€)), e((un))s 6((timt )imkt1..n)) anderenfalls

und mit Hilfe von 4:

(Ui, v)i=t1,..0) = (6((Wi)i=1,...n), 6((Vi)i=1,..,n))

Wir benutzen die folgende temporéire Definition:

(y)in(z)at(z) = h(l(2),e(y),e) <z

<C
@\
>
P
—
Ve
N
e
o
P
N
N
-~
IN >
]
U
@\
I
N
P
N
(@)
e

Damit kénnen wir nun in definieren:

(y1,92)in(x1,22) = Jz.(y1)in(z1)at(2) A (y2)in(zz)at(z)

Der Kern des Beweises der Bedingung [IN] ist das folgende Lemma:

Lemma 47 Fs sei s = (u;)i=1.., €ine nichtleere, bzgl. < wachsende Folge iber {a,b}*. Dann
sind fir alle t,tg € T({¢,a,b}) die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

1. 1 = [1)infé(s)]at(to]

2. es gibt ein j € {1,...,n} mitty = a" 7/ (¢) und t = u;
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Ah\
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a"=1(e) d(ur)

Abbildung 31: Der Term 6((u;);=1..,) kodiert die Folge (u;)i=1..n

Beweis: [von Lemma 47] Zunéchst bendtigen wir eine einfache Eigenschaft der lexikographi-
schen Pfadordnung;:

(*) Falls t; <jpo t2, dann gibt es fiir jedes in ¢; vorkommende Funktionszeichen f ein Funk-
tionszeichen ¢ mit Vorkommen in ¢, und f < g.

Es sei nun A(l(t), e(t), €) <ipo 6((%;)i=k...n). GemaB der Definition der lexikographische Pfa-
dornung gibt es vier Moéglichkeiten:

[(to), e(t), €) Zipo ("~ (€)) oder h(l(to), e(t), €) Zipo €(uy) oder
I(to), e(t), €) Zipo 8((ti-1)i=k+1..n) oder

3. I(t) = I(a*~ 1( )) und () <ipo () oder

4. 1(to) <1po ("~ (€)) und e(t) <1po 8((ui)izh...n)

Die erste Moglichkeit scheidet auf Grund von (*) aus. Aus dem gleichen Grunde ist (4) nur
moglich, falls e(t) <1po e(u;) fiir ein j € {k,...,n}. Mit Hilfe von Induktion in Fall (2) und
durch Anwendung von (*) erhalten wir speziell fir k = 1:

1. i
2. h

(**) Falls h(I(t0), (1), €) =ipo 0((%;)i=1...,), dann gibt es ¢,4' mit 1 <4’ <7 < n, so daB g <0
a”*(€) und t <ipo Wit

(1) = (2): Es sei I |= (¢)in(6(s))at(tg). Wegen (**) gibt es 4,4 mit

to jlpo an—i(€)
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t jlpo Uy

und 1 < i < i < n. Da es kein nicht-konstantes Funktionszeichen kleiner als a gibt, muf ¢,
von der Form "7 /(¢e) mit ¢ < 7 < n sein. Es ist also

t jlpo Uz jlpo Uz jlpo U
Andererseits folgt aus der Konstruktion von 6(s), daf

h(I(a" 7 (€)), e(u;), €) Zipo 6(s)
und mit (45) folgt u; <jpe ¢. Aus der Antisymmetrie von <j,, erhalten wir ¢ = u;.

(2) = (1): (44) folgt direkt aus der Definition von (). es sei also

h(I(a"™ 7 (€)), e(t'), €) Z1po 8(s)
Wegen (**) gibt es i, mit 1 <4/ <i < n und

" 7I(e) Zipo a7 (e)

t Rpo Uy
Dies ist nur moéglich, wenn j > ¢, und wir erhalten
' <ipo Uir <ipo Ui Spo Uj =1
O

Die Bedingung [IN] folgt sofort aus Lemma 47 und der Definition von in. O

Die Aufteilung der P-Konstruktion in zwei Listen war, genau genommen, nicht wesentlich
fir den Beweis. Wir konnten den Unentscheidbarkeitsbeweis auch mit einer Simulation der
P Konstruktion als einer Liste von Paaren von Worten fiihren. Dazu miifiten wir aber ein
weiteres bzgl. < maximales Funktionszeichen einfiihren, dies wiirde also zu einer “weniger”
totalen Ordnung und somit zu einem schwicheren Resultat fiihren. Aber auch bei diesem
Ansatz wiren die Markierungen /(a’(¢)) nicht iiberfliissig, da wir sie in der Definition von in
zur Formulierung der Maximalitidtsbedingung bendtigen.

Es sei hier angemerkt, dafl wir mit einem vollkommen analogen Beweis auch die Unentscheid-
barkeit des ¥4 Fragments einer partiellen Multimengen Pfadordnung zeigen kénnen.

Wenn wir die Quantoralternierungen in dem Satz solvablep betrachten, stellen wir fest,
dafl solvablep auf jeden Fall zumindest in dem X3-Fragment enthalten sein mufl. Dies ist
ein grundsatzliches Problem der hier vorgestellten Methode, da wir solvablep nach dem Mu-
ster

Js---V(s1,52) € 5---3(s3,84) E5-+-

konstruiert haben. Im allgemeinen ist die Formel in, gemessen an der Anzahl der Quantoral-
ternierungen, die “teuerste” Formel. Nur falls es uns gelingt, eine passende Formel in in 3
zu finden, und falls uns die Formeln des Datentyp Worte keinen Strich durch die Rechnung
machen, erhalten wir wirklich die Unentscheidbarkeit fiir das ¥s Fragment der Theorie.
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8.2.2 Direkte Simulation von Folgen

In einigen Féllen ist es moglich, diese Beschrdnkung durch eine direkte Simulation der Folgen
zu iiberwinden. Wir miissen dazu aber jetzt drei Operationen des Datentyps Folgen in der
Logik durch Formeln reprisentieren. Da wir nun mehrere Operationen betrachten, miissen wir
nun, anders als im vorhergehenden Abschnitt, weitere Bedingungen an die die Operationen
reprasentierenden Formeln stellen.

Die Formeln, die wir fiir jeden Anwendungsfall finden miissen, sind die folgenden:
e nonempty(x)
* (y1,y2,2")sub-of(x)

® (y1,y2)head-of(x)

Die beabsichtige Bedeutung der Formel nonempty sollte aus dem Namen ersichtlich sein, die
Formel (yy, y2, 2")sub-of () soll ausdriicken, daff die Folge mit erstem Element (y;, y2) und Rest
2’ ein Suffix von 2 ist, und (y1, y2)head-of(x) soll bedeuten, dafl (y1,y2) das erste Element der
Folge z ist.

Die zum vorigen Abschnitt analoge Definition von constrp ist nun:
constrp(z) := Vyi, Y2, ¢ .(y1, Y2, 2" )sub-of (z) D
{is=e(y1) A is=e(ya)} V
{nonempty(z’) A Vy3, ys.(y3, ya )head-of(z') D one-step,(y1, ¥z, ¥3, Y1) }

und der Satz solvablep ist definiert als:

solvablep := Jz,y.constrp(z) A (y,y)head-of(z) A finite(y) A -is-¢€(y)

Im Gegensatz zu Abschitt 8.2.1, wo wir eine Richtung unseres angestrebten Satzes, ndmlich die
von Korollar 9, bereits aus den Eigenschaften der Worte bekamen, miissen wir nun mit einigen
Bedingungen die Beziehung der verschiedenen Formeln untereinander regeln:

[NH] I |= Venonempty(x) D Iy1, y2.(y1, y2)head-of(x)
[HS] 1=V, y1, y2.(41, y2 Jhead-of(z) D 3a’.(y1, Y2, 2')sub-of ()

[HSH] I |: V$, $/7 Y1, Y2, Y3, @/4-(@/17 Y2, xl)M(x) A (3/37 3/4)M($l) D)
32" (ys, ya, 2" )sub-of(z)

An diese Stelle kénnte man anmerken, dafi wir [NH] auch als Definition von nonempty hétten
nehmen kénnen, indem wir das Implikationzeichen durch eine Aquivalenz ersetzen. In diesem
Fall blieben nur noch die Bedingungen [HS] und [HSH] zu beweisen. Es ist natiirlich auch in
dem oben gewihlten Ansatz moglich, nonempty einfach durch head-of zu definieren. Dariiber
hinaus erlauben wir aber auch eine separate Definition von nonempty, diese ermdglicht unter
Umsténden eine Reduzierung der Quantoralternierungen, wie wir an Satz 16 sehen werden.

Mit Hilfe dieser Figenschaften kénnen wir nun ein zu Lemma 45 analoges Lemma zeigen:
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8 UNENTSCHEIDBARKEIT VON TH

Lemma 48 Fir alle r1,r2,u,s,s" € I mit (rq,72) C* (u,u) und

I |= finitefu]

I |= constrp[s]

1 |: [Tlv T2, SI]M[S]

gilt: Falls [INJ], [EPS], [CON], [NOE], [NH] und [HSH] erfillt sind, dann ist (r1,72) € ¢(X*)x
&(X*) und ¢~ L(ry, ry) ist P-konstruierbar.

Beweis: Wir verwenden, mit der gleichen Begriindung wie in Lemma 45, noethersche Induk-
tion iiber (rq,73).

Falls I = is-€[r1] A is-¢€[rq], dann folgt aus [EPS] daB (r1,7r2) = ¢(€, €).
Anderenfalls gilt [ = nonempty][s], also gibt es wegen [NH] r3, 74 € I mit [ |= [r3, rqJhead-of[s].

Der zweite Fall der Definition von constrp trifft hier zu, also gilt I |= one—stepp[rl, To, T3, T4],
und damit

(r3,74) C (r1,72) T (u,u)

Wegen [HSH] gibt es ein s” € I mit I | [rs, r4, s”|sub-of[s], also kénnen wir die Induktions-
annahme auf (r3,74) anwenden. Die Behauptung folgt dann aus [CON] und der Definition von
one-step,,. o

Korollar 10 Wenn [INJ], [EPS], [CON], [NOFE], [NH], [HSH] und [HS] erfillt sind, dann gilt

I |= solvablep = P ist losbar

Um die Gegenrichtung von Korollar 10 zu zeigen, kénnten wir zunéchst wie in Abschnitt 8.2.1
eine Kodierungsfunktion, die M in I abbildet, verlangen. Dies wiirde auch in den meisten Féllen
ausreichen, wir kénnen die Anforderungen an die Kodierung aber noch weiter abschwéchen.
Es geniigt ndmlich, eine Funktion zu finden, die jede Folge s auf eine “private” Kodierung der
Menge der Teilfolgen von s abbildet:

¢e J](o,... 1th(s)} — I)

seEM

Wir miissen nun noch die Bedingungen angeben, die die Formeln nonempty, sub-of und
head-of mit der Kodierung in Beziehung setzen:

Fir alle s € M,n < Ith(s):
[NIL] I |= nonempty[¢(s)(n)] genau dann, wenn n # 0
[HEA] I |= [r1,r2]head-of[1)(s)(n)] genau dann, wenn n > 1 und (71, 7r2) = ¢(s(n))

[SUB] I |z [r1, 72, t]sub-of[1)(s)(Ith(s))] genau dann, wenn es ein 7 € {1,...,[th(s)} gibt mit
(r1,79) = ¢(s(1)) und T = (s)(i L 1)
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8.2 Simulation von P-Konstruktionen

Af\
o(ui)  (u;) f

¢(Ui—1) ¢(Ui—1)

TN

ur) B(v1) €

Der Term ¢((u;,v;);=1..)(¢) kodiert die Teilfolge (u;,v;);=1.; der Folge (u;,v;);=1. ., fiir 1 <
1< n

Abbildung 32: Kodierung von Folgen fiir Satz 13

Lemma 49 Wenn [EPS], [CON], [FIN], [NIL], [HEA] und [SUB] erfillt sind, dann gilt

P ist lésbar = I |= solvablep

Satz 12 faBt die in diesem Abschnitt entwickelte Methode zusammen:

Satz 12 Fs sei 7 eine prddikatenlogische Sprache und I ein 7-Modell. Falls es Kodierungs-
Sfunktionen ¢, ¥ und Formeln is-¢€, v, nonempty, finite, head-of und sub-of ¢ibt, so dafs die
Bedingungen [INJ], [EPS], [CON], [NOFE], [NH], [HS], [HSH], [FIN], [NIL], [HEA] und [SUB]
erfillt sind, dann ist Th(I) unentscheidbar.

Zunichst wollen wir demonstrieren, wie das in [Ven87] gegebene Unentscheidbarkeitsresultat
in den von uns vorgestellten Rahmen paft:

Satz 13 ([Ven87]) Das Xy Fragment der Theorie einer Grundtermalgebra mit dem Teilterm-
prddikat ist unentscheidbar, falls die Signatur mindestens eine Konstante, zwei undre und ein
terndres Funktionszeichen enthdlt.

Beweis: Wir verwenden die Darstellung der Terme wie in Beispiel (1). Die Kodierungsfunk-
tion 1 (s)(¢) wahlen wir wie folgt (siche auch Abbildung 32):

{ € falls e = 0

¢(8)(l) = f(¢(u2)7 (b(vi)a ¢(5)(@ n 1)) anderenfalls
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8 UNENTSCHEIDBARKEIT VON TH

und die Formeln fiir die Operationen auf Folgen:

(y1,y2)head-of(z) := Fa'.x = f(y1,y2,2")
(y1,y2,2")sub-of(z) = f(y1,92.2") <
nonempty(z) := Jy1,y2,2".@ = f(y1,y2,2")

Wir kénnen nun eine Quantoralternierung des Satzes solvablep einsparen, indem wir eine zu
nonempty dquivalente IIj-Formel angeben:

nonempty(z) = =z #eAVa'x £ a(a’) Az #£b(a))
a

Dieses Ergebnis 1afit sich leicht auf die Algebra der endlichen und unendlichen Terme erweitern.
Dazu benutzen wir den gleichen Beweis wir fiir Satz 13, aber mit der Simulation der Worte wie
in Beispiel (3):

Satz 14 Das Yo Fragment der Theorie von T°°(X,0) mit dem Teiltermprdidikat ist unent-
scheidbar, falls die Signatur ¥ mindestens eine Konstante, zwei undre und ein terndres Funk-
tionszeichen enthdlt.

Wie bereits angekiindigt, kénnen wir das Resultat von Satz 13 verschérfen:

Satz 15 Das Xy Fragment der Theorie von T (X, 0) mit dem Teiltermprddikat ist unentscheid-
bar, falls die Signatur 3 mindestens eine Konstante und ein mindestens bindres Funktionszei-
chen enthdlt.

Beweis: Die Darstellung der Worte entnehmen wir Beispiel (4). Die Kodierungfunktion fiir
Folgen definieren wir nun als (siche auch Abbildung 33):

e falls 2 =0
P(s)(i) = { FU(8)(E L 1), 6), ), €), f(d(u;), d(v;)))  anderentalls

Fiir die Operationen auf Folgen benutzen wir nun

(41, y2)head-of(x) := Ja'a = f(f(f(f(2',€),€),€), [(y1,92))
(y1: 42,2 )sub=of(x) = [(f(S(f(z,€),€).€), [(y1,12)) S @
nonempty(z) := 3Jyi,¥2.(y1,y2)head-of(x)

Auch hier kénnen wir wieder eine Quantoralternierung in solvablep einsparen, indem wir
nonempty in eine dquivalente Il;-Formel umwandeln. Eine solche Formel kann beispielsweise
mit dem in [CL88] angegbenen Verfahren konstruiert werden. Diese dquivalente Formel ist
in unserem Fall aber recht grofl und uniibersichtlich, wir verzichten deshalb darauf, sie hier
explizit anzugeben. a

Wir zeigen nun, dafl das ¥y Fragment der Theorie einer Grundtermalgebra 7(%,0)/A modulo
Assoziativitat im allgemeinen unentscheidbar ist.
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8.2 Simulation von P-Konstruktionen
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Der Term ¢((u;,v;);=1..)(¢) kodiert die Teilfolge (u;,v;);=1.; der Folge (u;,v;);=1. ., fiir 1 <
1< n

Abbildung 33: Kodierung von Folgen fiir Satz 15

Satz 16 Die Signatur X enthalte mindestens eine Konstante, ein mindestens undres Funkti-

onszeichen und ein bindres Funktionszeichen +. A(4) bezeichne das Axiom der Assoziativitdit
von +:

@ty +z = e+(y+2)
Dann ist das Y5 Fragment der Theorie Th(T(X,0)/A(4)) unentscheidbar.
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8 UNENTSCHEIDBARKEIT VON TH

Beweis: Wir betrachten die Signatur (¢(0), f(1),4+(2)) wobei + assoziativ ist. Die Simulation
des Datentyps Worte nehmen wir aus Beispiel (2) und 1 dhnlich zu Satz 9:

V(s v)i=1,..m ) (J) JU(P(uy)) + f(f(P(vi))) + - -
s f(F(B(u)) + F(f(P(v)) +e (G>1)

U((wisv5)i=1,...m)(0) = €
(oo )hsad-of(z) = Fa'w = [(f(y)+ F(f(p)) + o'
(y1,y2,2")sub-of (=) v = f(fly1) + f(f(2)) + 2"V
3" = 2"+ f(f(p) + [(f(32)) + 2

Die Definition der Formel nonempty ist etwas umstindlich, da wir eine zu

Jy1, y2(v1, y2 )head-of(x)

in 7(X,0)/A(4) dquivalente IIy-Formel finden miissen. In der folgenden Definition von
nonempty geben wir jeweils in geschweiften Klammern als Kommentar das Term-Muster an,
dal von der bis dahin gegebenen Formel eingegrenzt wird:

nonempty(z) := Yy1, y2, Y3, Ya.

rFEeNz# flp)he#et+y {x ~ f(z1) + 22}
ANoax# O+ Ae# f(f(n)+ e {z ~ f(z1+ 22) + 23}
A x# fle+y)+ v {z ~ f(f(z1) + 22) + 23}
AN axFEflnt+yty)turie# fnto+y {z~ f(f(z1)+ f(z2))+ 23}
NoaxEfpnt+fE)ne# i+ flya+y3) tya {o~ f(f(z1)+ f(f(22))) + 23}

a

In den bisherigen Anwendungen haben wir jeweils eine einheitliche Kodierung der Folgen be-
nutzt. Unserere letzte Anwendung zeigt die Verwendung von “privaten” Kodierungen der
Teilfolgen einer jeweiligen Folge. Wie bereits in der Einfithrung, Abschnitt 1.6, ausgefiihrt, ist
dies ein kiinstliches Beispiel, das nur dazu dient, einen Aspekt der hier vorgestellten Methode
zu illustrieren.

Es sei F':= (0(0),1(0),4(2),*(2)) und P := (=(2),<(2)). Wir betrachten das Modell N der
natiirlichen Zahlen. Bevor wir die Simulation der Worte in den natiirlichen Zahlen angeben,
bendtigen wir zwei abkiirende Schreibweisen:

a(t) = t+t

b(t) == t+t+1
Die Grundidee der Darstellung der Worte besteht darin, ein Wort iiber einem bindren Alphabet
als Bindrzahldarstellung einer natiirlichen Zahl aufzufassen.

&og--0,) = Tu(---00(1))--)

is-¢e(z) = a=1
(W)ao---ou(z) = y=7u(---To(2))--")
finite(z) := TRUE
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8.3 AbschlieBende Bemerkungen

Beispielsweise ist ¢(aaaba) = 34, das ist 100010 in Bin4rschreibweise. Um Folgen darzustellen,

benutzen wir Goédels §-Pradikat ([God31]):
Blay, a0, l,z):=3qer =g+« (1+ U+ 1)*xa)+aAha <1+ ({+1)*a,

Den Beweis der fundamentalen Eigenschaft des g-Priadikats findet man neben [G6d31] bei-
spielsweise in [End72]:

Fiir jede Folge ag, ..., a, von natiirlichen Zahlen gibt es Zahlen ¢, d, so daf} fiir alle
1< n:

I E Ble,d,i2] & z=a;

Damit kénnen wir nun die Kodierung der Folgen angeben:

(g, vi)iz1,..m)(J) = (c,d, 2454 1)

wobei ¢, d die der Folge
(07 0, (b(ul)v (b(vl)v s (b(quL)v (b(vm»

entsprechenden Werte sind.

nonempty(c,d,n) = n>1
(ylva)M(Cvdvn) = ﬁ(C,d,n—l—n,yl)/\ﬁ(C,d,n—l—n—l—1,3/2)
(y1,92,(c,d',n'))sub-of(c,d,n) = ' =cAd =dArn <nA(y1,y2)head-of(c,d',n +1)

Als Ergebnis erhalten wir hier also die Unentscheidbarkeit des ¥y Fragments der vollstdndigen
Zahlentheorie. Man beachte, dafl der Bildbereich von ¢ die Menge N \ {0} ist, damit sind
insbesondere ¢ und  nicht disjunkt.

8.3 Abschlielende Bemerkungen

In den beiden vorhergehenden Abschnitten haben wir zwei Methoden fiir Unentscheidbarkeits-
beweise vorgestellt. Wihrend die erste Methode fiir Modelle mit “ungeordneten” Trégermen-
gen wie beispielsweise die Quotiententermalgebra modulo AC angebracht ist, pafit die zweite
Methode besser auf Modelle mit einem Ordnungskonzept. Angesichts der Tatsache, daf die
zweite Methode Unentscheidbarkeitsresultate von kleineren Fragmenten als die erste Methode
ermoglicht, stellt sich hier die Frage, warum wir die zweite Methode nicht fiir den Beweis von
Satz 11 verwandt haben.

Der Grund dafiir ist, dafl wir die potentiell geringere Anzahl von Quantoralternierungen bei der
zweiten Methode nur dann wirklich ausschépfen kénnen, wenn wir wirklich einfache Formeln
nonempty, sub-of und head-of mit den geforderten Eigenschaften finden kénnen. Genauer
erhalten wir eine Formel solvablep in Y3 genau dann, wenn nonempty im Iy U 3y Fragment
und sowohl sub-of als auch head-of im II; U X, Fragment enthalten sind. Voraussetzung ist
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8 UNENTSCHEIDBARKEIT VON TH

dabei, daf} die Formeln is-¢, » und finite keine weiteren Quantoralternierungen verursachen,
wovon wir im allgemeinen auch ausgehen kénnen. Im Falle von Satz 11 ist es uns jedoch
nicht gelungen, hinreichend einfache Teilformeln zu finden, die mit der zweiten Methode zur
Unentscheidbarkeit eines kleineren Fragments als 34 gefiihrt hitten.

An dieser Stelle méchten wir herausstellen, dafl die hier vorgestellte Methode einige Eigen-
schaften einer Reduktion, die man vielleicht erwartet hidtte, nicht erfordert. Damit mdéchten
wir zeigen, daf} eine systematische Untersuchung der Riickfiithrungsheweise zu einer Vereinfa-
chung fiithrt, da sie die kritischen Punkte eines solchen Beweises lokalisiert.

o Wir bendtigen keine allgemeine bin&re Operation fiir die Konkatenation zweier Worte.
¢ Die Kodierungen von Worten und Folgen miissen nicht disjunkt sein.

o Es ist nicht erforderlich, die Bildbereiche der Kodierungen ¢ und % durch Formeln zu
beschreiben. Insbesondere ist es nicht notwendig, mit einer Formel auszudriicken, daf} die
Elemente einer Folge tatsdchlich Worte sind.

o Iline explizite Charakterisierung der endlichen Folgen ist nicht notwendig.

Der Unentscheidbarkeitsbeweis von [Ven87] benutzt hingegen Teilformeln, die ezplizit den Auf-
bau der Terme, die P Konstruktionen reprisentieren sollen, reglementieren. In dem hier vor-
gestellten Ansatz ist dies nicht notwendig, wir erhalten daher einen einfacheren Beweis von
Venkataramans Resultat.

Der Ausgangspunkt unserer Untersuchungen war das Postsche Korrespondenzproblem. Fiir
Riickfiihrungsbeweise dieser Art kommen natiirlich auch andere unentscheidbare Probleme in
Frage (siehe [Dav77]). Man kénnte beispielsweise das uniforme Halteproblem fiir Turingma-
schinen mit der folgenden Idee auf das Entscheidungsproblem einer Theorie zuriickfiithren: Eine
Berechnung einer Turingmaschine terminiert, falls es eine endliche Folge von Konfigurationen
gibt, von denen die erste und die letzte von einer ausgezeichneten Form und jeweils zwei benach-
barte durch eine Art von lokaler Transformation verkniipft sind. Eine Konfiguration kénnen wir
nun als Paar von Worten darstellen, ndmlich jeweils als das Wort rechts, bzw. links vom Kopf.
Die benétigten Datentypen (Worte und Folgen) wiren hier also im Prinzip die gleichen wie im
Postschen Korrespondenzproblem. Wir haben uns hier fiir das Postsche Korrepondenzproblem
entschieden, da dies zu einer einfacheren Darstellung fiihrt.

Ein anderes beliebtes unentscheidbares Problem ist die vollstindige Zahlentheorie, d. h. die
Theorie des Modells der natiirlichen Zahlen. Man kann beispielsweise das Resultat von [Mat70]
iiber die Unentscheidbarkeit von Hilberts Zehnten Problem benutzen und das ¥; Fragment
der vollstindigen Zahlentheorie auf die Theorie des fraglichen Modells reduzieren. Tatsdchlich
wurde eine solche Technik bereits in [Qui46] benutzt. Dort wurde die vollstdndige Zahlentheorie
auf die Theorie der Konkatenation von Worten iiber dem biniren Alphabet {a, b} zuriickgefiihrt.

Die Zahl n wird dabei in das aus n a’s bestehende Wort kodiert, so dafl die Addition zweier
Zahlen gerade der Konkatenation zweier Worte entspricht. Zur Darstellung der Multiplikation
werden aber Listen von Tupeln von Worten bendétigt. Die Idee hierbei ist es in einem gewissen
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Sinne, die Multiplikation durch Angabe einer Berechnungsfolge auszudriicken. Somit scheint
diese Technik unserer sehr dhnlich zu sein, der springende Punkt bei [Qui46] ist jedoch, daf eine
allgemeine bindre Konkatenation in dem betrachteten Modell zur Verfiigung steht, so dafl keine
Quantoren fiir die Darstellung der Addition ben6tigt werden. In den hier betrachteten Anwen-
dungen haben wir aber meist nur eine oder mehrere einstellige “Nachfolgerfunktionen” zur
Vefiigung, so dafl wir alleine schon fiir die Addition eine Listenkonstruktion und Quantoren
bendtigen wiirden.

Wir wollen nun abschlielend zeigen, dafl die Theorie einer Grundtermalgebra modulo AC in
einem bestimmten Spezialfall entscheidbar ist:

Satz 17 Fs sei X eine Signatur der Form

5 = (e1(0), . .., en(0), +(2))

und AC(+) die Aziome der Assoziativitit und Kommutativitit von +.

Dann ist Th(T(X,0)/AC(4)) entscheidbar.

Der Beweis verallgemeinert die Beobachtung von [Com88], dafl diese Algebra im Falle einer
Konstanten isomorph ist zum Modell der Presburger Arithmetik.

Beweis: Die Algebra 7(X,0)/AC(+) ist offenbar zu der folgenden Algebra N isomorph:

o die Trigermenge von N™ ist N™, d. h. die Menge der n-Tupel von natiirlichen Zahlen,

e + wird als die komponentenweise Addition von Tupeln von natiirlichen Zahlen interpre-
tiert, und

e ciner Konstanten ¢; wird der Wert
(0,...,0,1,0,...,0)
i

Position ¢

zugewiesen.

Es sei nun X die Signatur der Presburger Arithmetik, d.h. ¥ = (0(0), 1(0),+(2)), und N das
Modell der Presburger Arithmetik. Wir geben nun eine effektive Transformation von Th(N™)
auf Th(N) an. Da Th(N) entscheidbar ist ([Pre29]), folgt hieraus die Entscheidbarkeit von
Th(N™) = Th(T(Z,0)/AC(+).

Es sei X eine Y-Variablenmenge und Xo := {2° | = € X,1 < ¢ < n}. Wir definieren
G T(X,X)— T(Xo, Xo) fiir 1 <i¢<nund ¢:Sen(X, X)— Sen(Xp, X ) durch

oi(x) = 2!
B 1 fallse =7
dile;) = {0 falls i # j
pi(t+r1) = ¢ilt) + ¢i(r)
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b(t=r) = 61(t) = di(r) A A u(t) = Pu(r)
(ow) = ()
Plwr Awg) = d(wi) A P(ws)
Y(Fe.w) = Fat, . 2" b(w)

Man sieht nun leicht, da N |= w genau dann gilt, wenn N |= ¢(w). a

In Abschnitt 1.6 haben wir einige in Bezug auf diese Arbeit interessante Entscheidbarkeits- und
Unentscheidbarkeitsresultate erwdhnt. Im Falle der Theorie einer Grundtermalgebra mit dem
Teiltermpridikat ist es uns gelungen, einen vollstindigen Uberblick iiber die entscheidbaren und
die unentscheidbaren Falle zu bekommen. Bei anderen Theorien bleiben aber noch Liicken, wir
nennen hier deshalb einige (Klassen von) Fragmenten von Theorien, fiir die die Entscheidbarkeit
noch ein offenes Problem ist:

o Das Yy-Fragment der Theorie einer Grundtermalgebra modulo AC, wobei die Signatur
mindestens eine Konstante, ein nicht nullstelliges Funktionszeichen und ein bin&res AC
Funktionszeichen enthilt.

¢ Pragmente mit mindestens einer Quantoralternierung der Theorie einer Grundtermal-
gebra mit einer totalen lexikographischen Pfadordnung. Die Entscheidbrakeit des 3
Fragments wurde in [Com90b] gezeigt, siehe auch [JO91] fiir Erweiterungen.

¢ Pragmente mit héchstens zwei Quantoralternierungen der Theorie einer Grundtermalge-
bra mit einer partiellen lexikographischen Pfadordnung. Unser Resultat (Satz 11) zeigt
nur die Unentscheidbarkeit des ¥4-Fragments.
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9 Beziehungen zwischen | und [mE

In den vergangenen Abschnitten haben wir den Begriff der schwichsten Parameterbedingung
eines Satzes bzgl. eines Moduls und eines Domainoperators untersucht. Dabei handelt es sich
um eine “starke” Verbindung zwischen unserer Logik und der Pridikatenlogik erster Stufe, denn
eine schwichste Parameterbedingung eines Satzes w stellt in gewissem Sinne eine dquivalente
Ubersetzung von w in die Pridikatenlogik erster Stufe dar. Falls ein Modul m die Eigenschaft
hat, daB jeder Satz w € Sen,, eine $/, m-schwichste Parameterbedingung hat, dann besitzt
[ml= die gleiche Aussagekraft wie . Wir haben gesehen, dafl dies im allgemeinen nicht der
Fall ist. Wir werden deshalb in diesem Kapitel schwichere Beziehungen zwischen [mj= und |=
untersuchen.

Im Bereich der Hoare Logik fiir die partielle Korrektheit von Programmen hat sich der Begriff
der schwichsten ausdriickbaren Parameterbedingung ([Sie82]) als eine niitzliche Abschwachung
des Begriffes der schwéchsten Parameterbedingung erwiesen. Wir fiihren deshalb in Ab-
schnitt 9.1 die analoge Verallgemeinerung an unserem Begriff der schwéchsten Parameterbe-
dingung durch.

In Abschnitt 9.2 betrachten wir dann einige andere mégliche Zusammenhinge zwischen |= und
[ml=. Dabei werden wir auch eine hinreichende und notwendige Bedingung fiir die Existenz
von spabs erhalten.

9.1 Schwichste ausdriickbare Parameterbedingungen

Eine schwichste ausdriickbare Parameterbedingung eines Satzes w ist in gewissem Sinne ein
minimales Element der Menge der Parameterbedingungen von w:

Definition 35 Fs sei m ein Modul mit Signatur (Xp,Yg), S ein Domainoperator und w €
Sen,,. in Satz v € PSen,, ist eine §, m-scwichste ausdriickbare Parameterbedingung wvon

w, abgekirzt sapab, falls

o v eine &, m-Parameterbedingung von w ist und

o Sy, v Do fir alle S, m-Parameterbedingungen v' von w gilt.

Die né&chsten beiden Lemmata folgen unmittelbar aus Definition 35:

Lemma 50 Schwichste ausdrickbare Parameterbedingungen sind bis auf Aquivalenz eindeutig,
das heifit: Sei m ein Modul mit Signatur (Xp,YXg), S ein Domainoperator und w € Sen,,.
Dann gilt fir alle S, m-schwdchsten ausdriickbaren Parameterbedingungen vy, vy € PSen,, von
w: Sy, E v I 0.

Der Begriff der schwichsten ausdriickbaren Parameterbedingung verallgemeinert den Begriff
der schwichsten Parameterbedingung:
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Lemma 51 Fs sei m ein Modul mit Signatur (¥p,Xg), S ein Domainoperator und w € Sen, .
Jede S, m-spab von w ist auch eine §, m-sapab von w.

Wir werden spéter (Theorem 18) sehen, daf} eine sapab auch dann noch existieren kann, wenn
es keine spab mehr gibt.

Im Vergleich zu einem Beweis, dafi zu einem Satz w eine spab nicht existiert, ist ein Beweis
der Nichtexistenz einer sapab mit einer prinzipiellen Schwierigkeit verbunden: Im Fall der
spab konnen wir die Tatsache ausnutzen, daff wir die Klasse der Modelle (im Sinne von |=)
einer spab von w genau kennen, dies sind ndmlich gerade die Modelle (im Sinne von [m|=) des
Satzes w. Wir kénnen somit die bekannten Eigenschaften (insbesondere die Kompaktheit) der
Priadikatenlogik erster Stufe benutzen, um die Nichtexistenz einer spab zu beweisen. Im Falle
der sapab ist die Sache nicht so einfach, denn die Klasse der Modelle (im Sinne von |=) einer
sapab von w ist im allgemeinen nur eine Teilklasse der Klasse der Modelle von w im Sinne
von [ml=. Um eine echte Teilklasse handelt es sich dabei genau dann, wenn eine spab nicht
existiert. Das nédchste Lemma gibt ein Beweisprinzip fiir die Nichiexistenz einer sapab. Auf
Grund von Lemma 51 kann diese Methode auch dazu benutzt werden, die Nichtexistenz einer
spab zu beweisen.

Lemma 52 Fs sei m ein Modul mit Signatur (¥p,Xg), S ein Domainoperator und w € Sen, .
m' sei eine Erweiterung von m mit Signatur (Xq,Xr) um eine Menge von Konstanten und
T CPSen,, mit

1. Fir jede in Sy, konsistente Vervollstindigung R C PSeny von T in Sy, gibl es ein
A" € Sx, mit A [ml= RU {~w} und

2. fiir jede endliche Teilmenge N C T gibt es eine S, m-Parameterbedingung v' € PSen,,
von w, so dafi N U {v'} konsistent in Sy, ist.

Dann gibt es keine S, m-sapab von w.

Beweis: Wir nehmen an, v wire eine J, m-sapab von w. Da Sy, |= v’ D v fiir jede 3, m-

Parameterbedigung v’ von w, gilt wegen der Erweiterungseigenschaft von & auch Sy F v’ D w.
Also ist mit Annahme (2) fiir jede endliche Teilmenge N von 1" die Menge N U{v} konsistent in
%EQ- Auf Grund der Kompaktheit von %EQ ist dann auch T'U {v} konsistent in %gQ, das heifit
es gibt ein A € Sy, mit A = T U {v}. Da Th(A) eine in Sy, konsistente Vervollstindigung
von T ist, hat nun nach (1) Th(A) ein Modell A" € Sy, mit A" [m'l= -w, und wegen der
Erweiterungseigenschaft von & gilt dann auch A’ |EP [ml= —w.

Dies widerspricht unserer Annahme, dafl v € Th(A |EP) = Th(A’ |EP) eine ¥, m Parameter-
bedingung von w ist. a

Wir demonstrieren diese Beweistechnik an einem Beispiel:

Lemma 53 m sei das Modul aus Abbildung 8, Seite 57, und

w:=Va € elem .isstandard(z) = true
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1. Fs gibt keine 3!, m-sapab von w

2. Es gibt keine S°', m-sapab von —~w

Beweis: Xp bezeichne die Parametersignatur von m. Fiir beide Behauptungen benutzen wir
Lemma 52 .

(1): Wir definieren m’ als die Erweiterung von m um die Konstante a :— elem. Xg := XpU{a}.

Fiir jedes ¢ > 0 sei
7
T i= /\ pred’(a) # 0
i=0
r; driickt aus, daf die Auswertung von isstandard(a) nach i rekursiven Aufrufen von isstandard
noch nicht terminiert hat. Is sei N :=J;5q 7. In jedem Modell A von N in %g@ gilt

A [mf= isstandard(a) = L

und daher auch A [ml= —w, somit ist inshesondere auch die erste Bedingung von Lemma 52
erfiillt.

Zum Beweis der zweiten Bedingung betrachten wir fiir ein beliebiges 7 > 0
v; 1=V € elem . \/ pred(z) =0
j=0

Jedes v; ist eine I*', m-Parameterbedingung von w. Fiir eine endliche Teilmenge T € N sei

i der grofite Index der in 7" vorkommenden r;. Dann ist N U {v;41} konsistent in %‘g@, ein

Modell ist beispielsweise die Standardisierung der Algebra Nat;1q, definiert durch:

elemNoti+1 = {0,...,i+1}
ONatH.l = 0
ANt =gl
Natiy o x 11 fallsz #0
pred () == { 0 falls z = 0

(2): Fiir diesen Teil des Beweises benétigen wir keine Erweiterung des Modules m, es sei also
m' := m. Wir definieren

ri = Yecelem.x#£0Dpredi(z) £z (i>1) (46)
A ={ pred(0)=0, (47)
Ja € elem.x # 0 A pred(z) =0, (48)
Va € elem .3y € elem .z = pred(y), (49)
Vaq,z9 € elem . (pred(zq) = pred(zg) Apred(z1) #0 D x1 = 23) } (50)
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und

N ={A}u{r;|i>1}

N ist konsistent in %Sztp, ein Modell ist beispielsweise die Standardisierung der Algebra der
natiirlichen Zahlen (mit pred(0) = 0). Um zu zeigen, daBl N nur unendliche Modelle in 3§
hat, konstruieren wir in einem beliebigen Modell B von N induktiv eine unendliche Menge

{e; | i € N} von Elementen mit ey = 07, ¢; # 0P fiir 1 > 1 und pred(e;41) = e; fiir alle .

Wir wihlen e = 08 und definieren e; als ein von 07 verschiedenes Element mit pred(er) = 0B,
das es wegen Axiom (48) geben mufl. Falls wir e; bestimmt haben, wéhlen wir fiir e;41 ein
Element mit pred®(e;y1) = e;, ein solches Element muf} es nach Axiom (49) geben. Dae; # 05,
ist wegen Axiom (47) auch e;11 # 0. Damit ist nach Konstruktion und Axiom (46) e;41 # €;
fiir alle j > 1.

Fine Untersuchung der Modelle von N dhnlich zu Theorem 31C in [End72] zeigt, dafl alle
Modelle von N in $§F der Kardinalitidt X; aus genau einer Kopie der natiirlichen Zahlen plus
X, vielen Kopien der ganzen Zahlen, (Z-chains in [End72]) bestehen. Hierbei benutzen wir jetzt
auch das Axiom (50). Somit sind alle Modelle von N der Kardinalitdt ¥y in %Sztp isomorph. Aus
dem Lo$-Vaught Test (Korollar 4) folgt dann, dal N eine vollstindige Theorie ist. Damit hat
jede Vervollstdndigung von N als ein Modell die Standardisierung der Algebra der natiirlichen
Zahlen, in diesem Modell ist aber der Satz ——w, also w, giiltig. Damit ist die erste Bedingung
von Lemma 52 bewiesen.

Zum Beweis der zweiten Bedingung von Lemma 52 definieren wir nun fiir jedes 7 > 1

1—1
v; =3z € elem . pred'(z) = @ A /\ pred’(z) £ 0
7=0

Jedes v; ist eine 3*', m-Parameterbedingung von w. Fiir eine endliche Teilmenge T C N sei i

der grofite Index der in 7' vorkommenden r;. Dann hat N U {v;41} ein Modell in $**, ndmlich
die Standardisierung der folgenden Algebra "
elem“+1 = {n;|ie N}YU{er,...,cim}
¢+ = ng
nj—1 fallsz=n;,5>1
Cita o o falls x = ng
pred (z) cjoq fallsz=¢;,2<j<i+1
civ1 fallsx =¢
O
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9.2 Weitere Beziehungen

Satz 18 FEs sei m ein Modul mit Signatur (¥p,Xg), S ein Domainoperator und w € Sen,,.
Betrachte die folgenden Aussagen:

1. FEs gibt eine &, m-spab von w.

2. FiralleC CSQy,: C[m=w = Th(C)U Th,(Sx,) Fw
3. Es gibt eine &, m-sapab von w.

4. Firalle A € Sy, A[mE= w= Th(A)U Th,,(Sx,) Fw

5. Fir alle A, A" € Sy, : Alml= wA Th(A) = Th(A") = A’ [m= w
Dann gelten die folgenden Implikationen:
B) =)= (2)= {) = (5)

Fs gelten keine weiteren Implikationen zwischen den Aussagen (1) - (5), aufler denen, die mit
der Transitivitdt aus den obigen Implikationen folgen.

Die Bedeutung von spabs und sapabs kennen wir bereits. (2) sagt aus, dafl der in einer Klasse
von Algebren bzgl. [m|= giiltige Satz w bereits eine pradikatenlogische Folgerung aus der Theo-
rie erster Stufe der Klasse und der Menge der m-allgemeingiiltigen Sitze ist. Aussage (4)
schrankt dies auf einelementige Klassen von Algebren ein. (5) besagt, dafi die m-Giiltigkeit
von w in einer Algebra nur abhdngt von der Theorie erster Stufe der Algebra.

Beweis: Das folgende Diagramm stellt den “Plan” unseres Beweises dar. Ein Negationszeichen
- an einem Pfeil bedeutet dabei, daff die Implikation in dieser Richtung nicht gilt, was wir
dann jeweils durch Angabe eines Gegenbeispiels beweisen werden.

(3) \
(4) =——=(5)
(1) = (2):

v sei eine I, m-spab von w. Wegen Sz, [ml= v D w gilt dann (v D w) € Th,(Sx,). Falls
C [ml= w, dann gilt wegen der Definition von spab C |= v, also mit Hilfe der Schlufiregel der
Aussagenlogik (“modus ponens”) Th(C)U Th,,(Sx,) = w.

(1) ———

(2) ———
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PAR SORTS s
OPNS a:— s
b:— s
fis—s
BODY FCTS g:s— bool
PROG g(z) < if z = a then true

else g(f(x))
Abbildung 34: Eine Moduldefinition fiir den Beweis von Satz 18

(2) = (1):

Es sei

C:= {A €Sy, | Alm= w}

Nach Annahme gilt also Th(C)UTh,,(Sx,) E w. Auf Grund des Kompaktheitssatzes der Pradi-
katenlogik erster Stufe gibt es dann eine endliche Teilmenge V' C Th(C) mit VUTh,,(Sx,) F w.
Wir zeigen, dafi v := Aoy p eine I, m-spab von w ist.

Falls A |= v, dann gilt, da A [m|= Th,,(Sx, ), nach Konstruktion A [m}= w, also ist v eine
3, m-Parameterbedingung von w. Falls andererseits A [m= w fiir ein A € Jy,, dann gilt
wegen der Definition von C: A € C, also A = v (da v € Th(C)). Also ist v eine &, m-spab
von w.

(D)= (3):

Dies wurde in Lemma 51 gezeigt.

(2) = (4):

(4) ist nur ein Spezialfall von (2), fiir eine gegebene Algebra A wéhlen wir C := {A}.

4) = (5):

Es sei A [ml= w und Th(A) = Th(A’). Nach Annahme gilt Th(A)U Th,,(Sx,) | w, also
Th(A")U Th,,(Sy,) F w und somit A" [ml= w.

(4) # (3):

Betrachte das Modul m gemdfi Abbildung 34 und den Satz w := (g(b) = true). Analog zu

Lemma 53 kénnen wir auch hier mit Hilfe von Lemma 52 zeigen, dafl w keine 3%, m sapab hat.

Andererseits ist (4) erfiillt, denn Th,,(3¢,) enthélt alle Sitze der Art fi(b) = a D g(b) = true
fiir ¢ € N. Falls nun fiir eine Algebra A € %Sztp A [mE w gilt, dann gibt es ein ¢ € N mit
A= fi(b) = a, also Th(A)U Th,,(Ss,) = w.
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PAR SORTS s
OPNS 0: — s
fis—s
<:s,s8 — bool
BODY FCTS r:s,s — bool
PROG r(z,y) < if 2 =y then true

else r(f(z),y)

Abbildung 35: Eine Moduldefinition fiir den Beweis von Satz 18

(3) # (5):
Betrachte das Modul m aus Abbildung 35, ¥ sei die Parametersignatur von m und T" € PSen,,
bezeichne den folgenden Satz:

Vyes.yZ0D 3z €s.y= f(x)
Ve,yes.a# fy) D (v < fy))=(x<y)
Vees.a=0V(zx<0)= false
Ve,y€s.a=yD(x <y=true)

Veyes etyo <y £(y<e)
Ve,y,z€s.(x <y)=true Ny < z) =true D (z < z) = true

> > > > >

Die in den ersten drei Zeilen angegebenen Teilformel geben die Eigenschaften von 0, f und <
dhnlich wie in der Algebra der natiirlichen Zahlen an. Die letzten drei Teilformeln besagen,
dafl < eine lineare Ordnung ist. Im Gegensatz zu Lemma 53 kénnen wir den Losé-Vaught Test
zum Beweis der Vollstdndigeit von {7'} nicht benutzen, da fiir unendliche Kardinalzahlen Mo-
delle dieser Kardinalitit nun nicht mehr notwendig isomorph sind. Dies liegt daran, dafl nun
mit < eine “reichere” Struktur der Modelle vorliegt, insbesondere existieren nun auch Relatio-
nen zwischen verschiedenen Ketten, wihrend im Beweis von Lemma 53 die einzelnen Ketten
vollstindig isoliert waren.

Wir kénnen aber mit einigen trivialen Modifikationen des Beweises von Satz 32A in [End72]
zeigen, dafl {T'} eine Quantoreliminierung fiir die Klasse S erlaubt ([End72],[CK90]). Dies
bedeutet insbesondere, daff 7" in I§ vollstindig ist. Es sei nun

w:=TAVe €s.7(0,2)=true

False ist natiirlich eine 3%, m-Parameterbedingung von w, wir zeigen daf es sogar bis auf
Aquivalenz die einzige 3%, m-Parameterbedingung von w ist. Wir nehmen als an, v sei eine
3%, m-sapab von w und A |= v. Dann gilt insbesondere A |= 7. Es sei nun A’ die Standardi-
sierung eines Nichtprimmodelles der Arithmetik. Fs gilt A’ = T, und da T vollstindig in 3%
ist, auch A" = v.

Nun gilt aber A’ [m= —~w, dies widerspricht der Annahme an v. Da False bis auf Aquivalenz
die einzige 3%¥ Parameterbedingung von w ist, ist es also auch eine $$f-sapab von w.
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Andererseits gilt (5) nicht: Es sei A die Standardisierung des Primmodells und A’ die Standar-
disierung eines Nichtprimmodells der Arithmetik. A und A’ haben die gleiche Theorie, aber
A [ml= w und A’ [mE —w.

(5) # (4):

Es sei m das Modul von Abbildung 9, Seite 57, und ¥ die Parametersignatur von m. Betrachte
den Domainoperator 7/ und den Satz

w:=Vl € list.Jz € elem .isin(x,l) = false

Aussage (5) ist erfiillt, denn fiir jede Algebra A € %g gilt A [mj= w genau dann, wenn keiner
der Sétze

Elwl,...,xnEelem.VyEelem\/y:wi (i >0)
=1
ein Element von Th(A) ist.

Wir nehmen an, Aussage (4) wére erfiillt. A sei eine Algebra A € %é mit unendlicher Kardi-
nalitdt. Dann gilt A [ml= w, also nach (4):

Th(A)U Th,(SL) = w

Auf Grund des Kompaktheitssatzes der Pradikatenlogik erster Stufe gibt es dann eine endliche
Menge V' C Th(A), so daB
VU Th, (S5 £ w

Nach Lemma 3 kénnen wir ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit annehmen, daff V' C
Sen(X', X)), wobei X' nur aus der Sorte elem besteht und keine Funktionszeichen enthilt.
Y’ ist also die (Signatur der) Sprache der reinen Gleichheitstheorie (pure identity language,
[CK90]). Es sei nun v die Konjunktion der in V' enthaltenen Sitze.

Wir kénnen nun zu jeder endliche Menge N C N eine Satz o(N) € Sen(X', X) angeben, so
daf} fiir jede Algebra A € Algy,:

AEo(N) <= #(A)eN

Nach Korollar 1.5.8 von [CK90] gibt es eine endliche Teilmenge N C N, so dafi v dquivalent
zu o(N) oder zu —o(N) ist. In jedem der beiden Fille hat v ein endliches Modell A" (da N
endlich ist), also gilt A’ [m}= V' U Thm(gg) und somit nach der Wahl von V: A’ [mj= w. Dies
ist ein Widerspruch, denn B [m|= w gilt nur fiir unendliche Modelle B.

(5) 7 (3):
Es sei m wieder das Modul aus Abbildung 9. Betrachte den Satz

w' = 3l € list Va € elem .isin(x,l) = true

Ebenso wie oben sehen wir auch hier, daf§ die Aussage (5) erfiillt ist. Andererseits hat w aber
keine S, m-spab, wie wir auf Seite 57 gezeigt haben. Also hat w nach Lemma 51 auch keine
37, m-sapab. a
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