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1 Einf�uhrungDie vorliegende Arbeit hat einige grunds�atzliche Probleme der Veri�kation modularisierter Soft-ware zum Gegenstand. Dabei interessieren wir uns f�ur die semantischen Aspekte im Zusammen-hang mit der Top-Down Entwicklung und der Wiederverwertbarkeit von Software-Modulen.Der Begri� der Modularisierung ist in der Softwareentwicklung eng mit dem Konzept der Ab-straktion verkn�upft ([Bis86]). Ausgangspunkt hierf�ur war das Konzept der prozeduralen Ab-straktion ([Par72]), wie sie beispielsweise durch Prozeduren in der Programmiersprache Pascal([JW78]) realisiert werden. Insbesondere seit den 70er Jahren entwickelte sich, nicht zuletztausgel�ost durch die Arbeiten �uber abstrakte Datentypen ([GTW78]), ein starkes Interesse anDatenabstraktion. Dahinter steckt die �Uberlegung, da� ein Datentyp aus Datenstrukturen undOperationen besteht und diese daher als eine Einheit zu behandeln sind. Diese Ideen fandenEingang in die Entwicklung moderner Programmier- und Spezi�kationssprachen.Als Beispiele von Modularisierungskonzepten in Programmiersprachen erw�ahnen wir hier nurdie \clusters" von CLU ([LG86], [LAB+81]), die \packages" von Ada1 ([ASCII83]), die \modu-les" von Modula-2([Wir85]) und die \structures" von ML ([Mac86]). Generische Datentypenwie in ML oder in Miranda2 ([Tur85]) erm�oglichen es, bei der De�nition komplexer Datenstruk-turen von den zugrundeliegenden Basissorten zu abstrahieren. Spezi�kationssprachen beruhenebenfalls in starkem Ma�e auf Modulkonzepten, dies gilt f�ur operationelle, axiomatische (ins-besondere algebraische) und konstruktive (insbesondere algorithmische) Spezi�kationssprachen([EM90]). Eine sehr unvollst�andige Liste von Spezi�kationssprachen mit Modulkonzepten be-steht aus Alphard ([Sha81]), CLEAR ([BG80]), ACT ONE ([EM85]) und OBSCURE ([LL87],[LL90]).Was verstehen wir nun | aus Sicht der Semantik | unter einem Modul einer (Programmier-oder Spezi�kations-) Sprache? Um diese Frage zu beantworten, m�ussen wir zun�achst einmaldie semantischen Objekte der betrachteten Sprache festlegen. Darunter verstehen wir die ma-thematischen Konzepte, die wir mit unserer Sprache de�nieren und die wir in der Syntaxder Sprache bezeichnen k�onnen. Semantische Objekte k�onnen z. B. Werte aus bestimmtenWertebereichen, Funktionen, Zustandstransformationen oder Algebren sein. In der Program-miersprache Pascal beispielsweise werden Werte durch Terme entsprechenden Typs, Funktionendurch \functions" und Zustandstransformationen durch Prozeduren beschrieben. Sprachen mitDatenabstraktion (also insbesondere Spezi�kationssprachen) z�ahlen auch Algebren zu ihren se-mantischen Objekten.Unter einem Modul verstehen wir einen wohlgeformten Ausdruck der Sprache, der seiner \Um-gebung" (dem durch das umfassende Sprachkonstrukt gebildeten Kontext) einige dieser se-mantischen Objekte zur Verf�ugung stellt. Die wesentliche Einschr�ankung ist hierbei, da� diesesemantischen Objekte die Semantik des Moduls bereits vollst�andig beschreiben. Wir k�onneninnerhalb eines Kontextes ein Modul durch ein anderes, das die gleichen semantischen Objektede�niert, ersetzen, ohne da� sich die Semantik des Kontextes dadurch �andert. Es spielt also1Ada ist ein eingetragenes Warenzeichen des United States Departement of Defense.2Miranda ist ein eingetragenes Warenzeichen von Research Software Ltd. 1



1 EINF�UHRUNGkeine Rolle, wie diese Objekte innerhalb eines Moduls de�niert werden, der Kontext hat kei-nen Zugri� auf die Implementierungsdetails. Dieses unter dem Stichwort \information hiding"bekannte Prinzip bildet eine wesentliche Grundlage der Entwicklung gro�er Softwarepakete.Wir k�onnen unseren Modulbegri� auf parametrisierte Module erweitern. Dabei wird in derSyntax eines Moduls eine Menge von Bezeichnern f�ur semantische Objekte, die in dem Modulbenutzt, aber nicht de�niert werden, ausgezeichnet. Wir nennen diese Bezeichner dann die(formalen) Parameter des Moduls. Die Semantik eines solchen parametrisierten Moduls isteine Funktion, die die Denotationen der formalen Parameter (d. h. die aktuellen Parameter) aufdie von dem Modul unter der gegebenen Parameterbelegung de�nierten semantischen Objekteabbildet. Wir werden in dieser Arbeit unter Modulen stets parametrisierte Module verstehen.Diese De�nition eines Modulkonzeptes f�ur eine Sprache ist nat�urlich sehr allgemein, sie umfa�tbeispielsweise auch einzelne Funktionsanwendungen in einer funktionalen Programmiersprache.Tats�achlich sind wir aber | und dies entspricht dem eigentlichen Sinn des Begri�es \Software-modul" in der Informatik | an Modulen interessiert, deren semantische Objekte eine reichemathematische Struktur aufweisen. Die in dieser Arbeit betrachteten Module dienen zur De-�nition von Algebren, die Semantik eines Moduls ist also eine Abbildung von Algebren aufAlgebren.Geht man davon aus, da� man die Semantik eines Programms als eine Algebra au�assen kann,so sehen wir hier die Bedeutung der Module insbesondere in den beiden folgenden Punkten:1. Ein Modul kann innerhalb eines Softwarepaketes mehrfach eingesetzt werden, indem esauf verschiedene aktuelle Parameter angewandt wird.2. Module k�onnen zur Top-Down Entwicklung von Algebren benutzt werden. Um eine Alge-bra zu programmieren (spezi�zieren), konstruiert man dazu ein Modul, das f�ur geeigneteParameteralgebren die gew�unschte Ergebnisalgebra liefert. Anschlie�end verf�ahrt manebenso f�ur die Parameteralgebra.Der springende Punkt bei dieser Art der Top-Down Entwicklung liegt nat�urlich in der Beschrei-bung der \geeigneten" Parameteralgebren. Um dies zu pr�azisieren, m�ussen wir zun�achst eineBeschreibungssprache f�ur Algebren festlegen. Wir w�ahlen hier die Pr�adikatenlogik erster Stufe,da sie einen guten Kompromi� zwischen Ausdruckskraft einerseits und \Beherrschbarkeit" (so-wohl aus Sicht der Beweistheorie als auch der Modelltheorie) andererseits bietet.Mit der Pr�adikatenlogik erster Stufe als Beschreibungssprache an der Hand k�onnen wir dasProblem der Top-Down Entwicklung von Modulen nun genauer fassen: gegeben ist eine pr�adi-katenlogische Formel w und ein Modul m, so da� w Ergebnisalgebren vonm beschreibt. Gesuchtist eine Formel v, die genau diejenigen Parameteralgebren beschreibt, f�ur die das Ergebnis derAnwendung der Semantik von m die Formel w erf�ullt. Man beachte hierbei, da� die Formelnnur Eigenschaften der Algebren festlegen und somit nicht mehr einzelne Algebren eindeutigund vollst�andig beschreiben.Im Zusammenhang mit der Wiederverwertbarkeit von Modulen ergibt sich ein �ahnliches Pro-blem. Hier m�ochten wir oft f�ur ein Modul m durch eine Formel w Eigenschaften der Ergeb-2



1.1 Modulenisalgebren von m beschreiben, die f�ur alle Parameteralgebren erf�ullt sein sollen. Gesucht isteine (schw�achste, d. h. m�oglichst allgemeine) Bedingung v an die Parameteralgebren, die diesegarantiert.In beiden F�allen nennen wir v eine m-schw�achste Parameterbedingung von w. Wir werden nundas Problem weiter pr�azisieren und dabei einen �Uberblick �uber die in dieser Arbeit vorgestelltenErgebnisse geben. Der Aufbau der folgenden Abschnitte orientiert sich an der Gliederung dergesamten Arbeit in Kapitel.1.1 ModuleIm Kapitel 3 stellen wir eine idealisierte Sprache zur De�nition von Modulen vor. Ein solchesModul besitzt zwei \Schnittstellen" zu seiner Au�enwelt: eine Parametersignatur und eineExportsignatur. Diese legen somit den De�nitions- und den Wertebereich der dem Modulzugeordeneten Semantik fest. Einem Modul m mit Parametersignatur �P und Exportsignatur�E , oder anders ausgedr�uckt einem Modul m mit Signatur (�P ;�E), ordnen wir als Semantikeinen Funktor zu:m : Klasse der �P -Algebren ! Klasse der �E-AlgebrenDabei handelt es sich um einen \totalen Funktor", das hei�t zu jeder Parameteralgebra geh�orteine Exportalgebra.Das Modul selbst enth�alt die De�nitionen der Sorten und Funktionen von �E , die nicht Be-standteil von �P sind. Sorten und Funktionen, die sowohl in der Parametersignatur als auchin der Exportsignatur enthalten sind, werden durch die Semantik des Moduls nicht ver�andert.Die in einem Modul zu kreierenden Sorten werden durch die Angabe von Konstruktorfunktionenals eine formale Sprache de�niert. Dieses Verfahren ist aus Programmiersprachen wie ML oderMiranda sowie von Algorithmischen Spezi�kationen her bekannt. Zus�atzlich zu den Konstruk-torfunktionen k�onnen wir weitere Funktionen durch Angabe rekursiver Programme de�nieren.Die Syntax unser Sprache ist elementar | sie enth�alt nur Bestandteile, die wir zur Realisierungdieser De�nitionsprinzipien ben�otigen. Syntaktischen Zucker wie \Pattern Matching" oder einlet-Konstrukt haben wir, obwohl dieser f�ur die praktische Anwendung einer Sprache wichtigist, hier nicht aufgenommen.Ein erstes Beispiel einer Modulde�nition �ndet man in Abbildung 1. Tats�achlich enthalten dieParametersignatur �P sowie die Exportsignatur �E mehr Sorten und Operationen, als aus derModulde�nition in Abbildung 1 direkt ersichtlich ist. Jede der betrachteten Signaturen enth�alteinen \Standardteil", der aus einer Konstante ?s zu jeder Sorte s, einer Sorte bool sowie unteranderem einem Funktionszeichen ifthenelse: bool; s; s! s zu jeder Sorte s besteht. Die Alge-bren (wir werden dann von \Standardalgebren" sprechen) weisen ?s jeweils ein \unde�niertes"Element, d. h. ein minimales Element einer 
achen cpo, und den restlichen Standardkompo-nenten ihre �ubliche Bedeutung zu. Das unde�nierte Element ben�otigen wir zur De�nition derSemantik der durch ein rekursives Programm beschriebenen Funktionen. Den Datentyp bool3



1 EINF�UHRUNGPAR SORTS elemOPNS +: elem; elem! elemf : elem! elemBODY SORTS listCONS atom: elem! listcons: elem; list! listFCTS suml: list! elemsumr: list! elemPROG sumr(l) ( if isatom?(l) then select1atom(l)else sumr(select2cons(l)) + select1cons(l)suml(l) ( if isatom?(l) then select1atom(l)else select1cons(l) + suml(select2cons(l))Abbildung 1: Ein Beispiel einer Modulde�nition.mit den zugeh�origen Funktionen, insbesondere ifthenelse, werden wir oft in den rekursivenProgramme benutzen.Die Semantik des Moduls aus Abbildung 1 bildet eine Algebra, die eine Sorte elem, eine un�areFuntion f und eine bin�are Operation + enth�alt, auf eine Algebra ab, die im wesentlichen ausden folgenden Komponenten besteht:� die Sorte elem und die Operationen f und + aus der Parameteralgebra,� eine Sorte list, bestehend aus den endlichen nichtleeren Listen von de�nierten Elementender Sorte elem der Parameteralgebra, sowie einem unde�nierten Element der Sorte list� Konstruktorfunktionen cons und atom zur Konstruktion von Listen,� Funktionen wie isatom? oder select1cons zum Zugri� auf Teilstrukturen von Listen und� zwei rekursiv de�nierte Funktionen suml und sumr.Im Gegensatz zur \klassischen Programmveri�kation" ([LS87]) untersuchen wir die Eigenschaf-ten der Programme und Datentypde�nitionen nicht in einzelnen, fest gew�ahlten Interpretatio-nen der Parameterfunktionen. Statt dessen betrachten wir, gem�a� dem funktionalen Charakterder Semantik, das semantische Verhalten der Module in einer gro�en Klasse von Interpretatio-nen. Diese Sichtweise entspricht also eher dem \Geiste" der Arbeiten �uber Programmschemata([Gre75]). So erh�alt man aus unserer De�nition der Modulsprache die beispielsweise in [Gre75]untersuchten rekursiven Programmschemata, indem man die M�oglichkeit zur De�nition neuerDatentypen wegstreicht. In diesem Sinne k�onnten wir also auch von \Datentypschemata" spre-chen.4



1.2 Logik1.2 LogikIn Kapitel 4 werden wir die Pr�adikatenlogik erster Stufe dazu benutzen, Algebren zu beschrei-ben. Die \klassische" Pr�adikatenlogik" liefert hierzu eine Syntax von Formeln und eine G�ultig-keitsrelation j= zwischen Formeln und Algebren. Genauer existiert zu jeder Signatur � eineMenge von �-Formeln, die wir als Aussagen �uber �-Algebren ansehen k�onnen. j= ist also f�urjede Signatur � jeweils eine Relation zwischen der Menge der �-Formeln und der Klasse der�-Algebren.Mit den Formeln der Pr�adikatenlogik erster Stufe k�onnen wir aber im allgemeinen nur be-stimmte Eigenschaften der Algebren spezi�zieren, zu einer Formel gibt es stets eine Klasse vonAlgebren, in denen diese Formel gilt. Die in dieser Klasse enthaltenen Algebren k�onnen dabeidurchaus strukturell verschiedene (d. h. nicht isomorphe) Algebren enthalten, die Aussagekraftder Pr�adikatenlogik erster Stufe ist also beschr�ankt.Wir haben nun die beiden syntaktischen Konstruktionen, in deren Rahmen sich die hier be-handelte Problematik bewegt, kennengelernt: Module und pr�adikatenlogische Formeln. DieFormeln k�onnen dabei sowohl zur Beschreibung der Parameteralgebren als auch der Exportal-gebren benutzt werden. Die zugeh�origen semantischen Kategorien sind dann:� Eine Formel der Signatur �P beschreibt eine Klasse von �P -Algebren.� Ein Modul der Signatur (�P ;�E) beschreibt einen Funktor, der �P -Algebren auf �E-Algebren abbildet.� Eine Formel der Signatur �E beschreibt eine Klasse von �E-Algebren.Da das Symbol ? zum Standardteil jeder Signatur geh�ort, k�onnen wir in den pr�adikaten-logischen Formeln auch Terminierungsaussagen �uber einzelne Funktionen tre�en. TypischeFormeln �uber der Paramtersignatur �P f�ur das Modul m aus Abbildung 1 sindv1 := 8x; y : elem : x+ y = y + xv2 := 9x : elem : 8y : elem : x+ y = y ^ y + x = yv3 := 8x; y : elem:(x 6= ?elem ^ y 6= ?elem) � x + y 6= ?elemBeispiele f�ur Formeln �uber der Exportsignatur �E sindw1 := 8l : list : suml(l) = sumr(l)w2 := 8l : listl 6= ?list � (suml(l) 6= ? ^ sumr(l) 6= ?)Oft m�ochten wir das Verhalten eines Modules gar nicht in der Klasse aller Standardalgebrenzu einer Parametersignatur untersuchen, sondern in einer \sinnvollen" Teilklasse. Hierzu de-�nieren wir den Begri� eines Domainoperators . Ein Domainoperator = bildet eine Signatur� auf eine Klasse =� von �-Standardalgebren ab, wobei bestimmte Bedingungen erf�ullt seinm�ussen. Wichtige Beispiele von Domainoperatoren sind 5



1 EINF�UHRUNG� =f bildet eine Signatur � auf die Klasse aller �-Standardalgebren ab,� =st bildet eine Signatur � auf die Klasse derjenigen �-Algebren ab, in denen alle Funk-tionen strikt und total sind.Die oben angef�uhrten schw�achsten Parameterbedingungen k�onnen wir nun genauer de�nieren:Gegeben sei ein Modul m der Signatur (�P ;�E), ein Domainoperator = und eineFormel w der Signatur �E. Eine �P -Formel v ist eine =; m-schw�achste Parameter-bedingung von w (abgek�uzt spab), falls f�ur alle �P -Algebren A 2 =�P gilt:A j= v genau dann, wenn m (A) j= wSo ist in obigem Beispiel v1 eine =f ; m-spab sowie auch eine =st-spab von w1. Eine =f -spabvon w2 ist v3, eine =st-spab von w2 ist die Formel True.Es wird sich aber recht schnell herausstellen, da� es im allgemeinen zu einem Modul m und zueiner Formel w keine m-schw�achste Parameterbedingung geben kann. Der Grund hierf�ur liegtin der beschr�ankten Aussagekraft der Pr�adikatenlogik erster Stufe. So k�onnen wir beispielsweiseein Modul m der Signatur (�P ;�E) und eine �E-Formel w angeben, so da� m (A) j= w genauf�ur alle endlichen �P -Algebren A gilt. Es ist aber aus prinzipiellen Gr�unden nicht m�oglich, miteiner Formel der Pr�adikatenlogik erster Stufe die Klasse aller endlichen Algebren einer Signaturzu beschreiben. In dem Beispiel aus Abbildung 1 hat die folgende Formel keine =f ; m-spab,wie wir sp�ater zeigen werden:9l : list : l 6= ?list ^ f(suml(l)) = f(sumr(l))1.3 Modelltheoretische EinordnungUm die logischen Eigenschaften der Modulsemantik bewerten zu k�onnen, nehmen wir nun einenanderen Standpunkt ein: Wir k�onnen die Modulsemantik mit der Pr�adikatenlogik erster Stufe�uber Exportalgebren als eine neue Logik ansehen, die Aussagen �uber Parameteralgebren tri�t.Hierzu holen wir nun etwas weiter aus und stellen unsere Betrachtungen der Logik in denKontext der abstrakten Modelltheorie. Der Gegenstand der abstrakten Modelltheorie ([BF85])ist der Vergleich verschiedener Logiken nach ihrer \St�arke" und ihren modelltheoretischen Ei-genschaften. Diese Begri�e m�ussen nat�urlich pr�azise gefa�t werden. Was soll man zun�achst�uberhaupt unter \einer Logik" verstehen?Wir wollen den Begri� der Logik hier nicht formal de�nieren, es seien nur einige wichtigePunkte festgehalten (siehe [Ebb85] f�ur vollst�andige De�nitionen): Eine Logik L ordnet jederpr�adikatenlogischen Sprache � , d. h. jeder wohlgeformten Menge von Sorten, Funktions- undPr�adikatenzeichen� eine Menge L(�) von � -S�atzen und� eine G�ultigkeitsrelation j=L zwischen � -Modellen und � -S�atzen6



1.3 Modelltheoretische Einordnungzu. Dabei m�ussen bestimmte Bedingungen, die beispielsweise ein Wohlverhalten bez�uglichIsomorphismen von Modellen oder Umbenennungen von pr�adikatenlogischen Sprachen garan-tieren, erf�ullt sein. Wichtig ist hierbei, da� der Modellbegri� von erster Stufe (�rst order) ist:Ein Modell enth�alt zu jeder Sorte eine Tr�agermenge und zu jedem Funktions- und Pr�adikatszei-chen eine Funktion, bzw. eine Relation entsprechender Stelligkeit auf diesen Tr�agermengen. DieModelle enthalten also keine h�oheren Funktionen oder Relationen auf Mengen. Dies schlie�taber nicht aus, da� solche Objekte \intern" in einer Logik benutzt werden, um Aussagen �uberModelle zu tre�en. Neben der Pr�adikatenlogik erster Stufe, die man mit L!! bezeichnet, sindwichtige Beispiele von Logiken:1. die in�nit�are Logik L!1!, die L!! insofern erweitert, als sie Disjunktionen und Konjunk-tionen abz�ahlbar vieler Formeln erlaubt ([Kei71], [Nad85]),2. die Logik L(Q1), die L!! um einen Quantor \es gibt �uberabz�ahlbar viele Elemente, f�urdie . . . gilt" erweitert ([Kau85]) und3. die Pr�adikatenlogik zweiter Stufe L2, die L!! um Quanti�zierungen �uber Relationenerweitert. Man beachte, da� der Modellbegri� auch hier von erster Stufe ist.Alle diese Beispiellogiken haben die Eigenschaft, da� sie die Pr�adikatenlogik erster Stufe um-fassen, und da� in ihnen die Konzepte Negation, Konjunktion und Existenzquanti�zierung vonFormeln ausdr�uckbar sind. Solche Logiken bezeichnet man als regul�are Logiken, f�ur exakteDe�nitionen verweisen wir wieder auf [Ebb85].Man kann nun, und dies ist ein zentrales Anliegen der abstrakten Modelltheorie, die Aussa-gekraft verschiedener Logiken vergleichen. Die entscheidende Frage ist dabei, welche Klassenvon Modellen in den jeweiligen Logiken durch einzelne S�atze beschrieben werden k�onnen. EineLogik L� ist mindestens so stark wie eine Logik L, in Zeichen L � L�, falls giltF�ur jede Klasse C von � -Modellen, f�ur die es einen Satz w 2 L(�) gibt mit C =fM jM j=L wg, gibt es auch einen Satz v 2 L�(�) mit C = fM jM j=L� vg.Die Logiken der obigen Beispiele sind alle mindestens so stark wie L!!, man sieht leicht ein,da� sie sogar jeweils echt st�arker als L!! sind.Weiterhin kann man nun die aus der Modelltheorie der Pr�adikatenlogik erster Stufe ([CK90]ist hier die Referenz) bekannten S�atze wie z. B. Kompaktheit, aufw�arts und abw�arts gerich-tete Skolem-L�owenheim-Tarski Eigenschaft, Craigscher Interpolationssatz und Robinson Kon-sistenz, in diesem allgemeinen Rahmen untersuchen. Es stellt sich dabei heraus, da� bei dendrei oben angegebenen Logiken stets einige der modelltheoretischen Eigenschaften der Pr�adi-katenlogik erster Stufe verloren gehen.Die bahnbrechende Erkenntnis von Lindstr�om ([Lin69], siehe auch [CK90], [Flu85]) war es nun,da� bei regul�aren Logiken ein starker Zusammenhang zwischen der Verst�arkung der Ausdrucks-kraft und dem Verlust w�unschenswerter modelltheoretischer Eigenschaften besteht: 7



1 EINF�UHRUNGL!! ist bez�uglich � maximal unter den regul�aren Logiken, die abz�ahlbare Kom-paktheit und #LST erf�ullen.Diese Eigenschaften bedeuten im einzelnen:1. Eine Logik L ist abz�ahlbar kompakt , wenn f�ur jede abz�ahlbare Menge T von L-S�atzengilt: Falls jede endliche Teilmenge von T ein Modell hat, dann hat auch T ein Modell.2. Eine Logik L hat die abw�arts gerichtete Skolem-L�owenheim-Tarski Eigenschaft, abgek�urzt#LST, falls jeder L-Satz, der ein unendliches Modell hat, auch ein abz�ahlbares Modellhat.Man kann den Satz von Lindstr�om auch so lesen: Jede regul�are Logik, die echt st�arker als L!!ist, verletzt mindestens eine der Eigenschaften Kompaktheit und #LST. In unseren Beispielenerhalten wir ([Ebb85]):1. L!1! ist #LST, aber nicht kompakt.2. L(Q1) ist kompakt, aber nicht #LST.3. L2 ist weder kompakt noch #LST.Wie pa�t unsere Modulsemantik nun in dieses allgemeine Rahmenwerk?Ein erster Ansatz k�onnte darin bestehen, zu einer Signatur � die Klasse aller Formeln [m]w zubetrachten, wobei m ein Modul mit Signatur (�;�E) und w ein �E Satz der Pr�adikatenlogikerster Stufe ist. Die Erf�ullbarkeitsrelation j= w�urden wir dann durchA j= [m]w :() m (A) j= wde�nieren. Auf Formeln dieser Bauart k�onnen wir leicht Negation, Konjunktion und Existenz-quanti�zierung erkl�aren. Abgesehen von den eher unwesentlichen Einschr�ankungen, da� wirhier keine Pr�adikatszeichen und nur Standardalgebren betrachten, erhalten wir somit eine re-gul�are Logik in obigem Sinne. Diese Logik ist echt st�arker als die Pr�adikatenlogik erster Stufe,denn wir k�onnen in ihr beispielsweise die Klasse der endlichen Algebren beschreiben. In Satz 1werden wir zeigen, da� diese Logik die #LST Eigenschaft hat, nach dem Satz von Lindstr�ommu� also die Kompaktheit verletzt sein.Mit dieser Erkenntnis k�onnen wir uns nat�urlich nicht zufrieden geben, denn bei dieser Logikhandelt es sich um eine exogene Logik . In [KT90] wurde dieser Begri� im Zusammenhang mitModallogiken benutzt, hier meinen wir damit, da� die Module selbst Bestandteil der S�atzeder Logik sind. Die obige Betrachtung betri�t also die Logik, die die Klasse aller S�atze unddamit insbesondere auch aller Module umfa�t. Unser Ausgangspunkt waren aber die logischenProbleme, die im Zusammenhang mit der Veri�kation einzelner Module auftreten. Aus diesemGrunde gehen wir hier anders vor und de�nieren f�ur jedes einzelne Modul m mit Signatur8



1.4 Berechnung von spabs(�P ;�E) eine Menge von Formeln Senm, diese ist identisch mit der Menge der pr�adikatenlogi-schen S�atze �uber �E . Das Modul m geht nun in die De�nition der G�ultigkeitsrelation ein. F�ureine �P -Algebra A de�nieren wirA [mj= w () m (A) j= wHierbei handelt es sich nun um eine endogene Logik im Sinne von [KT90].In Satz 2 werden wir einen detaillierteren Zusammenhang zwischen der Kompaktheit von [mj=und der Existenz von spabs zeigen, als ihn uns der Satz von Lindstr�om liefert. Zu diesemZwecke m�ussen wir Erweiterungen eines Moduls um Mengen von zus�atzlichen Konstantenzei-chen betrachten. Wir erhalten die Erweitrung des Modules m um die Menge C von Konstan-tenzeichen, indem wir C sowohl zur Paramtersignatur von m als auch zur Exportsignatur vonm hinzuf�ugen. Wir zeigen die �Aquivalenz der beiden folgenden Aussagen f�ur beliebige Modulem und Domainoperatoren =:� F�ur alle Erweiterungen m0 vonm um Konstanten ist [m0j= kompakt, wobei die betrachteteKlasse von Modellen durch den Domainoperator = bestimmt ist� Zu jeder Erweiterung m0 von m um Konstanten und zu jeder Formel w �uber der Export-signatur von m0 gibt es eine =; m0-spabMit den S�atzen 3 und 4 werden wir zeigen, da� die Existenz von spabs eine nicht entscheidbareEigenschaft der Module ist. Genauer werden wir zeigen, da� die beiden folgenden Problemef�ur nichttriviale Domainoperatoren = weder semientscheidbar noch kosemientscheidbar sind:� Gibt es zu einem Modul m und einer Formel w �uber der Exportsignatur von m eine=; m-spab?� Hat ein Modul m die Eigenschaft, da� es zu jeder Formel w �uber der Exportsignatur vonm eine =; m-spab gibt?1.4 Berechnung von spabsNachdem wir uns in Kapitel 5 mit Bedingungen f�ur die Existenz von spabs besch�aftigt haben,suchen wir in Kapitel 6 nach M�oglichkeiten zur Berechnung von spabs. Dazu werden wir inAbschnitt 6.1 zun�achst ein allgemeines Resultat (Satz 5) zeigen, das einen Zusammenhangherstellt zwischen der Berechenbarkeit von m-spabs einerseits und der Entscheidbarkeit derTheorie von m (A) relativ zur Theorie von A f�ur alle Parameteralgebren A andererseits.Dabei ist, allgemein gesprochen, eine Menge M relativ zu einer Menge N entscheidbar, falls eseinen Algorithmus zur Entscheidung von M gibt, der aber auf das vollst�andige Wissen um dieMenge N zur�uckgreifen kann. Wie in der \normalen" Berechnungstheorie gibt es f�ur diesenBegri� verschiedene Formalisierungen, einer davon ist der einer Orakelmaschine. Der Begri�der Orakelmaschine ist eine Erweiterung des Begri�es der Turingmaschine. Zus�atzlich zu den9



1 EINF�UHRUNGBerechnungschritten einer Turingmaschine kann eine Orakelmaschine in bestimmten Zust�andenFragen der Form \ist x in der Orakelmenge?" an sein Orakel stellen. Der weitere Verlauf derBerechnung h�angt dann von der Antwort des Orakels ab.Unser Resultat in Satz 5 liefert nun f�ur beliebige Module m, Mengen W von Formeln �uberder Exportsignatur von m und Domainoperatoren, die sich aus Sicht der Beweistheorie �ahnlichverhalten wie =f , die �Aquivalenz der beiden folgenden Aussagen:� Es gibt einen Algorithmus, der zu jeder Formel aus W eine =; m-spab berechnet� F�ur jede Paramteralgebra A 2 =�P ist Th( m (A)) relativ zu Th(A) entscheidbar.Dieses Resultat legt es nahe, bekannte Entscheidbarkeitsresultate auf ihre Verwendbarkeitf�ur die Berechnung von spabs zu untersuchen. In Abschnitt 6.2 werden wir, ausgehend vondem in [CL88] vorgestellten Entscheidungsverfahren f�ur die Theorie einer Grundtermalgebra,eine Methode zur Berechnung von spabs f�ur eine eingeschr�ankte Klasse von Modulen angeben(Satz 6). Wir geben zun�achst eine kurze �Ubersicht �uber das in [CL88] vorgestellte Verfahrenund erl�autern anschlie�end unsere Erweiterungen.Das Verfahren von [CL88] liefert ein Entscheidungsverfahren f�ur die Theorie einer von einerMenge K erzeugten Grundtermalgebra GK . Der Kern des Verfahrens besteht aus einem Re-gelsystem zur Eliminierung von Quantoren. Dieses Regelsystem transformiert eine Formel derForm 9x1; . . . ; xn8y1; . . . ; ym : wwobei w keine Quantoren enth�alt, in eine in GK �aquivalente Formel9x1; . . . ; xl : w0wobei w0 ebenfalls keine Quantoren enth�alt. Im allgemeinen gilt dabei l � n, d. h. es wurdenneue existenzquanti�zierte Variablen eingef�uhrt. Zu den Regeln geh�oren neben allgemeing�ulti-gen pr�adikatenlogischen Transformaionen1. Regeln zur Vereinfachung von Gleichungen und Ungleichungen zwischen Termen wie bei-spielsweise k(t1; . . . ; tn) = k(r1; . . . ; rn) 7�! t1 = r1 ^ . . .^ tn = rn2. eine Regel zur Fallunterscheidung nach den m�oglichen Werten einer nicht zu y1; . . . ; yngeh�origen Variablen: 8~y : P 7�! _k2K 9~x8~y : x = k(~x) ^ Pfalls x 62 ~y. Diese Regel (explosion rule) ist die Quelle der neu entstehenden existenz-quanti�zierten Variablen.3. eine Regel zur Elimierung gewisser Disjunktionen von Gleichungen, in vereinfachter Form:8~y : z1 = u1 _ . . ._ zn = un 7�! False10



1.4 Berechnung von spabsfalls jedes zi eine Variable ist, ui jeweils nicht identisch mit zi ist und jede Gleichungzi = ui mindestens eine Variable aus ~y enth�alt.Der Beweis dieser Regel (U4) beruht auf der Tatsache, da� eine solche Disjunktionvon Gleichungen nur endlich viele L�osungen haben kann. [Mal71] enth�alt ein �ahnlichesLemma.Unsere Erweiterung bezieht sich nun auf Module, die h�ochstens eine durch ein rekursives Pro-gramm de�nierte Funktion aufweisen. Diese Funktion f mu� dabei einige zus�atzliche Bedin-gungen erf�ullen:� die Ergebnissorte von f ist eine Parametersorte, f hat nur ein Argument und die Argu-mentsorte ist eine neue Sorte� f ist symbolisch partiell auswertbar, d. h. f�ur jeden nur mit Konstruktoren und Variablenaufgebauten Term t kann man f(t) zu einem �aquivalenten Term reduzieren, in dem f nurnoch mit einer Variablen als Argument auftaucht. Die Funktionen suml und sumr ausAbbildung 1 erf�ullen diese Bedingung, so k�onnen wir beispielsweise die folgende Reduktionvornehmen: suml(cons(x1; cons(x2; y)))) 7�! x1 + (x2 + y)� Die wichtigste Bedingung ist die Existenz einer vollst�andigen Menge f�ur f .Im allgemeinen entsteht bei der Suche nach spabs das Problem, da� die Menge der Werte,die man aus einem Term f(t) durch Auswertung unter allen Variablenbelegungen erh�alt,nicht mehr durch eine Formel der Pr�adikatenlogik erster Stufe beschrieben werden kann.In diesem Fall wird im allgemeinen zu einer Formel w, die einen solchen Teilausdruck f(t)enth�alt, keine spab existieren.Die Existenz eine vollst�andigen Menge f�ur f l�ost dieses Problem. Dabei hei�t eine endlicheMenge C von Termen vollst�andig f�ur f , falls{ alle Terme in C nur aus Konstruktoren und Variablen von Sorten aus der Parame-tersignatur aufgebaut sind und{ f�ur jede Parameteralgebra A und jedes a aus m (A) von entsprechender Sorte eint 2 C und eine Variablenbelegung � existiert, so da� die Anwendung von f auf a inm (A) den gleichen Wert ergibt wie die Auswertung von f(t) in m (A) unter derVariablenbelegung �.Im Beispiel von Abbildung 1 ist die einelementige Menge fatom(x)g eine vollst�andigeMenge sowohl f�ur suml als auch sumr. Die Begr�undung daf�ur ist, da� f�ur jede Parame-teralgebra A und jeden Wert der Sorte list in der Forma = cons(a1; . . . ; cons(an�1; atom(an)) . . .)f�ur jede Variablenbelegung � mit � mit�(x) = (a1 + . . . + (an�1 + an) . . .) 11



1 EINF�UHRUNGdie Anwendung von suml auf a in m (A) den gleichen Wert ergibt wie die Auswertungdes Termes suml(atom(x)) in der Belegung �.Dies bedeutet, da� eine Formel 8y : s1 : P (f(y))wobei P irgendeine Formel ist, die y nur im Kontext f(y) enth�alt, f�ur alle Paramteralgebren A�aquivalent ist zu t̂2C 8Varhti : P (f(t))Dabei steht 8Varhti f�ur eine Allquanti�zierung �uber alle freien Variablen von t. Da f nun par-tiell symbolisch auswertbar ist, k�onnen wir f(t) dann jeweils zu einem Term ohne Vorkommeneiner Variablen von neuer Sorte auswerten. Wir haben somit insgesamt die allquanti�zierteVariable y von neuer Sorte durch mehrere allquanti�zierte Variablen �uber Parametersorte er-setzt. Der Beweis von Satz 6 besteht nun im wesentlichen darin, eine Formel in eine Form zubringen, in der die oben erkl�arte Argumentation anwendbar ist. Das Problem dabei ist, da� dieBedingung \y kommt in P nur in der Form f(y) vor" im allgemeinen nicht erf�ullt ist.Das Modul aus Abbildung 1 erf�ullt die Bedingungen f�ur die Anwendbarkeit unseres Berech-nungsverfahren nicht, da es zwei durch rekursive Programme de�nierte Funktionen enth�alt.Streicht man jedoch eine der beiden Funktionen suml oder sumr aus dem Modul weg, sosind die Bedingungen erf�ullt. Wir werden am Ende des Kapitels 6 zeigen, da� bez�uglich desModules aus Abbildung 1 (mit beiden Funktionen suml und sumr) im allgemeinen zu einerFormel w eine spab nicht existiert. Dies zeigt, da� zumindest ohne eine weitere Versch�arfungder Bedingungen an die rekursiven Funktionen einer Verallgemeinerung unserer Methode nichtm�oglich ist.1.5 Parameterbedingungenprobleme und ReduktionenIn Kapitel 7 werden wir die Probleme der Existenz und Berechenbarkeit von spabs formalerfassen. Dazu de�nieren wir den Begri� des Parameterbedingungenproblems , abgek�urzt PbP .Ein PbP ist ein Tripel, bestehend aus� einem Domainoperator =� einem Modul m und� einer Menge W von Formeln �uber der Exportsignatur von m.Eine L�osung eines solchen PbP besteht aus einem Algorithmus, der zu jeder Formel w 2 W eine=; m-spab berechnet. PbP's haben drei \Freiheitsgrade", durch �Anderung des Domainopera-tors, des Moduls und nat�urlich der Menge W k�onnen wir die L�osbarkeit eines PbP entscheidendver�andern. Wir f�uhren deshalb einen Begri� von \Reduktion" eines PbP auf ein anderes an.Dabei ist ein PbP P1 auf ein anderes PbP P2 reduzierbar, falls wir aus einer L�osung von P212



1.6 Eine Methode f�ur Unentscheidbarkeitsbeweiseunmittelbar eine L�osung von P1 konstruieren k�onnen. Das Problem P1 ist also \h�ochstens soschwierig wie" das Problem P2.In Abschnitt 7.2 werden wir zeigen, da� sich eine PbP P1 = (=f ; m;W ) stets auf ein geeignetesPbP P2 = (=st; m0;W 0) reduzieren l�asst (Satz 7). Dabei sind die in m0 durch rekursive Pro-gramme de�nierten Funktionen von einer einfachen Rekursionsstruktur. Da dar�uber hinaus P2als Domainoperator =st benutzt, werden dann alle Funktionen in m0 (A) f�ur alle Paramteral-gebren A 2 =st�P total sein. Dies bedeutet, da� in dem PbP P2 der unde�nierte Wert ? f�ur dieLogik keine Rolle mehr spielt.Insgesamt besagt Satz 7 also, da� die M�oglichkeit der Nichtterminierung von Berechnungenvon neuen Funktionen, bzw. von unde�nierten Werten bei der Auswertung von Funktionen derParameteralgebra, das Problem des Au�ndens von spabs nicht erschwert.1.6 Eine Methode f�ur UnentscheidbarkeitsbeweiseIn Abschnitt 8 werden wir eine allgemeine Methode zum Beweis der Unentscheidbarkeit ei-ner Theorie entwickeln. Aus der Literatur sind verschiedene andere Methoden zum Beweisder Unentscheidbarkeit von pr�adikatenlogischen Theorien bekannt. In [Tar53a] wurde gezeigt,da� eine Theorie T unentscheidbar ist, falls eine wesentlich unentscheidbare (essentially un-decidable) und endlich axiomatisierbare Theorie T 0 relativ schwach interpretierbar (relativelyweak interpretable) in T ist. Dabei hei�t eine Theorie wesentlich unentscheidbar , falls jedeihrer konsistenten Erweiterungen unentscheidbar ist. Der Nachweis der relativen schwachenInterpretierbarkeit von T 0 in T besteht, grob gesagt, in der Konstruktion von Formeln, die dasUniversum und die Operationen von T 0 in einer geeigneten konsistenten Erweiterung von Tbeschreiben. Die Reduktion wird also in der Sprache der Pr�adikatenlogik erster Stufe selbstausgedr�uckt, man ben�otigt aber eine geeignete endlich axiomatisierbare und wesentlich unent-scheidbare Theorie. Die Theorie Q, das ist im wesentlichen die Peano-Arithmetik ohne In-duktion, hat diese Eigenschaften ([TMR53a]). Diese Methode kann dazu benutzt werden, dieUnentscheidbarkeit unvollst�andiger Theorien (z. B. die von einem Axiomensystem beschriebeneTheorie) zu zeigen. In [Tar53b] wurde dies benutzt, um die Unentscheidbarkeit der Gruppen-theorie zu beweisen.Die in [Rab65] beschriebene Methode erfordert hingegen nicht die endliche Axiomatisierbar-keit der zur R�uckf�uhrung benutzten unentscheidbaren Theorie. Um nach [Rab65] die Un-entscheidbarkeit einer Theorie nachzuweisen, mu� man, wiederum vereinfacht ausgedr�uckt,folgenderma�en vorgehen: Finde eine geeignete unentscheidbare Theorie T 0 und Formeln �uberder Sprache von T , die f�ur jedes Modell von T neue Operationen in einem Teiluniversum diesesModells ausdr�ucken. Zeige nun eine eins-zu-eins Korrespondenz zwischen den auf diese Weiseneu konstruierten Modellen und den Modellen von T 0. Die R�uckf�uhrung selbst wird also auchhier wieder in der Pr�adikatenlogik ausgedr�uckt, der Beweis benutzt aber eine Aussage �uber dieModelle der verschiedenen Theorien.Unsere Methode beruht hingegen auf einem anderen Prinzip: Wir nutzen wesentlich die Ei-genschaften der Modelle der betrachteten Theorien aus, im Gegensatz zu Eigenschaften der13



1 EINF�UHRUNG Uni�kation �1 �2 �31 Konstante+1 AC p [Com88], [Pre29]n Konstanten+1 AC p Satz 17 dieser Arbeit1 Konstante p [Sti81]+ mind. 1 Funktion p [Kir85] p [Com88] ? 
 Satz 9 dieser Arbeit+ mind. 1 AC p [Fag84]In der Tabelle steht \Funktion" f�ur eine mindestens einstellige Funktion, dies schlie�t auch dieM�oglichkeit einer bin�aren AC Funktion ein. p bedeutet entscheidbar, 
 unentscheidbar.Abbildung 2: �Ubersicht der Resultate zu Gleichungsproblemen modulo ACTheorien selbst. Die R�uckf�uhrung geschieht nun auf der Ebene der Modelle, nicht auf derEbene der Theorie.Unsere allgemeine Methode illustrieren wir mit einigen konkreten Unentscheidbarkeitsbewei-sen, die teilweise neue Ergebnisse liefern. Wir geben hier einen �Uberblick �uber die einzelnenResultate und vergleichen diese mit bekannten Ergebnissen aus der Literatur.Das erste Anwendungsfeld unsere Methode sind Gleichungsprobleme (equational problems),wie sie in [Com90a] und [BSS89] eingef�uhrt wurden. Gleichungsprobleme stellen eine Verall-gemeinerung von Uni�kationsproblemen (siehe [Sie89] f�ur einen �Uberblick �uber Uni�kations-probleme) dar. Dabei handelt es sich um die Theorie der initialen, bzw. der freien Algebraeiner Gleichungsspezi�kation (equational speci�cation). Die initiale Algebra ist der Quotienteiner Grundtermalgebra nach der von einer endlichen Gleichungsmenge erzeugten Kongruenz-relation, w�ahrend bei der freien Algebra der Quotient auf die von einer unendlichen Menge vonzus�atzlichen Konstanten, die aber nicht Bestandteil der Sprache der Logik sind, erzeugte freieAlgebra angewandt wird.Eine wichtige Anwendung betri�t die Theorie einer Grundtermalgebra modulo den Axiomen f�urAssoziativit�at und Kommutativit�at, abgek�urzt AC, (mindestens) eines bin�aren Funktionssym-bols. Eine �Ubersicht �uber die Resultate zur Entscheidbarkeit von Gleichungsproblemen moduloAC �ndet man in Abbildung 2. Uni�kationsalgorithmen f�ur AC Funktionen bei Anwesenheitvon freien Funktionszeichen wurden in [Sti81] (die Terminierung konnte aber erst in [Fag84]bewiesen werden) und [Kir85] gegeben. In [Com88] wurde die Entscheidbarkeit des existen-tiellen Fragments bewiesen. Dort wurde au�erdem festgestellt, da� der Fall einer Konstantenund eines AC Funktionssymbols eine Teiltheorie der Presburger Arithmetik darstellt und daher([Pre29]) entscheidbar ist. Wir werden in Satz 17 zeigen, da� sich diese Argumentation leicht14



1.6 Eine Methode f�ur Unentscheidbarkeitsbeweiseauf den Fall von endlich vielen Konstanten und einem AC Funktionssymbol erweitern l�a�t.Wir zeigen in Satz 9, da� das �3-Fragment unentscheidbar ist, falls die Signatur mindestenseine Konstante, ein mindestens einstelliges Funktionszeichen sowie ein AC Funktionszeichenenth�alt. In [Com88] und [Les88] wurde dies als o�enes Problem herausgestellt. Unser Unent-scheidbarkeitsresultat kann leicht auf freie Algebren und auf Gleichungsprobleme modulo ACI,d. h. Assoziativit�at, Kommutativit�at und Idempotenz erweitert werden. Die Verallgemeinerungauf freie Algebren widerlegt die in [BSS89] ge�au�erte Vermutung, da� Gleichungsprobleme infreien Termalgebren (general equational problems) entscheidbar sind, falls Uni�kation mit freienFunktionszeichen entscheidbar ist.Eine zweite Anwendung aus dem Gebiet der Gleichungsprobleme ist die Theorie einer Grund-termalgebra modulo Assoziativit�at. In [Qui46] wurde die Unentscheidbarkeit der Theorie derStringkonkatenation gezeigt, dies entspricht der Grundtermalgebra eines bin�aren Funktionszei-chens und zweier Konstanten modulo der Assoziativit�at. Der dort gegebene Beweis benutzteine R�uckf�uhrung der vollst�andigen Zahlentheorie auf die Theorie der Stringkonkatenation, eswird aber nicht versucht, die Unentscheidbarkeit f�ur ein m�oglichst kleines Fragment zu zeigen.Benutzt man f�ur die R�uckf�uhrung Hilberts zehntes Problem, von dem wir heute wissen, da� esunentscheidbar ist ([Mat70]), so erhalten wir aus dem Beweis von [Qui46] die Unentscheidbar-keit des �6-Fragments. In [Plo72] wurde ein Uni�kationsalgorithmus f�ur Termalgebren moduloAssoziativit�at angegeben, der die (m�oglicherweise unendliche) Menge von L�osungen (most ge-neral uni�ers) erzeugt. Die Entscheidbarkeit der Uni�zierbarkeit zweier Terme modulo derAssoziativit�at wurde in [Plo72] vermutet und in [Mak77] bewiesen. Wir zeigen in Satz 16,da� das �2-Fragment unentscheidbar ist, falls die Signatur mindestens eine Konstante, einnicht konstantes Funktionszeichen und ein assoziatives Funktionszeichen enth�alt. Im Vergleichzum Unentscheidbarkeitsresultat f�ur AC f�allt auf, das wir bei Assoziativit�at alleine Unent-scheidbarkeit f�ur �2, im AC Fall aber nur f�ur �3 beweisen konnten. Einen Hinweis auf dieGr�unde hierf�ur liefert die Uni�kationshierarchie von [BHSS87], in der AC �nit�ar ist, Assoziati-vit�at aber den Uni�kationstyp 1 hat. Dies bedeutet, da� bereits das Uni�kationsproblem imassoziativen Falle in einem schw�acheren Sinne l�osbar ist als im AC Fall.Ein weiteres wichtiges Anwendungsgebiet umfa�t die Theorie einer Grundtermalgebra mit einerOrdnung auf Termen. Die Unentscheidbarkeit des �2-Fragmentes der Theorie der Teiltermre-lation wurde in [Ven87] f�ur Signaturen mit mindestens einer Konstanten, zwei un�aren Funk-tionszeichen und einem tern�aren Funktionszeichen gezeigt. Wir zeigen die Unentscheidbarkeitdes �2-Fragments f�ur Signaturen, die mindestens eine Konstante und ein bin�ares Funktionszei-chen enthalten. Unser Beweis umfa�t nicht nur das Unentscheidbarkeitsresultat von [Ven87],der Beweis ist auch konzeptionell einfacher, wie wir sp�ater noch ausf�uhren werden. Damit istdie Fallunterscheidung f�ur die Theorie der Teiltermrelation komplett (siehe auch Abbildung 3):Die Entscheidbarkeit des �1-Fragmentes wurde in [Ven87] bewiesen. [Rab69] zeigt die Ent-scheidbarkeit der Theorie f�ur den Fall einer Konstanten und endlich vieler Funktionszeichen,dies l�a�t sich sehr einfach auf den Fall endlich vieler Konstanten zusammen mit endlich vielenun�aren Funktionszeichen verallgemeinern.Wir erweitern unser Unentscheidbarkeitsresultat auf die Algebra der unendlichen B�aume mitder Teiltermrelation. Die Entscheidbarkeit des existentiellen Fragments dieser Theorie wurde15



1 EINF�UHRUNG �1 �21 Konstante+1 un�are Funktion p [Pre29]n Konstanten+n un�are Funktionen p [Rab69]1 Konstante+ mind. 1 bin�are Funktion 
 Satz 16 dieser Arbeit1 Konstante+2 un�are Funktionen p [Ven87] 
 [Ven87]+1 tern�are Funktionp bedeutet entscheidbar, 
 unentscheidbar.Abbildung 3: �Ubersicht der Resultate zur Theorie der Teiltermrelationin [Tul90] gezeigt.In [Com88] wurde die Frage nach der Entscheidbarkeit einer totalen Simpli�kationsordnung(total simpli�cation ordering) gestellt. Die Entscheidbarkeit des existentiellen Fragments ei-ner totalen lexikographischen Pfadordnung wurde in [Com90b], die einer totalen MultimengenPfadordnung in [JO91] bewiesen. In Satz 11 werden wir die Unentscheidbarkeit des �4-Fragments einer partiellen lexikographischen, bzw. Multimengen Pfadordnung zeigen. Damitbleiben in diesem Fall noch einige L�ucken zwischen den Entscheidbarkeits- und den Unent-scheidbarkeitsresultaten (siehe auch Abschnitt 8.3).1.7 Beziehungen zwischen j= und [mj=Nachdem wir uns bisher mit der Existenz schw�achster Parameterbedingungen besch�aftigt ha-ben, wollen wir in Kapitel 9 andere m�ogliche Zusammenh�ange zwischen der Pr�adikatenlogikerster Stufe und [mj= untersuchen. Wie wir gesehen haben, existiert aus Gr�unden, die inder Ausdruckskraft der Pr�adikatenlogik erster Stufe liegen, in vielen F�allen keine schw�achsteParameterbedingung zu einem Satz w. Andererseits ist aber trivialerweise der Satz Falseeine Parameterbedingung eines jeden Satzes w. False ist dabei die st�arkste Parameterbedin-gung, da sie in keinem Modell g�ultig ist und somit jede andere Parameterbedingung impliziert.Eine Parameterbedingung False hilft uns nat�urlich nicht weiter, wir k�onnen uns aber fragen,ob es vielleicht eine schw�achste ausdr�uckbare Parameterbedingung eines Satzes gibt. Dieseschw�achste ausdr�uckbare Parameterbedingung ist dann eine hinreichende Bedingung f�ur die16



1.7 Beziehungen zwischen j= und [mj=G�ultigkeit eines Satzes bez�uglich [mj=, mit der wir uns aber unter Umst�anden zufrieden ge-ben k�onnen. Wir werden zeigen, da� im allgemeinen aber auch eine schw�achste ausdr�uckbareParameterbedingung nicht existiert.Den Namen \schw�achste ausdr�uckbare Parameterbedingung" w�ahlen wir dabei in Anlehnungan eine vergleichbare Situation in der Hoare-Logik f�ur die partielle Korrektheit imperativerProgramme. Dort liefert der Begri� der schw�achsten ausdr�uckbaren Vorbedingung (weakestexpressible precondition) eine Abschw�achung des Begri�es der schw�achsten Vorbedingung(weakest precondition), so da� die Existenz von schw�achsten ausdr�uckbaren Vorbedingungen(precondition completness) noch ausreicht zum Beweis der relativen Vollst�andigkeit des Hoare-Kalk�uls ([Sie82]).Anschlie�end werden wir einige weitere Beziehungen zwischen der Pr�adikatenlogik erster Stufeund unserer Logik [mj= untersuchen.Ich m�ochte an dieser Stelle Herrn Professor Loeckx f�ur die Anregung zu dieser Arbeit sowieden folgenden Personen f�ur Diskussionen, ihre Ermutigungen und technische Unterst�utzungdanken: Peter Buhmann, Thomas Lehmann, Joachim Philippi, Ralf Scheidhauer, Kurt Sieber,Gert Smolka, Stephan Uhrig und insbesondere Hubert Comon.
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2 GRUNDLAGEN2 GrundlagenIn diesem Kapitel werden wir einige grundlegende Begri�e und S�atze aus Informatik, Logikund Mathematik au��uhren. Dieses Kapitel sollte dem Leser in erster Linie als Referenz dienen.In vielen F�allen sind die hier erw�ahnten Begri�e aus der englischen Literatur bekannt, wirgeben deshalb bei der Einf�uhrung eines deutschen Begri�es manchmal das englische Analogonin Klammern an.2.1 Mengen, Multimengen und FunktionenWir setzen die Notationen der elementaren Mengenlehre voraus (siehe z.B. Anhang A in[CK90]). Die (unsymmetrische) Mengendi�erenz wird bezeichnet durchA nB := fx 2 A j x 62 BgP(M) ist die Potenzmenge der Menge M .Eine Multimenge (multiset, bag) �uber einer Grundmenge M ist eine Funktion m : M ! N.Man kann sich eine Multimenge m als eine Menge von Elementen von M vorstellen, wobei aberendlich viele mehrfache Vorkommen der Elemente m�oglich sind. Eine Multimenge m hei�tendlich, falls es nur endlich viele x gibt mit m(x) 6= 0. Wir benutzen auch f�ur Multimengen dieMengenschreibweise, also ist z.B. f1; 1; 1; 5; 8g eine Multimenge �uber N. M(M) ist die Mengeder endlichen Multimengen �uber M . Zwei Multimengen m1; m2 sind gleich, falls m1(x) = m2(x)f�ur alle x der Grundmenge. Die Vereinigung m1 [m2 zweier Multimengen ist de�niert durch(m1 [m2)(x) = m1(x) +m2(x). Die Di�erenz zweier Multimengen ist(m1 nm2)(x) = ( m1(x)�m2(x) falls m1(x) � m2(x)0 sonstFalls � � A � B eine Relation zwischen A und B ist, dann bezeichnet f�ur a 2 A a� := fb 2B j a�bg und analog f�ur b 2 B �b := fa 2 A j a�bg.Wir betrachten stets totale Funktionen. (A! B) ist die Menge aller Funktionen mit De�niti-onsbereich A und Wertebereich B. F�ur f 2 (A! B) und M � A ist f(M) := ff(m) jm 2Mg.Falls f :A1; . . . ; An ! A eine Funktion ist und Bi � Ai f�ur i = 1; . . . ; n, dann bezeichnetf jB1; . . . ; Bn die Einschr�ankung (restriction) von f auf B1 � . . .� Bn. Falls f :M ! N eineFunktion ist, m1; . . . ; ml paarweise verschiedene Elemente von M und n1; . . . ; nl beliebige Ele-mente von N , dann ist die Funktionf [m1 7! n1; . . . ; ml 7! nl]:M ! Ngegeben durch f [m1 7! n1; . . . ; ml 7! nl](x) = ( ni falls x = mif(x) sonst18



2.2 Signaturen und AlgebrenDie Komposition zweier Funktionen g:A ! B und f :B ! C ist die Funktion f � g:A ! C,de�niert durch (f � g)(x) = f(g(x)) f�ur alle x 2 A.Unendliche Produkte sind Funktionen, deren Wertebereich von ihrem Argument abh�angt. FallsM eine Menge ist und falls Ri eine Menge ist f�ur jedes i 2M , dann istYi2MRi = ff :M ! [i2M Ri j f(i) 2 Ri f�ur alle i 2MgN bezeichnet die Menge der nat�urlichen Zahlen inklusive der Zahl 0. F�ur eine Menge M istM� die Menge der endlichen Folgen �uber M , d.h.M� = fm: f1; . . . ; ng !M j n 2 NgFalls m 2 M� dann schreiben wir auch mi f�ur m(i) und notieren die Folge m in der Form(mi)i2f1;...;ng. In diesem Fall ist n = lth(m) die L�ange der Liste m. � bezeichnet die leereFolge, das ist die Funktion mit leerem De�nitionsbereich. Weiterhin ist M+ die Menge dernichtleeren Folgen M+ := M� nf�g. wv bezeichnet die Konkatenation der beiden Listen w undv, das hei�t wv = w1 � � �wlth(w)v1 � � �vlth(v)In diesem Fall ist w ein Pr�a�x von wv, in Zeichen w / wv.2.2 Signaturen und AlgebrenEine ausf�uhrliche Behandlung dieser Begri�e und ihrer Eigenschaften kann man beispielsweisein [EM85] �nden. Wir werden uns hier in den verwendeten Notationen meist an den in [DJ91]de�nierten Standard halten (siehe auch [DJ90]).Eine Signatur ist ein Paar von Mengen � = (S; F )In diesem Fall hei�en die Elemente von S die Sorten von � und die Elemente von F die Funk-tionszeichen von �. Weiterhin assoziiert jede Signatur � = (S; F ) zu jedem Funktionszeichenf 2 F eine Stelligkeit (arity, rank) rank(f) 2 S+F hei�t dann auch S-sortiert . Es ist �ublich, diese Zuordnung in der folgenden Art darzustellen:Statt \f 2 F mit rank(f) = (s1; . . . ; sn; sn+1)" schreiben wir:f : s1; . . . ; sn ! sn+1 2 FDie Mengen S und F d�urfen dabei durchaus unendlich sein. Eine S-sortierte Menge C vonKonstantenzeichen ist eine Umbenennung einer S-sortierten Menge C 0 von Konstantenzeichen,falls es eine Bijektion �:C ! C 0 gibt mit rank(c) = rank(�(c)) f�ur alle c 2 C. 19



2 GRUNDLAGENEine Signatur �1 = (S1; F1) ist eine Teilsignatur einer Signatur �2 = (S2; F2), i.Z. �1 � �2,falls S1 � S2, F1 � F2 und alle Funktionszeichen aus F1 haben in �2 die gleiche Stelligkeitwie in �1. Falls � = (S; F1) eine Signatur ist und F2 eine Menge von Funktionszeichen mitrank(f) 2 S+ f�ur alle f 2 F2 und F1 \ F2 = ;, dann ist die Erweiterung von � um F2 dieSignatur � [ F2 := (S; F1 [ F2).Es sei nun � = (S; F ) eine Signatur. Eine �-Algebra A besteht aus� einer Menge sA zu jeder Sorte s 2 S, genannt die Tr�agermenge von A der Sorte s und� einer Funktion fA: sA1 ; . . . ; sAn ! sA zu jedem Funktionszeichenf : s1; . . . ; sn ! s 2 F .Die Elemente der Tr�agermengen nennen wir auch Tr�ager , die Funktion fA ist die Denotationdes Funktionszeichens f . F�ur eine Signatur � = (S; F ) hei�t eine �-Algebra A eine Teilalgebra(subalgebra) einer �-Algebra B, i.Z. A � B, falls gilt:� F�ur alle s 2 S ist sA � sB� F�ur alle f : s1; . . . ; sn ! s 2 F ist fA = fB jsA1 ; . . . ; sAnFalls �1 eine Teilsignatur von �2 ist und A eine �2-Algebra, dann ist A j�1 die Einschr�ankung(restriction) von A auf �1, das ist die Algebra, die wir erhalten, wenn wir alle nicht zu �1geh�orenden Komponenten vergessen.Ein Homomorphismus zwischen zwei (S; F )-Algebren A und B ist eine Familie (�s)s2S vonFunktionen �s: sA ! sB mit�s(fA(a1; . . . ; an)) = fB(�s1(a1); . . . ; �sn(an))f�ur alle f : s1; . . . ; sn ! s 2 F und ai 2 sAi . Falls dabei alle �s Bijektionen sind, dann bezeichnenwir A und B als isomorph.Die Kardinalit�at #(A) einer Algebra A ist die Summe der Kardinalit�aten ihrer Tr�agermengen.Insbesondere bezeichnen� @0 = #(N) die abz�ahlbar unendliche Kardinalit�at und� @1 = 2@0 = #P(N) die kleinste �uberabz�ahlbare Kardinalit�at.3Eine kompakte Darstellung der Kardinalzahlen �ndet man in Anhang A von [CK90].3Wir setzen also die Kontinuumshypothese voraus.20



2.3 Variablen und Terme2.3 Variablen und TermeEine Variablenfamilie f�ur eine Signatur � = (S; F ) ist eine Familie X = (Xs)s2S von Mengenvon Variablensymbolen, die jeweils paarweise disjunkt sind und disjunkt zu F .Es sei nun � = (S; F ) eine Signatur und X = (Xs)s2S eine Variablenfamilie f�ur �. Wirde�nieren durch simultane induktive De�nition� die Menge T (�; X)s f�ur s 2 S der �; X-Terme der Sorte s und damit auch T (�; X) :=Ss2S T (�; X)s,� die Funktion Varhi: T (�; X)! P(X), die jeden Term auf die Menge seiner freien Varia-blen abbildet und� die Teiltermrelation � auf T (�; X)Dabei benutzen wir eine notationelle Konvention, die wir in dieser Arbeit noch �ofters ein-setzen werden. Neben der \Objekt"-Termsprache T (�; X) betrachten wir auch Terme aufeiner \Meta"-Ebene, wie z. B. den \Meta"-Term Varhti. Dies kann zu einigen Verwirrungenf�uhren, insbesondere wenn sp�ater solche Meta-Terme benutzt werden, um Objektterme zu be-zeichnen (in diesem Fall haben wir dann eine Berechnungsvorschrift f�ur solche Metaterme zurVerf�ugung). Um die beiden Ebenen besser auseinanderhalten zu k�onnen, verwenden wir f�urdie Funktionsanwendung auf der Objektebene runde Klammern (, ) und f�ur die Anwendungvon Meta-Funktionen spitze Klammern h, i.1. Falls x 2 Xs, dann ist� x 2 T (�; X)s,� Varhxi = fxg und� x� x.2. Falls ti 2 T (�; X)si f�ur i = 1; . . . ; n und f : s1; . . . ; sn ! s 2 F , dann ist� f(t1; . . . ; tn) 2 T (�; X)s,� Varhf(t1; . . . ; tn)i = Sni=1 Varhtii� f(t1; . . . ; tn)� f(t1; . . . ; tn) und au�erdem r� f(t1; . . . ; tn) falls r � ti f�ur ein i.Wir de�nieren nun die simultane Substitution in Termen. Sei � eine Signatur, X eine Varia-blenfamilie f�ur �, t 2 T (�; X), ti 2 T (�; X)si und xi 2 Xsi f�ur i = 1; . . . ; n. Dann ist� xit1x1 ......tnxn = ti, falls 1 � i � n� xt1x1 ......tnxn = x, falls x 62 fx1; . . . ; xng� f(r1; . . . ; rm)t1x1 ......tnxn = f(r1t1x1 ......tnxn ; . . . ; rmt1x1 ......tnxn) 21



2 GRUNDLAGENFalls es Variablen x1; . . . ; xn und Terme t1; . . . ; tn gibt, so da� u = rt1x1 ......tnxn , dann subsumiert derTerm r den Term u, in Zeichen r �� u. Zwei Terme t1, t2 hei�en uni�zierbar , falls es Variablenx1; . . . ; xm und Terme r1; . . . ; rm gibt mit t1r1x1 ......rmxm = t2r1x1 ......rmxm .Weiterhin benutzen wir f�ur ein un�ares Funktionszeichen f : s ! s, t 2 T (�; X) und n 2 N dieabk�urzende Schreibweise fn(t), wobeifn(t) := ( t falls n = 0fn�1(f(t)) falls n � 0Die Funktion j: T (�; X);N ; T (�; X) liefert uns einen Teilterm eines Termes an einer be-stimmten Position. Dabei handelt es sich um eine partielle Funktion, da eine Position in einemTerm m�oglicherweise nicht existiert. Wir schreiben j (t; o) in In�xschreibweise t jo und de�nie-ren: x jo ( = x falls o = �ist unde�niert anderenfalls x 2 Xf(t1; . . . ; tn) jo ( = ti jp falls o = ip f�ur ein i 2 f1; . . . ; ng und p 2 N�ist unde�niert anderenfallsF�ur eine Variablenfamilie X = (Xs)s2S und eine (S; F )-Algebra A bezeichnet �X;A die Mengeder A-Variablenbelegungen: �X;A = f[s2S 
s j 
s 2 (Xs ! sA)gEine �-Algebra A induziert eine Interpretationsfunktion f�ur �-Terme, die wir dann ebenfallsmit A bezeichnen: A: T (�; X)! (�X;A ! A)Die Interpretation ist induktiv de�niert durch� A(x)(�) = �(x) f�ur x 2 X� A(f(t1; . . . ; tn))(�) = fA(A(t1)(�); . . . ; A(tn)(�))Es gilt der folgende Substitutionssatz (siehe z.B. [LS87]):A(tt1x1 ......tnxn)(�) = A(t)(�[x1 7! A(t1)(�); . . . ; xn 7! A(tn)(�)])2.4 QuotiententermalgebrenF�ur eine beliebige bin�are Relation, die durch ! oder �ahnlich bezeichnet wird, ist1. !� der re
exive transitive Abschlu� von !, das ist die kleinste re
exive und transitiveRelation die ! enth�alt.22



2.5 Ordnungen2. $� der re
exive symmetrische transitive Abschlu� von ! , das ist die kleinste re
exive,symmetrische und transitive Relation die ! enth�alt.3. !! die Normalisierung von !, d.h. s !! t genau dann, wenn s !� t und es gibt kein umit t! u. In diesem Falle ist t eine !-Normalform von s.Eine bin�are Relation 
 auf T ((S; F ); X) hei�t abgeschlossen unter Kontextanwendung , falls f�uralle f : s1; . . . ; sn ! s 2 F gilt:t1 
 t01 ^ . . .^ tn 
 t0n ) f(t1; . . . ; tn)
 f(t01; . . . ; tn)Falls E eine Menge von (S; F ); X-Gleichungen ist, alsoE � [s2S T ((S; F ); X)s� T ((S; F ); X)sdann bezeichnet =E den Kongruenzabschlu� von 
E , also die kleinste re
exive, symmetrische,transitive und unter Kontextanwendung abgeschlossene Relation, die 
E enth�alt. Dabei istt1 
E t2 genau dann, wenn es eine Gleichung (l; r) 2 E, Variablen x1; . . . ; xm und Termer1; . . . ; rm gibt mit lr1x1......rmxm = t1 und rr1x1 ......rmxm = t2Die =E-Klasse eines Termes t 2 T (�; X) bezeichnen wir dann mit[t]E = fr 2 T (�; X) j t =E rgT (�; ;)=E ist dann die Quotientermalgebra von � modulo E. Ihre Signatur ist �, und sie istde�niert durch� sT (�;;)=E = f[t]E j t 2 T (�; X)sg� fT (�;;)=E([t1]E; . . . ; [tn]E) = [f(t1; . . . ; tn)]EN�aheres hierzu �ndet man in [EM85], wo auch die Wohlde�niertheit dieser Konstruktion gezeigtist.2.5 OrdnungenEine bin�are Relation 1 auf einer gegebenen Menge M ist eine strikte partielle Ordnung , falls 1irre
exiv und transitiv ist. 1 hei�t partielle Ordnung , falls 1 re
exiv, transitiv und antisymme-trisch ist. Falls zus�atzlich f�ur alle x; y 2M gilt: x 1 y oder y 1 x, dann nennen wir 1 auch einelineare Ordnung . Falls 1 eine partielle Ordnung auf M ist und =M die Gleichheitsrelation aufM , dann ist der strikte Anteil von 1 die Ordnung 1 n =M . Hier ist die folgende Schreibweisen�utzlich: partielle Ordnungen werden durch ein Relationensymbol mit Unterstrich (z.B. �, �,v, � , etc.) bezeichnet. Durch Weglassung dieses Unterstriches erhalten wir eine Bezeichnungf�ur den strikten Anteil der Relation, also <, �, <, < , etc. Das gespiegelte Relationensymbol23



2 GRUNDLAGEN(� wird zu �, < wird zu >, etc.) steht f�ur das Inverse der Ordnung, d.h. x � y genau dann,wenn y � x.Eine partielle Ordnung � hei�t noethersch (well-founded), falls es keine unendliche Kettex0 > x1 > . . .> xi > . . .gibt. Beispiele f�ur noethersche Ordnungen sind � auf N und die Teiltermrelation � auf einerMenge T (�; X) von Termen. Wir geben nun zwei wichtige Methoden an, um aus gegebenennoetherschen Ordnungen neue zu konstruieren:1. Falls �i jeweils eine noethersche Ordnung auf Mengen Mi, i = 1; . . . ; n ist, dann ist ihrelexikographische Kombination, de�niert durch(a1; . . . ; an) � (b1; . . . ; bn) , ai = bi f�ur alle i oder ex. i � n mitai �i bi und aj = bj f�ur alle j < ieine nothersche Ordnung auf M1� . . .�Mn ([LS87]). Falls f�ur alle i Mi = M und �i=�f�ur feste M , �, dann sprechen wir auch von der lexikographischen Erweiterung von �und bezeichnen diese dann mit �nlex.2. Falls � eine noethersche Ordnung auf einer Menge M ist, dann ist die MultimengenErweiterung , de�niert durchA�mulB , M = N oder ex. X; Y 2 M(M) mit A = (B nX)[ Yund f�ur alle y 2 Y ex. x 2 X mit y � xeine noethersche Ordnung aufM(M) ([DM79]). Intuitiv ist A�mulB, falls man A aus Bkonstruieren kann, indem man sukzessive jeweils ein Element aus B durch endlich vielekleinere ersetzt.Eine wichtige Ordnung auf Termen ist die Multimengen Pfadordnung4. Sei (S; F ) eine Signaturund � eine partielle Ordnung auf F . Dann de�nieren wir die Ordnung �mpo auf T ((S; F ); ;)rekursiv durch t = g(t1; . . . ; tn)�mpof(s1; . . . ; sn) = sfalls einer der folgenden F�alle gilt:1. t�mposi f�ur ein i2. g � f und tj�mpos f�ur alle j3. f = g und ft1; . . . ; tng�mpomulfs1; . . . ; sng4Diese Ordnung hie� urspr�unglich ([Der82]) \recursive path ordering". Wir schliessen uns hier dem Vorschlagvon [DJ91] an und reservieren diesen Namen f�ur eine allgemeinere Konstruktion.24



2.6 Pr�adikatenlogik erster StufeEs gilt ([Der82]): Falls � noethersch ist (man beachte, da� F durchaus eine unendliche Mengesein kann), dann ist auch �mul noethersch.Eine wichtige Abwandlung der Multiset Pfadordnung ist die lexikographische Pfadordnung �lpo([Der87]). Sie ist analog zur Multimengen Pfadordnung de�niert:t = g(t1; . . . ; tn)�lpof(s1; . . . ; sn) = sgilt genau dann, falls einer der folgenden F�alle gilt:1. t�lposi f�ur ein i2. g � f und tj�lpos f�ur alle j3. f = g und ft1; . . . ; tng�lpomulfs1; . . . ; sng und ti�lpos f�ur alle iAuch hier gilt, da� �lpo noethersch ist, falls � noethersch ist.Eine �Ubersicht �uber noethersche Ordnungen, wie sie f�ur Terminierungsbeweise von Termerset-zungssystemen benutzt werden, �ndet man in [Der87].2.6 Pr�adikatenlogik erster StufeWir wollen in diesem Abschnitt die Syntax und einige semantische Eigenschaften der Pr�adika-tenlogik erster Stufe einf�uhren. Dabei richten wir die De�nitionen und S�atze an dem in dieserArbeit behandelten Spezialfall aus: Wir betrachten nur Formeln, in denen als einziges Pr�adi-katzeichen das Gleichheitssymbol \=" vorkommt. In diesem Fall entsprechen die Signaturenden pr�adikatenlogischen mehrsortigen Basen. Das Gleichheitssymbol wird stets als die Gleich-heit in der zugeh�origen Menge interpretiert, so da� wir die Bedeutung von = nicht eigens inder De�nition eines semantischen Bereiches angeben m�ussen. Aus diesem Grunde k�onnen wirdie Algebren als semantische Bereiche f�ur unsere Formeln ansehen.Es sei nun � eine Signatur und X eine Variablenfamilie f�ur �. Wir de�nieren mit simultanerInduktion die Menge Wff(�; X) der �; X Formeln sowie die Erweiterung der Funktion Varhiauf Wff(�; X):� Falls t1; t2 2 T (�; X)s, dann ist{ (t1 = t2) 2 Wff(�; X){ Varh(t1 = t2)i = Varht1i [ Varht2i� Falls w1; w2 2 Wff(�; X), dann ist{ (w1 ^ w2) 2 Wff(�; X){ Varh(w1 ^ w2)i = Varhw1i [ Varhw2i� Falls w 2 Wff(�; X), dann ist 25



2 GRUNDLAGEN{ :w 2 Wff(�; X){ Varh:wi = Varhwi� Falls x 2 Xs und w 2 Wff(�; X), dann ist{ 9x : s : w 2 Wff(�; X){ Varh9x : s : wi = Varhwi n fxgDie Menge der �; X-S�atze Sen(�; X) besteht aus den Formeln ohne freie Variablen:Sen(�; X) = fw 2 Wff(�; X) j Varhwi = ;gWir de�nieren au�erdem die folgenden Abk�urzungen:(t1 6= t2) steht f�ur (:(t1 = t2))(w1 _ w2) steht f�ur (:((:w1) ^ (:w2)))(w1 � w2) steht f�ur ((:w1) _ w2)(w1 �� w2) steht f�ur (w1 � w2) ^ (w2 � w1)(8x : s : w) steht f�ur (:(9x : s : (:w)))Weitere abk�urzende Vereinbarungen zur Notation von Formeln �ndet man auf Seite 31.Wir erweitern nun die Interpretationsfunktion f�ur Terme zu einer Interpretation von FormelnA:Wff(�; X)! (�X;A ! fTrue;Falseg)per Induktion. Seien X , � wie oben und A eine �-Algebra.1. A(t1 = t2)(�) = ( True falls A(t1)(�) = A(t2)(�)False anderenfalls2. A(w1 ^ w2)(�) = ( True falls A(w1)(�) = A(w2)(�) = TrueFalse anderenfalls3. A(:w)(�) = ( True falls A(w)(�) = FalseFalse anderenfalls4. A(9x : s : w)(�) = ( True falls A(w)(�[x 7! a]) = True f�ur ein a 2 sAFalse anderenfallsWir schreiben auch A; � j= w f�ur A(w)(�) = True. Falls w 2 Sen(�; X), dann h�angt derWert A(w)(�) nicht von � ab, und wir schreiben dann auch A j= w und nennen A ein Modellvon w. Wir verallgemeinern diese Schreibweise auf Mengen von S�atzen durch die FestlegungA j= W , A j= w for all w 2 W26



2.6 Pr�adikatenlogik erster StufeFalls C eine Klasse von Modellen von w ist, dann schreiben wir auch C j= w. Die Theorie einer�-Algebra A ist die Menge der S�atze, die in A g�ultig sind:Th(A) = fw 2 Sen(�; X) j A j= wgZwei �-Algebren A, B hei�en elementar �aquivalent , falls A und B mittels der Logik erster Stufenicht unterscheidbar sind, d. h. wenn Th(A) = Th(B). Insbesondere isomorphe Algebren sindstets elementar �aquivalent. F�ur eine Klasse C von �-Algebren hei�t eine Menge T � Sen(�; X)konsistent in C, falls es ein A 2 C gibt mit A j= T . w 2 Sen(�; X) ist konsistent in C, falls fwgkonsistent in C ist. T hei�t vollst�andig in C, falls f�ur jedes w 2 Sen(�; X) h�ochstens eine derMengen T [fwg und T [f:wg konsistent in C ist. Falls R � T � Sen(�; X) und T vollst�andigin C ist, dann hei�t T eine Vervollst�andigung von R in C.Die Substitution in Formeln ist folgenderma�en de�niert:1. (r1 = r2)t1x1 ......tnxn = (r1t1x1 ......tnxn = r2t1x1 ......tnxn)2. (w1 ^ w2)t1x1 ......tnxn = (w1t1x1 ......tnxn ^ w2t1x1 ......tnxn)3. (:w)t1x1......tnxn = :wt1x1 ......tnxn4. (9x : s : w)t1x1......tnxn = 9y : s : (wyx)t1x1 ......tnxn wobei y 62 fx1; . . . ; xng [ Sni=1 Varhtii.Auch hier gilt wieder ein Substitutionssatz ([LS87]):A(wt1x1 ......tnxn)(�) = A(w)(�[x1 7! A(t1)(�); . . . ; xn 7! A(tn)(�)]In manchen F�allen ist eine andere Schreibweise f�ur Substitutionen n�utzlich (siehe z.B. [CK90]):Falls w 2 Wff(�; X) mit Varhwi � fx1; . . . ; xng, dann schreiben wir w auch als w(x1; . . . ; xn).Diese Schreibweise dient dazu, eine Ordnung der freien Variablen von w festzulegen (die Mengeder Variablen ist ansonsten ungeordnet). Sobald diese Ordnung �xiert ist, k�onnen wir dieSchreibweise w(t1; . . . ; tn) als Abk�urzung f�ur wt1x1 ......tnxn benutzen.Wenn die Ordnung der freien Variablen von w in der Form w(x1; . . . ; xn) festgelegt worden ist,benutzen wir manchmal auch eine andere Notation f�ur die Semantik der Formel w. Falls A eine�-Algebra ist und ri 2 sAi f�ur i = 1; . . . ; n, wobei si jeweils die Sorte von xi ist, und � 2 �X;A,dann schreiben wir A j= w[r1; . . . ; rn] als Abk�urzung f�urA; �[x1 7! r1; . . . ; xn 7! rn] j= wDie Variablenbelegung � taucht in dieser abk�urzenden Schreibweise nicht mehr auf. Dies wirddurch den Koinzidenzsatz ([LS87]) gerechtfertigt, der besagt:Falls �(x) = �(x) f�ur alle x 2 Varhwi, dann ist A(w)(�) = A(w)(�).Ferner erlauben wir, wo es schreibtechnisch angebracht erscheint, f�ur die obigen Abk�urzungenauch eine In�x- oder auch Mix�xschreibweise wie z. B. (x)w(y) statt w(x; y) oder [r1]w[r2]stattw[r1; r2]. 27



2 GRUNDLAGENEine Formel w 2 Wff(�; X) ist in Prenexnormalform, falls w von der FormQ1x1 : s1 . . .Qnxn : sn : pist, wobei Qi 2 f9; 8g und p 2 Wff(�; X) keine Quantoren enth�alt. Die Anzahl der Quanto-ralternierungen in w ist die Anzahl der i, 1 � i < n mit Qi 6= Qi+1. Falls q diese Anzahl istund n � 1, dann ist w 2 ( �q+1Wff(�E ; X) falls Q1 = 9�q+1Wff(�E ; X) falls Q1 = 8�0Wff(�; X) = �0Wff(�; X) bezeichnet die Menge der der quantorenfreien Formeln. FallsW � Wff(�; X), dann hei�t �nWff(�; X)\W das �n-Fragment und �nWff(�; X)\W das�n-Fragment von W .Es gibt eine berechenbare Funktion p:Wff(�; X) ! Wff(�; X), die jede Formel w auf eine�aquivalente Formel p(w) in Prenexnormalform abbildet ([Gal86]).2.7 Modelltheoretische S�atzeDieser Abschnitt enth�alt einige wichtige De�nitionen und S�atze der Modelltheorie der Pr�adi-katenlogik erster Stufe. Eine ausf�uhrliche Darstellung mit Beispielen und Beweisen �ndet manbeispielsweise in [CK90].in Abschnitt 2.2 haben wir den Begri� der Teilalgebra eingef�uhrt, um Teilstrukturen in derKlasse der �-Algebren zu beschreiben. Von einer Beziehung \A ist eine Teilstruktur von B"verlangen wir dabei, da� sich bez�uglich einer geeignete Menge von Aussagen, die in beidenAlgebren sinnvoll sind, A und B gleich verhalten. Solange man nur an Berechnungen, d. h.Auswertungen von Termen, in Algebren interessiert ist, ist hierf�ur die TeilalgebrabeziehungA � B ad�aquat, denn es gilt dann f�ur alle Terme t 2 T (�; X) und alle Belegungen � 2 �A;X :A(t)(�) = B(t)(�)Die Logik erster Stufe erm�oglicht aber st�arkere Aussagen �uber Algebren, bez�uglich derergleiches Verhalten von der Teilalgebrarelation nicht mehr garantiert werden kann, da z. B.Th(A) = Th(B) nicht aus A � B folgt. Der Begri� der elementaren Teilalgebra5 ist eineVersch�arfung des Teilalgebrabegri�es: Wir fordern jetzt zus�atzlich , da� alle Elemente von Ain A wie in B die gleichen \Eigenschaften erster Stufe" haben.Es seien � eine Signatur und A, B �-Algebren. A hei�t eine elementare Teilalgebra von B, i.Z. A � B, falls� A � B� F�ur alle w 2 Wff(�; X) und � 2 �X;A ist A(w)(�) = B(w)(�).5Im allgemeineren Kontext von [CK90] ist von elementaren Teilmodellen (elementary submodels) die Rede.28



2.7 Modelltheoretische S�atzeInsbesondere ist also Th(A) = Th(B), falls A � B. Eine Klasse C von �-Algebren hei�tabgeschlossen unter elementaren Teilalgebren, falls f�ur alle B 2 C und A � B auch A 2 Cgilt. Es gilt der versch�arfte abw�arts gerichtete L�owenheim-Skolem-Tarski Satz (strengthenddownward L�owenheim-Skolem-Tarski theorem in [CK90], Theorem 3.1.6):Zu jeder abz�ahlbaren Signatur � und �-Algebra B mit #(B) � @0 gibt es eineelementare Teilalgebra A � B mit #(A) = @0.Der \klassische" abw�arts gerichtete L�owenheim-Skolem-Tarski Satz (downward L�owenheim-Skolem-Tarski theorem in [CK90], Corollary 2.1.4) ist eine Folgerung hieraus:Zu jeder abz�ahlbaren Signatur � und �-Algebra B mit #(B) � @0 gibt es eine�-Algebra A mit #(A) = @0 und Th(A) = Th(B).Ein anderer wichtiger Satz der Modelltheorie ist der Kompaktheitssatz:Eine Menge von S�atzen W � Sen(�; X) hat ein Modell genau dann wenn jedeendliche Teilmenge von W ein Modell hat.Wir zeigen nun ein einfaches Korollar aus dem Kompaktheitssatz, der Beweis dient uns alsMusterbeispiel f�ur die Anwendungen des Kompaktheitssatzes (vergleiche Corollary 2.1.5 in[CK90]):Wenn eine Menge W � Sen(�; X) von S�atzen Modelle beliebiger endlicher Kardi-nalit�at hat, dann hat W auch ein unendliches Modell.Beweis: W habe Modelle, bei denen die Tr�agermengen der Sorte s beliebige endliche Gr�o�eannehmen. Betrachte die Signatur �0 = � [ fci:! s j i 2 Ng undW 0 = W [ fci 6= cj j i 6= jg � Sen(�0; X)Nach Voraussetzung hat jede endliche Teilmenge von W 0 ein �0-Modell, aus dem Kompakt-heitssatz folgt, da� auch ganz W 0 ein �0-Modell A hat. Damit ist A j� ein unendliches �-Modellvon W . 2Ein wichtiges Beispiel verschiedener Modelle einer Theorie liefert die Zahlentheorie. Die Si-gnatur �N besteht aus der Sorte nat sowie den Funktionszeichen 0, 1, + und � der �ublichenStelligkeit. Eine m�ogliche �N -Algebra ist die Algebra N der nat�urlichen Zahlen, wir nennendiese Algebra das Primmodell der Arithmetik . Ihre Theorie Th(N) bildet die vollst�andige Zah-lentheorie. Es gibt nun aber, wie man mit dem Kompaktheitssatz zeigen kann, Modelle dervollst�andigen Zahlentheorie, in denen nicht jeder Tr�ager in der Form 1 + � � � + 1 darstellbarist. Wir nennen diese Modelle der vollst�andigen Zahlentheorie Nichtprimmodelle der Arith-metik . Wir haben uns hier f�ur das Begri�spaar Prim/Nichtprimmodell im Gegensatz zum�ublichen Standard/Nonstandardmodell entschieden, um eine Verwechslung mit dem sp�ater indieser Arbeit de�nierten Begri� der Standardisierung einer Algebra zu vermeiden. 29



2 GRUNDLAGENRegelsystem WE:(^ � com) (w1 ^ w2) 7�! (w2 ^ w1)(^ � ass) (w1 ^ (w2 ^ w3)) 7�! ((w1 ^ w2) ^ w3)(_ � com) (w1 _ w2) 7�! (w2 _ w1)(_ � ass) (w1 _ (w2 _ w3)) 7�! ((w1 _ w2) _ w3)(8 � com) (8x1 : s1 : 8x2 : s2 : w) 7�! (8x2 : s2 : 8x1 : s1 : w)(9 � com) (9x1 : s1 : 9x2 : s2 : w) 7�! (9x2 : s2 : 9x1 : s1 : w)Abbildung 4: Das Regelsystem zur Relation WEN ist ein elementares Teilmodell jedes Modelles der vollst�andigen Zahlentheorie, unsere Na-mesgebung ist daher konsistent mit der in der Modelltheorie �ublichen Verwendung des Begri�esPrimmodell (prime model, [CK90]).2.8 Kongruenzen und Ersetzungen auf FormelnEine bin�are Relation 
 aufWff(�; X) hei�t abgeschlossen unter Kontextanwendung , falls gilt:1. Falls w 
 v, dann (:w)
 (:v)2. Falls w1 
 v1 und w2 
 v2, dann (w1 ^ w2)
 (v1 ^ v2)3. Falls w 
 v, dann (9x : s : w)
 (9x : s : v)Falls R eine bin�are Relation auf Wff(�; X) ist, dann bezeichnet !R ihren Abschlu� unterKontextanwendung , also die kleinste unter Kontextanwendung abgeschlossene Relation die Renth�alt.Eine solche Relation R geben wir oft durch ein Formelschema an. Falls R1; . . . ; Rn Relationenauf Wff(�; X) sind, dann de�nieren wir!R1;...;Rn := !R1 [ . . .[ !RnWir werden solche Mengen von Relationen dann oft wieder unter einem symbolischen Namenzusammenfassen. So ist durch Abbildung 4 beispielsweise die Relation!WE = !8-com [ . . .[ !9-comde�niert. Die Hintereinanderausf�uhrung solcher Relationen de�nieren wir durchx!A � !B y :, ex. y mit x!A y !B zSomit gilt w1 $�WE w2, falls w1 und w2 gleich sind modulo der Assoziativit�at und Kom-mutativit�at von ^, _ und der Vertauschung gleichartiger Quantoren. Wir nennen in diesem30



2.9 Semantik rekursiver ProgrammeFall w1 und w2 kongruent , es gilt dann o�enbar A(w1)(�) = A(w2)(�) f�ur alle A; �. Ausdiesem Grunde identi�zieren wir meist kongruente Formeln und unterdr�ucken Klammerpaare,die nur zur Unterscheidung kongruenter Formeln dienen. Weiterhin vereinbaren wir folgendePriorit�aten:Formeloperator Priorit�at: 5^ 4_ 3�,�� 29x : s,8x : s 12.9 Semantik rekursiver ProgrammeDie De�nition der denotationellen sowie der algebraischen Semantik rekursiver Programe ba-siert auf vollst�andigen partiellen Ordnungen. Sie bilden die semantischen Bereiche f�ur die ver-schiedenen syntaktischen Einheiten der Programmiersprache. Da unsere Sprache keine h�oherenFunktionen enth�alt, ben�otigen wir in dieser Arbeit nur einen wichtigen Spezialfall: die 
achenvollst�andigen partiellen Ordnungen. Eine allgemeinere Einf�uhrung in vollst�andige partielle Ord-nungen �ndet man in [LS87]. Die hier betrachtete Klasse der 
achen vollst�andigen partiellenOrdnungen ist identisch mit der Klasse der diskreten Interpretationen in [CG78].Sei D eine Menge und v eine partielle Ordnung auf D. (D;v) hei�t 
ache vollst�andige partielleOrdnung , abgek�urzt fcpo von \
at complete partial order", falls es ein ?D 2 D gibt, so da� f�uralle d1; d2 2 D gilt: d1 v c2 , (d1 = d2 _ d1 = ?D)?D hei�t dann auch das kleinste Element von (D;v). Im Zusammenhang mit der Semantikvon Programmen nennen wir ?D auch das \unde�nierte Element" von D, es repr�asentiert danndie Tatsache, da� (noch) keine Information �uber den Wert einer Berechnung vorliegt.Seien nun (D1;v1); . . . ; (Dn+1;vn+1) fcpo's und f eine Funktion f :D1; . . . ; Dn ! Dn+1. fhei�t monoton, falls f�ur alle xi; yi 2 Di, i = 1; . . . ; n gilt:x1 v1 y1 ^ . . .^ xn vn yn � f(x1; . . . ; xn) vn+1 f(y1; . . . ; yn)f hei�t strikt , falls f�ur alle xi 2 Di gilt:x1 = ?D1 _ . . ._ xn = ?Dn � f(x1; . . . ; xn) = ?DJede strikte Funktion ist nat�urlich monoton.Eine Kette in einer fcpo (D;v) ist eine Folge (di)i2N mit di v di+1 f�ur alle i. Ihre kleinsteobere Schranke Fi�0 di ist eindeutig de�niert durch die Eigenschaftf�ur alle y: 0@Gi�0 di � y , f�ur alle i: di v y1A 31



2 GRUNDLAGEN2.10 BerechenbarkeitWir setzen die elementaren Begri�e der Berechenbarkeitstheorie ([Rog87]) wie z.B. berechen-bare Funktionen, Entscheidbarkeit und Semientscheidbarkeit von Mengen voraus. Eine Mengeist kosemientscheidbar , falls ihr Komplement seminentscheidbar ist.Unser Berechnungsbegri� ist dabei nicht auf Berechnungen �uber nat�urlichen Zahlen beschr�ankt.Berechnungen k�onnen in beliebigen Mengen, die symbolisch darstellbar sind (also Teilmengeeines S� f�ur einen geeigneten endlichen Zeichenvorrat S) und die e�ektiv durch nat�urlicheZahlen kodierbar sind (siehe [Rog87]), statt�nden.
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3 ModuleIn diesem Kapitel de�nieren wir Syntax und Semantik unserer idealisierten Programmierspra-che.In Abschnitt 3.1 werden wir zun�achst zwei technische Konzepte, die wir zur De�nition von Syn-tax und Semantik der Module ben�otigen werden, vorstellen: Standardsignaturen und Standar-dalgebren. Eine Standardsignatur ist eine Signatur, die gewisse Sorten- und Funktionssymboleenth�alt, die wir in jeder betrachteten Signatur voraussetzen m�ochten. Eine Standardalgebraweist diesen Symbolen dann eine festgelegte Semantik zu. Die De�nitionen von Standardsigna-tur und -algebra legen einen \Kern" der betrachteten Algebren fest und sind somit sowohl f�urdie M�achtigkeit unserer Modulsprache als auch f�ur die Aussagekraft der zugeh�origen Logik vonBedeutung.Wir werden dann in Abschnitt 3.2 die Syntax unserer Modulsprache de�nieren. Wir erl�auternhier zun�achst informal die einzelnen Teile eines Modules und ihren Beitrag zur Semantik.Abbildung 5 auf Seite 39 enth�alt ein konkretes Beispiel einer Modulde�nition.Ein Modul besteht aus� einer Parametersignatur, diese mu� eine Standardsignatur sein. Die Sorten- und Funkti-onsde�nitionen des Moduls bauen auf der Parametersignatur auf. Die Klasse der Standar-dalgebren �uber der Parametersignatur bildet den De�nitionsbereich der Semantik einesModules.� der De�nition der neuen Sorten und Funktionen des Modules. Diese teilt sich auf in:{ die Angabe der neuen Sorten{ eine Liste von Konstruktorsymbolen f�ur die neuen Sorten. Die Stelligkeiten der Kon-struktorsymbole enthalten im allgemeinen selbst die neuen Sorten (anderenfalls istdie Sortende�nition trivial) und auch Sorten der Parametersignatur. Die Konstruk-toren de�nieren, f�ur eine gegebene Parameteralgebra, die Tr�agermengen der neuenSorten: diese bestehen aus den Termen, die man unter Beachtung der Stelligkeitenmit den Konstruktoren aus den Elementen der Parameteralgebra konstruieren kann.Diese Konstruktion hat ein Vorbild in der Sprache LISP ([Ste90]). Dort wird auf�ahnliche Weise eine \Sorte" list mit Hilfe der Konstruktoren nil und cons de�niert6.Die Angabe von Konstruktoren impliziert die De�nition von Selektorfunktionen undTestfunktionen. Selektorfunktionen extrahieren Teilterme aus einem Term (wie carund cdr in der LISP-Analogie), und Testfunktionen �uberpr�ufen, ob ein Term einbestimmtes Konstruktorsymbol an der Wurzel hat (vgl. consp in LISP).Au�erdem erg�anzen wir jede neu de�nierte Tr�agermenge um ein unde�niertes Ele-ment, um die Nichtterminierung von Funktionen zu modellieren.{ eine Liste von neuen Funktionszeichen, deren Stelligkeit beliebig aus Sorten derParametersignatur und neuen Sorten zusammengesetzt sein darf.6Die Analogie ist sehr grob, da LISP kein Typenkonzept hat 33



3 MODULE{ ein rekursives Programm f�ur die neuen Funktionszeichen. Hier erlauben wir beliebigeRekursion (nicht nur primitive Rekursion, wie in dem Beispiel) und auch simultaneRekursion der Funktionen.� eine Liste von exportierten Funktionen, die nicht exportierten Funktionen haben dannden Status von Hilfsfuntionen und sind nach au�en nicht sichtbar. Die Klasse der Stan-dardalgebren �uber s�amtlichen Sorten des Moduls und den exportierten Funktionen bildetden Wertebereich der Semantik des Moduls.Eine formale Beschreibung der Semantik werden wir in Abschnitt 3.3 angeben. In Abschnitt 3.4schlie�lich untersuchen wir einige Eigenschaften der Semantik, die wir bei den Betrachtungender Logik in den darau�olgenden Kapitel ben�otigen werden.Wir werden in diesem und in den folgenden Kapiteln die Wahl einer geeigneten Menge vonVariablen nicht mehr erw�ahnen. Es bezeichne daher stets X = (Xs)s2S eine \passende" Varia-blenfamilie.3.1 Standardsignaturen und StandardalgebrenDa wir in den rekursiven Programmen bedingte Ausdr�ucke verwenden m�ochten, geh�ort zu einerStandardsignatur insbesondere eine Sorte bool mit entsprechenden Funktionszeichen. Von denStandardalgebren forden wir, da� alle Tr�agermengen fcpo's sind und die Funktionen monotonbez�uglich der Ordnungen auf den Tr�agermengen. Dies ist notwendig, um die Semantik derrekursiven Programme mit einem algebraischen (oder denotationellen) Ansatz de�nieren zuk�onnen.Wir haben uns hier daf�ur entschieden, in der Modulsprache und in der Logik den gleichen\Kern" an Sorten- und Funktionssymbolen zu benutzen. Dies vereinheitlicht die Notationen,f�uhrt aber andererseits zu einigen Redundanzen. So ist z. B. die Verf�ugbarkeit eines Zeichens? f�ur ein nicht de�niertes Datenobjekt f�ur unsere Logik essentiell, es beein
u�t aber nichtdie M�achtigkeit der Modulsprache, da eine nichtterminierende Berechnung stets durch denAufruf einer Funktion loop(x) ( loop(x) erreicht werden kann. Aus diesem Grunde wurdein [Loe87] das Symbol ? in der Modulsprache nicht erlaubt. Auf der anderen Seite sindbeispielsweise die Funktionen ifthenelse notwendig zur Formulierung bedingter Ausdr�uckein den Funktionsde�nitionen, in der Logik k�onnen diese Ausdr�ucke aber durch Transformationder Formeln eliminiert werden (siehe Lemma 26).Wir f�uhren zun�achst die Begri�e Semi-Standardsignatur und Semi-Standardalgebra ein. Dabeihandelt es sich um Signaturen, bzw. Algebren, die man zu Standardsignaturen, bzw. Stan-dardalgebren erweitern kann. Diese Begri�e sind in erster Linie technischer Natur.De�nition 1 Eine Signatur � = (S; F ) hei�t Semi-Standardsignatur, falls f�ur alle s 2 S:falls ?s 2 F dann mit Stelligkeit ! sfalls =s2 F dann mit Stelligkeit s; s! bool und bool 2 Sfalls ifthenelses 2 F dann mit Stelligkeit bool; s; s! s und bool 2 S34



3.1 Standardsignaturen und Standardalgebrenund entweder� bool 62 S und f?s; ifthenelses;=sj s 2 Sg \ F = ; oder� (fboolg; ftrue:! bool; false:! boolg) � � und falls ?s 2 F f�ur ein s 2 S dann ?bool 2 FDe�nition 2 Sei � = (S; F ) eine Semi-Standardsignatur. Die Standardisierung von � ist dieSignatur (S 0; F 0) mit S 0 := S [ fboolgF 0 := F [ ftrue:! bool; false:! boolg[ f?s j s 2 S [ fboolgg[ f=sj s 2 S [ fboolgg[ fifthenelses j s 2 S [ fboolggDe�nition 3 Eine Signatur hei�t Standardsignatur, falls sie eine Semi-Standardsignatur undidentisch mit ihrer eigenen Standardisierung ist.Eine Standardsignatur enth�alt also die in De�nition 2 aufgef�uhrten Symbole.De�nition 4 Sei A eine (S; F )-Algebra. Jeder Sorte s 2 S ordnen wir eine partielle OrdnungvAs auf sA zu durch: x vAs y :() ( x = y falls ?s 62 Fx = y _ x = ?As falls ?s 2 FDe�nition 5 Sei � = (S; F ) eine Semi-Standardsignatur und A eine �-Algebra. A ist eineSemi-Standardalgebra, falls� F�ur alle f : s1; . . . ; sn ! s 2 F , x1; y1 2 sA1 ; . . . ; xn; yn 2 sAn :fA(x1; . . . ; xn) vAs fA(y1; . . . ; yn) falls x1 vAs1 y1 und . . . und xn vAsn yn� Falls bool 2 S, dannboolA = ( ftrue; falseg falls ?bool 62 Fftrue; false;?boolg falls ?bool 2 FtrueA = truefalseA = false?Abool = ?bool falls ?bool 2 F 35



3 MODULE� F�ur alle s 2 S mit ifthenelses 2 F und alle x1; x2 2 sA:ifthenelseAs (true; x1; x2) = x1ifthenelseAs (false; x1; x2) = x2und, falls ?bool 2 F : ifthenelseAs (?bool; x1; x2) = ?As� F�ur alle s 2 S mit ?s 62 F und alle x1; x2 2 sA:x1 =As x2 = ( true falls x1 = x2false anderenfalls� F�ur alle s 2 S mit ?s 2 F und alle x1; x2 2 sA:x1 =As x2 = 8><>: true falls x1 = x2 und x1 6= ?As 6= x2false falls x1 6= x2 und x1 6= ?As 6= x2?bool falls x1 = ?As oder x2 = ?AsDe�nition 6 Sei � = (S; F ) eine Semi-Standardalgebra und �0 ihre Standardisierung. DieStandardisierung einer � Semi-Standardalgebra A ist die �0-Algebra B, de�niert durch� F�ur alle s 2 S mit ?s 2 � ist sB = sA. Falls ?s 62 �, dann ist sB = sA [ f?sg wobeiwir o.B.d.A. annehmen, da� ?s 62 sA. De�niere ?Bs = ?s.� boolB = ftrue; false;?boolg und trueB = true, falseB = false, ?Bbool = ?bool� F�ur alle s 2 S und x1; x2 2 sB:ifthenelseBs (true; x1; x2) = x1ifthenelseBs (false; x1; x2) = x2ifthenelseBs (?bool; x1; x2) = ?Bs� F�ur alle s 2 S und alle x1; x2 2 sB:x1 =Bs x2 = 8><>: true if x1 = x2 und x1 6= ?Bs 6= x2false if x1 6= x2 und x1 6= ?Bs 6= x2?bool if x1 = ?Bs oder x2 = ?Bs� F�ur alle Funktionssymbole f : s1; . . . ; sn ! s 2 F und alle xi 2 sBi :fB(x1; . . . ; xn) = ( fA(x1; . . . ; xn) falls xi 2 sAi f�ur alle i?Bs anderenfalls36



3.1 Standardsignaturen und StandardalgebrenDe�nition 7 Eine Algebra �uber einer Standardsignatur ist eine Standardalgebra, wenn sieeine Semi-Standardalgebra und identisch mit ihrer eigenen Standardisierung ist. Alg� bezeich-net die Klasse aller �-Standardalgebren.Damit ist also insbesondere jede Tr�agermenge einer Standardalgebra eine fcpo, und alle Funk-tionen sind monoton.Lemma 1 Sei B die Standardisierung der �-Semi-Standardalgebra A. dann istA � B j�A ist eine echte Teilalgebra vonB j�, falls B zus�atzliche unde�nierte Tr�ager enth�alt.De�nition 8 F�ur eine Variablenfamilie X = (Xs)s2S und (S; F )-Standardalgebra A bezeichnet�+X;A die Menge der positiven A-Variablenbelegungen:�+X;A = f[s2S 
s j 
s 2 (Xs ! sA n f?As g)gDas folgende Lemma dr�uckt aus, da� die Theorie einer Algebra die Theorie ihrer Standardisie-rung eindeutig bestimmt. Den einfachen Beweis f�uhren wir hier nicht.Lemma 2 Es seien � eine Semistandardsignatur und A, B �-Semistandardalgebren. �0 seidie Standardisierung von � und A0, bzw. B0 die Standardisierung von A, bzw. B. Falls Th(A) =Th(B), dann ist auch Th(A0) = Th(B0).Lemma 3 Sei � eine Semistandardsignatur und �0 die Standardisierung von �. Dann gibt eszu jedem Satz w0 2 Sen(�0; X) ein w 2 Sen(�; X), so da� f�ur alle strikten �0-Standardalgebrengilt: A j= w �� w0Wir ben�otigen nun noch eine De�nition einer sehr einfachen Standardsignatur und ihrer einzi-gen Standardalgebra:De�nition 9 �BOOL ist die Standardisierung der leeren Signatur.BOOL bezeichnet die einzige Standardalgebra der Signatur �BOOL.�BOOL besteht also nur aus der Sorte bool sowie aus den Konstanten true , false, ?bool derSorte bool und den beiden Funktionen =bool und ifthenelsebool. Die Algebra BOOL enth�altden \boolschen Kern" einer jeden Standardalgebra. 37



3 MODULE3.2 SyntaxEine informale �Ubersicht der Syntax unserer Modulsprache haben wir bereits auf Seite 33gegeben. Wir de�nieren nun die Syntax formal, ein Beispiel in einer lesefreundlichen Formenth�alt Abbildung 5.De�nition 10 Ein Modul ist ein Tupel(PSm;PFm;NSm;Km;NFm;EFm;PRm)wobei PSm, PFm, NSm, Km und NFm paarweise disjunkte Mengen sind und� (PSm;PFm) ist eine Standardsignatur, wir bezeichnen diese auch mit �Pm. Die Ele-mente von PSm hei�en die Parametersorten, die Elemente von PFm die Parameterfunk-tionen von m.� (PSm[NSm;PFm [Km [NFm) ist eine Signatur und der Wertebereich aller Funktions-symbole aus Km liegt in NSm. Die Standardisierung dieser Signatur, erweitert umfisk?: s! bool j s 2 NSmg [ fselectjk: s! sj j c 2 Km ; c: s1; . . . ; sj; . . . ; sn ! sgbildet dann die Signatur �Am = (ASm;AFm)� PRm ist ein rekursives Programm der Form0B@ f1(x1;1; . . . ; x1;l1) ( t1... ...fn(xn;1; . . . ; xn;ln) ( tn 1CAwobei NFm = ff1; . . . ; fng und f�ur fi: s1; . . . ; sn ! s 2 NFm{ xi;j 2 Xsj und xi;j 6= xi;k f�ur i 6= k und{ ti 2 T (�Am; fxi;1; . . . ; xi;lig)s� EFm � AFm und �Em := (ASm;EFm) ist eine Standardsignatur.Wir nennen (�Pm;�Em) auch die Signatur des Moduls m.Dar�uber hinaus bezeichnen wir mit Km;s f�ur s 2 NSm die Menge der Konstruktoren mit Ziel-sorte s.Abbildung 5 enth�alt ein Beispiel einer Modulde�nition in einer besser lesbaren Syntax. Wirwerden einzelne Module stets in dieser Form angeben, in formalen De�nitionen aber auf De�ni-tion 10 zur�uckgreifen. F�ur die Umsetzung der formalen Syntax von De�nition 10 in die saloppeSchreibweise gem�a� Abbildung 5 benutzen wir folgende Konventionen:38



3.2 SyntaxPAR SORTS elemOPNS 0:! elem+: elem; elem! elemBODY SORTS listCONS nil:! listcons: elem; list! listFCTS app: list; list! listsum: list! elemPROG app(l1; l2) ( if isnil?(l1) then l2elsecons(select1cons(l1); app(select2cons(l1); l2))sum(l) ( if isnil?(l) then 0else select1cons(l) + sum(select2cons(l))Abbildung 5: Das Modul list1.� In �P und EF erw�ahnen wir die Sorte bool sowie die in der De�nition von \Standardal-gebra" verlangten Funktionszeichen nicht.� EF wird, falls identisch mit AF, nicht erw�ahnt.� Die Sortenindizes der Funktionszeichen, wie z. B. bei =s, entfallen.� Wir benutzen, wo �ublich, eine In�x oder Mix�x Schreibweise f�ur Terme.Auf das Beispiel in Abbildung 5 angewandt, bedeutet diesPS = fbool; elemgPF = ftrue; false;?bool; ifthenelsebool;=bool; 0;+;?elem; ifthenelseelem;=elemgNS = flistgK = fnil; consgNF = fapp; sumgAS = fbool; elem; listgAF = ftrue; false;?bool; ifthenelsebool;=bool; 0;+;?elem; ifthenelseelem;=elem;nil; cons;?list; ifthenelselist;=list; app; sum; islist?; select1list; select2listgEF = AFDie hier vorgestellte Syntax stellt eine vereinfachte Version der in [Loe87] vorgestellten Algo-rithmischen Spezi�kationssprache dar. Von der in [Loe87] (siehe auch [LWF+91]) angegebenen39



3 MODULESyntax sind wir in den Teilen abgewichen, die einerseits f�ur unsere Betrachtung der Logik nichtwesentlich sind, andererseits aber den Formalismus belasten. Die in De�nition 10 angegebeneSyntax enth�alt insbesondere nicht :� �uberladene Funktionen. Die in [LWF+91] erlaubte �Uberladung von Funktionen kannleicht statisch aufgel�ost werden.� case-Ausdr�ucke. Diese wurden in [Loe87] benutzt, um die neuen Funktionen mittelseiner eingeschr�ankten Form von pattern-matching zu de�nieren. Diese Terme f�uhrenaber semantisch zu einigen Komplikationen, da sie gebundene Vorkommen von Variableneinf�uhren (siehe auch [Tre86]). In [Loe87] wurde gezeigt, wie case-Ausdr�ucke durch Termemit Test- und Selektorfunktionen ersetzt werden k�onnen.� Subset- und Quotientenformeln, bzw. -operationen. Diese sind zwar f�ur die Ausdrucks-kraft der Modulsprache als Spezi�kationsmethode wichtig, nicht aber f�ur die Logik (Theo-rem 3 von [Loe87]).� Einschr�ankungen der exportierten Sorten. Unsere Syntax erlaubt nur die Einschr�ankungder exportierten Funktionen. Da unsere Logik �uber Sorten, zu denen keine Funktions-zeichen zur Verf�ugung stehen, nur sehr einfache Aussagen tre�en kann (n�amlich die der\pure idendity language", siehe [CK90]), ist eine Einschr�ankung der exportierten Sortennicht von Bedeutung.Wir beschlie�en den Abschnitt �uber die Syntax der Module mit zwei Modulkonstruktionen, diewir sp�ater noch ben�otigen werden.De�nition 11 Sei m ein Modul und C eine Menge von Konstantensymbolen, die disjunkt istzu allen Komponenten von m. Dann ist die Erweiterung von m um C das Modul(PSm;PFm [ C;NSm;Km;NFm;EFm [ C;PRm)De�nition 12 F�ur jede Standardsignatur � = (S; F ) de�nieren wir das triviale Modul1� = (S; F; ;; ;; ;; F; ;)Ein triviales Modul exportiert also genau seine Parametersorten und -funktionen, es de�niertkeine neuen Sorten oder Funktionen.3.3 SemantikDie Semantik eines Moduls m mit Signatur (�P ;�E) ist ein Funktorm :Alg�P ! Alg�E40



3.3 SemantikUm � zu de�nieren, geben wir f�ur ein beliebiges Modul m und eine Parameteralgebra Adie Konstruktion von m (A) an. Wir gehen dabei in mehreren Schritten vor und de�nierenzun�achst drei \Zwischenalgebren" A[1], A[2] und A[3]. Diese sind nur f�ur die Konstruktion vonm (A) von Bedeutung, und wir werden nach der De�nition von m (A) keinen Bezug mehrauf sie nehmen.Die Algebra A[1] erweitert die Parameteralgebra A um die Tr�agermengen der neuen Sorten (dieunde�nierten Tr�ager ?s nehmen wir allerdings erst im n�achsten Schritt hinzu:)De�nition 13 Es sei m ein Modul mit Signatur (�P ;�E) und A 2 Alg�P . F�ur die De�nitionder Tr�agermengen der neuen Sorten ben�otigen wir die folgende Menge von Konstantensymbo-len: CA := fca:! s j s 2 PSm; a 2 sA; a 6= ?As gWir de�nieren eine Algebra A[1] mit Signatur (PSm [ NSm;PFm) wie folgt:� sA[1] = sA falls s 2 PSm� sA[1] = T ((PSm [NSm;Km [ CA); ;)s falls s 2 NSm� fA[1] = fA f�ur alle f 2 PFmDie Tr�agermengen der neuen Sorten sind somit als eine formale Sprache de�niert. Zu diesemZweck mu�ten wir die Algebra A in eine entsprechende Menge CA von Konstantenzeichen um-wandeln. Wir werden aber im folgenden nicht zwischen den Tr�agern von A und den zugeh�origenKonstantenzeichen unterscheiden.Betrachte beispielsweise das Modul list1 aus Abbildung 5, Seite 39. N bezeichne die Standar-disierung des Primmodells der Arithmetik. Dann ist, bez�uglich list1, die neue Tr�agermengeder Sorte list in N [1]:listN [1] = fnil; cons(0; nil); cons(1; nil); . . . ;cons(0; cons(0; nil)); cons(1; cons(0; nil)); . . . ;cons(0; cons(1; nil)); cons(1; cons(1; nil)); . . .gDe�nition 14 Seien A und m wie in De�nition 13. Die Algebra A[2] ist die Standardisierungvon A[1].Man beachte, da� durch die Standardisierung die Algebra A[1] nicht nur um neue Funktionenerweitert wird, sondern da� auch die Tr�agermengen der neuen Sorten um die unde�niertenTr�ager erg�anzt werden. Im oben begonnenen Beispiel hei�t das:listN [2] = listN [1] [ f?listgWir erweitern die Algebra A[2] nun um die Konstruktoren, die Selektoren und die Testfunktio-nen und erhalten so die Algebra A[3]: 41



3 MODULEDe�nition 15 Seien A und m wie in De�nition 13. Wir erweitern die Algebra A[2] zur AlgebraA[3] mit Signatur (ASm;AFm nNFm) durch:� sA[3] = sA[2] f�ur alle s 2 ASm� fA[3] = fA[2] f�ur alle f 2 AFm n (NFm [ Km [ fselectjk; isk? j k 2 Kmg)� F�ur alle k: s1; . . . ; sn ! s 2 Km:kA[3](x1; . . . ; xn) := ( k(x1; . . . ; xn) falls xi 6= ?A[2]si f�ur alle i?A[2]s anderenfalls� F�ur alle k: s1; . . . ; sn ! s 2 Km:isk?A[3](x) := 8><>: true falls x = k(x1; . . . ; xn) f�ur geeignete xi?bool falls x = ?A[2]sfalse anderenfalls� F�ur alle k: s1; . . . ; sn ! s 2 Km und j = 1; . . . ; n:selectjkA[3](x) := 8><>: xj falls x = k(x1; . . . ; xj; . . . ; xn)f�ur geeignete xi 6= ?A[2]si ; i = 1 . . .n?A[2]sj anderenfallsAuf obiges Beispiel angewandt, erhalten wirconsN [3](91; cons(47; nil)) = cons(91; cons(47; nil))select1consN [3](cons(47; nil)) = 47iscons?N [3](cons(47; nil)) = trueLemma 4 Wenn A eine Standardalgebra ist, dann auch A[3].Beweis: Nach Konstruktion ist A[2] eine Standardalgebra. Die zus�atzlichen Funktionen inA[3] sind strikt und daher monoton, also ist auch A[3] eine Standardalgebra. 2Zur vollst�andigen De�nition von m (A) fehlt uns jetzt nur noch die Angabe der Semantikder rekursiven Funktionszeichen. Hierzu sind aus der Literatur verschiedene Ans�atze bekannt:operationelle, denotationelle und algebraische Semantik. [Gue79] enth�alt einen Vergleich dieserdrei Methoden und zeigt, da� alle drei im Ende�ekt die gleiche Semantik liefern. Die Auswahleiner Methode h�angt also davon ab, f�ur welchen Aspekt der Semantik man sich interessiert.Unser Interesse liegt insbesondere in den semantischen Eigenschaften von Programmen, f�ur diewir keine spezielle Parameteralgebra zugrunde legen wollen. F�ur Betrachtungen dieser Art istdie algebraische Semantik von Vorteil, da sie aus zwei getrennten Teilen besteht: der eine Teilre
ektiert die Rekursionsstruktur der betrachteten Programme, w�ahrend der andere Teil die42



3.3 SemantikEigenschaften der benutzten Basisfunktionen ber�ucksichtigt. Aus diesem Grunde haben wiruns hier, im Gegensatz zu [Loe87], f�ur die algebraische Semantik entschieden.Zun�achst ben�otigen wir einige De�nitionen. Dabei sind wir nur an der Funktion kleeneh; iinteressiert, unfoldhi und drainhi sind blo� Hilfsfunktionen zur De�nition von kleeneh; i.De�nition 16 Es sei m ein Modul. Wir de�nieren einige Funktionen auf Termen. Dabei seijeweils x eine Variable, f 2 AFm n NFm und F 2 NFm mit (F (x1; . . . ; xn) ( body) 2 PRm.Den Index m an den Funktionen werden wir im allgemeinen nicht schreiben.� unfoldm: T (�Am; X)! T (�Am; X)unfoldhxi := xunfoldhf(t1; . . . ; tn)i := f(unfoldht1i; . . . ; unfoldhtni)unfoldhF (t1; . . . ; tn)i := bodyunfoldht1ix1 ......unfoldhtnixn� unfoldm: N; T (�Am; X)! T (�Am; X)unfoldh0; ti := tunfoldhn+ 1; ti := unfoldhunfoldhn; tii� drain: T (�Am; X)! T (�Am nNFm; X)drainhxi := xdrainhf(t1; . . . ; tn)i := f(drainht1i; . . . ; drainhtni)drainhF (t1; . . . ; tn)i := ?� kleene: N; T (�Am; X)! T (�Am nNFm; X)kleenehn; ti := drainhunfoldhn; tiiLemma 5 unfoldhtt1x1 ......tnxni = unfoldhtiunfoldht1ix1 ......unfoldhtnixnBeweis: Das ist eine einfache strukturelle Induktion �uber t. 2Lemma 6 unfoldhm; tt1x1 ......tnxni = unfoldhm; tiunfoldhm;t1ix1 ......unfoldhm;tnixnBeweis: durch Induktion nach m unter Ber�ucksichtigung von Lemma 5. 2Lemma 7 drainhtt1x1 ......tnxni = drainhtidrainht1ix1 ......drainhtnixn 43



3 MODULEBeweis: Das ist eine einfache strukturelle Induktion �uber t. 2Lemma 8 Es sei F 2 NFm und (F (x1; . . . ; xn)( body) 2 PRm.kleenehm+ 1; F (t1; . . . ; tn)i = (kleenehm; bodyi)kleenehm+1;t1ix1 ......kleenehm+1;tnixnBeweis: folgt direkt aus Lemma 6 und Lemma 7. 2Die Folge kleeneh0; ti; kleeneh1; ti; kleeneh2; ti; . . . hei�t in [Gue79] die Kleene Folge f�ur t.In dem Beispiel von Abbildung 5, Seite 39, erhalten wir beispielsweise f�ur den Term l =cons(91; cons(47; nil)):kleeneh0; sum(l)i = ?elemkleeneh1; sum(l)i = if isnil?(l) then 0else select1cons(l) +?elemkleeneh2; sum(l)i = if isnil?(l) then 0else select1cons(l) + if isnil?(select2cons(l)) then 0else select1cons(select2cons(l)) +?elemWir haben oben davon gesprochen, da� die algebraische Semantik aus zwei Teilen besteht.Die obige De�nition der Kleene Folge bildet den einen Teil, der die Rekursionsstruktur derProgramme re
ektiert. Die Basisfunktionen, d.h. in unserem Falle die Parameteralgebren,kommen erst jetzt zum Zuge:De�nition 17 Es sei m ein Modul mit Signatur (�P ;�E). Die Semantik von m ist der Funk-tor m :Alg�P ! Alg�Ede�niert f�ur alle A 2 Alg�P durch� m (A) j(ASm;EFm nNFm) := A[3] j(ASm;EFm nNFm)� f�ur alle f : s1; . . . ; sn ! s 2 NFm \ EFm, ai 2 sA[3]i :f m (A)(a1; . . . ; an) := Gi�0A[3](kleenehi; f(x1; . . . ; xn)i)(�[x1 7! a1; . . . ; xn 7! an])wobei � 2 �A[3] eine beliebige Variablenbelegung ist.Lemma 9 m ist wohlde�niert, und f�ur alle Standardalgebren A �uber der Parametersignaturvon m ist m (A) eine Standardalgebra.44



3.4 Eigenschaften der SemantikBeweis: F�ur die Wohlde�niertheit ist nur zu zeigen, da� m (A) nicht von der Wahl derBelegung � abh�angt, dies folgt aber direkt ausVarhkleenehi; f(x1; . . . ; xn)ii � fx1; . . . ; xngDie Denotationen der neuen Funktionszeichen sind selbst wieder monotone Funktionen (siehe[Gue79]), aus Lemma 4 folgt dann, da� m (A) eine Standardalgebra ist. 2In dem Listenbeispiel von Abbildung 5, Seite 39, erhalten wir, wobei N wieder die Standardi-sierung der Algebra der nat�urlichen Zahlen bezeichnet:N [3](kleeneh0; sum(cons(91; cons(47; nil)))i) = ?NelemN [3](kleeneh1; sum(cons(91; cons(47; nil)))i) = 91 +N ?Nelem= ?NelemN [3](kleeneh2; sum(cons(91; cons(47; nil)))i) = 91 +N (47 +N ?Nelem)= ?NelemN [3](kleeneh3; sum(cons(91; cons(47; nil)))i) = 91 +N (47 +N 0)= 138Also ist sum list1 (N)(cons(91; cons(47; nil))) = 1383.4 Eigenschaften der SemantikDie Semantik der Module ist persistent, d.h. die Tr�agermengen und Funktionen der Parame-teralgebren werden durch die Anwendung der Semantik eines Moduls nicht ver�andert.Lemma 10 Es sei m ein Modul mit Signatur (�P ;�E) und A 2 Alg�P . Dann istm (A) j�P \ �E = A j�P \ �EDie beiden n�achsten Lemmata spiegeln den konstruktiven Aspekt der Modulsemantik wider.Sie dr�ucken aus, da� sich die in der Modulsemantik de�nierten Strukturen, n�amlich die Tr�ager-mengen der neuen Sorten und die Denotationen der neuen Funktionszeichen, jeweils als Grenz-werte eines Iterationsprozesses beschreiben lassen. Im Falle der Tr�agermengen ist dies dieVereinigung aller endlichen Mengen von Konstruktortermen, im Falle der neuen Funktionendie kleinste obere Schranke einer Kette in einer fcpo. Sp�ater werden wir sehen, da� sich trotzdieser Analogie die beiden Strukturen unterschiedlich auf die Logik auswirken.In De�nition 13 haben wir die Tr�agermengen der neuen Sorten als Termsprache de�niert,gebildet aus den Konstruktoren und den Tr�agern der Parameteralgebra. Wir k�onnen nun,unter Verwendung von Variablen, eine Darstellung der neuen Tr�agermengen angeben, die dieRolle der Konstruktoren und der Parameteralgebra voneinander trennt (man vergleiche hierzuauch unsere Motivation zur Verwendung der algebraischen Semantik, Seite 42). 45



3 MODULEWir bezeichnen hier und im folgenden, jeweils im Kontext eines fest gew�ahlten Modules m,mit XP = (XPs)s2S die \Teilfamilie" von X , die genau aus den Variablen von Parametersortebesteht: XPs = ( Xs falls s 2 PSm; falls s 2 NSmWir erinnern hier auch an unsere Konvention bez�uglich X (Seite 34).De�nition 18 F�ur ein Modul m ist die Menge der Konstruktorterme zur Sorte s:Ktm(s) = T ((ASm;Km); XP )sIm Beispiel von Abbildung 5, Seite 39, ist alsoKtlist1(elem) = XelemKtlist1(list) = fnil; cons(x; nil); cons(x; cons(x; nil)); cons(x; cons(y; nil)); . . .gLemma 11 Es sei m ein Modul der Signatur (�P ;�E) und A 2 Alg�P eine Parameteralgebra.Dann ist f�ur alle Sorten s 2 ASm:s m (A) = f m (A)(t)(�) j t 2 Ktm(s); � 2 �+XP; m (A)g [ f? m (A)s gLemma 12 Es sei m ein Modul mit Signatur (�P ;�E), A 2 Alg�P , f : s1; . . . ; sn ! s 2EF \ NFm und ai 2 s m (A). Weiter sei � 2 �X; m (A) mit �(xi) = ai f�ur alle i = 1; . . . ; n.Dann gilt� entweder f m (A)(a1; . . . ; an) = ? m (A)s undm (A)(kleenehj; f(x1; . . . ; xn)i)(�) = ? m (A)sf�ur alle j 2 N� oder f m (A)(a1; . . . ; an) = c 6= ? m (A)s und es gibt ein j0 2 N so da�m (A)(kleenehj; f(x1; . . . ; xn)i)(�) = cf�ur alle j � j0Beweis: Dies ist eine triviale Folgerung aus der De�nition der Semantik von m und aus denEigenschaften von Ketten in fcpo's. 2Das folgende Lemma zeigt eine Fixpunkteigenschaft der neuen Funktionen. Dies bedeutet,da� wir sp�ater in der Logik ein neues Funktionszeichen stets durch den dazugeh�origen Funkti-onsrumpf ersetzen d�urfen.46



3.4 Eigenschaften der SemantikB�A� Einschr�ankung auf �P -Anwendung von m m (A)�B0� Einschr�ankung auf �P @ @ @ @ @ m (B)�-Anwendung von mAbbildung 6: Beziehung der Algebren in Lemma 15Lemma 13 Es sei m ein Modul mit Signatur (�P ;�E), A 2 Alg�P , t 2 T (�E; X) und� 2 �X; m (A) eine Belegung. Dann istm (A)(t)(�) = m (A)(unfoldhti)(�)Beweis: Siehe [Gue79]. 2Die beiden n�achsten Lemmata zeigen eine Vertr�aglichkeit zwischen der Semantik der Moduleund der Teilalgebrarelation auf. Man beachte hierzu aber auch Lemma 28, Seite 66.Lemma 14 Es sei m ein Modul mit Signatur (�P ;�E), A;B 2 Alg�P und A � B.Dann ist m (A) � m (B).Beweis: Die Teilmengenbeziehung zwischen den Tr�agermengen ist o�ensichtlich. Die �Uber-einstimmung der Denotationen der neuen Funktionszeichen auf den Tr�agermengen von m (A)folgt direkt aus der De�nition der Semantik. 2Lemma 15 Es sei m ein Modul mit Signatur (�P ;�E), �P � �E, A 2 Alg�P und B0 2 Alg�Emit B0 � m (A).Dann ist B0 = m (B0 j�P ).Beweis: (Siehe auch Abbildung 6.) Wir de�nieren die Abk�urzung B := B0 j�P . Da auf Grundder Persistenz von m (Lemma 10) A = m (A) j�P , folgt B � A sofort aus B0 � m (A).Wegen Lemma 14 gilt dann m (B) � m (A). Wir zeigen nun, da� B0 und m (B) diegleichen Tr�agermengen haben. Da beide Algebren Teilalgebren von m (A) sind, m�ussendann auch die Denotationen der Funktionszeichen �ubereinstimmen, und somit B0 = m (B).F�ur die Parametersorten folgt die Gleichheit der Tr�agermengen aus der Persistenz von m(Lemma 10). 47



3 MODULEs m (B) � sB0 f�ur s 2 NS:folgt per struktureller Induktion aus B � A.sB0 � s m (B) f�ur s 2 NS:Wir nehmen an, da� es einen Tr�ager von neuer Sorte in B0 gibt, der kein Tr�ager in m (B) ist.Es sei x ein bez�uglich der Teiltermordnung � minimaler Tr�ager von B0 mit dieser Eigenschaft.Ein solches x mu� unter unserer Annahme existieren, da � eine noethersche Ordnung ist.Nach Konstruktion der Tr�agermengen ist x dann von der Form k(x1; . . . ; xn) f�ur einen geeigne-ten Konstruktor k. DaB0 als Teilalgebra von m (A) abgeschlossen ist unter den Denotationender Selektoren, sind die xi Tr�ager von B0 und auf Grund der Minimalit�at von x dann auchTr�ager von m (B). Dann ist aber auch x = k(x1; . . . ; xn) ein Tr�ager von m (B), dieswiderspricht unserer Annahme. 2
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4 LogikIn diesem Kapitel werden wir die Pr�adikatenlogik erster Stufe in eine Beziehung zur Semantikder Module setzen. In Abschnitt 4.1 f�uhren wir den f�ur diese Arbeit grundlegenden Blickwinkelein: Die Pr�adikatenlogik erster Stufe, zusammen mit der Semantik der Module, liefert eine neueLogik, die die Pr�adikatenlogik erster Stufe erweitert.Wir werden dann in Abschnitt 4.2 den Begri� des Domainoperators untersuchen, der es uns er-lauben wird, unsere Untersuchungen in einem allgemeineren Rahmen als dem aller (Standard-)Algebren zu einer Signatur durchzuf�uhren. Domainoperatoren ordnen Signaturen jeweils Klas-sen von Algebren zu, die essentiell die gleichen angenehmen modelltheoretischen Eigenschaftenwie die Klasse aller Algebren zu einer Signatur haben. Wir zeigen, da� alle \vern�unftigen"Klassen von Algebren durch einen Domainoperator beschrieben werden k�onnen. Hierzu z�ahltallerdings nicht die Klasse der termgenerierten Algebren. Diese Klasse k�onnen wir aber auchgetrost aus unseren Betrachtungen ausschlie�en, da wir im Zusammenhang mit unserem Aus-gangsproblem der Wiederverwertbarkeit und der Top-Down Entwicklung von Modulen nichtdavon ausgehen k�onnen, da� die Parametersignatur alle zur Generierung der Tr�ager notwendi-gen Funktionen enth�alt.In Abschnitt 4.3 de�nieren wir schw�achste Parameterbedingungen und illustrieren diesen Be-gri� an Hand einiger Beispiele. Den f�ur ein sp�ateres Kapitel wichtigen Mechanismus der Er-setzungssysteme auf Formeln werden in Abschnitt 4.4 vorstellen. In Abschnitt 4.5 schlie�lichuntersuchen wir den Begri� der symbolischen Auswertbarkeit von Funktionen.4.1 Die Logik [mj=Wir m�ochten die Logik erster Stufe dazu benutzen, Eigenschaften der Parameter- und derExportalgebren auszudr�ucken. Da wir nur an Eigenschaften von Algebren und nicht an de-nen einzelner Tr�ager interessiert sind, k�onnen wir unsere Betrachtungen im allgemeinen aufS�atze beschr�anken. Wir erinnern nochmals daran, da� X stets eine passende Variablenfamiliebezeichnet.De�nition 19 F�ur ein Modul m mit Signatur (�P ;�E) bezeichnetSenm = Sen(�E ; X)PSenm = Sen(�P ; X)Wir vereinbaren einige Notationen. Hierbei nutzen wir die Tatsache aus, da� sowohl dieParameter- als auch die Exportsignatur eine Standardsignatur ist.(t1 v t2) steht f�ur (t1 = ? _ t1 = t2)8x 2 s : w steht f�ur 8x : s : x = ?s _ w9x 2 s : w steht f�ur 9x : s : x 6= ?s ^ w 49



4 LOGIK True steht f�ur true = trueFalse steht f�ur true = falseWir werden die Junktoren ^ und _ auch auf Familien von Formeln (wi)i2I , wobei I eine endlicheIndexmenge ist, anwenden. Zu diesem Zweck de�nieren wirî2I wi = ( (wj ^Vi2Infjgwj) falls I 6= ; und j 2 ITrue falls I = ;_i2I wi = : î2I :wiDiese De�nitionen sind etwas salopp, da sie von der Auswahl der j 2 I abh�angen. Da aber allehierbei m�oglichen Resultate kongruent sind, st�ort diese Unexaktheit nicht weiter. Auf �ahnlicheArt und Weise de�nieren wir eine Allquanti�zierung �uber einer endlichen Menge von Variablen.Sei M eine endliche Teilmenge von X , dann de�nieren wir9M :w = ( 9x 2 s : 9M n fxg : w falls M 6= ; und x 2M \Xsw falls M = ;8M :w = :8M ::wAuch hier ist die so de�nierte Formel nur eindeutig bis auf Kongruenz. Eine typische Anwen-dung dieser Konstruktion ist 8Varhwi : wDies entspricht dem universellen Abschlu� von w, d.h. alle freien Variablen von w werden durcheinen Allquantor gebunden. Man beachte aber, da� bei dieser Form der Quanti�zierung derunde�nierte Tr�ager ausgeschlossen bleibt. Ferner werden wir eine Folge von Quanti�zierungender Art 8x1 : s1; 8x2 : s2; . . . ; 8xn : snmanchmal durch die \vektorisierte Form" 8�x : �s abk�urzen.Wir k�onnen die Logik erster Stufe nun direkt dazu benutzen, um Aussagen �uber Parameteral-gebren zu tre�en. Wie aber k�onnen wir Aussagen �uber Exportalgebren formulieren? Zun�achstk�onnen wir hierzu nat�urlich ebenfalls die Logik erster Stufe benutzen. Der Modellbegri� derLogik erster Stufe ist hierf�ur allerdings zu allgemein, da nun als Modelle nur noch Algebren ausdem Wertebereich der Semantik eines Moduls in Frage kommen. Aus diesem Grunde de�nierenwir eine neue Logik, die diese Tatsache ber�ucksichtigt. Die Formeln dieser neuen Logik wer-den �uber der Exportsignatur eines Moduls gebildet, die Klasse der m�oglichen Modelle bestehtaber aus den m�oglichen Parameteralgebren des Moduls, d.h. also den Standardalgebren �uberder Parametersignatur. Das eigentlich \Neue" an dieser Logik ist die G�ultigkeitsrelation [mj=zwischen Algebren und Formeln, sie ber�ucksichtigt n�amlich die Semantik des Moduls m. ZurDe�nition von [mj= benutzen wir die Logik erster Stufe, so da� wir auf die Eigenschaften derLogik erster Stufe zur�uckgreifen k�onnen, um Eigenschaften unserer neuen Logik zu beweisen.50



4.2 DomainoperatorenDe�nition 20 Es sei m ein Modul mit Signatur (�P ;�E), A 2 Alg�P und w 2 Senm. Wirde�nieren A [mj= w , m (A) j= wAuch hier benutzen wir wieder einige n�utzliche Konventionen. F�ur eine Klasse C � Alg�Pschreiben wir C [mj= w, falls A [mj= w f�ur alle A 2 C. Insbesondere schreiben wir [mj= w f�urAlg�P [mj= w. Falls W � Senm, dann bedeutet A [mj= W : A [mj= w f�ur alle w 2 W , undanalog f�ur Klassen von Modellen. Die m-Theorie von A und analog die m-Theorie einer KlasseC � Alg�P sind de�niert alsThm(A) := fw 2 Senm j A [mj= wgThm(C) := fw 2 Senm j C [mj= wgAls Beispiel betrachten wir wieder das Modul list1 aus Abbildung 5, Seite 39. N sei wiederumdie Standardisierung des Primmodells der Arithmetik. Dann gilt:N [mj= 8l1; l2 : list : sum(app(l1; l2)) = sum(l1) + sum(l2)Als unmittelbare Folge der Persistenz der Modulsemantik (Lemma 10) erhalten wir:Lemma 16 Es sei m ein Modul mit Signatur (�P ;�E), A 2 Alg�P und w 2 Sen(�P \�E ; X).Dann gilt A j= w , A [mj= wDies bedeutet, da� unsere neue Logik mindestens so ausdrucksstark ist wie die Logik ersterStufe. Im allgemeinen ist sie aber echt st�arker als die Logik erster Stufe, wie wir in Abschnitt 4.3sehen werden.4.2 DomainoperatorenWir sind oft nicht an der gesamten Klasse Alg�P von Modellen interessiert, sondern wollenunsere Betrachtungen auf Teilklassen von Alg�P einschr�anken. Dabei m�ussen wir, um auch f�ursolche Teilklassen Eigenschaften beweisen zu k�onnen, \vern�unftige" Einschr�ankungen an dieseTeilklassen machen.Wir nennen eine Klasse von Algebren kompakt, wenn in ihr der Kompaktheitssatz der Pr�adi-katenlogik erster Stufe gilt:De�nition 21 Eine Klasse C � Alg�P hei�t kompakt, wenn f�ur jede Menge W � Sen(�; X)von Formeln gilt:Wenn jede endliche Teilmenge von W ein Modell in C hat,dann hat W ein Modell in C. 51



4 LOGIKDie Auswahl einer Klasse von Algebren zu einer Parametersignatur wird durch den Begri� desDomainoperators formalisiert:De�nition 22 Ein Domainoperator = bildet jede Standardsignatur � in eine Klasse =� �Alg� ab, wobei gilt:1. =� ist kompakt.2. =� ist unter elementaren Teilalgebren abgeschlossen.3. Es gilt die Erweiterungseigenschaft: Zu jeder Menge C von neuen Konstantensymbolengibt es eine Umbenennung C 0 mit:=�[C0 = fA 2 Alg�[C0 j A j� 2 =�gDie Erweiterungseigenschaft dr�uckt also aus, da� wir stets neue Konstantenzeichen einf�uhrenk�onnen, die dann an beliebige Tr�ager der entsprechenden Sorte gebunden werden k�onnen. DieUmbenennung ben�otigen wir nur f�ur den Fall, da� = die Bedeutung von bestimmten Konstan-tenzeichen festlegt. Im allgemeinen wird jedoch keine Umbenennung notwendig sein, und wirwerden sie deshalb nicht extra erw�ahnen.Die folgenden Abbildungen sind keine Domainoperatoren:1. Die Abbildung =faststrikt, die jede Standardsignatur � in die Klasse =faststrikt� der Stan-dardalgebren abbildet, in denen alle Funktionen f�ur fast alle Tupel von de�nierten Argu-menten (d.h. alle bis auf endlich viele) einen de�nierten Wert liefern. Diese De�nitionverletzt die Kompaktheitsforderung, denn die MengeW = 8><>:9fxji j 1 � i � n; 1 � j � mg : m̂j=1 f(xj1; . . . ; xjn) = ? ^ ^j;k�nj 6=k n_i=1 xji 6= xki j m 2 N9>=>;hat kein Modell in =faststrikt� , wohl aber jede endliche Teilmenge von W .2. Die Abbildung, die jede Standardsignatur in die Klasse der Standardalgebren mit Kar-dinalit�at > @0 abbildet, verletzt den Abschlu� unter elementaren Teilalgebren, da nachdem #LST-Satz der Pr�adikatenlogik jede Algebra unendlicher Kardinalit�at eine elemen-tare Teilalgebra der Kardinalit�at @0 hat.3. Die Abbildung, die jede Standardsignatur � in die Klasse der �-generierten Algebrenabbildet, ist kein Domainoperator, da sie die Erweiterungseigenschaft nicht erf�ullt. Dabeihei�t eine Algebra A 2 Alg� �-generiert, wenn es f�ur jedes a 2 sA ein t 2 T (�; ;)s gibtmit a = A(t)(�) f�ur eine geeignete Belegung � 2 �A;X .Andererseits zeigt das n�achste Lemma, da� eine wichtige Klasse von Abbildungen die Bedin-gungen von De�nition 22 erf�ullt:52



4.2 Domainoperatoren(1) 8x: bool : (x = ?bool _ x = true _ x = false)(2) ?bool 6= true(3) ?bool 6= false(4) true 6= false(5) 8x; y: s : [(x =s y) = true �� (x = y ^ x 6= ?s)](6) 8x; y: s : [(x =s y) = false �� (x 6= y ^ x 6= ?s ^ y 6= ?s)](7) 8x; y: s : [(x =s y) = ?bool �� (x = ?s _ y = ?s)](8) 8x; y: s : if true then x else y fi = x(9) 8x; y: s : if false then x else y fi = y(10) 8x; y: s : if ?bool then x else y fi = ?s(11) 8~xi; ~yi:~s : [Vi=1...n(xi v yi) � f(x1; . . . ; xn) v f(y1; . . . ; yn)]Abbildung 7: Axiomenschemata f�ur Standardalgebren.Lemma 17 Die Abbildung � bilde jede Standardsignatur � = (S; F ) auf eine Menge von S�atzen�(�) � Sen(�; X) ab, wobei in �(�) nur endlich viele Konstantenzeichen vorkommen.Dann ist die Abbildung, die jede Standardsignatur � auf die Klasse der �-Algebren A mitA j= �(�) abbildet, ein Domainoperator.Beweis: Zun�achst beachte man, da� die Klasse der (S; F )-Standardalgebren identisch ist mitder Klasse der (S; F )-Algebren, die Modelle der von den Axiomschemata in Abbildung 7 be-schriebenen Axiome sind, wobei die f die Menge der Funktionszeichen F und die s die Mengeder Sorten S durchlaufen. Die Axiomschemata (7) und (10) sind dabei \fast redundant": siefolgen bereits mit der Monotoniebedingung (11) aus (5) und (6), bzw. aus (8) und (9), fallsdie Tr�agermengen mindestens zwei de�nierte Tr�ager enthalten. Aus diesem Grunde sind dieKompaktheit und der Abschlu� unter elementaren Teilalgebren einfache Folgerungen aus demversch�arften abw�arts gerichteten L�owenheim-Skolem-Tarski Satz (Seite 29), bzw. dem Kom-paktheitssatz (Seite 29) der Pr�adikatenlogik erster Stufe. Der Beweis der dritten Bedingungvon De�nition 22 ist trivial. 2Als Folgerung von Satz 17 sind die folgenden Abbildung Domainoperatoren:1. Die Abbildung =f , die jede Standardsignatur � auf die gesamte Klasse Alg� der �-Stan-dardalgebren abbildet. W�ahle hierzu �(�) = ;.2. Die Abbildung =strikt, die jede Standardsignatur � auf die Klasse der �-Standardalgeb-ren abbildet, in denen die Denotationen aller Funktionszeichen au�er den ifthenelsesstrikt sind. Hier w�ahlen wir�(S; F ) := f8x1 : s1; . . . ; xn : sn : x1 = ? _ . . ._ xn = ? � f(x1; . . . ; xn) = ? jf 2 F n fifthenelses j s 2 Sgg3. Die Abbildung =st, die jede Standardsignatur � auf die Klasse der �-Standardalgebrenabbildet, in denen die Denotationen aller Funktionszeichen au�er den ifthenelses strikt53



4 LOGIKund total sind:�(S; F ) := f8x1 : s1; . . . ; xn : sn : x1 = ? _ . . ._ xn = ? �� f(x1; . . . ; xn) = ? jf 2 F n fifthenelses j s 2 Sgg4. Die Abbildung =seq, die jede Standardsignatur � auf die Klasse der �-Standardalgebrenabbildet, in denen alle Funktionen sequentiell ([Vui74]) sind. Die Untersuchung sequen-tieller Funktionen wird durch die Betrachtung der Berechnungen von Funktionswertenmotiviert: Intuitiv gesprochen hei�t eine Funktion sequentiell , falls ihre Argumente stetsnacheinander ausgewertet werden k�onnen, ohne da� dadurch eine vermeidbare Nichtter-minierung eintritt. Die Auswahl des n�achsten auszuwertenden Argumentes kann dabeivon den bisher ermittelten Argumentwerten abh�angen. Beispielsweise ist die sequentielleifthenelse Funktion, wie wir sie in Standardalgebren voraussetzen sequentiell: Zuerstwird das erste Argument ausgewertet, in Abh�angigkeit vom Ergebnis dann das zweiteoder dritte. Der Funktionswert kann nun angegeben werden, ohne da� hierzu das ver-bleibende Argument ausgewertet werden mu�. Im Gegensatz dazu ist die parallele oder-Funktion, die true zur�uckliefert, sobald eines ihrer Argument zu true ausgewertet werdenkann (selbst wenn die Auswertung des anderen Argumentes nicht terminiert), nicht se-quentiell. Die Bedeutung der sequentiellen Funktionen liegt darin begr�undet, da� allestrikten Funktionen sequentiell sind (die Auswertungsreihenfolge der Argumente ist dannsogar irrelevant), und da� die Sequentialit�at unter Fixpunkten von rekursiven Program-men abgeschlossen ist ([Vui74]). Nach [Vui74] werden die sequentiellen Funktionen durchfolgendes Axiom beschrieben:�(S; F ) := (8�x 2 �s : n_i=1 8�y : �s : (�x v �y ^ xi = yi � f(�x) = f(�y)) j f 2 F)5. Die Abbildung =n f�ur n 2 N, die jede Standardsignatur � auf die Klasse der �-Standardalgebren A mit #(A) � n abbildet. Falls � l Sorten enth�alt, dann w�ahlenwir hierzu �(�) := 8>><>>: _n1+...+nl=n l̂i=1 9xi;1; . . . ; xi;ni : si : 8yi 2 si : ni_j=1 yi = xi;j9>>=>>;Weiterhin bezeichnen wir f�ur einen Domainoperator = mit =+ die Beschr�ankung von = aufAlgebren, die zu allen Sorten ein de�niertes Element enthalten:=+(S;F ) = fA 2 =(S;F ) j sA 6= f?As g f�ur alle s 2 SLemma 18 Falls = ein Domainoperator ist, dann auch =+.54



4.2 DomainoperatorenBeweis: Betrachte den Satz PS := ŝ2S 9xs : s : xs 6= ?sEs ist =+(S;F ) = fA 2 =(S;F ) j A j= PSg. Falls nun jede endliche Teilmenge von W � Sen(�; X)eine Modell in =+(S;F ) hat, dann hat auch jede jede endliche Teilmenge von W [ PS ein Modellin =+(S;F ) und damit in =(S;F ). Wegen der Kompaktheit von =(S;F ) hat dann auch W [ fPSgein Modell in =(S;F ), das also auch in =+(S;F ) liegt.Falls B 2 =+� und A � B, dann ist wegen der Abschlu�eigenschaft von =� unter elementarenTeilalgebren A 2 =�. Da elementare Teilmodelle die gleiche Theorie haben, folgt A j= PS ausB j= PS , also A 2 =+� .Die Erweiterungseigenschaft ist trivialerweise erf�ullt. 2=n ist im Vergleich zu den �ubrigen Domainoperatoren der obigen Aufstellung trivial, da =n�keine \interessanten" Algebren enth�alt. Dies wird sp�ater n�aher pr�azisert werden. Mit dem Be-gri� der Reichhaltigkeit eines Domainoperators k�onnen wir solche trivialen Domainoperatorenwie =n ausschlie�en. Wir nennen einen Domainoperator = reichhaltig, wenn =� mindestensdie Algebren enth�alt, die mit gewissen algebraischen Spezi�kationen de�niert werden k�onnen:De�nition 23 Ein Domainoperator = hei�t reichhaltig, falls f�ur jede Semistandardsignatur �mit ? 62 � und endliche �-Gleichungsmenge E mit der EigenschaftT (�; ;)=E ist eine Semistandardalgebradie Standardisierung von T (�; ;)=E ein Element von =�� ist, wobei �� die Standardisierungvon � bezeichnet.Hierbei interessiert uns insbesondere der Fall der � = (S; F ) mitF \ f?s; ifthenelses;=sj s 2 Sg = ;bool 2 Strue; false 2 FIn diesem Fall bedeutet die Reichhaltigkeitsbedingung f�ur eine �-Gleichungsmenge E:1. boolT (�;;)=E = f[true]; [false]g2. trueT (�;;)=E 6= falseT (�;;)=EIn der Terminologie von [WPP+83] hei�t dies, da� die Spezi�kation (�; E; BOOL) Hierarchie-persistent (hierarchy-persistent) ist.Der Domainoperator =n ist also nicht reichhaltig, da er (f�ur nichttriviale Signaturen) die vonder leeren Gleichungsmenge erzeugte Termalgebra nicht enth�alt.Andererseits sind alle Domainoperatoren, die den strikten totalen Domainoperator umfassen,reichhaltig: 55



4 LOGIKLemma 19 Es sei = ein Domainoperator, so da� f�ur alle Standardsignaturen � gilt: =st� � =�.Dann ist = reichhaltig.Damit sind also die Domainoperatoren =f , =strict, =st und =seq reichhaltig.Man beachte, da� wir von den Domainoperatoren nicht verlangt haben, da� sie unterder Anwendung der Semantik eines Moduls abgeschlossen sind. Wir verlangen also nicht ,da� m (A) 2 =�E f�ur alle A 2 =�P .4.3 ParameterbedingungenDer Begri� der Parameterbedingung verbindet die Logik [mj= mit der Logik der ersten Stufej=.De�nition 24 Es sei m ein Modul mit Signatur (�P ;�E), = ein Domainoperator und w 2Senm. Ein Satz v 2 PSenm ist eine =; m-Parameterbedingung von w, falls f�ur alle A 2 =�Pgilt: A j= v =) A [mj= wEin Satz v 2 PSenm ist eine =; m-schw�achste Parameterbedingung, abgek�urzt spab, von wfalls f�ur alle A 2 =�P gilt: A j= v () A [mj= wDie folgenden Eigenschaften folgen unmittelbar aus der obigen De�nition:Lemma 20 Spabs sind bis auf �Aquivalenz eindeutig, das hei�t: Sei m ein Modul mit Signatur(�P ;�E), = ein Domainoperator und w 2 Senm. Dann gilt f�ur alle spabs v1; v2 2 PSenm:=�P j= v1 �� v2Lemma 21 Sei m ein Modul mit Signatur (�P ;�E), = ein Domainoperator, w1; w2 2 Senmund v1; v2 2 PSenm.� v1 ist eine =; m-spab von w1 genau dann, wenn :v1 eine =; m-spab von :w1 ist.� Falls jeweils vi eine =; m-spab von wi (i = 1; 2) ist, dann ist v1 ^ v2 eine =; m-spab vonw1 ^ w2.� Falls jeweils vi eine =; m-spab von wi (i = 1; 2) ist, dann ist v1 _ v2 eine =; m-spab vonw1 _ w2.Falls also w1 und w2 spabs haben, dann haben auch w1^w2 und w1_w2 spabs. Die Umkehrunggilt im allgemeinen nicht: Sei w ein Satz, der keine spab hat (siehe unten f�ur Beispiele). Dannhaben trotzdem w ^ :w (�� False) und w _ :w (�� True) spabs, n�amlich False, bzw. True.Wir illustrieren den wichtigen Begri� der schw�achsten Parameterbedingung mit einigen Bei-spielen:56



4.3 ParameterbedingungenPAR SORTS elemOPNS 0:! elempred: elem! elemBODY FCTS isstandard: elem! boolPROG isstandard(x) ( if x = 0 then trueelse isstandard(pred(x))Abbildung 8: Das Modul sta zur Unterscheidung von Prim- und Nichtprimmodellen.PAR SORTS elemBODY SORTS listCONS nil:! listcons: elem; list! listFCTS isin: elem; list! boolPROG isin(e; l) ( if isnil?(l) then falseelse if select1cons(l) = e then trueelse isin(e; select2cons(l))Abbildung 9: Das Modul �n zur Unterscheidung endlicher von unendlichen Algebren.1. Es sei list1 das Modul von Abbildung 5, Seite 39. Der Satz(8x 2 elem : 0 + x = x ^ x+ 0 = x) ^(8l1; l2 2 list : sum(app(l1; l2)) = sum(l1) + sum(l2))hat die =strict; list1-spab:(8x 2 elem : 0 + x = x ^ x+ 0 = x) ^(8x1; x2; x3 2 elem : x1 + (x2 + x3) = (x1 + x2) + x3)2. Betrachte das Modul sta aus Abbildung 8. Der Satzw := 8x 2 elem:isstandard(x) = truehat keine =strict; sta-spab, da das Prim- und das Nichtprimmodell der Arithmetik diegleiche Theorie haben, w�ahrend nur eine dieser Algebren W erf�ullt.3. Das letzte Beispiel zeigt, da� auch bei Modulen mit primitiv rekursiven Funktionen einespab nicht notwendig existiert. Betrachte das Modul fin aus Abbildung 9. Die Klasseder Standardalgebren A, f�ur die fin (A) den Satzw := 9l 2 list : 8x 2 elem : isin(x; l) = true 57



4 LOGIKerf�ullt, ist gerade die Klasse der endlichen �Pm-Standardalgebren. Da die Klasse derendlichen Algebren nicht durch einen Satz der Logik erster Stufe beschrieben werdenkann (siehe Seite 29), hat w keine =f ; fin-spab.Speziell dieses letzte Beispiel zeigt uns, da� unsere neue Logik [mj= echt ausdrucksst�arker alsdie Pr�adikatenlogik erster Stufe ist. Im n�achsten Kapitel werden wir die modelltheoretischenEigenschaften von [mj= untersuchen, die zu diesem Gewinn an Ausdruckskraft f�uhren.Die Existenz von spabs h�angt nat�urlich von dem zugrundeliegenden Domainoperator ab. Diebeiden folgenden Lemmata setzen die spabs bez�uglich verschiedener Domainoperatoren zuein-ander in Beziehung:Lemma 22 = und =0 seien Domainoperatoren, so da� es f�ur alle Standardsignaturen � einenSatz w� 2 Sen(�; X) gibt mit mit=0� = fA 2 =� j A j= w�gFalls m ein Modul mit Signatur (�P ;�E) ist und w 2 Senm, dann gilt f�ur alle r 2 PSenm:r ist eine =0; m-spab von v , r ^ w� ist eine =; m-spab von v ^ w�Beweis:r ist eine =0; m-spab von v, f�ur alle A 2 =0�P gilt A [mj= r �� v(nach De�nition), f�ur alle A 2 =�P mit A j= w�P gilt A [mj= r �� v(nach Voraussetzung), f�ur alle A 2 =�P gilt A [mj= w�P � (r �� v), f�ur alle A 2 =�P gilt A [mj= (r ^ w�P ) �� (v ^ w�P )(Aussagenlogik !), r ^ w�P ist eine =; m-spab von v ^ w�P(nach De�nition) 2Lemma 23 = und =0 seien Domainoperatoren, so da� =0� � =� f�ur alle Standardsignaturen� gilt. Dann ist f�ur jedes Modul m und w 2 Senm jede =; m-spab von w auch eine =0; m-spabvon w.Beweis: Wenn A [mj= v �� w f�ur alle A 2 =� gilt, dann gilt es nat�urlich auch f�ur alle A 2 =0�.2Wir haben den Domainoperator =n als trivial bezeichnet, diese Bemerkung wird jetzt durchdas folgende Lemma untermauert:Lemma 24 F�ur alle Module m, S�atze w 2 Senm und n 2 N gibt es eine =n; m-spab von w.58



4.4 Ersetzungssysteme auf FormelnBeweis: F�ur jede Standardsignatur � und n 2 N gibt es eine endliche Menge V�;n �Sen(�; X), die in dem folgenden Sinne eine Aufteilung von =n� in Isomorphieklassen liefert:1. F�ur jedes A 2 =n� gibt es ein v 2 V�;n mit A j= v2. Falls A;B j= v 2 V�;n, dann sind A und B isomorph.Die Konstruktion von V�;n beruht auf der Tatsache, da� es f�ur eine endliche Kardinalit�at nurendlich viele m�ogliche Funktionsgraphen in der Klasse der Algebren mit dieser Kardinalit�atgibt. Diese sind selbst durch Axiome der Logik erster Stufe beschreibbar (siehe auch [CK90]).Da die G�ultigkeitsrelation [mj= invariant unter Isomorphismen von Algebren ist, erhalten wirals eine =n; m-spab von w die Disjunktion aller wi 2 W�;n, f�ur die es ein A 2 =n� gibt mitA j= wi und A [mj= w. 2Wir wollen hier einen wichtigen Spezialfall erw�ahnen. Das hier angef�uhrte Resultat wird sp�ater(Korollar 6) bewiesen werden:Es sei m ein Modul mit NFm = ; und = ein Domainoperator. Dann gibt es f�urjeden Satz w 2 Senm eine =; m-spab. Dar�uber hinaus gilt sogar, da� die =; m-spabeines Satzes berechenbar ist.Bez�uglich des trivialen Modules 1� ist die Existenz von spabs eine Trivialit�at:Lemma 25 Sei � eine Standardsignatur und = ein Domainoperator. Dann ist f�ur jeden Satzw 2 Sen1� w eine =; 1�-spab von sich selbst.4.4 Ersetzungssysteme auf FormelnOft wollen wir durch eine Reihe von Transformationsschritten eine gegebene Formel in eineandere �aquivalente Formel mit gewissen w�unschenswerten Eigenschaften �uberf�uhren. Ein sol-ches Transformationsverfahren kann man nat�urlich in einer schematischen Programmiersprache(\pidgin-Algol") formulieren. Dies hat den Vorteil, da� die Formulierung des Verfahrens bereitssehr nahe an einer Programmierung in einer realen Programmiersprache liegt. Andererseits bie-tet eine solche Formulierung aber relativ wenige Einblicke in die logische Natur des Problems,denn mit der Angabe des Kontroll
usses des Programmes ist das Probleml�osungsverfahren imAllgemeinen �uberspezi�ziert. Wir folgen deshalb hier dem von Kowalski in [Kow79] vorgeschla-genem Prinzip Algorithm = Logik + Controlund teilen das Problem in einen Logikteil und einen Kontrollteil auf. Der Logikteil besteht auseiner Menge von Prozeduren (im weitesten Sinne), die unter bestimmten Bedingungen aktiviertwerden k�onnen. Die Bedingungen werden dabei so liberal wie m�oglich gefa�t, sie sollen hiernur eine partielle Korrektheit des Verfahrens garantieren. Der Kontrollteil sorgt durch einegeeignete Auswahlstrategie der zu aktivierenden Regeln f�ur eine Terminierung und insbesondereauch f�ur eine m�oglichst hohe E�zienz des Verfahrens. Diese Aufteilung erleichtert gegen�uber59



4 LOGIKeinem kompletten Programm das Verst�andnis und die Veri�kation. Im logischen (siehe [Apt90]f�ur eine �Ubersicht) und pr�adikativen Programmieren ([Bib75]) �uberl�a�t man den Kontrollteilsogar weitgehend dem Ausf�uhrungssystem der Programmiersprache.In dieser Arbeit sind wir an Fragen der E�zienz nicht interessiert. Aus diesem Grunde werdenwir den Kontrollteil nur soweit spezi�zieren, wie dies f�ur die Terminierung des Verfahrensnotwendig ist. Zur abstrakten Beschreibung von Algorithmen in diesem Sinne haben sichRegelsysteme (siehe z. B. [CL88], [Der89] und [JK91]) bew�ahrt.Den logischen Teil de�nieren wir dabei als Abschlu�!R einer durch ein Regelsystem gegebenenRelation R unter Kontextanwendung. Um Berechnungen auf der Basis einer solchen Relationdurchf�uhren zu k�onnen, mu� die Relation nat�urlich in einem gewissen Sinne berechenbar sein.In unserem Fall ist R durch elementare syntaktische Umformungen gegeben, so da� die Funk-tion �: x 7! fy j x !R yg stets berechenbar sein wird. F�ur den Kontrollteil geben wir nureinige zus�atzliche einschr�ankende Bedingungen an R an, die die Terminierung des Verfahrensgarantieren sollen.Um zu beweisen, da� eine solche Relation ! einen korrekten Algorithmus zur Transformationvon Formeln in �aquivalente Formeln einer bestimmten Gestalt darstellt, mu� folgendes bewiesenwerden:1. !R ist noethersch.2. Falls w !R v, dann sind w und v �aquivalent3. Jede !R-Normalform ist in der gew�unschten FormDabei ist nat�urlich im Einzelfall der Begri� der �Aquivalenz und die angestrebte Endform zupr�azisieren. Insbesonderen sind wir an den beiden folgenden Formen von �Aquivalenz interes-siert:De�nition 25 Sei m ein Modul mit Signatur (�P ;�E), = ein Domainoperator und ! einebin�are Relation auf Wff(�E ; X).1. ! hei�t korrekt, falls f�ur alle w; v 2 Wff(�E ; X) mit w! v gilt: =�P [mj= w �� v2. ! hei�t korrekt f�ur positive Belegungen, falls f�ur alle w; v 2 Wff(�E ; X) mit w ! v,alle A 2 =�P und alle � 2 �+m (A) gilt:m (A)(w)(�) = m (A)(v)(�)Wir wollen nun ein solches System angeben, da� aus einer gegebenen Formel einige f�ur dieLogik �uber
�ussige Funktionszeichen eliminiert.Lemma 26 Es sei m ein Modul der Signatur (�P ;�E) und� := (ASm;EFm n (fisk?; selectjk j k 2 Kmg [ fifthenelses;=sj s 2 Sg))60



4.5 Symbolische Auswertung von FunktionenRegelsystem el:(=s) (w(t =s u)) 7�! ((t = u ^ t 6= ?s ^ w(true))_ (t 6= u ^ t 6= ?s ^ w(false))_(t = ?s ^ u = ?s ^ w(?s)))(ifs) (w(if b then t else u))7�! (b = true ^ w(t))_ (b = false ^ w(u))_(b = ?bool ^ w(?bool))(sel) (w(selectjk(t))) 7�! (t = ? ^ w(?))_(9x1 2 s1; . . . ; xn 2 sn : t = k(x1; . . . ; xn)^ w(xj))(is) (w(isk?(t)) 7�! (t = ? ^ w(?))_(9x1 2 s1; . . . ; xn 2 sn : t = k(x1; . . . ; xn)^ w(true))__k02Kk 9x1 2 s1; . . . ; xn 2 sn : t = k0(x1; . . . ; xn) ^ w(false))Dabei ist f�ur k: s1; . . . ; sn ! s Kk := fk0: s01; . . . ; s0m ! s 2 Km j k0 6= kgAbbildung 10: Das Regelsystem el zur Eliminierung einiger FunktionssymboleDann gibt es eine totale berechenbare Funktion �:Senm ! Sen(�; X), so da� f�ur alle w 2Senm: [mj= w �� �(x).Beweis: Betrachte die Relation !el gem�a� Abbildung 10. O�enbar ist jede!el-Normalformein Element von Sen(�; X), und es gilt [mj= w �� v falls w!el v.Zum Beweis der Terminierung benutzen wir eine Multisetordnung: F�ur eine Formel w sei 1(w) � T (�E; X) der Multimenge der in w vorkommenden Terme.  2: T (�E ; X)! N bildejeden Term t auf die Anzahl der in t vorkommenden Funktionszeichen aus der Mengefisk?; selectjk j k 2 Kmg [ fifthenelses;=sj s 2 Sgab. Man sieht leicht, da�  2( 1(v))<mul 2( 1(w)), falls w !el v. Da �mul eine noetherscheOrdnung auf M(N) ist, ist somit auch !el noethersch. 24.5 Symbolische Auswertung von FunktionenDie Funktionen app und sum aus Abbildung 5, Seite 39, verhalten sich wesentlich angenehmerals beispielsweise die Funktion isstandard in Abbildung 8, Seite 57. Im ersten Fall kann einTerm wie z. B. sum(cons(x; nil)) ohne Ber�ucksichtigung der Parameteralgebra zu einem �aqui-valenten Term ohne neue Funktionszeichen, in diesem Fall x+ 0, reduziert werden. Der Grundhierf�ur ist die Tatsache, da� die Kontrolle der Rekursion in dem Programm f�ur sum nur Ei-genschaften von Konstruktoren, Selektoren und Testfunktionen, die von der Parameteralgebraunabh�angig sind, benutzt. Im Gegensatz dazu ist die Auswertung des Termes isstandard(x)gem�a� Abbildung 8 zu einem Term ohne Vorkommen des Funktionszeichen isstandard nicht61



4 LOGIKPAR SORTS elemOPNS 0:! elemf : elem! elemBODY SORTS listCONS nil:! listcons: elem; list! listFCTS F : list! boolack: list; list! listPROG F (l) ( if isnil?(l) then trueelse if select1cons(l) = 0 then trueelse F (cons(f(select1cons(l)); select2cons(l)))ack(l1; l2) ( if isnil?(l1) then cons(0; l2)else if isnil?(l2) then ack(select1cons(l1); cons(0; nil))else ack(select1cons(l1); ack(l1; select2cons(l2)))Abbildung 11: Beispiele zur symbolischen Auswertung von Funktionen.ohne Kenntnis der Parameteralgebra m�oglich. Diese Unterscheidung wird durch den Begri�der symbolischen Auswertung pr�azisiert:De�nition 26 Es sei m ein Modul der Signatur (�P ;�E) und f : s1; . . . ; sn ! s 2 NFm. fhei�t symbolisch auswertbar, wenn f�ur alle Terme ti 2 Ktm(si), i = 1; . . . ; n, ein j 2 N existiertmit =st�P [mj= 8Varhf(t1; . . . ; tn)i : kleenehj; f(t1; . . . ; tn)i 6= ?sMan beachte in obiger De�nition, da� der Wert von j wohl von den Argumenttermen ti, nichtaber von einer speziellen Parameteralgebra abh�angt.Wie man leicht sieht, sind die Funktion app und sum aus Abbildung 5 symbolisch auswertbar,nicht aber die Funktion isstandard aus Abbildung 8. app und sum kann man sogar in einemSinne, den wir hier nicht weiter pr�azisieren wollen, als primitiv rekursiv bezeichnen. AusAbbildung 11 erh�alt man weitere Beispiele: ack ist symbolisch auswertbar, kann aber aufkeinen Fall als primitiv rekursiv bezeichnet werden (siehe [Her71]). Die Funktion F wiederumist nicht symbolisch auswertbar.Lemma 27 Sei m ein Modul mit Signatur (�P ;�E) und f : s1; . . . ; sn ! s 2 NFm.F ist symbolisch auswertbar genau dann, wenn f�ur alle A 2 =st�P f m (A) eine totale Funktionist.62



4.5 Symbolische Auswertung von FunktionenBeweis:\)" Folgt direkt aus Lemma 11 und Lemma 12.\(" Wir nehmen an, da� f nicht symbolisch auswertbar ist. Dann gibt es Terme ti 2 Ktm(si),so da� f�ur alle j 2 N ein A 2 =st�P existiert mitA [mj= 9Varhf(t1; . . . ; tn)i : kleenehj; f(t1; . . . ; tn)i = ?sEs sei nun Varhf(t1; . . . ; tn)i = fx1; . . . ; xmg und fc1; . . . ; cmg eine Menge von neuen Kon-stantenzeichen, wobei ci jeweils die gleiche Sorte wie xi hat. W�ahle �0 := �P [ fc1; . . . ; cmgund T = ( m̂l=1 cl 6= ?! ^ (kleenehj; f(t1; . . . ; tn)i) c1x1 ......cmxm = ?s j j 2 N)Nach Voraussetzung hat jede endliche Teilmenge von T ein Modell in =st�0 , also hat auf Grundder Kompaktheit von =st auch T ein Modell B 2 =st�0 . Dann ist aber f m (B j�P ) nicht total.2Sp�ater (Satz 7) werden wir sehen, da� wir zu jedem Modul ein in einem einem gewissen Sinne�aquivalentes Modul konstruieren k�onnen, in dem alle Funktionen symbolisch auswertbar sind.
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5 MODELLTHEORETISCHE EIGENSCHAFTEN5 Modelltheoretische EigenschaftenWir untersuchen nun die modelltheoretischen Eigenschaften unserer Logik [mj=. Zun�achstzeigen wir in Abschnitt 5.1, da� auch f�ur durch Domainoperatoren de�nierte Klassen von Al-gebren die wichtigen modelltheoretischen S�atze der Pr�adikatenloik erster Stufe gelten. Danachwenden wir uns der Logik [mj= zu und untersuchen die beiden Eigenschaften #LST und Kom-paktheit. In Abschnitt 1.3 haben wir bereits die Bedeutung dieser beiden S�atze dargelegt. InAbschnitt 5.2 zeigen wir, da� der #LST Satz f�ur die Logik [mj= gilt. In Abschnitt 5.3 un-tersuchen wir den Zusammenhang zwischen der Kompaktheit von [mj= und der Existenz vonm-schw�achsten Parameterbedingungen. Wir werden dann in Abschnitt 5.4 zeigen, da� die Exi-stenz von m-schw�achsten Parameterbedingung eine unentscheidbare Eigenschaft der Moduleist.5.1 Modelltheoretische Eigenschaften der DomainoperatorenIn Abschnitt 2.7 haben wir einige wichtige modelltheoretische Eigenschaften der Pr�adikatenlo-gik erster Stufe angegeben. Diese Eigenschaften beziehen sich jeweils auf einen Modellbegri�,der alle Algebren einer gegebenen Signatur umfa�t. Wir sind hier jedoch an Einschr�ankun-gen der betrachteten Modellklasse, ausgedr�uckt durch verschieden Domainoperatoren, inter-essiert. Wir wollen nun untersuchen, welche modelltheoretischen Eigenschaften die Klassenvon Algebren haben, die durch einen Domainoperator beschrieben werden. Zwei wesentlicheEigenschaften haben wir in der De�niton der Domainoperatoren festgeschrieben: Kompaktheitund Abschlu� unter elementaren Teilmodellen. Die hier angegeben Korollare sind einfache Fol-gerungen aus diesen beiden grundlegenden Eigenschaften. Wir formulieren die Korollare hiernur f�ur abz�ahlbare oder endliche Signaturen, eine Verallgemeinerung auf Signaturen h�ohererKardinalit�at ist aber leicht m�oglich.Korollar 1 Es sei = ein Domainoperator und � eine abz�ahlbare Standardsignatur. WennT � Sen(�; X) in =� ein Modell unendlicher Kardinalit�at hat, dann hat T auch ein Modell in=� der Kardinalit�at @0.Beweis: Dies folgt direkt aus dem Abschlu� von =� unter elementaren Teilmodellen. 2Das n�achste Korollar dr�uckt die aufw�arts gerichtete L�owenheim-Skolem-Tarski Eigenschaft aus:Korollar 2 Es seien = ein Domainoperator, � eine endliche Standardsignatur und �, � un-endliche Kardinalzahlen mit � � �. Falls T � Sen(�; X) in =� ein Modell der Kardinalit�at �hat, dann hat T auch ein Modell B in =� mit #B � �.Beweis: Da T ein Modell A 2 =� mit #A = � � @0 hat, gibt es eine Sorte s 2 S mit#sA = �. Zu einer Kardinalzahl � � � de�nieren wir nun eine zu F disjunkte Menge C� vonKonstanten C� := fci:! s j i 2 �g64



5.2 Abw�arts LSTund weiter �0 := �[ C�T� := fci 6= cj j i 6= j; i; j 2 �gJede endliche Teilmenge N von T [ T� enth�alt nur endlich viele Ungleichungen aus T�, wirk�onnen daher mit Hilfe der Erweiterungseigenschaft von = A zu einer Algebra AN 2 =�0 mitAN j= N erweitern. Wegen der Kompaktheit von =�0 hat dann auch T[T� ein Modell B 2 =�0 ,f�ur da� dann #B � � gelten mu�. Auf Grund der Erweiterungseigenschaft von = ist dannB j� 2 =� ein Modell von T , und es gilt nat�urlich #B j� = #B � �. 2Lemma 1 und Lemma 2 kann man nun zusammenfassen:Korollar 3 Es sei = ein Domainoperator und � eine abz�ahlbare Standardsignatur. Wenneine Menge T � Sen(�; X) ein unendliches Modell in =� hat, dann hat sie Modelle beliebigerunendlicher Kardinalit�at in =�.Das n�achste Korollar ist aus der Modelltheorie der Pr�adikatenlogik erster Stufe als  Lo�s-VaughtTest bekannt (siehe z. B. Proposition 3.1.7 in [CK90]).Korollar 4 Sei = ein Domainoperator, � eine abz�ahlbare Standardalgebra und T � Sen(�; X)konsistent in =�. Falls1. alle Modelle von T in =� unendliche Kardinalit�at haben und2. f�ur eine geeignete unendliche Kardinalzahl � alle Modelle von T in =� der Kardinalit�at� isomorph sind,dann ist T vollst�andig in =�.Beweis: Es seien A;B 2 =� Modelle von T , nach Voraussetzung (1) haben A und B alsounendliche Kardinalit�at. Durch Anwendung von Korollar 3 auf Th(A), bzw. Th(B), erhaltenwir Modelle A0; B0 2 =� mit Kardinalit�at �, so da� A und A0, bzw. B und B0 elementar �aqui-valent sind. Dann sind nach Voraussetzung (2) A0 und B0 isomorph, also elementar �aquivalent,und damit sind auch A und B elementar �aquivalent. Da alle Modelle von T in =� elementar�aquivalent sind, ist T vollst�andig in =�. 25.2 Abw�arts L�owenheim-Skolem-Tarski EigenschaftIn diesem Abschnitt werden wir zeigen, da� [mj= die abw�arts gerichtete L�owenheim-Skolem-Tarski Eigenschaft, die wir im folgenden mit #LST abk�urzen, hat. Ein analoges Resultat wurdein [Tiu81] f�ur die \Logic of E�ective De�nitions" durch �Ubersetzung in die Logik L!1! ([Kei71])bewiesen. Im Gegensatz dazu benutzen wir nur Eigenschaften elementarer Teilalgebren, soda� wir nicht auf S�atze der unendlichen Logik zur�uckgreifen m�ussen. 65



5 MODELLTHEORETISCHE EIGENSCHAFTENBereits in Abschnitt 2.7 und in Korollar 1 haben wir gesehen, da� die #LST-Eigenschaft ausdem Abschlu� der betrachteten Modellklasse unter elementaren Teilalgebren folgt. Leiderverh�alt sich die Semantik von Modulen etwas problematisch zur elementaren Teilalgebrare-lation: W�ahrend m die Teilalgebrarelation respektiert, d. h. A � B ) m (A) � m (B)(siehe Lemma 14), gilt dies im allgemeinen f�ur die elementare Teilalgebrarelation nicht mehr:Lemma 28 Es sei sta das Modul aus Abbildung 8, Seite 57, mit Signatur (�P ;�E).Es gibt Algebren A;B 2 Alg�P mit A � B und m (A) 6� m (B).In dem Beweis benutzen wir einige elementare modelltheoretische Begri�e aus [CK90]:Beweis: Es sei A die Standardisierung der Algebra N , de�niert durchelemN = N0N = 0predN(x) = ( x � 1 falls x � 10 falls x = 0Man sieht leicht, da� A ein atomares Modell ist (siehe [CK90], Seite 97). Betrachte nun�0 := �P [ fc:! elemg und T 0 := fpredi(c) 6= 0 j i 2 NgJede endliche Teilmenge von Th(A) [ T 0 hat ein Modell in =f�0 , also gibt es wegen der Kom-paktheit von =f ein B 2 =f�0 mit B j= Th(A)[ T 0also insbesondere Th(A) = Th(B j�P ). Da A atomar ist, folgt dann aus Theorem 2.3.4 von[CK90]: A � B j�PAndererseits gilt aber sta (A) j= 8x 2 elem : isstandard(x) = truesta (B j�P ) j= 9x 2 elem : isstandard(x) = ?also Th( sta (A)) 6= Th( sta (B j�P )), und somit sta (A) 6� sta (B j�P ). 2Um #LST f�ur unsere neue Logik zu beweisen, k�onnen wir allerdings elementare Teilalgebrender Exportalgebren benutzen:Satz 1 Es sei m ein Modul mit Signatur (�P ;�E), = ein Domainoperator und T � Senm.Falls es ein A 2 =�P gibt mit A [mj= T und #A � @0, dann gibt es auch ein B 2 =�P mitB [mj= T und #B = @0.Beweis: O.B.d.A. sei �P � �E. Nach dem versch�arften abw�arts gerichteten L�owenheim-Skolem-Tarski Satz (Seite 29) gibt es ein B0 � m (A) mit #B0 = @0. W�ahle B := B0 j�P ,nach Lemma 15 ist B0 = m (B). Da B0 eine elementare Teilalgebra von m (A) ist, ist66



5.3 Kompaktheitauch B eine elementare Teilalgebra von A. Wegen des Abschlusses von =�P unter elementarenTeilalgebren ist dann B 2 =�P . Schlie�lich hat, da B � A, B unendliche Kardinalit�at, also#B = @0 2Korollar 5 Es sei m ein Modul mit Signatur (�P ;�E) und A 2 =�P mit unendlicher Kardi-nalit�at. Dann gibt es ein B 2 =�P mit #B = @0 und Thm(A) = Thm(B).Beweis: Folgt sofort aus Satz 1. 25.3 KompaktheitAus der Modelltheorie ist bekannt, da� die Anwendungen des Kompaktheitssatzes fast immerdie Verwendung zus�atzlicher Konstantenzeichen verlangen. So mu�ten wir in dem Beweis desKorollares auf Seite 29 neue Konstantenzeichen verwenden, um die Tr�ager der zu konstruieren-den Algebra bezeichnen zu k�onnen. In einem gewissen Sinne erm�oglicht der Kompaktheitssatzauf diese Art und Weise die Konstruktion eines Modelles, das eine unendliche Konjunktion vonFormeln erf�ullt. Durch Verwendung neuer Konstantenzeichen kann man eine Existenzquanti-�zierung dieser unendlichen Konjunktion simulieren (vergleiche hierzu auch Proposition 2.2.7in [CK90]).In der Pr�adikatenlogik erster Stufe stellt die Einf�uhrung neuer Konstantenzeichen keine Schwie-rigkeit dar, da die modelltheoretischen Eigenschaften unabh�angig von der zugrundeliegendenSprache (d. h. in unserem Falle der Signatur) betrachtet werden. Jetzt sind wir aber an denmodelltheoretischen Eigenschaften einzelner Module mit festgelegter Signatur interessiert. Wirm�ussen deshalb explizit eine M�oglichkeit, neue Konstanten einzuf�uhren, einr�aumen.De�nition 27 Es sei m ein Modul mit Signatur (�P ;�E) und = ein Domainoperator. m ist=-kompakt, falls f�ur alle W � Senm gilt:Wenn es zu jeder endlichen Teilmenge F � W ein A 2 =�P gibt mit A [mj= F ,dann gibt es auch ein B 2 =�P mit B [mj= W .Satz 2 Es sei m ein Modul mit Signatur (�P ;�E) und = ein Domainoperaor. Die folgendenAussagen sind �aquivalent:1. Jede Erweiterung von m um eine endliche Menge von Konstanten ist =-kompakt.2. F�ur jede Erweiterung m0 von m um eine endliche Menge von Konstanten gibt es zu jedemSatz in Senm0 eine =; m0-spab. 67



5 MODELLTHEORETISCHE EIGENSCHAFTENBeweis:(1)(= (2)Es sei m0 eine Erweiterung von m um eine endliche Menge von Konstanten, (�0P ;�0E) dieSignatur von m0 und W � Senm0 . F�ur jedes w 2 W bezeichne �w 2 PSenm0 eine =; m0-spabvon w, und �V := f�v j v 2 V g f�ur V � W .Es gebe nun f�ur jede endliche Teilmenge F � W ein A 2 =�0P mit A [mj= F , also auch A j= �F .Wegen der Kompaktheit von = gibt es dann ein B 2 =�0P mit B j= �W , also B [mj= W .(1) =) (2)Es sei jede Erweiterung von m um eine endliche Menge von Konstanten =-kompakt. Wirde�nieren W als die Menge aller Formeln �uber den Exportsignaturen der Ereiterungen von m.Um mengentheoretischen Schwierigkeiten aus dem Weg zu gehen, kann man hierbei annehmen,da� alle Konstantenzeichen aus einer festen Grundmenge gew�ahlt werden.W := [m0erweitert mum endliches C Senm0F�ur w 2 W de�nieren wir� �1(w) als die Anzahl von Vorkommen von Existenzquantoren �uber neuer Sorte in w und� �2(w) als die Summe der Anzahl der Vorkommen von Existenzquantoren �uber Parame-tersorte, der Anzahl der Vorkommen von : und der Anzahl der Vorkommen von ^ inw.� und schlie�lich �(w) := (�1(w); �2(w)).Wir nehmen nun an, da� es eine Erweiterung m0 und einen Satz w 2 Senm0 gibt, so da� wkeine =; m0-spab hat. Da die Ordnung �2lex eine noethersche Ordnung auf N � N ist, k�onnenwir sogar annehmen, da� es kein w0 mit dieser Eigenschaft und �(w0) <2lex �(w) gibt. Wirwerden diese Annahme nun zum Widerspruch f�uhren.Zun�achst einmal bemerken wir, da� die Existenz einer spab zu einem Satz w nicht davonabh�angt, welche Konstanten zus�atzlich zu denen von w und m noch in dem Modul vorhandensind: Falls m0; m00 Erweiterungen von m sind und w 2 Senm0 \ Senm00 , dann hat w eine=; m0-spab genau dann, wenn w eine =; m00-spab hat.Wir sagen dann \w 2 W hat eine =; m-spab", falls w eine =; mw-spab hat, wobei mw dieErweiterung von m um die kleinste Menge C mit w 2 Sen(�E [ C;X) ist.Wir machen nun eine Fallunterscheidung nach der Struktur von w. � sei die Parametersignaturvon mw.68



5.3 Kompaktheita) w = 9x : s : v mit s 2 PSmEs sei c ein Konstantensymbol, das weder in m noch in w vorkommt. Auf Grund der Mini-malit�atsannahme an w hat vcx dann eine =; m-spab r. In Abwandlung unserer Notation f�urSubstitutionen bezeichnen wir mit ryc die Formel, die wir aus r erhalten, indem wir alle Vor-kommen von c durch die Variable y ersetzen. Wir zeigen nun, da� 9y : s : ryc , wobei y 62 Varhri,eine =; m-spab von w ist.Es sei m0 die Erweiterung von mw um fc:! sg. F�ur eine �-Algebra A und a 2 sA bezeichne(A; a) die � [ fcg-Algbra mit (A; a) j� = A und c(A;a) = a. Dann gilt f�ur alle A 2 =�:A j= 9y : s : ryc, es gibt ein a 2 sA mit (A; a) 2 =�[fcg und (A; a) j= r(wegen der Erweiterungseigenschaft von =), es gibt ein a 2 sA mit (A; a) 2 =�[fcg und (A; a) [m0j= vcx(da r eine =; m-spab von vcx ist), A [mwj= 9x : s : v(wegen der Erweiterungseigenschaft von =), A [mwj= wb) w = 9x : s : v mit s 2 NSmAuf Grund der Minimalit�atsannahme an w hat f�ur jedes t 2 Ktm(s)[f?sg der Satz 9Varhti : vtxeine =; m-schw�achste Parameterbedingung rt. Man beachte hierzu, da� alle Variablen in Varhtivon Parametersorte sind. Nach Lemma 11 ist dann f�ur jede endliche Teilmenge F � Ktm(s) [f?sg der Satz Wt2F rt eine =; m-Parameterbedingung von w. Nach Annahme kann dies aberkeine =; m-schw�achste Parameterbedingung von w sein, also gibt es f�ur jede endliche TeilmengeF � Ktm(s) [ f?sg ein A 2 =� mitA [mwj= f9x : s : vg [ f:rt j t 2 FgAuf Grund der =-Kompaktheit von mw gibt es dann auch ein A 2 =� mitA [mwj= f9x : s : vg [ f:rt j t 2 Ktm(s)galso im Widerspruch zu Lemma 11:A [mwj= f9x : s : vg [ f8Varhti ::vtx j t 2 Ktm(s) [ f?sggc) w = :vWegen der Minimalit�at von w hat v eine =; m-spab r. Nach Lemma 21 ist dann aber :r eine=; m-spab von w.d) w = v1 _ v2Wegen der Minimalit�at von w haben dann auch v1 und v2 jeweils ein =; m-spab r1, bzw. r2.Nach Lemma 21 ist dann aber r1 _ r2 eine =; m-spab von w. 69



5 MODELLTHEORETISCHE EIGENSCHAFTENe) w = (t1 = t2)Wir k�onnen dann w auch in der Form(t1 = t2 ^ t1 6= ?)| {z }v1 _: (t1 6= ?| {z }v2 _ t2 6= ?| {z }v3 )schreiben. Wie in den F�allen (c) und (d) k�onnen wir auch hier folgern, da� mindestens eineder drei Formeln v1, v2 und v3 keine =; m-spab hat. Wir nehmen an, da� v1 keine =; m-spabhat, der Beweis f�ur die beiden anderen F�alle verl�auft analog.Wie wir in Korollar 6 zeigen werden, hat f�ur jedes n 2 N der Satzkleenehn; t1i = kleenehn; t2i ^ kleenehn; t1i 6= ?eine =; m-spab rn. Damit ist nach Lemma 12 f�ur jede endliche Teilmenge F � N der SatzWn2F rn eine =; m-Parameterbedingung von w, aber nach Annahme keine =; m-schw�achsteParameterbedingung von w. Also gibt es f�ur jede endliche Teilmenge F � N ein A 2 =� mitA [mj= fv1g [ f:rn j n 2 Fgalso gibt es auf Grund der =-Kompaktheit von mw auch ein B 2 =� mitB [mj= fv1g [ f:rn j n 2 Ngd. h. nach Konstruktion:B [mj= ft1 = t2 ^ t1 6= ?g [ fkleenehn; t1i 6= kleenehn; t2i _ kleenehn; t1i = ? j n 2 NgDies widerspricht aber Lemma 12. 2Man beachte, wie in diesem Beweis die Iteration der Tr�agermenger und die der rekursivenFunktionen in ganz analoger Weise eingesetzt wurden.Der obige Satz zeigt, da� die Nichtexistenz einer spab stets mit der Nicht-Kompaktheit derLogik [mj= einhergeht. Aus diesem Grunde werden immer, um die Nichtexistenz einer spab zubeweisen, den Kompaktheitssatz benutzen.5.4 Unentscheidbarkeit der Existenz von spabsWir zeigen nun, da� die Existenz einer spab unentscheidbar ist. Genauer sind, f�ur \interessante"Domainoperatoren =, folgende Fragen unentscheidbar:� Gibt es zu einem Modul m und einem Satz w 2 Senm eine =; m-spab ?� Hat ein Modul m die Eigenschaft, da� es zu jedem Satz w 2 Senm eine =; m-spab gibt?70



5.4 Unentscheidbarkeit von spabsWir benutzen ein Unentscheidbarkeitsresultat �uber Zweikopfautomaten, da� sich im Zusam-menhang mit �ahnlichen Fragen bei Programmschemata als n�utzlich herausgestellt hat. DieVerwendung von Zweikopfautomaten liegt hier nahe, da sie keine speziellen Datentypen au�erBitfolgen (diese k�onnen durch bool-wertige Funktionen simuliert werden) und Zust�anden (diesewerden direkt in dem Modul kodiert) ben�otigen.Wir geben zun�achst die De�nition von Zweikopfautomaten und das zugeh�orige Unentscheid-barkeitsresultat an, eine detailierte Darstellung �ndet man in [LPP70] und [Gre75]. Hier be-schr�anken wir uns gegen�uber der Originalliteratur auf ein fest gew�ahltes bin�ares Alphabetf0; 1g.De�nition 28 ([LPP70]) Ein Zweikopfautomat (abgek�urzt ZKA) ist ein Tupel(Q1; Q2; q0; qa; qr; �)wobei� Q1 and Q2 endliche Mengen sind,� q0, qa und qr paarweise verschieden und jeweils weder in Q1 noch in Q2 enthalten sind,� und � eine �Ubergangsfunktion ist�: (Q1 [Q2 [ fq0g)� f0; 1g ! Q1 [Q2 [ fqa; qrgDie Eingabe eines solchen Automaten ist eine unendliche Folge �uber f0; 1g. Der ZKA arbei-tet analog zum endlichen Automaten, besitzt aber nun zwei Lesek�opfe, die sich unabh�angigvoneinander �uber das gleiche Eingabeband bewegen. Der Zustand des Automaten wird durchdie �Ubergangsfunktion aus dem alten Zustand (oder dem Startzustand im ersten Berechnungs-schritt) und der von einem Kopf gelesenen Eingabe berechnet. Die Auswahl des Kopfes ge-schieht dabei �uber die Zust�ande: falls der alte Zustand in Q1 liegt (und ebenso beim erstenBerechnungsschritt) wird die Eingabe vom ersten Kopf gelesen, sonst vom zweiten. Ebenso be-stimmt der neu berechnete Zustand, welcher der beiden K�opfe um ein Feld auf dem Band nachvorne bewegt wird. Im Gegensatz zum endlichen Automaten gibt es nun drei M�oglichkeitenf�ur das Gesamtverhalten eines ZKA auf einer Eingabe:� Der Automat akzeptiert seine Eingabe, falls er den Zustand qa erreicht.� Der Automat verwirft seine Eingabe, falls er den Zustand qr erreicht.� Der Automat divergiert auf seiner Eingabe, falls er niemals die Zust�ande qa oder qrerreicht.In den ersten beiden F�allen \sieht" der ZKA also nur ein endliches Anfangsst�uck des Eingabe-bandes. LA ist die Menge der von A akzeptierten Eingaben und DA ist die Menge der Eingaben,auf denen A divergiert. Das grundlegende Resultat �uber ZKAs, das wir hier benutzen wollen,ist das folgende: 71



5 MODELLTHEORETISCHE EIGENSCHAFTENPAR SORTS tapepositionvalueOPNS start:! tapepositionnext: tapeposition! tapepositioncontents0: tapeposition ! boola:! valuef : value! valuetest: value! boolBODY FCTS H :! boolFq: tapeposition; tapeposition; value! boolf�ur alle Zust�ande q des AutomatenPROG H ( Fq0(start; start; a)Fq(p1; p2; x) ( if contents0(p1)then F�(q;0)(next(p1); p2; x)else F�(q;1)(next(p1); p2; x)f�ur alle Zust�ande q 2 Q1Fq(p1; p2; x) ( if contents0(p2)then F�(q;0)(p1; next(p2); x)else F�(q;1)(p1; next(p2); x)f�ur alle Zust�ande q 2 Q2Fr(p1; p2; x) ( Fr(p1; p2; x)Fa(p1; p2; x) ( if test(x)then trueelse Fq0(start; start; f(x))EXPORT H :! bool�P bezeichen die Parametersignatur von simA.Abbildung 12: Das Modul simA zur Simulation eines ZKA A f�ur Satz 3.Lemma 29 ([LPP70]) Die beiden folgenden Mengen sind nicht semientscheidbar:� Die Menge aller ZKAs A, so da� LA = ;.� Die Menge aller ZKAs A, so da� DA 6= ;.Das Modul simA in Abbildung 12 simuliert einen ZKA A. Um diese Simulation zu pr�azisieren,stellen wir zun�achst einmal eine Verbindung zwischen den Eingabeb�andern eines ZKA A undden Parameteralgebren des Modules simA aus Abbildung 12 her: Zu einer Algebra B 2 Alg�P72



5.4 Unentscheidbarkeit von spabsist die unendliche Folge tapeB : N! f0; 1g de�niert durch:tapeB(i) := ( 0 falls B(contents0(nexti(start))) = true1 falls B(contents0(nexti(start))) = falseWir k�onnen jedes Eingabeband t als ein tapeB f�ur eine geeignete Algebra B 2 Alg�P darstellen.Lemma 30 Es sei A ein ZKA und simA das gem�a� Abbildung 12 zugeh�orige Modul. Danngilt f�ur alle B 2 Alg�P und � 2 �B:tapeB 2 LA ) m (B)(Fq0(start; start; x))(�) =m (B)(if test(x) then true else Fq0(start; start; f(x)))(�)tapeB 62 LA ) m (B)(Fq0(start; start; x))(�) = ?Beweis: folgt sofort aus den De�nitionen. 2Lemma 31 Es sei = ein Domainoperator, A ein ZKA und simA das zugeh�orige Modulgem�a� Abbildung 12. Falls LA = ;, dann hat jedes w 2 SensimA eine =; simA-spab.Beweis: Da LA = ;, gilt nach Lemma 30: =�P [simAj= (H = ?). F�ur w 2 SensimA seiw?H 2 PSensimA die Formel, die wir erhalten, wenn wir in w jedes Vorkommen von H durch?bool ersetzen. Nach der obigen Bemerkung gilt dann =�P [simAj= w �� w?H , also ist w?H eine=; m-spab von w. 2Lemma 32 Es sei = ein reichhaltiger Domainoperator, A ein ZKA und simA das zugeh�origeModul gem�a� Abbildung 12. Falls LA 6= ;, dann hat der Satz (H 6= ?) 2 SensimA keine=; simA-spab.Beweis: Sei t 2 LA und n die letzte von A \gesehene" Position von t. Wir nehmen an, da� veine =; simA-spab von (H 6= ?) ist.Denn relevanten Teil von t (d. h. das Anfangsst�uck von T bis zur Position n) k�onnen wir nundurch ein endliches Gleichungssytem beschreiben:et := n̂i=0( contents0(nexti(start)) = true falls t(i) = 0contents0(nexti(start)) = false falls t(i) = 1Es ist dann H simA (B) = H simA (C) f�ur alle B;C 2 Alg�P mit B [simAj= et und C [simAj=et. Also folgt aus Lemma 30, da� f�ur alle B 2 Alg�P mit B j= et gilt:B [simAj= H 6= ? , es gibt ein i mit B j= test(f i(a)) = true (1)73



5 MODELLTHEORETISCHE EIGENSCHAFTENWegen der Reichhaltigkeit von = hat jede Menge der Formfv; etg [ ftest(f i(a)) = false j i � n0gein Modell in =�P , n�amlich die Standardisierung der Algebra T (�P ; ;)=E, wobeiE = fetg[ ftest(f i(a)) = false j i � n0g[ ftest(fn0+1(x)) = truegAuf Grund der Kompaktheit von = gibt es dann auch ein B 2 =�P mitB j= fv; etg [ ftest(f i(a)) = false j i 2 Ngd. h., da v eine =; simA-spab von (H 6= ?) ist:B j= et und B [simAj= H 6= ? und f�ur alle i: B j= test(f i(a)) = falseDies ist ein Widerspruch zu (1). 2Damit erhalten wir unser erstes Unentscheidbarkeitsresultat:Satz 3 F�ur jeden reichhaltigen Domainoperator = sind die folgenden Mengen nicht semient-scheidbar:� Die Menge aller Module m, f�ur die jeder Satz w 2 Senm eine =; m-spab hat.� Die Menge aller Paare (w;m), wobei m ein Modul ist und w 2 Senm, f�ur die w eine=; m-spab hat.Beweis: folgt mit Lemma 30 und Lemma 31 aus Lemma 29. 2Um zu zeigen, da� die Mengen von Satz 3 nicht kosemientscheidbar sind, benutzen wir ebenfallseine Reduktion auf eine nicht semientscheidbare Eigenschaft von ZKAs. Das Modul in Abbil-dung 13 ist in einem gewissen Sinne eine duale Version des Moduls aus Abbildung 12. Jetztlassen wir die Funktion H terminieren, falls die Eingabe akzeptiert oder verworfen wird. Eineunbeschr�ankte Folge von Aufrufen von test wird durchgef�uhrt, falls der Automat auf seinerEingabe divergiert. Der Beweis verl�auft analog zu dem von Satz 3, deshalb geben wir nur diebeiden Lemmata und den Satz an:Lemma 33 Es sei = ein Domainoperator, A ein ZKA und cosimA das zugeh�orige Modulgem�a� Abbildung 13. Falls DA = ;, dann hat jedes w 2 SencosimA eine =; cosimA-spab.Lemma 34 Es sei = ein reichhaltiger Domainoperator, A ein ZKA und cosimA das zugeh�origeModul gem�a� Abbildung 13. Falls DA 6= ;, dann hat der Satz (H 6= ?) 2 SencosimA keine=; cosimA-spab.74



5.4 Unentscheidbarkeit von spabsPAR SORTS tapepositionvalueOPNS start:! tapepositionnext: tapeposition! tapepositioncontents0: tapeposition ! boola:! valuef : value! valuetest: value! boolBODY FCTS H :! boolFq: tapeposition; tapeposition; value! boolf�ur alle Zust�ande q des AutomatenPROG H ( Fq0(start; start; a)Fq(p1; p2; x) ( if test(x) then trueelse if contents0(p1)then F�(q;0)(next(p1); p2; f(x))else F�(q;1)(next(p1); p2; f(x))f�ur alle Zust�ande q 2 Q1Fq(p1; p2; x) ( if test(x) then trueelse if contents0(p2)then F�(q;0)(p1; next(p2); f(x))else F�(q;1)(p1; next(p2); f(x))f�ur alle Zust�ande q 2 Q2Fr(p1; p2; x) ( trueFa(p1; p2; x) ( trueEXPORT H :! boolAbbildung 13: Das Modul cosimA zur Simulation eines ZKA A f�ur Satz 4.Satz 4 F�ur jeden reichhaltigen Domainoperator = sind die folgenden Mengen nicht semient-scheidbar:� Die Menge aller Module m, f�ur die es einen Satz w 2 Senm gibt, der keine =; m-spabhat.� Die Menge aller Paare (w;m), wobei m ein Modul ist und w 2 Senm, f�ur die w keine=; m-spab hat. 75



6 BERECHNUNG VON SPABSPAR SORTS ���OPNS ���BODY SORTS natCONS 0:! natsucc:nat! natFCTS +:nat; nat! nat�:nat; nat! nat�:nat; nat! boolPROG x+ y ( if is0?(x) then yelse succ(select1succ(x) + y)x � y ( if is0?(x) then 0else y + (select1succ(x) � y)x � y ( if is0?(x) then trueelse if is0?(y) then falseelse select1succ(x) � select1succ(y)Abbildung 14: Das Modul nat de�niert die nat�urlichen Zahlen.6 Berechnung von spabsWir wollen uns nun mit Berechnungsverfahren f�ur spabs besch�aftigen. Selbst wenn f�ur einModul m und einen Domainoperator = eine =; m-spab zu jedem Satz in Senm existiert, sohei�t dies noch lange nicht, da� diese auch berechenbar ist, wie der folgende Fall zeigt:Lemma 35 nat sei das Modul aus Abbildung 14, Seite 76.1. Jeder Satz w 2 Senm hat eine =f ; nat-spab.2. Es gibt keine totale berechenbare Funktion �:Senm ! PSenm, so da� f�ur alle w 2 Senm�(w) eine =f ; nat-spab von w ist.Beweis: Die Parametersignatur von nat ist die Signatur �BOOL, die einzige Parameteralgebravon nat ist also BOOL. Somit gilt f�ur jeden Satz w 2 Sennat entweder [natj= w oder [natj= :w,und damit ist f�ur jeden Satz w 2 Sennat entweder True oder False eine =f ; nat-spab.B ist eine endliche Algebra, Th(B) ist also entscheidbar. Falls es nun eine totale berechenbareFunktion g�abe, die zu jedem w 2 Senm eine =f ; nat-spab berechnet, dann k�onnte man alsoauch zu jedem w 2 Senm entscheiden, ob True oder False eine =f ; nat-spab von w ist. Diessteht im Widerspruch zur Unentscheidbarkeit der vollst�andigen Zahlentheorie ([End72]). 2Es gibt sogar f�ur jede Erweiterung m0 von nat um endliche Konstanten zu jedem Satzw 2 Senm0 eine =f ; m0-spab, da die Konstanten jeweils nur Werte aus dem endlichen Be-reich ftrue; false;?boolg annehmen k�onnen. Nach Satz 2 ist also jede endliche Erweiterungvon nat =f -kompakt.76



6.1 Berechenbarkeit von spabs6.1 Berechenbarkeit von spabsIn diesem Abschnitt wollen wir eine Beziehung zwischen der Berechenbarkeit von spabs einer-seits und der Entscheidbarkeit von Thm(A) relativ zu Th(A) andererseits herstellen. Intuitivhei�t dabei Thm(A) entscheidbar relativ zu Th(A), falls es einen Algorithmus gibt, der zu jederParameteralgebra A Thm(A) entscheiden kann, wobei der Algorithmus das Wissen um Th(A)zur Verf�ugung hat. Eine m�ogliche Formalisierung dieses relativen Entscheidbarkeitsbegri�esist die Erweiterung des Konzeptes der Turingmaschine zu einer Orakelmaschine. Eine Ora-kelmaschine wird auf einem Eingabeband gestartet und zus�atzlich mit einer Menge X , demOrakel, versehen. Die Maschine kann die Berechnungsschritte einer Turingmaschine ausf�uhren,zus�atzlich aber auch \Fragen" der Form \ist x 2 X ?" an sein Orakel stellen. Welche Fragendabei an das Orakel gestellt werden, h�angt vom Vorlauf der Berechnung f�ur ein gegebenes Ein-gabeband und von den bisher vom Orakel gegebenen Antworten ab und kann nicht vor Beginnder Berechnung bestimmt werden (eine Vorausberechnung der an das Orakel zu stellenden Fra-gen f�uhrt zu einem eingeschr�ankten Begri� von relativer Berechenbarkeit). Eine ausf�uhrlicheDarstellung �ndet man in [Rog87].Hier benutzen wir ein auf unsere Erfordernisse angepa�tes Maschinenmodell: Zu einem Modulm betrachten wir Orakelmaschinen, deren� Eingabebereich die Menge Senm aller Exportformeln,� Ausgabebereich die Menge fTrue; Falseg,� und deren Orakel jeweils eine Teilmenge von PSenm ist.Die Semantik einer solchen Maschine T ist eine Funktion'T :P(PSenm)! (Senm ; fTrue; Falseg)de�niert durch'T (X)(w)8>>>>><>>>>>: = True falls T mit Eingabe w und Orakel Xmit dem Ausgabewert True terminiert= False falls T mit Eingabe w und Orakel Xmit dem Ausgabewert False terminiertist unde�niert falls T mit Eingabe w und Orakel X nicht terminiertIn Anlehnung an [Rog87] de�nieren wir das Diagramm der Berechnung von T mit Eingabe wals einen (m�oglicherweise unendlichen) Baum, der alle Berechnungen von T mit Eingabe wund beliebigem Orakel repr�asentiert. Jeder Knoten n des Baumes ist mit einer Kon�gurationkonf (n) der Maschine T und einem Satz bed(n) 2 PSenm markiert. Der Baum ist induktivde�niert durch1. Es gibt einen Knoten start mit bed(start) = True und konf (start) ist die Startkon�gu-ration von T bei Eingabe w. 77



6 BERECHNUNG VON SPABS2. Falls n ein Knoten ist, so da� konf (n) keine Endkon�guration ist und im n�achsten Be-rechnungsschritt das Orakel nicht befragt wird, dann gibt es auch einen Knoten n0 mitbed(n0) = bed(n), konf (n0) ist die Nachfolgekon�guration von konf (n), und eine Kantevon n zu n0.3. Es sei n ein Knoten, so da� T in Kon�guration konf (n) an das Orakel die Frage x stellt.Dann gibt es zwei Knoten n0 und n00 mit bed(n0) = bed(n) ^ x, bed(n00) = bed(n) ^ :x,konf (n0) (bzw. konf (n00)) ist die Nachfolgekon�guration von konf (n) bei positiver (bzw.negativer) Antwort des Orakels, und Kanten von n zu n0 und n00.Wir k�onnen jetzt den Satz �uber den Zusammenhang von relativer Entscheidbarkeit von Thmund der Berechenbarkeit von spabs formulieren:Satz 5 Es sei m ein Modul mit Signatur (�P ;�E) und W � Senm. = sei ein Domainoperator,so da� die Menge der in =�P konsistenten S�atze kosemientscheidbar ist. Die beiden folgendenAussagen sind �aquivalent:1. Es gibt eine partielle berechenbare Funktion p:Senm ; PSenm, so da� f�ur alle w 2 W :� p(w) de�niert ist und� p(w) eine =; m-spab von w ist.2. Es gibt eine Orakelmaschine T , so da� f�ur alle w 2 W und alle A 2 =�P :� 'T (Th(A))(w) de�niert ist und� A [mj= w genau dann gilt, wenn 'T (Th(A))(w) = TrueDabei k�onnen wir aus einem Algorithmus zur Berechnung von p gem�a� (1) e�ektiv die Orakel-maschine T gem�a� (2) konstruieren, und umgekehrt.Die Kosemientscheidbarkeit der in =�P konsistenten S�atze ist auf jeden Fall gegeben, falls =�Pdurch eine endliche Menge von Axiomen im Sinne von Lemma 17 beschrieben wird. Das folgtaus der Semientscheidbarkeit der Menge der in der Pr�adikatenlogik erster Stufe allgemeing�ulti-gen Formeln ([End72], [Rob65]). Insbesondere tri�t sie auf die Domainopertaren =f , =strikt,=st usw. zu.Beweis:(1) ! (2): Die Orakelmaschine T berechnet zur Eingabe w zun�achst p(w) und befragt dannihr Orakel �uber den so erhaltenen Satz. Die algorithmische Beschreibung von T kann manalso insbesondere e�ektiv aus der Beschreibung des Algorithmusses zur Berechnung von pkonstruieren.(2) ! (1): Wir betrachten den Teilgraphen G des Diagramms der Berechnung von T mit Ein-gabe w, der von der Menge aller Knoten n, f�ur die bed(n) konsistent in =�P ist, erzeugt wird.G ist dann ebenfalls ein Baum, da stets w ^ v inkonsistent in =�P ist, falls w inkonsistent in=�P ist. Wir zeigen zun�achst, da� G ein endlicher Baum ist.78



6.2 Ein BerechnungsverfahrenWir nehmen an, G w�are ein unendlicher Baum. Nach K�onigs Unendlichkeits Lemma (K�onigsIn�nity Lemma, [Mal79]) gibt es dann einen unendlichen Pfad p in G. Auf Grund der Kon-struktion des Diagramms gibt es f�ur jede endliche Menge fn1; . . . ; nig von Knoten in p (manbeachte, da� p ein Pfad ist) ein j 2 f1; . . . ; ig mit j= bed(nj) � bed(nl) f�ur alle l 2 f1; . . . ; ig.Also ist, da jedes bed(nj) konsistent in =�P ist, auch jede endliche Teilmenge vonR := fbed(n) j n 2 pgkonsistent in =�P . Auf Grund der Kompaktheit von =�P gibt es dann auch ein A 2 =�P mitA j= R. Dann ist aber, da p unendlich ist, im Widerspruch zur Annahme 'T (Th(A))(w) nichtde�niert.Es sei g nun die Tiefe des endlichen Baumes G. Wir k�onnen eine =; m-spab nun folgenderma�en�nden: Wir konstruieren zun�achst bis zur Tiefe g das Diagramm der Berechnung von T mit Ein-gabe w. N+ sei die Menge aller Bl�atter dieses Baumes, f�ur die konf (n) eine Endkon�gurationmit Ausgabewert False ist. Dann ist der Satz^n2N+ konf(n)eine =; m-spab von w, denn nach De�nition von G k�onnen keine Knoten, die mit einem Orakelder Form Th(A) erreichbar sind, im Diagramm tiefer als g liegen.Das Problem hierbei ist aber, da� wir zu gegebenem Eingabesatz w den Wert g berechnenm�ussen. Hierbei nutzen wir nun die Kosemientscheidbarkeit der in =�P konsistenten Formelnaus. Der Algorithmus f�ur p arbeitet dann folgenderma�en:Starte die Konstruktion des Diagramms zur Berechnung von T mit Eingabe w. Die Entwick-lung des Baumes verl�auft dabei jeweils an allen Bl�attern in Parallele (\breadth-�rst-search").An jedem neu konstruiertem Knoten n des Diagramms wird eine Turingmaschine zum Beweisder Inkonsistenz von bed(n) gestartet. Alle diese Turingmaschinen arbeiten parallel zur Kon-struktion des Baumes. Falls an einem Knoten die Inkonsistenz erkannt wurde, wird der gesamteUnterbaum dieses Knotens gel�oscht, so da� an diesem Unterbaum auch keine Berechnungenmehr durchgef�uhrt werden.F�ur alle Knoten in Tiefe g+1 ist bed(n) inkonsistent in =�P . Da es nur endlich viele Knoten inTiefe g+ 1 gibt und da die Inkonsistenz in =; m semientscheidbar ist, terminieren irgendwanns�amtliche Turingmaschinen zum Nachweis der Inkonsistenz der Formeln bed(n) in Tiefe g+ 1.Zu diesem Zeitpunkt haben wir ein \Anfangsst�uck" des Diagramms konstruiert, das von Gsubsumiert wird. Aus diesem k�onnen wir nun die =; m-spab wie gehabt extrahieren. 26.2 Ein Berechnungsverfahren f�ur einen SpezialfallWir geben nun f�ur eine spezielle Klasse von Modulen einen Algorithmus zur Berechnung vonspabs an. Damit unser Verfahren auf ein Modul anwendbar ist, m�ussen die Funktionsde�ni-tionen der Module bestimmte \angenehme" Eigenschaften haben. Die Abbildungen 15 und 16enthalten Beispiele von Modulen, die diese Bedingungen erf�ullen. Bei den beiden folgenden79



6 BERECHNUNG VON SPABSPAR SORTS elemOPNS +: elem; elem! elemBODY SORTS listCONS atom: elem! listcons: elem; list! listFCTS sum2: list! elemPROG sum2(l) ( if isatom?(l) then select1atom(l)else select1cons(l) + sum2(select2cons(l))Abbildung 15: Das Modul list2.PAR SORTS elemOPNS a:! elemb:! elem+: elem; elem! elemBODY SORTS listCONS nila:! listnilb:! listcons: elem; list! listFCTS sum3: list! elemPROG sum3(l) ( if isnila?(l) then aelse if isnilb?(l) then belse select1cons(l) + sum3(select2cons(l))Abbildung 16: Das Modul list3.De�nitionen beachte man, da� sie sich nur auf einstellige Funktionen beziehen, deren Argu-mentsorte eine neue Sorte und deren Ergebnissorte eine Parametersorte ist. Die erste dieserEigenschaften dr�uckt aus, da� eine Funktion in einem gewissen Sinne primitiv rekursiv ist.De�nition 29 Sei m ein Modul mit Signatur (�P ;�E) und f : s1 ! s2 2 NFm, wobei s1 2NSm und s2 2 PSm.f hei�t symbolisch partiell auswertbar, falls f�ur alle k: �1; . . . ; �n ! s1 2 Km und Variablenxi 2 X�i ein Term t(x1;...;xn)k 2 T (PFm [ ffg; fx1; . . . ; xng) existiert mit1. [mj= 8x1 : �1; . . . ; xn : �n : f(k(x1; . . . ; xn)) = t(x1;...;xn)k und2. falls f(t0)� t(x1;...;xn)k , dann ist t0 2 fx1; . . . ; xng80



6.2 Ein Berechnungsverfahrenund falls au�erdem [mj= f(?s1) = ?s2 .Die Bedingung (2) bedeutet, da� die einzigen Vorkommen von f in t(x1;...;xn)k von der Formf(x) sind, wobei x = xi f�ur ein geeignetes i. Die Funktionen aus den Abbildungen 15 und 16sind symbolisch partiell auswertbar, so ist z. B. in Abbildung 15:t(x)atom = xt(x;y)cons = x+ sum(y)Die Funktion F aus Abbildung 11, Seite 62 hingegen ist nicht partiell symbolisch auswertbar.Die zweite Eigenschaft h�angt au�er von dem Modul auch noch von dem betrachteten Domain-operator ab.De�nition 30 Sei m ein Modul mit Signatur (�P ;�E), = ein Domainoperator und f : s1 !s2 2 NFm, wobei s1 2 NSm und s2 2 PSm.Eine Menge C � Ktm(s1) hei�t vollst�andig f�ur f in =, falls C endlich ist und f�ur alle A 2 =�Pund a 2 s m (A)1 n f? m (A)s1 g ein t 2 C und eine Belegung � 2 �+X;A existiert, so da�m (A)(f(t))(�) = f m (A)(a)Im Beispiel des Moduls list2 aus Abbildung 15 ist fatom(x)g vollst�andig f�ur sum2 in =f , dennf�ur jede Parameteralgebra A und a 2 listA mit a 6= ?Alist gilt f�ur eine beliebige Belegung � mit�(x) = sum2 list2 (A)(a):list2 (A)(sum2(atom(x)))(�) = sum2 list2 (A)(atom list2 (A)(sum2 list2 (A)(a)))= sum2 list2 (A)(a)F�ur die Funktion sum3 aus Abbildung 16 gibt es hingegen keine in =f vollst�andige Menge, wiewir nun zeigen werden:�P bezeichne die Parametersignatur von list3. Wir nehmen an, es g�abe eine in =f vollst�andigeMenge C f�ur f . m sei die maximale Anzahl von Vorkommen von cons in einem Term aus C.Wir de�nieren r := cons(a; cons(a; . . . ; cons(a; atom(a)) . . .))| {z }m+1 mal consBetrachte nun die Algebra A = T (�P ; ;)=;. Es ist dannsum3 list3 (A)(r) = a+ (a+ . . . + (a+ a) . . .)| {z }m+1 mal + (2)aber f�ur alle t0 2 C und � 2 �+X;A ist wegen der Maximalit�at von mlist3 (A)(sum3(t0))(�) = u1 + (u2 + . . . + (uk + c) . . .)| {z }�m mal + (3)81



6 BERECHNUNG VON SPABSf�ur geeignete Terme ui und c 2 fa; bg, und die Terme (2) und (3) k�onnen in T (�P ; ;)=;niemals gleich sein. Um eine vollst�andige Menge f�ur sum3 zu bekommen, m�ussen wir unsauf Parameteralgebren beschr�anken, in denen Terme wie (2) und (3) unter Umst�anden zuidentischen Werten ausgewertet werden k�onnen.Sei beispielsweisee := (8x; y 2 elem : x+(y+a) = (x+y)+a)^(8x; y; z 2 elem : x+(y+(z+b)) = (z+y)+(x+b))und der Domainoperator =0 de�niert durch=0� = ( fA 2 Alg� j A j= eg falls �P � �Alg�P anderenfallsEine vollst�andige Menge f�ur sum3 in =0 ist nun beispielsweisefnila; cons(x; nila); nilb; cons(x; nilb); cons(x; cons(y; nilb))gSatz 6 Sei = ein Domainoperator, m ein Modul mit Signatur (�P ;�E) und NFm = ff : s1 !s2g mit s1 2 NS und s2 2 PS. Falls� f symbolisch partiell auswertbar ist und� es eine vollst�andige Menge f�ur f in = gibt,dann gibt es eine totale berechenbare Funktion �:Senm ! PSenm, so da� f�ur alle w �(w) eine=; m-spab von w ist.Beweis: Nach Lemma 26 k�onnen wir uns auf S�atze w ohne Vorkommen von Funktionszeichenaus der Menge fisk?; selectjk j k 2 Kmg [ fifthenelses;=sj s 2 NSmgbeschr�anken, das hei�t alle in w vorkommenden Funktionszeichen sind� entweder aus PFm� oder f� oder Konstruktoren� oder ?s f�ur ein s 2 NSm.Wir werden nun, um die weiteren Berechnungen zu vereinfachen, einige weitere Transformatio-nen der Formeln vornehmen. Zun�achst spalten wir die Terme soweit auf, da� unsere Formelnnur noch Terme enthalten, die in einer der beiden folgenden Klassen liegen:P := [s2PSm T ((ASm;PFm [ ffg); X)sK := [s2NSm T ((ASm;Km [ f?s j s 2 NSsg); X)s82



6.2 Ein BerechnungsverfahrenRegelsystem K-P:(K) w(k(t)) 7�! 9x : s : w(k(x))^ x = tfalls top(t) 2 PFm [ ffg und x 62 Varhwi(P ) w(f(k(t1; . . . ; tn))) 7�! w ��t(x1;...;xn)k � t1x1 ......tnxn�falls k 2 Km(BF ) w(f(?s1)) 7�! w(?s2)Abbildung 17: Das Regelsystem K-P zur Separierung der Terme in K- und P-Terme.Der Grund f�ur diese Partitionierung ist, da� diese beiden Arten von Termen nun unterschiedlichbehandelt werden m�ussen: Die Terme aus K \geh�oren" zu den in m neu de�nierten Sorten undm�ussen daher eliminiert werden. Die Terme aus P hingegen sind schon fast Terme �uber derParametersignatur, es st�oren nur noch die Vorkommen von f , deren Argument dann allerdingseine Variable sein mu�. Unser Ziel wird es nun sein, die Formeln so zu transformieren, da� wirdiese Vorkommen von f aus den P-Termen eliminieren k�onnen. Um die Terme wie obenbeschrieben zu separieren, benutzen wir das Regelsystem aus Abbildung 17. F�ur jeden Satzw 2 Senm mit w !K v gilt bereits auf Grund der Semantik der Pr�adikatenlogik [mj= w �� v.F�ur w !P;BF v folgt [mj= w �� v mit dem Substitutionssatz aus der De�nition der partiellensymbolischen Auswertbarkeit.Da die Argumentsorten einer Parameterfunktion Parametersorten sind, kann ein Term t mittop(t) 2 Km nicht als Argument einer Parameterfunktion auftauchen. Aus diesem Grundeenthalten alle !K�P -Normalformen nur Terme aus K und P . Wegen der Sorten der K- undP-Terme k�onnen dar�uber hinaus keine Atome t1 = t2 mit t1 2 K und t2 2 P auftauchen.Also enthalten alle !K�P -Normalformen nur Atome t1 = t2, f�ur die entweder t1; t2 2 Koder t1; t2 2 P ist. Man beachte allerdings, da� ein Atom t1 = t2 auch im Kontext einesNegationszeichens , d. h. als \Ungleichung" :(t1 = t2) in einer Formel auftreten kann.Die Terminierung von !K�P ist mit Hilfe einer geeigneten Multimengenordnung leicht einzu-sehen.Beispiel: In diesem wie auch in den folgenden Beispielen beziehen wir uns auf das Modullist2 aus Abbildung 15, Seite 80.8x 2 list:9y 2 elem:cons(y + sum2(x); x) 6= x _ sum2(cons(sum2(x); x)) = y (4)!P 8x 2 list:9y 2 elem:cons(y + sum2(x); x) 6= x _ sum2(x) + sum2(x) = y!K 8x 2 list:9y 2 elem:(9y0 : elem:cons(y0; x) 6= x ^ y0 = y + sum2(x))_sum2(x) + sum2(x) = y (5)Im n�achsten Schritt sorgen wir daf�ur, da� kein in w vorkommender Term von neuer Sorte zu ?ausgewertet werden kann. Das in Abbildung 18 angegebene Regelsystem ist o�ensichtlich ter-minierend und korrekt. Man beachte, da� wir den Allquantor 8 nur als syntaktische Abk�urzungf�ur :9: de�niert haben, eine Regel wie (BQ) kann also ebenso gut auf einen Allquantor ange-83



6 BERECHNUNG VON SPABSRegelsystem BQ:(BQ) 9x : s : w 7�! (9x 2 s : w)_ w?sxAbbildung 18: Das Regelsystem B zur Eleminierung von Quantoren 9x : swandt werden. Das in Abbildung 19 angegebene Regelsystem BE ist ebenfalls terminierend,korrekt aber nur f�ur positive Belegungen. Wir wenden daher!BE nur auf!BQ)-Normalformenvon S�atzen an und de�nieren: !prim:= (!!K�P � !!BQ)� !BEBeispiel: (Fortsetzung)(5) !BQ 8x 2 list:9y 2 elem:(9y0 2 elem:cons(y0; x) 6= x ^ y0 = y + sum2(x))_(cons(?elem; x) 6= x ^ ?elem = y + sum2(x))_sum2(x) + sum2(x) = y!BE1 8x 2 list:9y 2 elem:(9y0 2 elem:cons(y0; x) 6= x ^ y0 = y + sum2(x))_(?elem 6= x ^ ?elem = y + sum2(x))_sum2(x) + sum2(x) = y!BE3 8x 2 list:9y 2 elem:(9y0 2 elem:cons(y0; x) 6= x ^ y0 = y + sum2(x))_(:False^ ?elem = y + sum2(x))_sum2(x) + sum2(x) = y (6)Die Teilformel :False ^ w ist nat�urlich �aquivalent zu w. Da wir aber nur an der prinzipiellenBerechenbarkeit interessiert sind, haben wir keine Regeln zur aussagenlogischen Vereinfachungder Formeln in das Regelsystem aufgenommen. Es gilt also insgesamt:(4)!!prim (6)Die!prim-Normalformen von S�atzen enthalten also sogar nur Gleichungen zwischen P-Termenoder zwischen K-Termen, die kein Vorkommen von ? enthalten. Da alle Variablen mit 9� 2 �,bzw. 8� 2 � quantifziert sind, brauchen wir dar�uber hinaus im folgenden die Korrektheit derRegeln nur noch f�ur positive Belegungen zu betrachten.Wir werden nun ein Verfahren angeben, um einen Satz w 2 Senm in einen �aquivalenten Satzin PSenm zu �uberf�uhren. Dabei gehen wir schrittweise vor und eliminieren von innen nachau�en die Quantoren von neuer Sorte. Die Quantoren von importierter Sorte werden in den zukonstruierenden PSenm-Satz eingehen.In Anlehnung an die Fragmente der Pr�adikatenlogik erster Stufe partitionieren wir nun dieMenge Wff(�E ; X) in m-Fragmente. Im Gegensatz zur Pr�adikatenlogik erster Stufe interes-sieren wir uns jetzt aber nur f�ur die Quantoren von neuer Sorte. Eine Formel w 2 Wff(�E ; X)ist in m-Prenexnormalform, falls w von der FormQ1x1 2 s1 . . .Qnxn 2 sn : p84



6.2 Ein BerechnungsverfahrenRegelsystem BE:(BE1) w(k(t1; . . . ;?; . . . ; tn)) 7�! w(?)falls k 2 Km(BE2) ? = ? 7�! True(BE3) t = ? 7�! Falsefalls t 2 K und ? kommt nicht in t vorAbbildung 19: Das Regesystem BE zur Eliminierung unde�nierter Tr�agerist, wobei Qi 2 f9; 8g und p 2 Wff(�E ; X) keine Quantoren �uber neuer Sorte enth�alt. DieAnzahl der m-Quantoralternierungen in w ist die Anzahl der i, 1 � i < n mit Qi 6= Qi+1. Fallsq diese Anzahl ist und n � 1, dann istw 2 ( �mq+1Wff(�E ; X) falls Q1 = 9�mq+1Wff(�E ; X) falls Q1 = 8�m0 Wff(�E ; X) = �m0 Wff(�E ; X) bezeichnet die Menge der Formeln, f�ur die n = 0.Beispiel: (Fortsetzung) Die Formel (6) auf Seite 84 hat eine m-Quantoralternierung und istalso ein Element von �m2 Wff(�E ; X).Wie in der Pr�adikatenlogik kann man jede Formel w 2 Wff(�E ; X) in eine (sogar im Sinneder Pr�adikatenlogik) �aquivalente m-Prenexnormalform transformieren. Hierzu gen�ugt es bei-spielsweise, die Prenexnormalform (im Sinne der Pr�adikatenlogik) zu berechnen.Lemma 36 Sei = ein Domainoperator, m ein Modul mit Signatur (�P ;�E) und NFm = ff :s1 ! s2g mit s1 2 NS und s2 2 PS. Falls� f symbolisch partiell auswertbar ist und� es eine vollst�andige Menge C f�ur f in = gibt,dann gibt es eine totale berechenbare Funktion�: �m2 Wff(�E ; X)\ #prim! �m1 Wff(�E ; X)\ #primso da� Varh�(w)i � Varhwi und f�ur alle A 2 =�P und � 2 �+X;A ist A(w)(�) = A(�(w))(�).Lemma 37 Sei = ein Domainoperator, m ein Modul mit Signatur (�P ;�E) und NFm = ff :s1 ! s2g mit s1 2 NS und s2 2 PS. Falls� f symbolisch partiell auswertbar ist und� es eine vollst�andige Menge C f�ur f in = gibt, 85



6 BERECHNUNG VON SPABSRegelsystem DNF:(DNF1) :(w ^ v) 7�! :w _ :v(DNF2) :(w _ v) 7�! :w ^ :v(DNF3) ::w 7�! w(DNF4) (w1 ^ w2) _ w3 7�! (w1 _ w3) ^ (w2 _ w3)(DNF5) 8x : (w1 ^ w2) 7�! (8x : w1) ^ (8x : w2)Abbildung 20: Das Regelsystem DNFdann gibt es eine totale berechenbare Funktion : (�m1 Wff(�E ; X)[ �m0 Wff(�E ; X))\ Senm\ #prim! PSenmso da� =�P [mj=  (w) �� w.Bevor wir diese beiden Lemmata beweisen, zeigen wir zuerst, wie Satz 6 aus den Lemmata 36und 37 folgt. Zu einem Satz w berechnen wir zun�achst eine !prim-Normalform w�. Ansch-lie�end transformieren wir w� in eine m-Prenexnormalform w0, w0 ist dann ebenfalls in !prim-Normalform. Wir zeigen per Induktion nach der Anzahl der m-Quantoralternierungen von w0,da� wir w0 e�ektiv in einen m-�aquivalenten Satz aus PSenm transformieren k�onnen.Falls w0 2 �m1 Wff(�E ; X) [ �m0 Wff(�E ; X), dann berechne  (w) gem�a� Lemma 37. Fallsw0 2 �m1 Wff(�E ; X), dann sei zun�achst w00 2 �m1 Wff(�E ; X) eine m-Prenexnormalform von:w0. : (w00) leistet dann das Gew�unschte.Es habe nun w0 n � 1 m-Quantoralternierungen. Dann gibt es f�ur w0 die beiden folgendenM�oglichkeiten:w0 = Q1z1 2 z1 . . .Qnzn 2 zn 9x1 2 �1 . . .9xm 2 �n8y1 2 �01 . . .8yk 2 �0k : p| {z }vw0 = Q1z1 2 z1 . . .Qnzn 2 zn 8x1 2 �1 . . .8xm 2 �n9y1 2 �01 . . . ; 9yk 2 �0k : p| {z }vIm ersten Fall ersetzen wir in w0 die Teilformel v durch �(v) gem�a� Lemma 36 und erhalten soeine m-�aquivalente Formel mit n � 1 m-Quantoralternierungen, auf die wir dann die Indukti-onsannahme anwenden k�onnen. Im zweiten Fall gehen wir, wie beim Induktionsanfang, analogf�ur die m-Prenexnormalform der Negation von w0 vor. 2Es bleiben noch die Lemmata 36 und 37 zu beweisen. Wir zeigen hier nur Lemma 36, derBeweis von Lemma 37 verl�auft analog hierzu.Beweis: [von Lemma 36] Im folgenden werden wir aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit dieSortenspezi�kationen der Quantoren nicht mehr schreiben. Da wir von !prim-Normalformenausgehen, sind alle Quantoren von der Form Qx 2 s (und nicht Qx : s), so da� der Zu-sammenhang jeweils klar ist. Au�erdem betrachten wir nun �Aquivalenzklassen von Formelnbez�uglich $�WE .86



6.2 Ein BerechnungsverfahrenWie k�onnen wir nun die in Abschnitt 4.4 Ersetzungssysteme auf �Aquivalenzklassen von Formelnanwenden? Hierzu de�nieren wir nun zu einer Regel R eine Relation �!R, bei der wir zun�achsteinen �Ubergang zu einer bezgl. $�WE �aqivalenten Formel erlauben und anschlie�end einen!R-Schritt durchf�uhren:w �!R v , es gibt ein w0 mit w$�WE w0 !R vIn der Terminologie von [DJ90] ist dies die Relation !R=WE . Da wir sowieso bei Anwendungde Regeln einen �Ubergang zu einer kongruenten Formel erlauben, brauchen wir die Formelsche-mata in den Regeln auch nur noch bis auf Kongruenz anzugeben. Wir k�onnen also die gleichenKonventionen, die wir bisher bei der Semantik der Formeln benutzt haben, auch hier einsetzen.Wir gehen jetzt so vor, da� wir ein neues Ersetzungssystem durch Angabe einiger Ersetzungs-regeln de�nieren, wobei wir aber manchmal nach einem Ersetzungsschritt eine Normalisierungbzgl. des bisher de�nierten Ersetzungssystems verlangen. Auf diese Weise wird die Menge derNormalformen der einzelnen Ersetzungssysteme immer weiter eingegrenzt. In der letzten Stufesind die Normalformen dann genau die gew�unschten Formeln.Da wir von !prim-Normalformen ausgehen, brauchen wir von den Regeln nur Korrektheitbez�uglich positiver Belegungen (statt allgemeiner Korrektheit) zu fordern.1.) Disjunktive Normalformen Betrachte die Relation �!DNF gem�a� Abbildung 20.�!DNF ist bekanntlich korrekt (nicht nur bzgl. positiver Belegungen) und noethersch. DieAnwendung von �!DNF zerst�ort nicht die �!prim-Normalformen. Die �!DNF -Normalformenvon �m2 Wff(�E ; X)-Formeln in �!prim-Normalform sind von der Form9~x (8~y1 : l1;1 _ . . ._ l1;n1)^ . . .^ (8~yk : lk;1 _ . . ._ lk;nk )wobei die lj von einer der folgenden Formen sind:� t1 = t2 f�ur Terme t1; t2,� :(t1 = t2) f�ur Terme t1; t2 oder� Q1x1 � � �Qn:xn:P , wobei alle xi von importierter Sorte sind und P keine Quantoren vonneuer Sorte enth�alt.Die �!DNF -Normalformen von Formeln aus �m2 Wff(�E ; X) in !prim-Normalform nennen wirauch disjunktive Normalformen.Beispiel: 9x1; x2 2 elem:8y1; y2 2 list: (7)atom(x1) 6= atom(x2)_(cons(x1; y1) = cons(x2; y2) ^ atom(x1) = cons(x1; y1))�!DNF4 9x1; x2 2 elem:8y1; y2 2 list: 87



6 BERECHNUNG VON SPABSRegelsystem analyze:(Tr) x = x 7�! True(Oc) x = t 7�! Falsefalls t 2 K nX und x 2 Varhti(De) k(t1; . . . ; tn) = k(u1; . . . ; tn) 7�! (t1 = u1) ^ . . .^ (tn = un)falls k 2 Km(Cl) k1(t1; . . . ; tn) = k2(u1; . . . ; um) 7�! Falsefalls k1; k2 2 Km, k1 6= k2(P ) w(f(k(t1; . . . ; tn))) 7�! w ��t(x1;...;xn)k � t1x1 ......tnxn�falls k 2 KmAbbildung 21: Das Regelsystem analyze(atom(x1) 6= atom(x2) _ cons(x1; y1) = cons(x2; y2))^(atom(x1) 6= atom(x2) _ atom(x1) = cons(x1; y1))�!�DNF5 9x1; x2 2 elem: (8)(8y1; y2 2 list:atom(x1) 6= atom(x2) _ cons(x1; y1) = cons(x2; y2))^(8y1; y2 2 list:atom(x1) 6= atom(x2)_ atom(x1) = cons(x1; y1))Es gilt also (7) �!!DNF (8)2.) Vereinfachte Normalformen Nun werden wir, mit dem Wissen um die Semantik derKonstruktoren und der partiellen symbolischen Auswertbarkeit von f , die disjunktiven Nor-malformen weiter zerlegen. Dazu benutzen wir die Regeln aus Abbildung 21. Die Anwendungdieser Regeln ber�uhrt nicht die �!prim-Normalisierung der Formeln, bei Anwendung der Regel(De) kann aber unter Umst�anden die disjunktive Normalform der Formel zerst�ort werden. Ausdiesem Grunde f�uhren wir, um die Betrachtungen auch weiterhin auf disjunktive Normalformenbeschr�anken zu k�onnen, nach jedem �!analyze-Ersetzungsschritt eine �!DNF -Normalisierungdurch. Wir betrachten also die Relation�!simplify := �!analyze � �!!DNFDie �!simplify-Normalformen von disjunktiven Normalformen nennen wir auch vereinfachteNormalformen. �!analyze ist o�enbar korrekt f�ur positive Belegungen. Man beachte da� dieRegeln (Cl) und (De) bei Betrachtung aller Belegungen nicht korrekt w�aren. Die Terminierungvon �!simplify ist leicht zu zeigen. Eine vereinfachte Normalform einer �m2 Wff(�E ; X)-Formelhat nun die Gestalt9~x (8~y1 : l1;1 _ . . ._ l1;n1) ^ . . .^ (8~yk : lk;1 _ . . ._ lk;nk )wobei die lj von einer der folgenden Formen sind:88



6.2 Ein Berechnungsverfahren� z = t f�ur einen Term t 2 K und eine Variable z 62 Varhti oder� :(z = t) f�ur einen Term t 2 K und eine Variable z 62 Varhti oder� eine Gleichung oder Ungleichung zwischen zwei Termen aus P oder� Q1x1 � � �Qnxn:P , wobei alle xi von importierter Sorte sind und P keine Quantoren vonneuer Sorte enth�alt. Alle Vorkommen von f in v sind von der Form f(z) f�ur eine Variablez von neuer Sorte.Beispiel: (Fortsetzung)(8) �!De 9x1; x2 2 elem: (9)(8y1; y2 2 list:x1 6= x2 _ cons(x1; y1) = cons(x2; y2))^(8y1; y2 2 list:atom(x1) 6= atom(x2) _ atom(x1) = cons(x1; y1))�!De 9x1; x2 2 elem:(8y1; y2 2 list:x1 6= x2 _ cons(x1; y1) = cons(x2; y2))^(8y1; y2 2 list:x1 6= x2 _ atom(x1) = cons(x1; y1))�!Cl 9x1; x2 2 elem:(8y1; y2 2 list:x1 6= x2 _ cons(x1; y1) = cons(x2; y2))^(8y1; y2 2 list:x1 6= x2 _ False�!De 9x1; x2 2 elem:(8y1; y2 2 list:x1 6= x2 _ (x1 = x2 ^ y1 = y2))^(8y1; y2 2 list:x1 6= x2 _ False�!!DNF 9x1; x2 2 elem:(8y1; y2 2 list:x1 6= x2 _ x1 = x2)^(8y1; y2 2 list:x1 6= x2 _ y1 = y2)^(8y1; y2 2 list:x1 6= x2 _ False) (10)Also gilt (9) �!!simplify (10)3.) Separierte Normalformen Die ersten beiden Formen der lj in obiger Aufstellung sindalso schon recht weit zerlegt. Allerdings k�onnen die Formeln P noch Terme aus K enthalten.Diesen Fall wollen wir in diesem Schritt ausschlie�en, so da� eine Formel P in der obigenSituation also nur Terme aus P enthalten kann. Dazu benutzen wir das Regelsystem PQ ausAbbildung 22.Die Korrektheit der Regeln PQA und PQE bez�uglich positiver Belegungen folgt unmittelbaraus Lemma 11. Zur Korrektheit der Regel PQD beachte man, da� die Formeln P ^ (R _ w)und (w ^ P ) _ (:w ^ (P ^ R)) bereits im Sinne der Aussagenlogik �aquivalent sind. Man zeigtnun mit Hilfe der elementaren Eigenschaften der Pr�adikatenlogik, da� f�ur alle Formeln A, Bund w mit x 62 Varhwi die folgenden beiden Formeln allgemeing�ultig sind: 89



6 BERECHNUNG VON SPABSRegelsystem PQ:(PQA) 8~y; y : P _ Q~
 :R 7�! ^k2Km;s8~y n fyg [ fy1; . . . ; yng:P k(y1;...;yn)y _Q~
:Rk(y1;...;yn)yfalls � y ist von neuer Sorte und� alle 
 2 ~
 sind von Parametersorte und� (~
 [ ~y) \ fy1; . . . ; yng = ; und� R enth�alt eine Gleichung y = t mitVarhti \ ~
 6= ;(PQE) 9~x : (T ^ 8~y : (P _Q~
:R)) 7�! _k2Km;s9~x; ~z : z = k(~z) ^ T k(~z)z ^ 8~y : (P k(~z)z _ Q~
:Rk(~z)z )falls � z ist von neuer Sorte und� alle 
 2 ~
 sind von Parametersorte und� (~
 [ ~y [ ~x)\ ~z = ; und� R enth�alt eine Gleichung y = t mitVarhti \ ~
 6= ;(PQD) Q~x:(P ^ (R _ w)) 7�! (w ^ Q~x:P ) _ (:w ^Q~x:(P ^R))falls � ~x \ Varhwi = ; und� alle x 2 ~x sind von ParametersorteAbbildung 22: Das Regelsystem PQ zur Eliminierung von K-Termen� 9x:((w ^A) _ (:w ^ B)) �� (w ^ 9x:A) _ (:w ^ 9x:B)� 8x:((w ^A) _ (:w ^ B)) �� (w ^ 8x:A) _ (:w ^ 8x:B)Wir de�nieren nun �!separate:= �!PQA;PQE;PQD � �!!simplifyInsbesondere wird somit nach jeder Anwendung von PQA oder PQE eine der Regeln Deoder Cl angewandt, was dazu f�uhrt, da� ein Vorkommen einer Variablen 
 in einem K-Termentweder verschwindet (bei Anwendung von Cl) oder \nach oben rutscht" (bei Anwendung vonDe). Die Terminierung ist daher leicht einzusehen.Als separierte P -Formeln bezeichnen wir nun die Formeln,� die keine Quantoren �uber neuer Sorte enthalten und� die nur Terme aus P enthalten und� f�ur die alle Vorkommen von f in P von der Form f(z) sind f�ur eine Variable z von neuerSorte.90



6.2 Ein BerechnungsverfahrenDie �!separate-Normalformen von �!simplify-Normalformen nennen wir auch separierte Normal-formen. Eine separierte Normalform einer �m2 Wff(�E ; X)-Formel ist nun einer Disjunktionvon Formeln der Gestalt9~x (8~y1 : (l1;1 _ . . ._ l1;n1 _ P1)^ . . .^ 8~yk : (lk;1 _ . . ._ lk;nk _ Pk) )wobei die Pi separierte P -Formeln sind und die lj von einer der folgenden Formen sind:� z = t f�ur einen Term t 2 K und eine Variable z 62 Varhti oder� :(z = t) f�ur einen Term t 2 K und eine Variable z 62 VarhtiBeispiel: 8y1; y2 2 list:y1 = y2 _ 9z 2 elem:y1 6= cons(z; y2) (11)�!PQA (8x0 2 elem; y2 2 list:atom(x0) = y2 _ 9z 2 elem:atom(x0) 6= cons(z; y2))^(8x0 2 elem; y0; y2 2 list:cons(x0; y0) = y2)_(9z 2 elem:cons(x0; y0) 6= cons(z; y2))�!!simplify (8x0 2 elem; y2 2 list:atom(x0) = y2 _ 9z 2 elem::False)^(8x0 2 elem; y0; y2 2 list:cons(x0; y0) = y2)_(9z 2 elem:x0 6= z _ y0 6= y2)�!!PDQ (8x0 2 elem; y2 2 list:atom(x0) = y2 _ 9z 2 elem::False)^(8x0 2 elem; y0; y2 2 list:cons(x0; y0) = y2)_(y0 6= y2 ^ 9z 2 elem:True)_(y0 = y2 ^ 9z 2 elem:x0 6= z)�!DNF (8x0 2 elem; y2 2 list:atom(x0) = y2 _ 9z 2 elem::False) (12)^(8x0 2 elem; y0; y2 2 list:cons(x0; y0) = y2 _ y0 6= y2 _ y0 = y2)^(8x0 2 elem; y0; y2 2 list:cons(x0; y0) = y2 _ y0 6= y2 _ 9z 2 elem:x0 6= z)^(8x0 2 elem; y0; y2 2 list:cons(x0; y0) = y2 _ (9z 2 elem:True)_ y0 = y2)^(8x0 2 elem; y0; y2 2 list:cons(x0; y0) = y2 _ (9z 2 elem:True)_ 9z 2 elem:x0 6= z)Also ist (11) �!!seperate (12).4.) Positive Normalformen Die in ~yi enthaltenen Variablen von neuer Sorte nennen wirauch die Parameter von li;j . Im n�achsten Schritt werden wir die Ungleichungen :(z = t) mitt 2 K, die einen Parameter enthalten, eliminieren. Dabei m�ussen wir darauf achten, ob einsolches Vorkommen der Variablen z selbst ein Parameter ist oder nicht. Hierzu verwenden wirdie in Abbildung 23 angegebenen Regeln. Auch hier m�ussen wir darauf achten, da� die in denvorherigen Schritten erzielten Normalformen nicht zunichte gemacht werden, denn durch die91



6 BERECHNUNG VON SPABSRegelsystem El,Ex:(El) 8~y : (y 6= t _ P ) 7�! 8~y n fyg : P tyfalls y 2 ~y und t 2 K(Ex) 9~x : (R^ 8~y : (z 6= t _ P )) 7�! _k2Km;s9~x; ~z : z = k(~z) ^Rk(~z)z ^ 8~y : (k(~z) 6= t _ P k(~z)z )falls � x ist von neuer Sorte und� Varhti \ ~y 6= ; und� x 62 ~yAbbildung 23: Das Regelsystem El,Ex zur Eliminierung von UngleichungenErsetzung einer Variablen durch einen Term wird im allgemeinen die separierte Normalformzerst�ort. Aus diesem Grunde betrachten wir die Relation�!positiv := �!El;Ex � �!!separateO�enbar ist �!positiv eine f�ur positive Belegungen korrekte Berechnungsregel. Die Terminie-rung von �!positiv sieht man wie folgt: F�ur ein Literal l sei �(l) der Multiset der Tiefen vonVorkommen von Parametern in l. F�ur eine Formelw = 8~y : l1 _ . . ._ ln _ Pgem�a� unserer Darstellung der separierten Normalformen sei �(w) das Paar, bestehend aus derAnzahl der Parameter (d. h. der M�achtigkeit von ~y) und dem Multiset f�(li) j i = 1 . . .ng. Essei � die lexikographische Kombination von � und �mul, � ist dann eine noethersche Ordnungauf N�M(N). Eine separierte Normalform d schlie�lich bilden wir ab auf �(d), de�niert als derMultiset der �(w) f�ur alle in d enthaltenen allquanti�zierten Formeln w. Falls nun d1 �!positiv d2f�ur eine zerlegte Normalform, d1, dann ist �(d2)�mul�(d1).Die �!positiv-Normalformen von �m2 Wff(�E ; X)-Formeln nennen wir nun positive Normalfor-men. Diese sind Disjunktionen von Formeln der folgenden Gestalt:9~x ( (8~y1 : l1;1 _ . . ._ l1;n1 _ P1) ^ . . .^ (8~yk : lk;1 _ . . ._ lk;nk _ Pk) )wobei die Pi separierte P -Formeln sind und die li;j von der Form sind:� z = t f�ur einen Term t 2 K und eine Variable z 62 Varhti oder� z = t oder z 6= t, wobei t 2 K und z 62 ~y und Varhti \ ~y = ;Beispiel: 8y2 2 list:y1 6= cons(x; y2)_ sum(y2) = x (13)92



6.2 Ein Berechnungsverfahren�!Ex (9x01 2 elem:y1 = atom(x01)^8y2 2 list:atom(x1) 6= cons(x; y2) _ sum(y2) = x)_(9x01 2 elem; y01 2 list:y1 = cons(x01; y01)^8y2 2 list:cons(x01; y01) 6= cons(x; y2) _ sum(y2) = x)�!!seperate (9x01 2 elem:y1 = atom(x01)^8y2 2 list::False _ sum(y2) = x)_(9x01 2 elem; y01 2 list:y1 = cons(x01; y01)^8y2 2 list:x01 6= x _ y01 6= y2 _ sum(y2) = x)�!El (9x01 2 elem:y1 = atom(x01)^8y2 2 list::False _ sum(y2) = x) (14)_(9x01 2 elem; y01 2 list:y1 = cons(x01; y01)^x01 6= x _ sum(y01) = x)Also ist (13) �!!positive (14).5.) Eliminierung der Parameter: Wir werden nun die Allquantoren �uber neuer Sorteelimieren. Ausgehend von einer �m2 Wff(�E ; X)-Formel in positiver Normalform erhalten wirsomit eine �m1 Wff(�E ; X)-Formel. Die Literale, die selbst keine Parameter enthalten, werdenuns dabei nicht weiter st�oren. Um eine Terminierung unseres Regelsystems zu erreichen, m�ussenwir die M�oglichkeiten des Kontrollteiles erweitern. Zu diesem Zweck f�uhren wir eine partielleOrdnung v auf den Parametern ein, die wir zur Formulierung der Bedingungen in den Regelnbenutzen. Wir legen die am Anfang zu w�ahlende Ordnung nicht fest, sondern fordern nur,da� alle in einem Literal vorkommenden Parameter in der Ordnung jeweils vergleichbar sind.Zu Anfang k�onnen wir also beispielsweise eine beliebige totale Ordnung auf den Parameternw�ahlen.Einige Regeln ver�andern die Parameter, so da� wir auch die Ordnung der Parameter entspre-chend modi�zieren m�ussen. Es bezeichnenvy1;...;yny = f(x1; x2) j x1 v x2; x1 6= y 6= x2g[ f(x1; yi) j x1 v yg[ f(yi; x2) j y v x2gv �fyg = f(x1; x2) j x1 v x2; x1 6= y 6= x2gMan sieht zun�achst, da� die folgende Eigenschaft, die wir ja zu Anfang von unserer Ordnungv gefordert haben, invariant ist unter Anwendung der Regeln Ex1, Ex2, Ax1, Ax2, Gr undCo: Alle in einer Gleichung vorkommenden Parameter sind bez�uglich v vergleichbarDie Korrektheit der Regeln Ex1, Ex2, Ax1, Ax2 und Gr bez�uglich positiver Belegungen folgtwiederum aus Lemma 11. Wir zeigen nun die Korrektheit von Co bez�uglich positiver Belegun-gen. Hierzu betrachten wir eine Instanz von Co und eine Algebra A 2 =�P , B := m (A),93



6 BERECHNUNG VON SPABSRegelsystem Ex1,Ex2:(Ex1) 9~x : (R^ 8~y : (z = t _ P )) 7�! _k2Km;s9~x; ~z : z = k(~z) ^ Rk(~z)z ^ 8~y : (k(~z) = t _ P k(~z)z )falls � z ist von neuer Sorte s und� Varhti \ ~y 6= ;� z 62 ~y(Ex2) 9~x : (R^ 8~y : (y = t _ P )) 7�! _k2Km;s9~x; ~z : z = k(~z) ^ Rk(~z)z ^ 8~y : (y = tk(~z)z _ P k(~z)z )falls � y ist von neuer Sorte und y 2 ~y und� z ist von neuer Sorte und z 2 Varhti und� z 62 ~y und� es gibt ein r 2 C mit t �� rRegelsystem Ax1,Ax2:(Ax1) 8y; ~y;v :y = t _ P 7�! ^k2Km;s8~y [ fy1; . . . ; yng;vy1;...;yny :k(y1; . . . ; yn) = t _ P k(y1 ;...;yn)yfalls � y ist von neuer Sorte und� t 62 X� es gibt ein y0 2 Varhti \ ~y mit y0 < y(Ax2) 8y; ~y;v :y0 = t _ P 7�! ^k2Km;s8~y [ fy1; . . . ; yng;vy1;...;yny :y0 = tk(y1 ;...;yn)y _ P k(y1 ;...;ynyfalls � y ist von neuer Sorte und y 2 Varhti und� y0 ist von neuer Sorte und y0 < y� t 62 X und es gibt ein r 2 K mit t �� rAbbildung 24: Die Regelsysteme Ex1,Ex2 und Ax1,Ax2� 2 �+X;B. Die Informationen �uber die partielle Ordnung der Parameter ben�otigen wir in diesemBeweisschritt nicht.�Es sei B; � j= 8y; ~y:y = t1 _ . . ._ y = tn _ P _ Q(f(y))Man beachte, da� auf Grund der Bedingungen in Co y nicht frei in P , nicht frei in den ti undin Q nur als Argument von f vorkommt. Es sei s die Sorte von y. Dann gilt insbesondere f�uralle t 2 Ktm(s): B; � j= 8~y8Varhti:t = t1 _ . . ._ t = tn _ P _Q(f(t))Da nach Voraussetzung die ti nicht mit t uni�zierbar sind, gilt somit f�ur alle t 2 Ktm(s):B; � j= 8~y:Varhti:P _ Q(f(t))94



6.2 Ein BerechnungsverfahrenRegelsystem Gr:(Gr) 8y; ~y;v :y = t _ P 7�! ^k2Km;s8~y [ fy1; . . . ; yng;vy1;...;yny :k(y1; . . . ; yn) = t _ P k(y1;...;yn)yfalls � y ist von neuer Sorte s und� t 2 Ktm(s)Abbildung 25: Die Regel GrRegelsystem Co:(Co) 8y; ~y;v :y = t1_ . . ._ y = tn _ P _Q(f(y))7�! 8~y;v �fyg : P _ t̂2C 8Varhti : Q(f(t))falls � y 62 VarhP i und y 62 Varhtii f�ur alle i und� Q ist eine separierte P -Formel und� f�ur alle i ist ti mit keinem Term aus C uni�zierbarAbbildung 26: Die Regel CoAlso gilt, da C � Ktm(S): B; � j= 8~y:P _ t̂2C 8Varhti:Q(f(t))�Es sei B; � j= 8~y:P _ t̂2C 8Varhti:Q(f(t))Da C vollst�andig f�ur f in = ist und da y in Q(f(t)) nicht frei vorkommt, gilt f�ur alle � 2 �X;B:B; � j= ( t̂2C 8Varhti:Q(f(t))) � (8y 2 s:Q(f(y)))Also gilt auch B; � j= 8~y:P _ 8y:Q(f(y))und somit: B; � j= 8y; ~y:y = t1 _ . . ._ y = tn _ P _ Q(f(y))Wir werden die Regeln Ex1, Ex2, Ax1, Ax2, Gr und Co nun schrittweise zu einer noether-schen Ersetzungsrelation kombinieren. Dabei betrachten wir stets positive Nomalformen. Diesebestehen, wir wir oben gesehen haben, aus Klauseln der folgenden Gestalt:8~y;v :l1 _ . . ._ ln _ P 95



6 BERECHNUNG VON SPABSwobei die li von der Form yi = ti oder yi 6= ti sind mit ti 2 K und P eine separierte P -Formelist. F�ur eine gegebene Klausel w und einen Parameter y von w ist der Rang von y rg(y)de�niert als die L�ange der l�angsten Kettey0 < y1 < . . .< yn = yDer Durchmesser von w dm(w) ist der h�ochste Rang eines Parameters von w. Man beachte,da� sich durch Anwendung der Regeln der Rang der Klauseln nicht erh�oht.Beispiel: Die Klausel8y1; y2; y3:y1 = cons(x; y2)_ y2 = cons(x; y3)_ y2 = cons(x; y1) (15)hat unter der Ordnung y1 < y2 < y3 den Durchmesser 3.Wir zeigen nun zun�achst die Terminierung der Relation�!E1:= �!Ex1;Ex2;Ax1;Ax2 � �!!positiveDazu de�nieren wir f�ur i � dm(w) die folgenden Multimengen:fehl(i) := flth(o) j y0 = t 2 w ^ t jo= y; o 6= � f�ur ein y mit rg(y) = i ^ (y < y0 _ y0 62 ~y)gmatch(i) := fu 2 C j y = t 2 w ^ rg(y) = i ^ t �� u ^ t 62 Cgfehl(i) gibt also die Menge der Tiefen von \ung�unstigen Vorkommen" eines Parameters vonRang i an. Dabei ist ein Vorkommen eines Parameters y ung�unstig, falls es auf der rechtenSeite einer Gleichung steht, deren linke Seite ein gr�o�erer Parameter oder gar kein Parameterist.Beispiel: (Fortsetzung) F�ur die Klausel (15) istfehl(1) = f1gmatch(1) = ;fehl(2) = fehl(3) = ;match(2) = match(3) = ;Es sei nun die Ordnung �1 auf M(N) �M(C) de�niert als die lexikographische Kombina-tion der Multimengenerweiterung von � und der Teilmengenrelation. Da M(C) nur endlicheMultimengen enth�alt, ist �1 eine noethersche Relation.Eine Klausel w mit Durchmesser n bilden wir nun ab auf�1(w) := ((fehl(1); match(1)); . . . ; (fehl(n); match(n)))Beispiel: (Fortsetzung) F�ur die Klausel 15 ist der Wert von �1:((f1g; ;); (;; ;); (;; ;))96



6.2 Ein BerechnungsverfahrenDa �1 noethersch ist, ist nun auch die Relation �1lexn noethersch. Die Regeln Ex1, Ex2, Ax1und Ax2 ersetzen in einer positiven Normalform, unter Umst�anden nach Normalisierung bzgl.�!positive, eine Klausel durch (endlich viele) mehrere Klauseln. Wir werden nun zeigen, da� indiesem Falle jede der Ergebnisklauseln bzgl. �1lexn kleiner ist als die Ausgangsklausel. MitHilfe eines Multimengen-Arguments erhalten wir damit leicht die Terminierung der Relation�!E1. Diese Argumentation werden wir weiter unten noch pr�azisieren.Bei Anwendung der Regeln Ex1 und Ex2 k�onnen die fehl- sowie die match-Komponentennicht anwachsen. Daf�ur nimmt aber im Falle von Ex1 zumindest eine fehl-Komponente undim Falle von Ex2 zumindest eine match-Komponente ab, also verringert sich auch �1(w).Bei den Regeln Ax1 und Ax2 ist die Argumentation nicht so einfach. Wir m�ussen nun im Detailuntersuchen, was mit den einzelnen Gleichungen yi = ti passiert, wenn wir einen Parameter ydurch k(y1; . . . ; yn) ersetzen.Im Falle von Ax1 verringert sich die fehl-Komponente auf der rg(y0)-ten Position von �1(w),bei Ax2 verringert sich die match-Komponente auf der rg(y0)-ten Position. Allerdings k�onnensich die Komponenten auf der rg(y)-ten Position erh�ohen. Wir zeigen nun, da� nur Kompo-nenten auf Positionen � rg(y) > rg(y0) anwachsen k�onnen. Nach der De�nition der lexikogra-phischen Erweiterung einer Ordnung nimmt dann �1 bez�ugich �1nlex ab.Eine j-te Komponente kann sich nur ver�andern, falls es in P eine Gleichung l gibt und einenParameter y� mit rg(y�) = j und fy; y�g � Varhli.Wir nehmen also an, da� y; y� 2 Varhli und rg(y�) < rg(y), d. h., da alle Parameter ineiner Gleichung vergleichbar sind, y� < y. Wir untersuchen, welchen Ein
u� die einzelnenGleichungen auf eine �Anderung von �1 bei Anwendung von �!E1 haben k�onnen. Die folgendenF�alle sind m�oglich:� y� = t(y): Die fehl-Komponente von y� bleibt unver�andert, die match-Komponente kannsich sogar verringern (da t \gr�osser wird"), aber auf keinen Fall vergr�ossern.� y = t(y�): Die fehl-Komponente von y� verringert sich, die match-Komponente vony� kann jedoch anwachsen, falls aus y = t(y�) nach Normalisierung bzgl. �!positive eineGleichung y0 = y� entsteht.� y�� = t(y; y�): Beide Komponenten von y� bleiben unver�andert.Beispiel: (Fortsetzung)(15) �!Ax1 � �!!positive(8y1; x12; y3:y1 = cons(x; atom(x12))_ False_ False) (16)^(8y1; x12; y12; y3:y1 = cons(x; cons(x12; y12))_ x12 = x _ x12 = x) (17)^(8y1; x12; y12; y3:y1 = cons(x; cons(x12; y12))_ y12 = y3 _ x12 = x) (18)^(8y1; x12; y12; y3:y1 = cons(x; cons(x12; y12))_ x12 = x _ y12 = y1) (19)^(8y1; x12; y12; y3:y1 = cons(x; cons(x12; y12))_ y12 = y3 _ y12 = y1) (20)97



6 BERECHNUNG VON SPABSF�ur die Werte von �1 gilt:�1((16)) = ((;; ;); (;; ;); (;; ;))�1((17)) = ((;; ;); (;; ;); (;; ;))�1((18)) = ((;; ;); (;; fatom(x)g); (;; fatom(x)g))�1((19)) = ((;; fatom(x)g); (;; fatom(x)g); (;; ;))�1((20)) = ((;; fatom(x)g); (;; fatom(x); atom(x)g); (;; fatom(x)g))(16) und (17) sind bereits in �!E1-Normalform. Wir erhalten dann weiter:(18) �!Ax2 � �!positive(8y1; x12; y12; x13:y1 = cons(x; cons(x12; y12))_ y12 = atom(x13) _ x12 = x) (21)^(8y1; x12; y12; x13; y13:y1 = cons(x; cons(x12; y12))_ y12 = cons(x13; y13) _ x12 = x) (22)(19) �!Ax2 � �!positive(8y1; x12; x22; y3:y1 = cons(x; cons(x12; atom(x22)))_ x12 = x _ y1 = atom(x22)) (23)^(8y1; x12; x22; y22; y3:y1 = cons(x; cons(x12; cons(x22; y22)))_x12 = x _ y1 = cons(x22; y22)) (24)und es gilt dann�1((21)) = �1((22)) = �1((23)) = �1((24)) = ((;; ;); (;; ;)(;; ;))(21)-(24) sind in �!E1-Normalform.(20) �!Ax2 � �!!positive(8y1; x12; x22; y3:y1 = cons(x; cons(x12; atom(x22)))_y3 = atom(x22) _ y1 = atom(x22)) (25)^(8y1; x12; x22; y22; y3:y1 = cons(x; cons(x12; cons(x22; y22)))_y3 = cons(x22; y22) _ y1 = cons(x22; y22)) (26)�1((25)) = ((;; ;); (;; ;)(;; ;))�1((26)) = ((;; ;); (f1g; ;)(;; ;))Wir verfolgen jetzt nicht mehr alle Klauseln, sondern rechnen jeweils nur noch mit einer weiter:(26) �!Ax1 � �!!positive(8y1; x12; x22; y22; x13:y1 = cons(x; cons(x12; cons(x22; y22)))_False_ y1 = cons(x22; y22)) (27)^(8y1; x12; x22; y22; x13; y13:y1 = cons(x; cons(x12; cons(x22; y22)))_x13 = x22 _ y1 = cons(x22; y22)) (28)^(8y1; x12; x22; y22; x13; y13:y1 = cons(x; cons(x12; cons(x22; y22)))_y13 = y22 _ y1 = cons(x22; y22)) (29)98



6.2 Ein Berechnungsverfahren�1((27)) = ((;; ;); (;; ;)(;; ;))�1((28)) = ((;; ;); (;; ;)(;; ;))�1((29)) = ((;; ;); (;; fatom(x)g)(;; fatom(x)g))Und zu guter Letzt:(29) �!Ax2 � �!!positive(8y1; x12; x22; y22; x13; x23:y1 = cons(x; cons(x12; cons(x22; y22)))_y22 = atom(x23)_ y1 = cons(x22; y22)) (30)^(8y1; x12; x22; y22; x13; x23; y23:y1 = cons(x; cons(x12; cons(x22; y22)))_y22 = cons(x23; y23)_ y1 = cons(x22; y22)) (31)�1((30)) = �1((31)) = ((;; ;); (;; ;)(;; ;))Wir wollen darauf hinarbeiten, die Regel Co anwenden zu k�onnen. Dazu m�ussen wir erreichen,da� es f�ur einen Parameter y in w keine Gleichungen y = t mit t �� r f�ur ein r 2 C gibt. Die �!E1-Normalformen erf�ullen dies allerdings noch nicht, denn sie k�onnen immer noch Gleichungeny = r mit r 2 C enthalten. Da r 2 C keinen Parameter von neuer Sorte enthalten kann, ist indieser Situation keine der Regeln Ex2, Ax2 anwendbar.Hier kommt nun Gr zum Einsatz. Wir zeigen zun�achst, da��!E2:= �!Gr � �!!positiveeine noethersche Relation ist. Dazu betrachten wir wiederum die Klauseln, die durch Anwen-dung von �!E1 oder �!E2 neu entstehen. F�ur eine Klausel w in der oben angegebenen Formbezeichnet �2(w) := #fi j 9y 2 Varhlii \ ~y, y von neuer Sortegdie Anzahl der in w enthaltenen Literale, die einen Parameter von neuer Sorte enthalten.Beispiel: Betrachte die Formel8y1; y2:y1 = cons(z; atom(z0))_ y2 = cons(z; y1) (32)Es ist �2((32)) = 2.�!E2 (und ebenso auch �!E1) erh�oht den Wert von �2 nicht. Der Grund hierf�ur ist, da� dieParameter von neuer Sorte nur noch in Gleichungen, nicht aber in Ungleichungen vorkommen.Durch Anwendung der Regel De in einem �!simplify-Schritt kann zwar eine Gleichung in n Kon-junktionen aufgespalten werden, durch Umwandlung in disjunktive Normalform erhalten wirhieraus aber widerum n Klauseln, die jeweils den gleichen Wert von �2 wie die Ausgangsklauselhaben. Es seien nun	1(w) := #fi j li = (yi = ti);Varhlii \ ~y 6= ;; ti 62 Ktm(s); yi von neuer Sorteg	2(w) := ftijti 2 Ktm(s); yi = ti 2 w f�ur ein yi 2 ~y neuer Sorteg 99



6 BERECHNUNG VON SPABSBeispiel: (Fortsetzung) 	1((32)) = 1	2((32)) = fcons(z; atom(z0))gEs sei nun �3(w) := (	1(w);	2(w)) 2 N �M( [s2NSmKtm(s))und �2 die lexikographische Kombination von � und der Teilmengenrelation. �2 ist einenoethersche Relation. Falls aus einer Klausel w durch Anwendung von �!E2 die Klauselnw1; . . . ; wn entstehen, so gilt wi �2 w f�ur alle i. Falls w0 in einer �!E2-Normalform einerKlausel w vorkommt, dann gilt dar�uber hinaus �2(w0) < �2(w).Beispiel: (Fortsetzung)(32) �!E2(8x11; y2:False_ y2 = cons(z; atom(x11))) (33)^(8x11; y11; y2:x11 = z _ y2 = cons(z; cons(x11; y11))) (34)^(8x11; y11; y2:y11 = atom(z0) _ y2 = cons(z; cons(x11; y11))) (35)Es ist �3((33)) = (0; fcons(z; atom(x11))g)�3((34)) = (1; ;)�3((35)) = (1; fatom(z0)g)(34) ist in �!E2-Normalform, und �2((34)) = 1.(35) �!E2(8x11; x21; y2:x21 = z0 _ y2 = cons(z; cons(x11; atom(x21)))) (36)^(8x11; x21; y21; y2:False_ y2 = cons(z; cons(x11; cons(x21; y21)))) (37)(37) ist in �!E2 Normalform, (36) m�u�te noch weiter reduziert werden, was hier aber nichtmehr durchf�uhren wollen.�2((36)) = 1�2((37)) = 1�3((36)) = (0; fcons(z; cons(x11; atom(x21)))g)�3((37)) = (1; ;)Wir werden nun �!E1 und �!E2 zu einer noetherschen Relation kombinieren. Zu einer positivenNormalform v mit den Klauseln w1 � � �wn de�nieren wir�4(w) := f(�3(w);�1(w)) j 1 � i � ng100



6.2 Ein Berechnungsverfahren�3 sei die Multiseterweiterung der lexikographischen Kombination von �2 und �1. Wie wiroben gezeigt haben, gilt nun� w �!E1 w0 ) �4(w0) = �4(w)nf(a; b)g[f(a1; b1); . . . ; (an; bn)g, wobei ai �2 a und bi �1 bf�ur alle i� w �!!E2 w0 ) �4(w0) = �4(w) nX [ Y , wobei f�ur alle (c; d) 2 Y ein (a; b) 2 X existiertmit c �2 aDies bedeutet nun, da� die Relation �!E3:= �!E1 [ �!!E2noethersch ist.Die Normalformen von �!E3 haben nun die Eigenschaft, da� zumindest f�ur alle bzgl. v minima-len Parameter die Bedinging der Regel Co zutri�t. Eine Anwendung von �!!Co auf eine Klauselin �!E2-Normalform bewirkt also eine Eliminierung zumindest der minimalen Paramter undsomit eine Reduktion der Durchmesser der Klausel um mindestens den Wert 1.Wir bilden also zu guter Letzt die Relation�!E4:= �!!E3 �(�!!Co � �!!simplify)Die Anwendung des Regelsystems simplify ist dabei notwendig, um die disjunktive Normal-formen wieder herzustellen, und um den Ausdruck f(t) symbolisch auszuwerten.Beispiel:8y1; y2:y1 = cons(x; y2) _ y1 = cons(x; cons(x; y2))_ y2 = cons(x; y3) _ x 6= sum(y1)�!E4 8y2:y2 = cons(x; y3)_ 8x0:x 6= x0Zu einer positiven Normalform v mit den Klauseln w1; . . . ; wn de�nieren wir	3(w) := fdm(wi) j 1 � i � ng � M(N)�5(w) := (	3(w);�4(w))Die Ordnung �4 sei nun die lexikographische Kombination von � und �3. Wir wir gesehenhaben, gilt w0 �4 w falls w �!E4 w0, d.h. �!E4 ist noethersch. Die Normalformen von �!E4enthalten nur Klauseln ohne Parameter.Um nun den Wert der Funktion �(w) f�ur eine Formel w 2 �m2 Wff(�E ; X)\ #prim zu berechnen,bilden wir zun�achst eine positive Normalform w0 von w und erzeugen daraus eine Normalformbzgl. �!E4. Die so erhaltene Formel ist nun eine Disjunktion von existenzquanti�zierten For-meln, die wir schlie�lich in eine m-Prenexnormalform umformen. 2Falls ein Modul keine durch rekursive Programme de�nierten Funktionszeichen enth�alt, soliefert die oben beschrieben Methode trivialerweise ebenfalls ein Verfahren zur Berechnungeiner spab: 101



6 BERECHNUNG VON SPABSKorollar 6 Sei = ein Domainoperator, m ein Modul mit Signatur (�P ;�E) und NFm = ;.Dann gibt es eine totale berechenbare Funktion �:Senm ! PSenm, so da� f�ur alle w �(w) eine=; m-spab von w ist.Unser L�osungsverfahren setzt voraus, da� das Modul h�ochstens eine durch ein rekursives Pro-gramm de�nierte Funktion besitzt. Wir zeigen nun abschlie�end, da� bei Anwesenheit von zweirekursiv de�nierten Funktionen, die aber jeweils f�ur sich genommen die beiden Bedingungenvon Satz 6 erf�ullen, eine spab nicht mehr notwendig existiert.Es sei m das Modul aus Abbildung 1, Seite 4. Betrachte die Formelw = 9l 2 list:f(suml(l)) = f(sumr(l))�P bezeichne die Parametersignatur von m. Wir nehmen an, v w�are eine =f ; m-spab von w.F�ur jeden Term t 2 Ktm(list) der Formt = cons(x1; cons(x2; . . . ; cons(xn�1; xn) . . .))sei vt die Formel9x1; . . . ; xn 2 elem:f(x1 + (x2 + . . . + (xn�1 + xn) . . .)) = f((. . . (xn + xn�1) + . . . + x2) + x1)Man sieht nun leicht ein, da�� jedes vt eine =f ; m-spab von w ist und da�� f�ur A 2 =�P A [mj= w genau dann gilt, wenn A j= vt f�ur ein t 2 Ktm(list)Es ist nun f�ur jede endliche Teilmenge N � Ktm(list) die Menge fvg[f:vt j t 2 Ng konsistentin =�P . Um eine Modell hierf�ur zu konstruieren, sei m die maximale Anzahl der Vorkommenvon cons in einem Term aus N . Dann ist die Algebra T (�P [ f0g; ;)=feg ein Modell, wobei edie folgende Gleichung ist:f (0 + (0 + . . . + (0 + 0) . . .))| {z }m+2 mal + = f ((. . . (0 + 0) + . . . + 0) + 0)| {z }m+2 mal +Auf Grund der Kompaktheit von =�P mu� dann auch die Mengefvg [ f:vt j t 2 Ktm(list)gein Modell in =�P haben, dies widerspricht aber unserer Annahme an v.102



7 ReduktionenBisher haben wir uns f�ur die Existenz von schw�achsten Parameterbedingungen von S�atzenbez�uglich gegebener Module und Domainoperatoren interessiert. In diesem Kapitel wollen wirder Frage nachgehen, inwiefern es m�oglich ist, Module, Domainoperatoren und S�atze so zutransformieren, da� die Frage der Existenz einer schw�achsten Parameterbedingung davon nichtber�uhrt wird.Dazu de�nieren wir in Abschnitt 7.1 den Begri� des Parameterbedingungenproblems (abgek�urztPbP). Wir geben an, was wir unter einer L�osung eines PbP verstehen, und formulieren dasKonzept der Reduktion eines PbP's auf ein anderes. Dies erm�oglicht uns einen Vergleichverschiedener PbP's bez�uglich ihrer L�osbarkeit.In Abschnitt 7.2 zeigen wir dann die Reduzierbarkeit eines PbP's auf ein daraus abgeleitetesPbP, in dem alle neuen Funktionen symbolisch auswertbar sind und f�ur das alle Parameter-funktionen strikt sind.7.1 Grundlegende De�nitionenDe�nition 31 Ein Parameterbedingungen-Problem (abgek�urzt PbP) ist ein Tripel (=; m;W )wobei = ein Domainoperator ist, m ein Modul und W � Senm.Mit einem solchen PbP verbinden wir die folgende Aufgabenstellung:Finde eine partielle berechenbare Funktion W ; PSenm, die zu jedem Satz aus W eine =; m-spab berechnet, sofern eine existiert.De�nition 32 Eine L�osung eines PbP (=; m;W ) ist eine partielle berechenbare Funktion�:W ; PSenm, so da� f�ur alle w 2 Senm:� falls �(w) unde�niert ist,dann hat w keine =; m-spab und� falls �(w) de�niert ist, dann ist �(w) eine =; m-spab von w.PbP's sind komplexe Gebilde, die Frage der L�osbarkeit eines PbP's h�angt sowohl von denEigenschaften des Domainoperators, des Moduls und der betrachteten Menge von Formelnab. Wir m�ochten daher eine Struktur in diese Klasse von Problemen bringen, die uns einenVergleich bez�uglich der L�osbarkeit erm�oglicht. Wir suchen dazu nach einem sinnvollen Begri�der Reduktion eines PbP's auf ein anderes. Eine Reduktion eines PbP P1 auf ein anderes PbPP2 soll uns dabei eine Konstruktion liefern, mit der wir eine L�osung von P1 aus einer L�osungf�ur P2 erhalten k�onnen.De�nition 33 Ein PbP (=; m;W ) hei�t reduzierbar auf ein PbP (=0; m0; w0) via f; g, inZeichen (=; m;W ) � (=0; m0;W 0), falls es totale berechenbare Funktionen f :W ! W 0 undg:PSenm0 ! PSenm gibt, so da� 103



7 REDUKTIONEN1. Falls f(w) keine =0; m0-spab hat, dann hat auch w keine =; m-spab.2. Falls v0 eine =0; m0-spab von f(w) ist, dann ist g(v0) eine =; m-spab von w.Falls P1 � P2 und P2 � P1, dann sind P1 und P2 �aquivalent.Lemma 38 Falls die Funktion �:W 0 ; PSenm0 eine L�osung des PbP's (=0; m0;W 0) ist und(=; m;W )� (=0; m0;W 0) via f; g, dann ist g � � � f eine L�osung von (=; m;W ).Wir geben nun ein Kriterium f�ur die Reduzierbarkeit eines PbP's auf ein anderes an, dashilfreich ist, wenn wir eine geeignete Beziehung zwischen den Parameteralgebren zur Verf�ugunghaben.Lemma 39 Es seien (=; m;W ) und (=0; m0;W 0) zwei PbP's und es existieren� eine Relation � zwischen =�P m und =0�P m0� ein Satz p 2 PSenm0� eine totale berechenbar Funktion Fhi:W [ PSenm ! W 0 [ PSenm0 mitFhPSenmi � PSenm0� eine totale berechenbare Funktion Ghi:PSenm0 ! PSenmso da�1. f�ur alle B 2 =0�Pm0 : B j= p genau dann, wenn es ein A 2 =�P m gibt mit A�B.2. f�ur alle A 2 =�P m und w 2 W [ PSenm:A [mj= w genau dann, wenn f�ur alle B 2 A� : B [m0j= Fhwi.3. f�ur alle A 2 =�P m und v0 2 PSenm0:A j= Ghv0i genau dann, wenn f�ur alle B 2 A� : B j= v0.4. f�ur alle A 2 =�P m, B1; B2 2 A� und w 2 W [ PSenm :B1 [m0j= Fhwi genau dann, wenn B2 [m0j= FhwiDann ist (=; m;W ) reduzierbar auf (=0; m0;W 0; ) via f;G, wobei fhwi := Fhwi ^ p.Die Bedingung (4) folgt dabei bereits aus (2), falls Fh:wi = :Fhwi f�ur alle w gilt.Beweis: Wir �uberpr�ufen die beiden Bedingungen aus De�nition 33.(1): Hier zeigen wir die Kontraposition: Falls v eine =; m-spab von w ist, dann ist Fhvi^ p eine=0; m0-spab von Fhwi ^ p.Sei B 2 =0�P m0 mit B j= Fhvi ^ p. Wegen (1) gibt es ein A 2 =�P m mit A�B. Damit giltwegen (4) f�ur alle B0 2 A�: B0 j= Fhvi, also ist wegen (2) A j= v. Wegen der Voraussetzungan v gilt A [mj= w, und wegen (2) B [m0j= Fhwi, also auch B [m0j= Fhwi ^ p.104



7.1 GrundlagenSei B 2 =0�P m0 mit B [m0j= Fhwi ^ p. Wegen (1) gibt es ein A 2 =�P m mit A�B. Damitgilt wegen (4) f�ur alle B0 2 A�: B0 [m0j= Fhwi, also ist wegen (2) A [mj= w. Wegen derVoraussetzung an v gilt A j= v, und wegen (2) B j= Fhvi, also auch B j= Fhvi ^ p.(2): Es sei nun v0 eine =0; m0-spab von Fhwi ^ p. Wir zeigen, da� Ghv0i eine =; m-spab von wist.Sei A 2 =�P m mit A j= Ghv0i. Nach (3) gilt dann f�ur alle B 2 A�: B j= v0, also nachVorausetzung auch B [m0j= Fhwi ^ p. Wegen (2) gilt also A [mj= w.Andererseits sei A 2 =�P m mit A [mj= w. Nach (3) gilt dann f�ur alle B 2 A�: B [m0j= Fhwi,und weiter wegen (1): B [m0j= Fhwi^p. Also gilt nach Voraussetzung f�ur alle B 2 A�: B j= v0,und somit wegen (3): A j= Ghv0i. 2Unsere erste Anwendung zeigt, da� die Beschr�ankung auf Algebren von maximal abz�ahlbarunendlicher Kardinalit�at die Suche nach spabs nicht erleichtert:Korollar 7 F�ur einen Domainoperator = sei =! die Einschr�ankung von = auf abz�ahlbareAlgebren, das hei�t: =!� := fA 2 =� j #(A) � @0gF�ur jeden Domainoperator = und jedes Modul m sind (=; m;Senm) und (=!; m;Senm) �aqui-valent.Beweis: Wir benutzen Lemma 39.(=; m;Senm) � (=!; m;Senm) Wir w�ahlen die Relation � alsA�B :, B � A(zur Erinnerung: B � A bedeutet: B ist eine elementare Teilalgebra von A). Weiter w�ahlenwir p := True und f�ur F und G jeweils die identische Abbildung. Bedingung (1) ist erf�ullt, dajede Algebra eine elementare Teilalgebra von sich selbst ist. Die restlichen Eigenschaften folgenaus der Tatsache, da� jede Algebra die gleiche Theorie wie ihre elementaren Teilalgebren hat.(=; m;Senm) � (=!; m;Senm) Hier w�ahlen wir F;G und p wie oben und � :=� als die ele-mentare Teilalgebrarelation. Bedingung (1) ist eine Folgerung aus dem Abschlus� von = unterelementaren Teilmodellen. 2Das n�achste Korollar dr�uckt aus, da� wir die Berechenbarkeit von spabs auch als Reduktionauf das triviale Modul ausdr�ucken k�onnen:Korollar 8 Es = ein Domainoperator, m ein Modul und W � Senm. Dann ist (=; m;W ) �1�P m genau dann, wenn es eine totale berechenbare Funktion �:W ! PSenm gibt, so da� �(w)eine =; m-spab von w ist f�ur alle w 2W .Beweis: klar nach De�nition von Reduzierbarkeit und Lemma 25. 2105



7 REDUKTIONEN7.2 Vermeidung der NichtterminierungWir werden nun zeigen, da� wir uns stets auf PbP's zur�uckziehen k�onnen, in denen alle Para-meterfunktionen strikt und total sind, und in denen die neuen Funkionen partiell symbolischauswertbar sind. Insbesondere ist damit der unde�nierte Tr�ager f�ur die Betrachtung der Logiknicht mehr wesentlich. Dabei m�ussen wir zwei m�ogliche \Ursachen" f�ur die Nicht-Striktheitvon Funktionen angehen: Die eine Quelle von Nichtterminierung ist das Auftreten von nichtstrikten Funktionen in der Parameteralgebra. Das zweite Problem liegt in der allgemeinenNatur der in einem Modul auftretenden Programme. Diese Programme sind m�oglicherweisenicht symbolisch auswertbar, das hei�t, da� ihre Rekursionsstruktur von den Eigenschaftender aktuellen Parameteralgebra abh�angt. Die beiden Probleme sind nicht ganz unabh�angigvoneinander, denn durch die Verwendung von nicht strikten Parameterfunktionen, insbeson-dere bei nicht sequentiellen Funktionen wie dem parallelen oder , wird die Behandlung derRekursionsstruktur der Programme erschwert.Das zweite Problem (m�oglicherweise unbeschr�ankte Rekursion der Programme) l�osen wir, in-dem wir die neuen Funktionen um einen Z�ahler f�ur die Rekursionstiefe anreichern. Bei jedemAufruf einer neuen Funktion im Rumpf eines rekursiven Programmes wird ein um 1 dekremen-tierter Wert des Z�ahlers �ubergeben. Ein Funktionsaufruf mit dem Wert 0 des Rekursionsz�ahlerskann selbst keine neuen Funktionen mehr aufrufen. Falls die Auswertung des Programmrumpfesdoch einen weiteren Funktionsaufruf notwendig machen sollte, dann liefert die Funktion einen\Unsinns"-Wert zur�uck und terminiert. Um jetzt zwischen \richtigen" und \unsinnigen" Wer-ten unterscheiden zu k�onnen, f�ugen wir ganz analog Funktionen hinzu, die testen, ob eine derneuen Funktionen in einer vorgegebenen Anzahl von Rekursionsschritten ordnungsgem�a� ter-miniert. Aus der Sicht der Logik m�ussen wir nun �uber alle m�oglichen Werte der Schrittz�ahlerquanti�zieren, um eine Aussage �uber dem alten Modul in eine �aquivalente Aussage �uber demneu konstruierten Modul zu �ubersetzen. Diese Vorgehensweise ist �ahnlich zur Umwandlungvon allgemein rekursiven Programmen in ihre Kleene Normalform (siehe [Rog87]).Um nun die nicht strikten Funktionen der Parameteralgebren zu eliminieren, f�uhren wir neuebool-wertige totale Parameterfunktionen ein, deren Wert jeweils besagt, ob eine Anwendungeiner Parameterfunktion auf ein Tupel von Argumenten einen de�nierten Tr�ager liefert odernicht. Diese De�nition mag auf den ersten Blick verwirrend scheinen, denn eine solche Funktionwird im allgemeinen nicht berechenbar sein. Unser Problem liegt hier aber nur in der Berech-nung von neuen Funktionen, deren Programm in dem Modul gegeben ist. Bei den Parameter-funktionen �ndet keine Berechnung , sondern eine Auswertung statt. Aus diesem Grunde sind,bei Betrachtung der Parameterfunktionen, die unde�nierten Tr�ager nur irgendwelche Werte inder Parameteralgebra (wobei zus�atzlich alle Funktionen monoton bez�uglich dieser unde�nier-ten Tr�ager sind). Nur aus der Sicht der neuen Funktionszeichen sind die unde�nierten Tr�agerwirklich das Resultat einer nicht terminierenden Berechnung.Satz 7 Zu jedem Modul m kann man ein Modul m0 konstruieren, so da�(=f ; m;Senm) � (=st; m0;Senm0)und alle Funktionen f 2 NFm0 sind symbolisch auswertbar.106



7.2 Vermeidung der NichtterminierungZum Beweis dieses Satzes verwenden wir wiederum Lemma 39. Zun�achst konstruieren wir dasModul m0 und beweisen einige Eigenschaften, die die Verbindung zwischen m und m0 herstellen.Gegeben sei also das Modul m = (PS;PF;NS;K;NF;EF;PR)Dann de�nieren wir das Modul m0 alsm0 = (PS0;PF0;NS0;K0;NF0;EF0;PR0)Wir geben nun die in der De�nition von m0 verwendeten Komponenten an:PS0 := PSPF0 := PF[ fdummys:! s j s 2 PSg[ fterm�fI : si1 ; . . . ; sik ! bool j f : s1; . . . ; sn ! s 2 PF; f 6= ifthenelses;I = fi1; . . . ; ikg � f1; . . . ; nggBeide Module haben die gleichen Parametersorten. Die Parameterfunktionen von m0 sind dievon m zuz�uglich jeweils eines Konstantenzeichen dummys zu jeder Sorte s und jeweils einerbool-wertigen Funktion term�fI zu jeder Parameterfunktion f von m und jeder Teilmenge Ider Menge der Argumentpositionen von f .Wir werden jetzt bereits die De�nition der Relation � angeben, um unsere Wahl von PS 0 undPF 0 zu motivieren. Die Grundidee, die hinter einer Aussage A�B f�ur A 2 =f (PS;PF) steckt,ist die folgende: Die Tr�agermengen von A und B sind die gleichen, daraus folgt, da� auch diezugeh�origen Mengen von Variablenbelegungen �A und �B gleich sind. Eine Parameterfunktionf wird in B als eine strikte und totale Variante von fA interpretiert. Dazu de�nieren wir denWert von fB zun�achst einmal als ?, falls eines seiner Argumente ? ist. Um fB jetzt auch nochtotal zu machen, w�ahlen wir f�ur den Wert einer Funktionsanwendung von f in B den Wert vondummy in B, falls die entsprechende Funktionsanwendung in A den Wert ? liefern w�urde. Diesist ein Grund f�ur die Einf�uhrung der Konstantenzeichen dummy: sie dienen dazu, irgendwelchevon ? veschiedenen Werte zu liefern, die wir zur \Totalisierung" der Funktionen verwendenk�onnen. Bei diesem �Ubergang von A zu B wird die Semantik von F allerdings verf�alscht, dennwir wissen von einem de�nierten Wert einer Funktionsanwendung in B zun�achst einmal nicht,ob er dem Wert in A entspricht oder durch die \Totalisierung" erzwungen wurde. Aus diesemGrunde f�uhren wir die Funktionen term�fI ein, ihre Interpretation in B gibt uns nun Auskunftdar�uber, f�ur welche Argumente die Funktion fA terminiert.Um dies formal auszudr�ucken, ben�otigen wir einige technische Abk�urzungen: Es sei (a1; . . . ; an)ein Tupel von Tr�agern aus A und (t1; . . . ; tn) ein Tupel von Termen aus T (�Am0 ; X), wobei sijeweils die Sorte von ai, bzw. ti ist. K sei ein Teilmenge von f1; . . . ; ng. Dann bezeichnet f�ur1 � j � n: yKj haji := ( aj falls j 2 K?Asj anderenfalls 107



7 REDUKTIONEN zKj htji := ( tj falls j 2 Kdummysj anderenfallsWir de�nieren also: A�B genau dann, wenn f�ur alle Sorten s 2 PS = PS 0:sB := sAdummyBs 2 sB n f?Bs gund f�ur alle Funktionszeichen f : s1; . . . ; sn ! s 2 PF mit f 6= ifthenelses und IndexmengenI = fi1; . . . ; iKg � f1; . . . ; ng:fB(x1; . . . ; xn) := 8>>>>><>>>>>: fA(x1; . . . ; xn) falls alle xi 6= ?und fA(x1; . . . ; xn) 6= ?AsdummyBs falls alle xi 6= ?und fA(x1; . . . ; xn) = ?As?As anderenfallsterm�fBI (xi1 ; . . . ; xiK) := 8><>: true falls alle xij 6= ? und fA(yI1hx1i; . . . ; yInhxni) 6= ?false falls alle xij 6= ? und fA(yI1hx1i; . . . ; yInhxni) = ?? falls xij = ? f�ur ein ijDie neuen Sorten von m0 sind die von m zuz�uglich einer Sorte counter, die dazu dienen wird,die Rekursionstiefe einer Berechnung darzustellen.NS0 := NS [ fcountergK 0 := K [ f0:! counter; inc: counter! countergIn m0 sind die neuen Funktionszeichen f aus m nun durch jeweils zwei Funktionen term�fund eval�f ersetzt. Jede dieser Funktionen erh�alt einen counter-Parameter, n \Daten-Parameter", die den Parametern der zugeh�origen Funktion f aus m entsprechen, sowie f�urjeden der Datenparameter einen zus�atzlichen Parameter der Sorte bool. Die bool-wertige Funk-tion term�f m0 (B)(c;�b; �v) gibt uns nun Auskunft dar�uber, ob die c-te Iteration von f inm (A) terminiert, wobei das i-te Argument von f jeweils vi ist, falls di = true, und ?, fallsdi = false. Falls dies der Fall ist, dann liefert eval�f m0 (B)(c;�b; �v) den Wert dieser Funktions-anwendung von fA, anderenfalls erhalten wir einen nichtssagenden, aber de�nierten Wert (denwir mit Hilfe der dummy-Konstanten konstruieren). Das weiter unten angegebene Lemma 44gibt eine exakte Formulierung dieses Zusammenhangs.NF0 := fterm�f : counter; nz }| {bool; . . . ; bool; s1; . . . ; sn ! bool j f : s1; . . . ; sn ! s 2 NFg[ feval�f : counter; nz }| {bool; . . . ; bool; s1; . . . ; sn ! s j f : s1; . . . ; sn ! s 2 NFgEF0 := EF nNF[ fterm�f j f 2 EF \NFg108



7.2 Vermeidung der Nichtterminierung[ feval�f j f 2 EF \NFgPR := fterm�f(s; �d; �x)( ths; body; �d; �xi j f(�x)( body 2 PRg[ feval�f(s; �d; �x)( vhs; body; �d; �xi j f(�x)( body 2 PRgDer eigentliche \Kern" der De�nition von m0 besteht aus den Funktionen th� � �i und vh� � �i, diesesind in den Abbildungen 28 und 29 de�niert. Dabei benutzen wir die folgenden Abk�urzungen:Es sei I eine endliche Indexmenge, (bi)i2I eine Menge von Termen der Sorte bool und (ti)i2Ieine Menge von Termen einheitlicher Sorte s.andhI; (bi)i2Ii := 8><>: true falls I = ;if bi0 then andhI n fi0g; (bi)i2Iielse false falls i0 2 IorhI; (bi)i2Ii := 8><>: false falls I = ;if bi0 then trueelse orhI n fi0g; (bi)i2Ii falls i0 2 IcasehI; (bi)i2I ; (ti)i2Ii := 8><>: dummys falls I = ;if bi0 then ti0 elsecasehI n fi0g; (bi)i2I ; (ti)i2Ii falls i0 2 IWeiterhin de�nieren wir t1andt2 als Abk�urzung f�ur andhf1; 2g; (ti)i. Ein Tupel von Werten oderTermen wie (x1; . . . ; xn) werden wir im folgenden auch in \vektorisierter" Form �x abk�urzen,falls der Zusammenhang klar ist.Unsere De�nitionen von and, or und case legen die Auswahl des Indexes i0 im Rekursionsfallnicht fest und liefern deshalb auch kein eindeutiges Ergebnis. Wir werden aber keinerlei An-nahmen �uber die Reihenfolge der verschiedenen Teilterme eines mittels and, usw. de�niertenTermes machen, so da� wir hier keine deterministische De�nition ben�otigen.Die De�nitionen von th� � �i und vh� � �i sind in zweifacher Hinsicht etwas salopp: Zun�achst einmalh�angen die De�nition von th� � �i and vh� � �i nat�urlich von dem zugrundeliegenden Modul ab,wir unterdr�ucken den Index m aber, um die Notationen nicht zu �uberladen. Ein wichtigererEinwand ist, da� wir vh� � �i und th� � �i genau genommen als Familien von Funktionen h�attende�nieren m�ussen. Das hei�t, falls � = �Am und falls die xi paarweise verschiedene Variablensind, dann sollte beispielsweise eine Funktion v(x1;...;xn) die folgende Stelligkeit haben:T (�; X)counter; T (�; fx1; . . . ; xng); (T (�; X)bool)n ; T (�; X)s1; . . . ; T (�; X)sn ! T (�; X)wobei si jeweils die Sorte der Variablen xi ist. Der Index (x1; . . . ; xn) w�urde somit eine Rei-henfolge der freien Variablen des zweiten Argumentes �xieren. Damit w�are auch der Zusam-menhang zwischen den Datenparametern und den boolschen Parametern festgelegt. Auch hierunterdr�ucken wir wieder zur schreibtechnischen Vereinfachung den Index und setzen eine gege-bene Ordnung der freien Variablen voraus.Wir illustrieren an einem kleinen Beispiel die Konstruktion von m0. Dazu sei m das Modul ausAbbildung 27, Seite 110. Wir zeigen hier nur die Konstruktion des Programmes von eval�g.109



7 REDUKTIONENPAR SORTS sOPNS f : s! sp: s! boolBODY FCTS g: s! sPROG g(x) ( if p(x) then xelse g(f(x))Abbildung 27: Ein Beispiel f�ur die Konstruktion nach Satz 7Dazu betrachten wir zun�achst einige Teilausdr�ucke, wobei wir bereits triviale Umformungender Terme vorgenommen haben:thc; x; d; xi = dvhc; x; d; xi = xthc; p(x); d; xi = term�p; or (d and term�pf1g(x))vhc; p(x); d; xi = if term�p; then p(dummybool)else if d and term�pf1g(x) then p(x) else dummyboolthc; f(x); d; xi = term�f; or (d and term�ff1g(x))vhc; f(x); d; xi = if term�f; then f(dummys)else if d and term�pf1g(x) then f(x) else dummysthc; g(f(x)); d; xi = if is0?(c) then falseelse term�g(select1inc(c); thc; f(x); d; xi;vhc; f(x); d; xi)vhc; g(f(x)); d; xi = if is0?(c) then dummyselse eval�g(select1inc(c); thc; f(x); d; xi;vhc; f(x); d; xi)Das vollst�andige Programm f�ur die Funktion eval� f : counter; bool; s! s ist in Abbildung 30,Seite 113, angegeben.Lemma 40 Alle neuen Funktionen in m0 sind symbolisch auswertbar.Beweis: Dies folgt aus der Tatsache, da� jeweils f�ur alle Funktionen term�f und eval�f injedem rekursiven Aufruf das erste Argument echt kleiner wird. 2Lemma 41 Falls B 2 =st�P 0m , dann sind alle Funktionen in m0 (B) total.Beweis: folgt mit Lemma 27 direkt aus Lemma 40. 2110



7.2 Vermeidung der Nichtterminierungths; xi; �d; �vi := di falls x eine Variable istths;?s; �d; �vi := falseths; true; �d; �vi := trueths; false; �d; �vi := trueths; if u1 then u2 else u3; �d; �vi:= ths; u1; �d; �vi and if vhs; u1; �d; �vithen ths; u2; �d; �vielse ths; u3; �d; �viths; u1 =s u2; �d; �vi := ths; u1; �d; �vi and ths; u2; �d; �viths; c(u1; . . . ; un); �d; �vi := andhf1; . . . ; ng; (ths; ui; �d; �vi)ii falls c 2 Kths; selectjk(u); �d; �vi := ths; u; �d; �vi and vhs; isk?(u); �d; �viths; isk?(u); �d; �vi := ths; u; �d; �viths; f(u1; . . . ; un); �d; �vi := if is0?(s) then false elseterm�f(select1inc(s); ths; u1; �d; �vi; . . . ; ths; un; �d; �vi;vhs; u1; �d; �vi; . . . ; vhs; un; �d; �vi)falls f 2 NFths; f(u1; . . . ; un); �d; �vi := orhfI = fi1; . . . ; ikg � f1; . . . ; ngg; andhI; ths; ui; �d; �viiand term�fI(vhs; ui1; �d; �vi; . . . ; vhs; uik ; �d; �vi)ifalls f 2 PFAbbildung 28: Die De�nition von th� � �iDas n�achste Lemma besagt, da� wir in Meta-Termen der Art th� � �i und vh� � �i jeweils bez�uglicheiner Belegung gleiche Terme gegeneinander austauschen d�urfen. Dies ist nicht selbstverst�and-lich, da die Gleichheit von Termen bzgl. einer Belegung eine semantische Eigenschaft ist,w�ahrend die Funktionen th� � �i und vh� � �i nur auf der syntaktischen Termstruktur arbeiten.Lemma 42 F�ur alle Variablenbelegungen � 2 � m0 (B), und alle Terme s1; s2; u; bi; vi; di; ti 2T� von jeweils entsprechender Sorte mitm0 (B)(s1)(�) = m0 (B)(s2)(�)m0 (B)(bi)(�) = m0 (B)(di)(�) f�ur alle im0 (B)(vi)(�) = m0 (B)(ti)(�) f�ur alle igilt: m0 (B)(ths1; u;�b; �vi)(�) = m0 (B)(ths2; u; �d; �ti)(�)m0 (B)(vhs1; u;�b; �vi)(�) = m0 (B)(vhs2; u; �d; �ti)(�) 111



7 REDUKTIONENvhs; xi; �d; �vi := vi falls x eine Variable istvhs;?s; �d; �vi := dummysvhs; true; �d; �vi := truevhs; false; �d; �vi := falsevhs; if u1 then u2 else u3; �d; �vi:= if vhs; u1; �d; �vi then vhs; u2; �d; �vi else vhs; u3; �d; �vivhs; u1 =s u2; �d; �vi := vhs; u1; �d; �vi =s vhs; u2; �d; �vivhs; c(u1; . . . ; un); �d; �vi := c(vhs; u1; �d; �vi; . . . ; vhs; un; �d; �vi) falls c 2 Kvhs; selectjk(u); �d; �vi := selectjk(vhs; u; �d; �vi)vhs; isk?(u); �d; �vi := isk?(vhs; u; �d; �vi)vhs; f(u1; . . . ; un); �d; �vi := if is0?(s) then dummy elseeval�f(select1inc(s); ths; u1; �d; �vi; . . . ; ths; un; �d; �vi;vhs; u1; �d; �vi; . . . ; vhs; un; �d; �vi)falls f 2 NFvhs; f(u1; . . . ; un); �d; �vi := casehfI = fi1; . . . ; ikg � f1; . . . ; ngg; andhI; ths; ui; �d; �viiand term�fI(vhs; ui1; �d; �vi; . . . ; vhs; uik ; �d; �vi);f(zI1hvhs; u1; �d; �vii; . . . ; zInhvhs; un; �d; �vii)i falls f 2 PFAbbildung 29: Die De�nition von vh� � �iBeweis: Der Beweis ist eine einfache Induktion �uber die Struktur von u. Man beachte, da� dieRekursion der beiden Funktionen th� � �i und vh� � �i nur von ihrem zweiten Argument (also indiesem Fall u) abh�angt. 2Lemma 43 F�ur alle Terme s; u; ti; di 2 T� und Variablen xi; bi entsprechender Sorte gilt:ths; u; x1; . . . ; xn; b1; . . . ; bnit1x1 ......tnxnd1b1 ......dnbn = ths; u; t1; . . . ; tn; d1; . . . ; dnivhs; u; x1; . . . ; xn; b1; . . . ; bnit1x1 ......tnxnd1b1 ......dnbn = vhs; u; t1; . . . ; tn; d1; . . . ; dniBeweis: durch Induktion �uber die Struktur von u. 2Das n�achste Lemma gibt nun endlich die Verbindung von � zu den Funktionen th� � �i und vh� � �ian. Zun�achst ben�otigen wir aber wieder eine Notation: F�ur x 2 sB und b 2 ftrue; falseg =boolB n f?Bboolg de�nieren wir h xb i := ( x falls b = true?Bs falls b = false112



7.2 Vermeidung der Nichtterminierungeval� g(c; d; x)( if if term�p; then p(dummybool)else if d and term�pf1g(x) then p(x) else dummyboolthen xelse if is0?(c) then dummyselse eval�g(select1inc(c);term�g; or (d and term�ff1g(x));if term�f; then f(dummys)else if d and term�pf1g(x) then f(x) else dummysAbbildung 30: Eine Beispielkonstruktion von eval-gLemma 44 Es sei C 2 =f (PS;PF), D 2 =st(PS0;PF0) mit C�D und A := m (C), B :=m0 (D) . F�ur alle Terme r; b1; . . . ; bn; v1 . . . ; vn, alle m 2 N und alle Variablenbelegungen� 2 �+B gilt:� B(vhincm(0); r;�b; �vi)(�)B(thincm(0); r;�b; �vi)(�) � = A(kleenehm; ri) � �xi  � B(vi)(�)B(bi)(�) ��i=1;...;n!Beweis: Man beachte zun�achst, da� die Terme th� � �i und vh� � �i das Symbol ? nicht alsTeilterm enthalten. Daher gilt mit Lemma 41 f�ur alle � 2 �+B:B(vh� � �i)(�) 6= ?Bs und B(th� � �i)(�) 6= ?BsWir beweisen nun die Behauptung mit noetherscher Induktion �uber (m; r), die benutztenoethersche Ordnung ist dabei die lexikographische Kombination von �N und der Teilterm-ordnung � . Im folgenden bezeichen wir mit lhs und rhs, die linke, bzw. die rechte Seite derzu beweisenden Gleichung und�0 :=  � �xi  � B(vi)(�)B(bi)(�) ��i=1;...;n!r = xi 2 X : Dies gilt wegen lhs = � B(vi)(�)B(bi)(�) �rhs = A(xi)(�0) = � B(vi)(�)B(bi)(�) �r = ?: Dies gilt wegen lhs = � B(dummy)(�)false � = ?Bs = ?Asrhs = A(?)(�0) = ?As 113



7 REDUKTIONENr = cb mit cb 2 ftrue; falseg: Dies gilt wegenlhs = � B(cb)(�)true � = cbB = cbArhs = A(cb)(�0) = cbAr = (r1 =s r2): Dies gilt wegenlhs = � B(vhincm(0); r1;�b; �vi = vhincm(0); r2;�b; �vi)(�)B(thincm(0); r1;�b; �vi and thincm(0); r2;�b; �vi)(�) �rhs = A(kleenehm; r1i = kleenehm; r2i)(�0)Fall a.) B(thincm(0); r1;�b; �vi and thincm(0); r2;�b; �vi)(�) = true:lhs = B(vhincm(0); r1;�b; �vi = vhincm(0); r2;�b; �vi)(�)= B(vhincm(0); r1;�b; �vi)(�) =B B(vhincm(0); r2;�b; �vi)(�)= � B(vhincm(0); r1;�b; �vi)(�)B(thincm(0); r1;�b; �vi)(�) � =B � B(vhincm(0); r2;�b; �vi)(�)B(thincm(0); r2;�b; �vi)(�) �= A(kleenehm; r1i)(�0) =A A(kleenehm; r2i)(�0)nach Induktionsannahme= rhsFall b.) B(thincm(0); r1;�b; �vi and thincm(0); r2;�b; �vi)(�) = false.Wir k�onnen �ahnlich zu Fall (a) zeigen, da� lhs = ? und rhs = ?.r = if r1 then r2 else r3; r = c(r1; . . . ; rn); r = selectjk(r1); r = isk?(r1):analog.r = f(r1; . . . ; rn); f 2 NF:Fall a.) m = 0. Dann ist lhs = ? und rhs = ?.Fall b.) m � 1. Es sei (f(x1; . . . ; xn)( body) 2 PR.lhs = 2664 B(if is0?(incm(0)) then dummy elseeval�f(select1inc(incm(0)); thincm(0); ri;�b; �vi; vhincm(0); ri;�b; �vi)(�)B(if is0?(incm(0)) then false elseterm�f(select1inc(incm(0)); thincm(0); ri;�b; �vi; vhincm(0); ri;�b; �vi)(�) 3775nach De�nition von thi und vhi= " B(eval�f(select1inc(incm(0)); thincm(0); ri;�b; �vi; vhincm(0); ri;�b; �vi)(�)B(term�f(select1inc(incm(0)); thincm(0); ri;�b; �vi; vhincm(0); ri;�b; �vi)(�) #nach der Semantik von isk? und wegen m � 1= " B(vhselect1inc(incm(0)); body; thincm(0); ri;�b; �vi; vhincm(0); ri;�b; �vii)(�)B(thselect1inc(incm(0)); body; thincm(0); ri;�b; �vi; vhincm(0); ri;�b; �vii)(�) #114



7.2 Vermeidung der Nichtterminierungnach Lemma 13 und Lemma 43= " B(vhincm�1(0); body; thincm(0); ri;�b; �vi; vhincm(0); ri;�b; �vii)(�)B(thincm�1(0); body; thincm(0); ri;�b; �vi; vhincm(0); ri;�b; �vii)(�) #nach Lemma 42= A(kleenehm� 1; bodyi) � �xi  � B(vhincm(0); ri;�b; �vi)(�)B(thincm(0); ri;�b; �vi)(�) ��i=1;...;n!nach Induktionsannahme= A(kleenehm� 1; bodyi)��[xi  A(kleenehm; rii)(�0)]i=1;...;n�nach Induktionsannahme (n mal angewandt)= A(kleenehm� 1; bodyikleenehm;riixi )(�0)nach dem Substitutionssatz der Pr�adikatenlogik= rhsnach Lemma 8r = f(r1; . . . ; rn); f 2 PF:Fall a.) B(thincm(0); f(r1; . . . ; rn);�b; �vi)(�) = true.Dann gibt es nach der De�nition von thi eine Menge J = fj1; . . . ; jlJg � f1; . . . ; ng mitB(andhJ; thincm(0); ri;�b; �vii)(�) = trueund B(term�fJ (vhincm(0); uj1;�b; �vi; . . . ; vhincm(0); ujlJ ;�b; �vi))(�) = trueAlso gibt es eine (m�oglicherweise von J verschiedene) Menge K = fk1; . . . ; klKg � f1; . . . ; ngmit B(andhK; thincm(0); ri;�b; �vii)(�) = true (38)und B(term�fK(vhincm(0); uk1;�b; �vi; . . . ; vhincm(0); uklK ;�b; �vi))(�) = true (39)und B(vhincm(0); f(r1; . . . ; rn);�b; �vi)(�) =B(f(zK1 hvhincm(0); u1;�b; �vii; . . . ; zKn hvhincm(0); un;�b; �vii))(�) (40)Damit erhalten wirlhs = B(f(zK1 hvhincm(0); u1;�b; �vii; . . . ; zKn hvhincm(0); un;�b; �vii))(�)wegen (40)= fB(B(zK1 hvhincm(0); u1;�b; �vii)(�); . . . ; B(zKn hvhincm(0); un;�b; �vii)(�))wegen der Semantik der Termew fA(B(zK1 hvhincm(0); u1;�b; �vii)(�); . . . ; B(zKn hvhincm(0); un;�b; �vii)(�))wegen der De�nition von fB und da alle Argumente von ? verschieden sindw fA(yK1 hB(vhincm(0); u1;�b; �vi)(�)i; . . . ; yKn hB(vhincm(0); un;�b; �vi)(�)i) (41)115



7 REDUKTIONENwegen der Monotonie von fAv fA �� B(vhincm(0); u1;�b; �vi)(�)B(thincm(0); u1;�b; �vi)(�) � ; . . . ; � B(vhincm(0); un;�b; �vi)(�)B(thincm(0); un;�b; �vi)(�) ��wegen (38) und der Monotonie von fA= fA(A(kleenehm; u1i)(�0); . . . ; A(kleenehm; uni)(�0))wegen der Induktionsannahme (n mal angewandt)= rhsAuf Grund von (39) und der De�nition von B ist (41) verschieden von ?, da wir uns in einer
achen cpo be�nden, mu� somit in dieser Kette sogar Gleichheit gelten, also lhs = rhs.Fall b.) B(thincm(0); f(r1; . . . ; rn);�b; �vi)(�) = false Dann ist lhs = ?. Es sei nunK = fi1; . . . ; iKg := fi j 1 � i � n und B(thincm(0); ui;�b; �vi)(�) = truegDann gilt nach der De�nition von thi:B(term�fK(vhincm(0); ui1;�b; �vi; . . . ; vhincm(0); uiK ;�b; �vi))(�) = falseSomit erhalten wir:rhs = fA(A(kleenehm; u1i)(�0); . . . ; A(kleenehm; uni)(�0))= fA �� B(vhincm(0); u1;�b; �vi)(�)B(thincm(0); u1;�b; �vi)(�) � ; . . . ; � B(vhincm(0); un;�b; �vi)(�)B(thincm(0); un;�b; �vi)(�) ��nach Induktionsannahme (n mal angewandt)= fA(yK1 hB(vhincm(0); u1;�b; �vi)(�)i; . . . ; yK1 hB(vhincm(0); u1;�b; �vi)(�)i)nach De�nition von K= ? nach De�nition von term�fBK 2Beweis: [von Satz 7] Die Relation � haben wir bereits oben (Seite 107) angegeben. Wirde�nieren den Satz p als die Konjunktion aller S�atze der folgenden Bauart:8x1; y1 2 s1; . . . ; xn; yn 2 sn : term�fI(xi1 ; . . . ; xilI ) = true ^ xi1 = yi1 ^ . . .^ xilI = yilI �f(x1; . . . ; xn) = f(y1; . . . ; yn)8x1 2 s1; . . . ; xn 2 sn : term�fI(xi1 ; . . . ; xilI ) = true � term�fJ(xj1 ; . . . ; xjlJ ) = true8x1 2 s1; . . . ; xn 2 sn : term�fI(xi1 ; . . . ; xilI ) = false � f(zI1hx1i; . . . ; zInhxni) = dummywobei f jeweils eine n-stellige Parameterfunktion und I = fi1; . . . ; ilIg und J = fj1; . . . ; jlJgTeilmengen von f1; . . . ; ngmit I � J sind. Wir m�ussen nun die vier Bedingungen von Lemma 39nachweisen.116



7.2 Vermeidung der Nichtterminierung(1): Auf Grund der Eigenschaften monotoner Funktionen und der De�nition von � folgt nunsofort B j= p f�ur alle A 2 =(PS;PF) und A�B.Andererseits sei B 2 =st(PS0;PF0) mit B j= p Wir konstruieren eine Algebra A 2 =f(PS;PF) mitA�B. Zun�achst de�nieren wir sA := sB f�ur alle s 2 PS. F�ur f : s1; . . . ; sn ! s 2 PF undx1 2 sA1 ; . . . ; xn 2 sAn sei I = fi1; . . . ; ikg := fi 2 I j xi 6= ?Asig. Dann de�nieren wirfA(x1; . . . ; xn) := ( ? falls term�fBI (xi1 ; . . . ; xik) = falsefB(zI1hx1i; . . . ; zInhxni) anderenfallsMan rechnet nun leicht nach, da� alle Funktionen in A monoton sind (dies ist notwendig f�urA 2 =f(PS;PF)), und da� A�B.(2): Wir de�nieren nun die Funktion F von Lemma 39 durch Induktion �uber den Aufbau derS�atze. Ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit betrachten wir nur S�atze mit Quantoren derForm 8x: 2 s.Fht1 = t2i := (8c 2 counter : thc; t1; true; x1i = false ^ thc; t2; true; x2i = false)_ 9c 2 counter : (thc; t1; true; x1i = true ^ thc; t2; true; x2i = true ^vhc; t1; true; x1i = vhc; t2; true; x2i)wobei xi = VarhtiiFh:wi := :FhwiFhw1 ^ w2i := Fhw1i ^ Fhw2iFh8x 2 s : wi := 8x 2 s :FhwiMan kann nun leicht mit Hilfe von Lemma 44, Lemma 41 und Lemma 12 zeigen, da� f�ur alleAlgebren A, alle Formeln w 2 Wff(�Em; X) und alle positiven Variablenbelegungen � 2 �+B =�+A gilt: f�ur alle B 2 A� B; � j= Fhwi , A; � j= wMan beachte hierzu, da� auf Grund der Lemmata 41 und 44 f�ur alle Terme t mit Varhti = xund alle positiven Belegungen � 2 �+X;A gilt:A(kleenehm; ti)(�) = ? , B(thincm(0); t; true; xi)(�) = falseA(kleenehm; ti)(�) 6= ? ) A(kleenehm; ti)(�) = B(vhincm(0); t; true; xi)(�)(3): Wir k�onnen eine Formel w 2 PSenm0 leicht durch Einf�uhrung zus�atzlicher Quantorenin eine �aquivalente Form umwandeln, in der alle Atome von der Form x = f(x1; . . . ; xn) f�urVariablen x; x1; . . . ; xn sind. Wir brauchen G also nur f�ur Formeln dieser Bauart zu konstruie-ren. Zun�achst de�nieren wir eine Hilfsfunktion H . Dabei k�urzen wir ein Tupel von Variablenx1; . . . ; xn durch �x ab, I = fi1; . . . ; ikg bezeichne eine Teilmenge von f1; . . . ; ng.Hhx = dummyi = x = dummyHhx = if x1 then x2 else x3i = x = if x1 then x2 else x3 117



7 REDUKTIONENHhx = f(x1; . . . ; xn)i = ((x1 = ? _ . . ._ xn = ?)^ x = ?)_(x1 6= ? ^ . . .^ xn 6= ?^ ((f(�x) 6= ? ^ x = f(�x))_(f(�x) = ? ^ x = dummy)))Hhx = term�fI(xi1 ; . . . ; xik)i = (_i2I xi = ?^ x = ?)_(î2I xi 6= ?^ ((f(yI1hx1i; . . . ; yInhxni) 6= ? ^ x = true)_(f(yI1hx1i; . . . ; yInhxni) = ? ^ x = false)))Hh:wi = :HhwiHhw1 ^ w2i = Hhw1i ^Hhw2iHh9x : s:wi = 9x : s:HhwiDen Wert von Ghwi erhalten wir nun, indem wir in Hhwi die Konstanten dummy durch neueexistenzquanti�zierte Variablen ersetzen:Ghwi := 8x1 2 s1; . . . ; xn 2 sn:Hhwix1dummys1 ......xndummysnwobei die xi weder frei noch gebunden in Hhwi vorkommen d�urfen. Die Bedingung (3) folgtdann aus der De�nition von �.(4): Dies folgt unmittelbar aus der De�nition von Fhi, da Fh:wi = :Fhwi f�ur alle w 2 PSenm.2

118



8 Unentscheidbarkeit von ThmWir wollen nun eine Technik vorstellen, mit der wir die Unentscheidbarkeit von Thm(BOOL)f�ur Module mit Parametersignatur �BOOL beweisen k�onnen. Die Methode ist dabei nicht aufTheorien der Form Thm(BOOL) beschr�ankt, sondern kann dazu benutzt werden, um die Un-entscheidbarkeit der Theorie Th(I) irgendeines Modelles I zu beweisen. Da Thm(BOOL) =Th( m (BOOL)), erhalten wir dann insbesondere aus der Methode zum Beweis der Unent-scheidbarkeit einer Theorie Th(I) eine Methode zum Beweis der Unentscheidbarkeit einerTheorie Thm(BOOL). Wir k�onnen uns also nun auf (vollst�andige) Theorien im Sinne derPr�adikatenlogik erster Stufe konzentrieren. Bisher haben wir uns nur mit pr�adikatenlogischenSprachen, deren einziges Pr�adikatensymbol das Gleichheitssymbol ist, befa�t. Wir konnten da-her pr�adikatenlogische Sprachen mit Signaturen und pr�adikatenlogische Modelle mit Algebrenidenti�zieren. Diese Einschr�ankung wollen wir f�ur diesen Abschnitt aufheben und somit unsereUntersuchungen auf einen allgemeineren Modellbegri� ausdehnen. Andererseits betrachten wir,aus Gr�unden der Vereinfachung der Darstellung, nur die unsortierte Pr�adikatenlogik. Die hiervorgestellte Technik kann aber leicht auf den mehrsortigen Fall ausgeweitet werden.Wir geben eine pr�adikatenlogische Sprache nun als Paar � = (P; F ) an, wobei F eine Liste vonFunktionszeichen der Form hf(nf); g(ng); . . .i und P eine Liste von Pr�adikatszeichen der FormP = h�(n�);�(n�); . . .i ist. Die Zahlen in Klammern geben dabei die Stelligkeit des Funk-tionszeichen, bzw. Pr�adikatszeichens an und sind nicht Bestandteil des Zeichens selbst. Wirverlangen nicht, da� das Gleichheitssymbol in P enthalten ist. Falls aber =(2) Bestandteil vonP ist, dann wird = in allen Modellen dieser Sprache als das Gleichheitspr�adikat interpretiert.Die Methode basiert auf der R�uckf�uhrung des Postschen Korrespondenzproblem �uber dembin�aren Alphabet fa; bg auf die Entscheidbarkeit von Th(I). Eine Instanz P des PostschenKorrespondenzproblems �uber einem endlichen Zeichenvorrat � ([Pos46]) ist eine endliche Mengevon Paaren von Worten: P = f(pi; qi) j 0 � i � m; pi; qi 2 �+gEine P -Konstruktion f�ur ein Paar (u; v) 2 �� � �� ist eine Folge ((uj ; vj))j=1...n mit� uj ; vj 2 �� f�ur alle j,� u1 = v1 = �,� un = u und vn = v und� f�ur alle 1 � j � n � 1 gibt es ein i 2 f0; . . . ; mg mit uj+1 = ujpi und vj+1 = vjqiIn diesem Fall ist (u; v) P -konstruierbar . P ist l�osbar , falls es ein u 2 �+ gibt, so da� (u; u)P -konstruierbar ist. Die Menge der l�osbaren Instanzen des Postschen Korrespondenzproblemsist unentscheidbar ([Pos46]). Unser Ziel ist es nun, zu einer Instanz P eines Postschen Korre-spondenzproblems eine Formel solvableP zu konstruieren, so da� I j= solvableP genau danngilt, wenn P l�osbar ist. Auf Grund des konstruktiven Charakters der De�nition von solvableP119



8 UNENTSCHEIDBARKEIT VON THMwird damit die Unentscheidbarkeit desjenigen Fragments von Th(I), das alle S�atze der FormsolvableP enth�alt, folgen. Wir betonen nochmals, da� unsere Methode nur auf Theorien vongegebenen Modellen im Gegensatz zu durch Axiomen de�nierten Theorien anwendbar ist.Die Grundidee der R�uckf�uhrung des Postschen Korrespondenzproblems auf die Theorie einesModelles besteht in der Simulation der beiden Datentypen des Postschen Korrespondenzpro-blems, n�amlich Worte und Folgen von Paaren von Worten, in dem Modell. Die Tr�agermengender Datentypen bilden wir mit geeigneten Repr�asentationsfunktionen in die Tr�agermenge (wirbetrachten hier ja nur einortige Logik) des Modelles ab. Die Operationen der Datentypen stel-len wir durch geeignete Formeln mit freien Variablen, die den Argumenten der Operationenentsprechen, dar. Wir m�ussen nat�urlich in einem gewissen Sinne die \Korrektheit" unsererDatentyp-Repr�asentation beweisen, zu diesem Zwecke werden wir Bedingungen angegeben, diediese gew�ahrleisten. Die Bedingungen verbinden die Darstellung der Tr�agermengen mit denRepr�asentationen der Operationen. Wir k�onnen aus zwei Gr�unden diese Bedingungen nichtals S�atze der pr�adikatenlogischen Sprache, die dann in der betrachteten Theorie enthalten seinm�u�ten, formulieren: Zun�achst einmal haben wir die Repr�asentation der Tr�agermengen seman-tisch de�niert, dies mu� keine Entsprechung in der Logik haben. Wir verlangen insbesonderenicht , da� der Bildbereich der Repr�asentationsfunktionen durch Formeln der Pr�adikatenlogikbeschrieben werden kann. Der zweite Grund liegt tiefer: eine unsere Bedingungen wird es sein,da� eine bestimmte Relation auf der Tr�agermenge noethersch ist, und dies kann nicht in derPr�adikatenlogik erster Stufe ausgedr�uckt werden (noch nicht einmal in der unendlichen LogikL!1!, siehe [Kei71]).Bei der Konstruktion von solvableP werden wir schrittweise vorgehen und zun�achst Teilfor-meln konstruieren, denen wir dann einen symbolischen Namen (wie z. B. constrP ) zuordnen.Wir verwenden in der allgemeinen Konstruktion stets einzelne Variablen, erlauben aber in An-wendungen, da� statt dessen Tupel von Variablen verwendet werden. Dies wird sich in einigenBeispielen als n�utzlich erweisen. Da wir die Unentscheidbarkeit eines m�oglichst kleinen Frag-ments beweisen wollen, m�u�ten wir eigentlich solv in Prenexnormalform konstruieren. Wirwerden allerdings, um das Verst�andnis zu erleichtern, die Formeln in der allgemeinen Syntaxder Pr�adikatenlogik angeben. Unsere Darstellung repr�asentiert also streng genommen nur einePrenexnormalform.Unsere Anwendungen umfassen insbesondere auch Gleichungsprobleme. Eine �Ubersicht �uberallgemeine Gleichungsprobleme �ndet man in [BHSS87]. Dort werden zwei Klassen von Pro-blemen herausgestellt:� Die Theorie der initialen Algebra einer (einsortigen) Signatur � und einer Menge E von�-Gleichungen ist unserem FormalismusTh(T (�; ;)=E)� Die Theorie der freien Algebra einer (einsortigen) Signatur und einer Menge E von �-Gleichungen ist die Theorie des Quotienten der von einer nicht n�aher bestimmten, un-endlichen Menge von Variablen frei erzeugten Termalgebra nach der von E de�nierten120



8.1 Simulation von WortenKongruenzrelation. Die erzeugenden Variablensymbole sind allerdings nicht in der pr�adi-katenlogischen Sprache enthalten, sie dienen nur dazu, \junk" in die Algebra einzuf�uhren.Formal ist T (�; X)=E := (T (� [X; ;)=E) j�In diesem Zusammenhang wird in [BSS89] das �3-Fragment einer Theorie als spezielles Glei-chungsproblem (special equational problem) und das �2-Fragment als spezielles Gleichungspro-blem ohne unabh�angige Parameter (special equational problem without independent parame-ters) bezeichnet.Wir werden in einem Anwendungsbeispiel auch unendliche B�aume, die wir bisher nicht de�nierthaben, betrachten. Die Eigenschaften unendlicher B�aume wurden in [Cou83] behandelt.Eines unserer Anwendungsbeispiele wird die Unentscheidbarkeit des �2-Fragments der voll-st�andigen Zahlentheorie sein. Dies ist nat�urlich kein neues Ergebnis, da die Unentscheidbarkeitvon Hilberts Zehntem Problem und damit des �1-Fragments der vollst�andigen Zahlentheoriein [Mat70] bewiesen wurde. Wir f�uhren diese Anwendung hier nur an, um einen bestimmtenAspekt unserer Methode zu illustrieren.Eine �Ubersicht �uber unsere Unentscheidbarkeitsresultate und einen Vergleich mit aus der Lite-ratur bekannten S�atzen �ndet man in Abschnitt 1.6.Die beiden Datentypen des Postschen Korrespondenzproblems induzieren die folgende Vorge-hensweise: In Abschnitt 8.1 stellen wir die Simulation des Datentypes Worte dar. In denAnwendungsbeispielen wird dieser Teil stets der einfachere sein. Wir geben einige Beispiele f�urdie Simulation von Worten in konkreten Modellen an, die wir dann sp�ater durch Angabe derSimulation von Folgen zu kompletten Beispielen ausbauen werden. Abschnitt 8.2 enth�alt zweialternative Methoden zur Simulation des Datentyps Folgen. Bei der ersten dieser Methodenbetrachten wir die Folgen als Mengen. Dies f�uhrt zu einfacheren Beweisen, hat aber den Nach-teil, da� wir auf diese Art und Weise unter Umst�anden nicht die Unentscheidbarkeit des kleinstm�oglichen Fragments nachweisen k�onnen. Die zweite Methode hingegen realisiert unmittelbarden Datentyp Folge, was zu st�arkeren Resultaten f�uhren kann, was aber auch einen gr�o�erenAufwand erfordert.8.1 Simulation von WortenUm den Datentyp Worte in der Logik simulieren zu k�onnen, ben�otigen wir zun�achst eineKodierung der Tr�agermenge: �: fa; bg�! IWir werden das Symbol � auch f�ur die auf Paare von Worten erweiterte Kodierung benutzen:�: fa; bg�� fa; bg�! I2Die Operationen des Datentypes Worte, die wir zur Simulation des Postschen Korrespondenz-problemes ben�otigen, sind der Vergleich eines Wortes mit dem leeren Wort sowie f�ur jedes fest121



8 UNENTSCHEIDBARKEIT VON THMgew�ahlte Wort eine einstellige Funktion, die das gegebene Wort an ihr Argument anh�angt.Genauer ben�otigen wir� is-�(x)� (y)v(x) f�ur jedes v 2 fa; bg+so da� die folgenden Bedingungen erf�ullt sind:[INJ] � ist injektiv[EPS] F�ur alle r 2 I : gilt I j= is-�[r] genau dann, wenn r = �(�)[CON] F�ur alle r 2 I , v 2 fa; bg+ und w 2 fa; bg� gilt I j= [r]v[�(w)] genau dann, wennr = �(wv)In den Anwendungen m�ussen wir also sowohl � als auch die Formeln is-� und v geeignetde�nieren. Dises Verfahren enth�alt eine gewisse Redundanz, eine andere M�oglichkeit w�are esgewesen, andere Bedingungen an is-� und v zu stellen, so da� die Kodierungsfunktion dannaus den De�nitionen dieser Formeln in folgendem Stil abgeleitet werden kann:�(�) := das eindeutige r mit j= is-�[r]�(w) := das eindeutige r mit j= [r]w[�(�)] (w 6= �)Ein Vorteil hiervon w�are es, da� die Bedingungen an die Formeln [INJ], [EPS] und [CON]in diesem Fall nur die Theorie des Modells betre�en w�urden. Wir haben uns gegen diesenWeg entschieden, da eine explizite Angabe von Kodierungsfunktion und Formeln zu klarerenBeweisen f�uhrt. Au�erdem m�ussen wir f�ur die n�achste Bedingung sowieso Eigenschaften desModells, die wir nicht auf Eigenschaften der Theorie des Modells reduzieren k�onnen, betrachten:De�nition 34 Die Relation < auf I ist de�niert durch: x < y genau dann, wenn es einv 2 fa; bg+ gibt mit I j= [y]v[x]. Wie �ublich bezeichnen wir mit <� den re
exiven transitivenAbschlu� von <. Weiterhin verallgemeinern wir < auf Paare durch die Festlegung (x1; x2) <(y1; y2) genau dann, wenn x1 < y1 und x2 < y2.Falls r1 = �(w1) und r2 = �(w2), dann dr�uckt r1 < r2 aus, da� w1 ein Pr�a�x von w2 ist.Die obige De�nition ist jedoch nicht auf den Bildbereich der Kodierungsfunktion beschr�ankt.Wir m�ussen die Eigenschaften von < auch f�ur Elemente des Modells, die nicht Kodierung einesWortes sind, betrachten. Die folgenden Bedingungen fordern n�amlich, da� < noethersch istnicht nur auf dem Bildbereich der Kodierungsfunktion (dies folgt ja bereits aus der noetherschenEigenschaft der Pr�a�xrelation), sondern auf einem Teilbereich von M , den wir durch eineFormel charakterisieren k�onnen und der alle Kodierungen von Worten enth�alt:[NOE] Es gibt keine unendliche Folge (ri)i�0 in I mit ri+1 < ri f�ur alle i und I j= finite[r0].122



8.1 Simulation von Worten[FIN] F�ur alle w 2 fa; bg+ gilt I j= finite[�(w)]Wir illustrieren die Simulation des Datentyps Worte nun an einigen Beispielen, die wir imn�achsten Abschnitt durch die Simulation von Folgen zu kompletten Anwendungsbeispielenvervollst�andigen werden.Beispiel (1): Die Sprache � enthalte mindestens die Funktionssymbole �(0); a(1); b(1) undunter den Pr�adikatsymbolen mindestens das Gleichheitssymbol =(2). I sei eine Quotienten-termalgebra T (�; ;)=E, wobei � die in � enthaltene Signatur ist und E eine Menge von �-Gleichungen, die jeweils nicht die Funktionssymbole a oder b und keine Gleichung der Formx = t, wobei x eine Variable ist, enthalten.Wir de�nieren nun, wobei wir die Zeichen a und b des Alphabetes mit den un�aren Funktions-zeichen a und b identi�zieren:�(�0 � � ��n) := �n(� � � (�0(�)) � � �)is-�(x) := x = �(y)�0 � � ��n(x) := y = �n(� � �(�0(x)) � � �)finite(x) := TrueSo ist beispielsweise �(aab) = b(a(a(�))). Man sieht leicht, da� die Bedingungen [INJ], [EPS],[CON], [FIN] und [NOE] erf�ullt sind. Die Einschr�ankungen an E werden dabei im Beweis von[INJ] ben�otigt. 3Beispiel (2): Die Sprache � enthalte mindestens die Funktionssymbole �(0); f(1);+(2) undunter den Pr�adikatsymbolen mindestens das Gleichheitssymbol =(2). I sei eine Quotienten-termalgebra T (�; ;)=E, wobei � die in � enthaltene Signatur ist und E aus den Axiomenf�ur die Assoziativit�at, bzw. Assoziativit�at und Kommutativit�at von + besteht. Mit Hilfe derAbk�urzungen a(t) := +(�; f(f(t)))b(t) := +(f(�); f(f(t)))de�nieren wir �(�0 � � ��n) := �n(� � � (�0(�)) � � �)is-�(x) := x = �(y)�0 � � ��n(x) := y = �n(� � �(�0(x)) � � �)finite(x) := TrueDie Bedingungen an die Simulation des Datentypes Worte sind erf�ullt. Dies gilt auch, wennwir f�ur I die freie Algebra T (�; X)=E w�ahlen. 3In den ersten beiden Beispielen war die Relation < sogar jeweils f�ur das gesamte Modell Inoethersch, so da� wir einfach f�ur finite(x) die Formel True w�ahlen konnten. Das n�achsteBeispiel enth�alt eine nichttriviale Formel finite(x): 123



8 UNENTSCHEIDBARKEIT VON THMBeispiel (3): Die Sprache � enthalte mindestens die Funktionssymbole �(0); a(1); b(1) undunter den Pr�adikatsymbolen mindestens =(2);�(2). Es sei nun I = T 1(F; ;) die Algebra derendlichen und unendlichen F -Terme, wobei � als die Teilbaumrelation interpretiert wird. Manbeachte, da� der auf endliche B�aume eingeschr�ankte Fall bereits von Beispiel (1) abgedecktwird. Wir w�ahlen �, is-� und v wie in Beispiel (1). Die Menge der endlichen Elemente von Ibesteht nun aus den B�aumen, die nur mit un�aren Funktionssymbolen aufgebaut sind und diedie Konstante � enthalten.finite(x) := � � x ^ 8x0:x0 � x � fx0 = � _ 9x00:x0 = a(x00) _ x0 = b(x00)gFalls die Menge F 0 der nichtun�aren Funktioszeichen endlich ist, so k�onnen wir eine Quantoral-ternierung einsparen:finite(x) := � � x ^ 8x0:x0 � x � ^f2B0 8~z:x0 6= f(~z) 3Unser letztes Beispiel benutzt eine noch weiter eingeschr�ankte Signatur.Beispiel (4): Die Sprache � enthalte mindestens die Funktionssymbole �(0), f(2) und unterden Pr�adikatsymbolen mindestens das Gleichheitssymbol = (2). I sei die GrundtermalgebraT (�; ;), wobei � die in � enthaltene Signatur ist. Mit Hilfe der Abk�urzungena(t) := f(�; t)b(t) := f(f(�; �); t)de�nieren wir �(�0 � � ��n) := �n(� � � (�0(�)) � � �)is-�(x) := x = �(y)�0 � � ��n(x) := y = �n(� � �(�0(x)) � � �)finite(x) := TrueAuch hier sind die Bedingungen an die Simulation des Datentyps Worte erf�ullt. 38.2 Simulation von P -KonstruktionenNun k�onnen wir die Formel one-stepP formulieren. Die beabsichtigte Bedeutung der Formelone-stepP (y1; y2; y3; y4) ist dabei:Das von (y1; y2) kodierte Paar von Worten geht durch Anwendung eines Konstruk-tionsschrittes von P aus dem von (y3; y4) kodierten Paar von Worten hervor.Dies ist die einzige Teilformel, bei der die benutzte Instanz P des Postschen Korrespondenz-problems direkt eingeht.one-stepP (y1; y2; y3; y4) := _i=0;...;m ((y1)pi(y3) ^ (y2)qi(y4))124



8.2 Simulation von P -Konstruktionenwobei P = f(pi; qi) j i = 0; . . . ; mg. Von nun an beziehen wir uns auf eine fest gew�ahlte InstanzP des Postschen Korrespondenzproblems.8.2.1 Simulation von Folgen als MengenIn diesem Abschnitt werden wir eine Formel constrP (x) angeben, die ausdr�uckt, da� x eine P -Konstruktion repr�asentiert. Dabei wollen wir zun�achst die Folgen von Paaren von Worten, dieja eine P -Konstruktion ausmachen, als Mengen darstellen. Dies ist deshalb m�oglich, weil diePaare von Worten in einer P -Konstruktion bez�uglich der (lexikographischen Erweiterung der)Teilwortrelation echt wachsen. Die zugrundeliegende P -Konstruktion ist daher durch Angabeder aus ihr abgeleiteten Menge eindeutig bestimmt.Die De�nition von constrP benutzt eine Teilformel (y1; y2)in(x), die die Elementrelationausdr�ucken soll. W�ahrend wir den \Rahmen" f�ur die Formel constrP hier allgemein fest-legen k�onnen, mu� die Teilformel (y1; y2)in(x) in Hinblick auf das betrachtete Modell de�niertwerden. constrP (x) := 8y1; y2:(y1; y2)in(x) �fis-�(y1)^ is-�(y2)g _ (42)9y3; y4:(y3; y4)in(x)^ one-stepP (y1; y2; y3; y4) (43)Obwohl wir die Formel in noch gar nicht festgelegt haben, k�onnen wir bereits jetzt zeigen:Lemma 45 F�ur alle r1; r2; u; s 2 I mit (r1; r2) <� (u; u) undI j= finite[u]I j= constrP [s]I j= [r1; r2]in[s]gilt: Falls [INJ], [EPS], [CON] und [NOE] erf�ullt sind, dann ist (r1; r2) 2 �(��)� �(��), unddas davon kodierte Paar von Worten ��1(r1; r2) ist P -konstruierbar.Beweis: Es seien u und s wie in dem Lemma gegeben. Wegen [NOE] gibt es keine unendlichebzgl. < absteigende Kette von Paaren (r1; r2) mit (r1; r2) <� (u; u). Aus diesem Grunde k�onnenwir eine noethersche Induktion �uber (r1; r2) durchf�uhren.Falls I j= is-�[r1] ^ is-�[r2] gilt, dann folgt (r1; r2) = �(�; �) aus [EPS], und wir sind fertig.Anderenfalls tri�t Fall (43) der De�nition von constrP ein, also gibt es r3; r4 mit I j=[r3; r4]in[s] und I j= one-stepP [r1; r2; r3; r4]. Aus der De�nition von one-stepP folgt, da�(r3; r4) < (r1; r2) <� (u; u)Dann erhalten wir aus der Induktionsvoraussetzung, da� (r3; r4) 2 �(��) � �(��) und��1(r3; r4) ist P -konstruierbar. Wegen [CON] und der De�nition von one-stepP gilt diesdann auch f�ur (r1; r2). 2125



8 UNENTSCHEIDBARKEIT VON THMWir k�onnen nun endlich den Satz solvableP angeben.solvableP := 9x; y:constrP (x) ^ finite(y)^ (y; y)in(x)^ :is-�(y)Aus dem obigen Lemma folgt dann sofortKorollar 9 Falls [INJ], [EPS], [CON] und [NOE] erf�ullt sind, dann giltI j= solvableP ) P ist l�osbarWir weisen nochmals darauf hin, da� an dieser Stelle noch keinerlei Aussage �uber den Aufbauvon in getro�en wurde. Die speziellen Eigenschaften des Modells wurden bisher nur zum Beweisder Bedingungen in Abschnitt 8.1 benutzt. Sobald eine korrekte Simulation des DatentypsWorte gefunden ist, erhalten wir Korollar 9 \geschenkt", d. h. ohne da� wir eine Repr�asentationdes Datentyps Folge angeben m�u�ten.Dies ist dann aber nat�urlich notwendig, um die Gegenrichtung von Korollar 9 zu beweisen. Mbezeichne den De�nitionsbereich der zu konstruierenden Kodierungsfunktion  :M := f(ui; vi)i=1...n j ui; vi 2 fa; bg�; n � 2; ui / ui+1; vi / vi+1; (u1; v1) = (�; �)gWir m�ussen nun eine Kodierungsfunktion  :M ! I sowie eine Formel (y1; y2)in(x) �nden, soda� gilt:[IN] F�ur alle s 2 M : I j= [r1; r2]in[ (s)] genau dann, wenn es ein j 2 f1; . . . ; lth(s)g gibtmit (r1; r2) = �(s(j))Lemma 46 Wenn [EPS], [CON], [FIN] und [IN] erf�ullt sind, dann giltP ist l�osbar ) I j= solvablePDer folgende Satz fa�t die bisher formulierte Methode zusammen:Satz 8 Es sei � eine pr�adikatenlogische Sprache und I ein � -Modell. Falls es Kodierungsfunk-tionen �,  und Formeln is-�; v; finite; in mit [INJ], [EPS], [CON], [FIN], [NOE] und [IN]gibt, dann ist Th(I) unentscheidbar.Wir k�onnen nun einige der in Abschnitt 8.1 begonnen Beispiele vervollst�andigen. Zun�achstzeigen wir, da� das �3 Fragment der Theorie einer Grundtermalgebra T (�; ;)=AC, bzw. freienTermalgebra T (�; X)=AC modulo Assoziativit�at und Kommutativit�at im allgemeinen unent-scheidbar ist.Satz 9 Die Signatur � enthalte mindestens eine Konstante, ein mindestens un�ares Funktions-zeichen und ein bin�ares Funktionszeichen +. AC(+) bezeichne die Axiome der Assoziativit�atund Kommutativit�at von +: x+ y = y + x(x+ y) + z = x+ (y + z)126



8.2 Simulation von P -KonstruktionenDann ist das �3 Fragment der Theorie Th(T (�; ;)=AC(+)) sowie das �3 Fragment der TheorieTh(T (�; X)=AC(+)) unentscheidbar.Beweis: Wir betrachten zun�achst den etwas einfacheren Fall der Signaturh�(0); a(1); b(1); f(2);+(2)iwobei + assoziativ und kommutativ ist. Die Simulation des Datentyps Worte nehmen wir ausBeispiel (1). Wie man leicht sieht, erf�ullt die folgende De�nition die Bedingung [IN] sowohl imFall der initialen Algebra als auch der freien Algebra: ((ui; vi)i=1;...;n) := f(�(u1); �(v1)) + � � �+ f(�(un); �(vn))(y1; y2)in(x) := 9x0:x = f(y1; y2) + x0Im Falle der Signatur h�(0); f(1);+(2)i nehmen wir nun die Simulation der Worte aus Bei-spiel (2) und ((ui; vi)i=1;...;n) := f(f(�(u1)) + f(f(�(v1)))) + � � �+ f(f(�(un)) + f(f(�(vn))))(y1; y2)in(x) := 9x0:x = f(f(y1) + f(f(y2))) + x0Auch hier zeigt man leicht [IN] f�ur die initiale und f�ur die freie Algebra. In dieser Konstruktionbenutzen wir das AC Funktionssymbol + als Konstruktor von Worten und als Konstruktorvon Folgen. Dies wird durch die Einf�ugung des un�aren Funktionszeichens f zwischen dieverschiedenen Vorkommen von + in der Kodierung der Worte erm�oglicht, diese dienen als\Sperre" gegen unerw�unschte Anwendungen der AC Axiome. 2Mit der gleichen Konstruktion k�onnen wir zeigen, da� die Theorie einer Grundtermalgebramodulo Assoziativit�at, Kommutativit�at und Idempotenz unentscheidbar ist:Satz 10 Die Signatur � enthalte mindestens eine Konstante, ein mindestens un�ares Funkti-onszeichen und ein bin�ares Funktionszeichen +. ACI(+) bezeichne die Axiome der Assoziati-vit�at, Kommutativit�at und Idempotenz von +:x+ y = y + x(x+ y) + z = x+ (y + z)x+ x = xDann ist das �3 Fragment der Theorie Th(T (�; ;)=ACI(+)) sowie das �3 Fragment der Theo-rie Th(T (�; X)=ACI(+)) unentscheidbar.Wir zeigen nun, da� das �4 Fragment der Theorie einer partiellen lexikographischen Pfadord-nung im allgemeinen unentscheidbar ist.Satz 11 Es gibt eine Signatur � und eine partielle Ordnung � auf den Funktionszeichen von �,so da� das �4 Fragment der Theorie der Grundtermalgebra T (�; ;)=;mit der lexikographischenPfadordnung �lpo unentscheidbar ist. 127



8 UNENTSCHEIDBARKEIT VON THMBeweis: Wir betrachten die folgende pr�adikatenlogische Sprache:F := h�(0); a(1); b(1); e(1); l(1); h(3)iP := h=(2);�(2)i:I sei die Grundtermalgebra T (�; ;)=; wobei � als die von der folgenden partiellen Ordnung �erzeugte lexikographische Pfadordnung �lpo interpretiert wird:� � a � b � h � ( lee und l sind also unvergleichbar bez�uglich �.�; is-�; finite und v �ubernehmen wir aus Beispiel (1). Eine P Konstruktion repr�asentierenwir nun durch zwei Listen von markierten Worten, jeweils eine f�ur die ersten und die zweitenKomponenten der Konstruktion. Die Markierungen stellen die Verbindung der zugeh�origenKomponenten her, sind aber auch f�ur die Realisierung der Elementrelation von Bedeutung.Wir ordnen zun�achst jeder nichtleeren Folge s = (ui)i=1;...;n den Term �(s) zu, wobei � wie folgtde�niert ist (siehe auch Abbildung 31):�((ui)i=k...n) = ( � falls k > nh(l(ak�1(�)); e(�(un)); �((ui�1)i=k+1...n)) anderenfallsund mit Hilfe von �:  ((ui; vi)i=1;...;n) := (�((ui)i=1;...;n); �((vi)i=1;...;n))Wir benutzen die folgende tempor�are De�nition:(y)in(x)at(z) := h(l(z); e(y); �)� x ^ (44)8y0:h(l(z); e(y0); �) � x � y0 � y (45)Damit k�onnen wir nun in de�nieren:(y1; y2)in(x1; x2) := 9z:(y1)in(x1)at(z) ^ (y2)in(x2)at(z)Der Kern des Beweises der Bedingung [IN] ist das folgende Lemma:Lemma 47 Es sei s = (ui)i=1...n eine nichtleere, bzgl. / wachsende Folge �uber fa; bg�. Dannsind f�ur alle t; t0 2 T (f�; a; bg) die beiden folgenden Aussagen �aquivalent:1. I j= [t]in[�(s)]at[t0]2. es gibt ein j 2 f1; . . . ; ng mit t0 = an�j(�) und t = uj128



8.2 Simulation von P -Konstruktionenh� � �la0(�) e�(un)P P P P P P P P P h� � �la1(�) e�(un�1)P P P P P P P P P P h� � �lan�1(�) e�(u1)@ @ @ �Abbildung 31: Der Term �((ui)i=1...n) kodiert die Folge (ui)i=1...nBeweis: [von Lemma 47] Zun�achst ben�otigen wir eine einfache Eigenschaft der lexikographi-schen Pfadordnung:(*) Falls t1 �lpo t2, dann gibt es f�ur jedes in t1 vorkommende Funktionszeichen f ein Funk-tionszeichen g mit Vorkommen in t2 und f � g.Es sei nun h(l(t0); e(t); �) �lpo �((ui)i=k...n). Gem�a� der De�nition der lexikographische Pfa-dornung gibt es vier M�oglichkeiten:1. h(l(t0); e(t); �)�lpo l(ak�1(�)) oder h(l(t0); e(t); �) �lpo e(un) oder2. h(l(t0); e(t); �)�lpo �((ui�1)i=k+1...n) oder3. l(t0) = l(ak�1(�)) und e(t) �lpo e(un) oder4. l(t0) �lpo l(ak�1(�)) und e(t) �lpo �((ui)i=k...n)Die erste M�oglichkeit scheidet auf Grund von (*) aus. Aus dem gleichen Grunde ist (4) nurm�oglich, falls e(t) �lpo e(uj) f�ur ein j 2 fk; . . . ; ng. Mit Hilfe von Induktion in Fall (2) unddurch Anwendung von (*) erhalten wir speziell f�ur k = 1:(**) Falls h(l(t0); e(t); �) �lpo �((ui)i=1...n), dann gibt es i; i0 mit 1 � i0 � i � n, so da� t0 �lpoan�i(�) und t �lpo ui0 .(1) ) (2): Es sei I j= (t)in(�(s))at(t0). Wegen (**) gibt es i; i0 mitt0 �lpo an�i(�) 129



8 UNENTSCHEIDBARKEIT VON THMt �lpo ui0und 1 � i0 � i � n. Da es kein nicht-konstantes Funktionszeichen kleiner als a gibt, mu� t0von der Form an�j(�) mit i � j � n sein. Es ist alsot �lpo ui0 �lpo ui �lpo ujAndererseits folgt aus der Konstruktion von �(s), da�h(l(an�j(�)); e(uj); �) �lpo �(s)und mit (45) folgt uj �lpo t. Aus der Antisymmetrie von �lpo erhalten wir t = uj .(2) ) (1): (44) folgt direkt aus der De�nition von �(s). es sei alsoh(l(am�j(�)); e(t0); �) �lpo �(s)Wegen (**) gibt es i; i0 mit 1 � i0 � i � n undam�j(�) �lpo am�i(�)t0 �lpo ui0Dies ist nur m�oglich, wenn j � i, und wir erhaltent0 �lpo ui0 �lpo ui �lpo uj = t 2Die Bedingung [IN] folgt sofort aus Lemma 47 und der De�nition von in. 2Die Aufteilung der P -Konstruktion in zwei Listen war, genau genommen, nicht wesentlichf�ur den Beweis. Wir k�onnten den Unentscheidbarkeitsbeweis auch mit einer Simulation derP Konstruktion als einer Liste von Paaren von Worten f�uhren. Dazu m�u�ten wir aber einweiteres bzgl. � maximales Funktionszeichen einf�uhren, dies w�urde also zu einer \weniger"totalen Ordnung und somit zu einem schw�acheren Resultat f�uhren. Aber auch bei diesemAnsatz w�aren die Markierungen l(ai(�)) nicht �uber
�ussig, da wir sie in der De�nition von inzur Formulierung der Maximalit�atsbedingung ben�otigen.Es sei hier angemerkt, da� wir mit einem vollkommen analogen Beweis auch die Unentscheid-barkeit des �4 Fragments einer partiellen Multimengen Pfadordnung zeigen k�onnen.Wenn wir die Quantoralternierungen in dem Satz solvableP betrachten, stellen wir fest,da� solvableP auf jeden Fall zumindest in dem �3-Fragment enthalten sein mu�. Dies istein grunds�atzliches Problem der hier vorgestellten Methode, da wir solvableP nach dem Mu-ster 9s � � � 8(s1; s2) 2 s � � �9(s3; s4) 2 s � � �konstruiert haben. Im allgemeinen ist die Formel in, gemessen an der Anzahl der Quantoral-ternierungen, die \teuerste" Formel. Nur falls es uns gelingt, eine passende Formel in in �1zu �nden, und falls uns die Formeln des Datentyp Worte keinen Strich durch die Rechnungmachen, erhalten wir wirklich die Unentscheidbarkeit f�ur das �3 Fragment der Theorie.130



8.2 Simulation von P -Konstruktionen8.2.2 Direkte Simulation von FolgenIn einigen F�allen ist es m�oglich, diese Beschr�ankung durch eine direkte Simulation der Folgenzu �uberwinden. Wir m�ussen dazu aber jetzt drei Operationen des Datentyps Folgen in derLogik durch Formeln repr�asentieren. Da wir nun mehrere Operationen betrachten, m�ussen wirnun, anders als im vorhergehenden Abschnitt, weitere Bedingungen an die die Operationenrepr�asentierenden Formeln stellen.Die Formeln, die wir f�ur jeden Anwendungsfall �nden m�ussen, sind die folgenden:� nonempty(x)� (y1; y2; x0)sub-of(x)� (y1; y2)head-of(x)Die beabsichtige Bedeutung der Formel nonempty sollte aus dem Namen ersichtlich sein, dieFormel (y1; y2; x0)sub-of(x) soll ausdr�ucken, da� die Folge mit erstem Element (y1; y2) und Restx0 ein Su�x von x ist, und (y1; y2)head-of(x) soll bedeuten, da� (y1; y2) das erste Element derFolge x ist.Die zum vorigen Abschnitt analoge De�nition von constrP ist nun:constrP (x) := 8y1; y2; x0:(y1; y2; x0)sub-of(x) �fis-�(y1)^ is-�(y2)g _fnonempty(x0) ^ 8y3; y4:(y3; y4)head-of(x0) � one-stepP (y1; y2; y3; y4)gund der Satz solvableP ist de�niert als:solvableP := 9x; y:constrP (x)^ (y; y)head-of(x)^ finite(y)^ :is-�(y)Im Gegensatz zu Abschitt 8.2.1, wo wir eine Richtung unseres angestrebten Satzes, n�amlich dievon Korollar 9, bereits aus den Eigenschaften der Worte bekamen, m�ussen wir nun mit einigenBedingungen die Beziehung der verschiedenen Formeln untereinander regeln:[NH] I j= 8x:nonempty(x) � 9y1; y2:(y1; y2)head-of(x)[HS] I j= 8x; y1; y2:(y1; y2)head-of(x) � 9x0:(y1; y2; x0)sub-of(x)[HSH] I j= 8x; x0; y1; y2; y3; y4:(y1; y2; x0)sub-of(x) ^ (y3; y4)head-of(x0) �9x00:(y3; y4; x00)sub-of(x)An diese Stelle k�onnte man anmerken, da� wir [NH] auch als De�nition von nonempty h�attennehmen k�onnen, indem wir das Implikationzeichen durch eine �Aquivalenz ersetzen. In diesemFall blieben nur noch die Bedingungen [HS] und [HSH] zu beweisen. Es ist nat�urlich auch indem oben gew�ahlten Ansatz m�oglich, nonempty einfach durch head-of zu de�nieren. Dar�uberhinaus erlauben wir aber auch eine separate De�nition von nonempty, diese erm�oglicht unterUmst�anden eine Reduzierung der Quantoralternierungen, wie wir an Satz 16 sehen werden.Mit Hilfe dieser Eigenschaften k�onnen wir nun ein zu Lemma 45 analoges Lemma zeigen: 131



8 UNENTSCHEIDBARKEIT VON THMLemma 48 F�ur alle r1; r2; u; s; s0 2 I mit (r1; r2) <� (u; u) undI j= finite[u]I j= constrP [s]I j= [r1; r2; s0]sub-of[s]gilt: Falls [INJ], [EPS], [CON], [NOE], [NH] und [HSH] erf�ullt sind, dann ist (r1; r2) 2 �(��)��(��) und ��1(r1; r2) ist P -konstruierbar.Beweis: Wir verwenden, mit der gleichen Begr�undung wie in Lemma 45, noethersche Induk-tion �uber (r1; r2).Falls I j= is-�[r1] ^ is-�[r2], dann folgt aus [EPS] da� (r1; r2) = �(�; �).Anderenfalls gilt I j= nonempty[s], also gibt es wegen [NH] r3; r4 2 I mit I j= [r3; r4]head-of[s].Der zweite Fall der De�nition von constrP tri�t hier zu, also gilt I j= one-stepP [r1; r2; r3; r4],und damit (r3; r4) < (r1; r2) <� (u; u)Wegen [HSH] gibt es ein s00 2 I mit I j= [r3; r4; s00]sub-of[s], also k�onnen wir die Induktions-annahme auf (r3; r4) anwenden. Die Behauptung folgt dann aus [CON] und der De�nition vonone-stepP . 2Korollar 10 Wenn [INJ], [EPS], [CON], [NOE], [NH], [HSH] und [HS] erf�ullt sind, dann giltI j= solvableP ) P ist l�osbarUm die Gegenrichtung von Korollar 10 zu zeigen, k�onnten wir zun�achst wie in Abschnitt 8.2.1eine Kodierungsfunktion, die M in I abbildet, verlangen. Dies w�urde auch in den meisten F�allenausreichen, wir k�onnen die Anforderungen an die Kodierung aber noch weiter abschw�achen.Es gen�ugt n�amlich, eine Funktion zu �nden, die jede Folge s auf eine \private" Kodierung derMenge der Teilfolgen von s abbildet: 2 Ys2M(f0; . . . ; lth(s)g ! I)Wir m�ussen nun noch die Bedingungen angeben, die die Formeln nonempty, sub-of undhead-of mit der Kodierung in Beziehung setzen:F�ur alle s 2M;n � lth(s):[NIL] I j= nonempty[ (s)(n)] genau dann, wenn n 6= 0[HEA] I j= [r1; r2]head-of[ (s)(n)] genau dann, wenn n � 1 und (r1; r2) = �(s(n))[SUB] I j= [r1; r2; t]sub-of[ (s)(lth(s))] genau dann, wenn es ein i 2 f1; . . . ; lth(s)g gibt mit(r1; r2) = �(s(i)) und t =  (s)(i� 1)132



8.2 Simulation von P -Konstruktionenf� � ��(ui) �(ui)P P P P P P P P P f� � ��(ui�1) �(vi�1)P P P P P P P P P P f� � ��(u1) �(v1)@ @ @ �Der Term  ((uj; vj)j=1...n)(i) kodiert die Teilfolge (uj ; vj)j=1...i der Folge (uj ; vj)j=1...n f�ur 1 �i � n Abbildung 32: Kodierung von Folgen f�ur Satz 13Lemma 49 Wenn [EPS], [CON], [FIN], [NIL], [HEA] und [SUB] erf�ullt sind, dann giltP ist l�osbar ) I j= solvablePSatz 12 fa�t die in diesem Abschnitt entwickelte Methode zusammen:Satz 12 Es sei � eine pr�adikatenlogische Sprache und I ein � -Modell. Falls es Kodierungs-funktionen �,  und Formeln is-�, v, nonempty, finite, head-of und sub-of gibt, so da� dieBedingungen [INJ], [EPS], [CON], [NOE], [NH], [HS], [HSH], [FIN], [NIL], [HEA] und [SUB]erf�ullt sind, dann ist Th(I) unentscheidbar.Zun�achst wollen wir demonstrieren, wie das in [Ven87] gegebene Unentscheidbarkeitsresultatin den von uns vorgestellten Rahmen pa�t:Satz 13 ([Ven87]) Das �2 Fragment der Theorie einer Grundtermalgebra mit dem Teilterm-pr�adikat ist unentscheidbar, falls die Signatur mindestens eine Konstante, zwei un�are und eintern�ares Funktionszeichen enth�alt.Beweis: Wir verwenden die Darstellung der Terme wie in Beispiel (1). Die Kodierungsfunk-tion  (s)(i) w�ahlen wir wie folgt (siehe auch Abbildung 32): (s)(i) := ( � falls i = 0f(�(ui); �(vi);  (s)(i� 1)) anderenfalls 133



8 UNENTSCHEIDBARKEIT VON THMund die Formeln f�ur die Operationen auf Folgen:(y1; y2)head-of(x) := 9x0:x = f(y1; y2; x0)(y1; y2; x0)sub-of(x) := f(y1; y2; x0) � xnonempty(x) := 9y1; y2; x0:x = f(y1; y2; x0)Wir k�onnen nun eine Quantoralternierung des Satzes solvableP einsparen, indem wir eine zunonempty �aquivalente �1-Formel angeben:nonempty(x) := x 6= � ^ 8x0:x 6= a(x0) ^ x 6= b(x0) 2Dieses Ergebnis l�a�t sich leicht auf die Algebra der endlichen und unendlichen Terme erweitern.Dazu benutzen wir den gleichen Beweis wir f�ur Satz 13, aber mit der Simulation der Worte wiein Beispiel (3):Satz 14 Das �2 Fragment der Theorie von T 1(�; ;) mit dem Teiltermpr�adikat ist unent-scheidbar, falls die Signatur � mindestens eine Konstante, zwei un�are und ein tern�ares Funk-tionszeichen enth�alt.Wie bereits angek�undigt, k�onnen wir das Resultat von Satz 13 versch�arfen:Satz 15 Das �2 Fragment der Theorie von T (�; ;) mit dem Teiltermpr�adikat ist unentscheid-bar, falls die Signatur � mindestens eine Konstante und ein mindestens bin�ares Funktionszei-chen enth�alt.Beweis: Die Darstellung der Worte entnehmen wir Beispiel (4). Die Kodierungfunktion f�urFolgen de�nieren wir nun als (siehe auch Abbildung 33): (s)(i) := ( � falls i = 0f(f(f(f( (s)(i� 1); �); �); �); f(�(ui); �(vi))) anderenfallsF�ur die Operationen auf Folgen benutzen wir nun(y1; y2)head-of(x) := 9x0:x = f(f(f(f(x0; �); �); �); f(y1; y2))(y1; y2; x0)sub-of(x) := f(f(f(f(x0; �); �); �); f(y1; y2)) � xnonempty(x) := 9y1; y2:(y1; y2)head-of(x)Auch hier k�onnen wir wieder eine Quantoralternierung in solvableP einsparen, indem wirnonempty in eine �aquivalente �1-Formel umwandeln. Eine solche Formel kann beispielsweisemit dem in [CL88] angegbenen Verfahren konstruiert werden. Diese �aquivalente Formel istin unserem Fall aber recht gro� und un�ubersichtlich, wir verzichten deshalb darauf, sie hierexplizit anzugeben. 2Wir zeigen nun, da� das �2 Fragment der Theorie einer Grundtermalgebra T (�; ;)=A moduloAssoziativit�at im allgemeinen unentscheidbar ist.134



8.2 Simulation von P -Konstruktionenf� � � @ @ @ @ @ @f� � � @ @ @f� � � @ @ @f� � � @ @ @f� � � @ @ @ @ @ @f� � � @ @ @f� � � @ @ @f� � � @ @ @� � � � � � � f� � � @ @ @�(ui) �(vi)
f� � � @ @ @�(u1) �(v1)Der Term  ((uj; vj)j=1...n)(i) kodiert die Teilfolge (uj ; vj)j=1...i der Folge (uj ; vj)j=1...n f�ur 1 �i � n Abbildung 33: Kodierung von Folgen f�ur Satz 15Satz 16 Die Signatur � enthalte mindestens eine Konstante, ein mindestens un�ares Funkti-onszeichen und ein bin�ares Funktionszeichen +. A(+) bezeichne das Axiom der Assoziativit�atvon +: (x+ y) + z = x+ (y + z)Dann ist das �3 Fragment der Theorie Th(T (�; ;)=A(+)) unentscheidbar. 135



8 UNENTSCHEIDBARKEIT VON THMBeweis: Wir betrachten die Signatur h�(0); f(1);+(2)iwobei + assoziativ ist. Die Simulationdes Datentyps Worte nehmen wir aus Beispiel (2) und  �ahnlich zu Satz 9: ((ui; vi)i=1;...;m)(j) := f(f(�(uj)) + f(f(�(vj)))) + � � �� � �+ f(f(�(u1)) + f(f(�(v1)))) + � (j � 1) ((ui; vi)i=1;...;m)(0) := �(y1; y2)head-of(x) := 9x0:x = f(f(y1) + f(f(y2))) + x0(y1; y2; x0)sub-of(x) := x = f(f(y1) + f(f(y2))) + x0 _9x00:x = x00 + f(f(y1) + f(f(y2))) + x0Die De�nition der Formel nonempty ist etwas umst�andlich, da wir eine zu9y1; y2(y1; y2)head-of(x)in T (�; ;)=A(+) �aquivalente �1-Formel �nden m�ussen. In der folgenden De�nition vonnonempty geben wir jeweils in geschweiften Klammern als Kommentar das Term-Muster an,da� von der bis dahin gegebenen Formel eingegrenzt wird:nonempty(x) := 8y1; y2; y3; y4:x 6= � ^ x 6= f(y1) ^ x 6= �+ y1 fx � f(z1) + z2g^ x 6= f(�) + y1 ^ x 6= f(f(y1)) + y2 fx � f(z1 + z2) + z3g^ x 6= f(�+ y1) + y2 fx � f(f(z1) + z2) + z3g^ x 6= f(y1 + y2 + y3) + y4 ^ x 6= f(y1 + �) + y2 fx � f(f(z1) + f(z2)) + z3g^ x 6= f(y1 + f(�)) ^ x 6= f(y1 + f(y2 + y3)) + y4 fx � f(f(z1) + f(f(z2))) + z3g 2In den bisherigen Anwendungen haben wir jeweils eine einheitliche Kodierung der Folgen be-nutzt. Unserere letzte Anwendung zeigt die Verwendung von \privaten" Kodierungen derTeilfolgen einer jeweiligen Folge. Wie bereits in der Einf�uhrung, Abschnitt 1.6, ausgef�uhrt, istdies ein k�unstliches Beispiel, das nur dazu dient, einen Aspekt der hier vorgestellten Methodezu illustrieren.Es sei F := h0(0); 1(0);+(2); �(2)i und P := h=(2);�(2)i. Wir betrachten das Modell N dernat�urlichen Zahlen. Bevor wir die Simulation der Worte in den nat�urlichen Zahlen angeben,ben�otigen wir zwei abk�urende Schreibweisen:a(t) := t+ tb(t) := t+ t+ 1Die Grundidee der Darstellung der Worte besteht darin, ein Wort �uber einem bin�aren Alphabetals Bin�arzahldarstellung einer nat�urlichen Zahl aufzufassen.�(�0 � � ��n) := �n(� � ��0(1)) � � �)is-�(x) := x = 1(y)�0 � � ��n(x) := y = �n(� � ��0(x)) � � �)finite(x) := True136



8.3 Abschlie�ende BemerkungenBeispielsweise ist �(aaaba) = 34, das ist 100010 in Bin�arschreibweise. Um Folgen darzustellen,benutzen wir G�odels �-Pr�adikat ([G�od31]):�(x1; x2; l; x) := 9q:x1 = q � (1 + (l+ 1) � x2) + x ^ x < 1 + (l+ 1) � x2Den Beweis der fundamentalen Eigenschaft des �-Pr�adikats �ndet man neben [G�od31] bei-spielsweise in [End72]:F�ur jede Folge a0; . . . ; an von nat�urlichen Zahlen gibt es Zahlen c; d, so da� f�ur allei � n: IG j= �[c; d; i; x] , x = aiDamit k�onnen wir nun die Kodierung der Folgen angeben: ((ui; vi)i=1;...;m)(j) := (c; d; 2 � j + 1)wobei c; d die der Folge (0; 0; �(u1); �(v1); . . . ; �(um); �(vm))entsprechenden Werte sind.nonempty(c; d; n) := n � 1(y1; y2)head-of(c; d; n) := �(c; d; n+ n; y1)^ �(c; d; n+ n + 1; y2)(y1; y2; (c0; d0; n0))sub-of(c; d; n) := c0 = c ^ d0 = d ^ n0 < n ^ (y1; y2)head-of(c0; d0; n0 + 1)Als Ergebnis erhalten wir hier also die Unentscheidbarkeit des �2 Fragments der vollst�andigenZahlentheorie. Man beachte, da� der Bildbereich von � die Menge N n f0g ist, damit sindinsbesondere � und  nicht disjunkt.8.3 Abschlie�ende BemerkungenIn den beiden vorhergehenden Abschnitten haben wir zwei Methoden f�ur Unentscheidbarkeits-beweise vorgestellt. W�ahrend die erste Methode f�ur Modelle mit \ungeordneten" Tr�agermen-gen wie beispielsweise die Quotiententermalgebra modulo AC angebracht ist, pa�t die zweiteMethode besser auf Modelle mit einem Ordnungskonzept. Angesichts der Tatsache, da� diezweite Methode Unentscheidbarkeitsresultate von kleineren Fragmenten als die erste Methodeerm�oglicht, stellt sich hier die Frage, warum wir die zweite Methode nicht f�ur den Beweis vonSatz 11 verwandt haben.Der Grund daf�ur ist, da� wir die potentiell geringere Anzahl von Quantoralternierungen bei derzweiten Methode nur dann wirklich aussch�opfen k�onnen, wenn wir wirklich einfache Formelnnonempty, sub-of und head-of mit den geforderten Eigenschaften �nden k�onnen. Genauererhalten wir eine Formel solvableP in �3 genau dann, wenn nonempty im �2 [ �1 Fragmentund sowohl sub-of als auch head-of im �1 [ �2 Fragment enthalten sind. Voraussetzung ist137



8 UNENTSCHEIDBARKEIT VON THMdabei, da� die Formeln is-�, v und finite keine weiteren Quantoralternierungen verursachen,wovon wir im allgemeinen auch ausgehen k�onnen. Im Falle von Satz 11 ist es uns jedochnicht gelungen, hinreichend einfache Teilformeln zu �nden, die mit der zweiten Methode zurUnentscheidbarkeit eines kleineren Fragments als �4 gef�uhrt h�atten.An dieser Stelle m�ochten wir herausstellen, da� die hier vorgestellte Methode einige Eigen-schaften einer Reduktion, die man vielleicht erwartet h�atte, nicht erfordert. Damit m�ochtenwir zeigen, da� eine systematische Untersuchung der R�uckf�uhrungsbeweise zu einer Vereinfa-chung f�uhrt, da sie die kritischen Punkte eines solchen Beweises lokalisiert.� Wir ben�otigen keine allgemeine bin�are Operation f�ur die Konkatenation zweier Worte.� Die Kodierungen von Worten und Folgen m�ussen nicht disjunkt sein.� Es ist nicht erforderlich, die Bildbereiche der Kodierungen � und  durch Formeln zubeschreiben. Insbesondere ist es nicht notwendig, mit einer Formel auszudr�ucken, da� dieElemente einer Folge tats�achlich Worte sind.� Eine explizite Charakterisierung der endlichen Folgen ist nicht notwendig.Der Unentscheidbarkeitsbeweis von [Ven87] benutzt hingegen Teilformeln, die explizit den Auf-bau der Terme, die P Konstruktionen repr�asentieren sollen, reglementieren. In dem hier vor-gestellten Ansatz ist dies nicht notwendig, wir erhalten daher einen einfacheren Beweis vonVenkataramans Resultat.Der Ausgangspunkt unserer Untersuchungen war das Postsche Korrespondenzproblem. F�urR�uckf�uhrungsbeweise dieser Art kommen nat�urlich auch andere unentscheidbare Probleme inFrage (siehe [Dav77]). Man k�onnte beispielsweise das uniforme Halteproblem f�ur Turingma-schinen mit der folgenden Idee auf das Entscheidungsproblem einer Theorie zur�uckf�uhren: EineBerechnung einer Turingmaschine terminiert, falls es eine endliche Folge von Kon�gurationengibt, von denen die erste und die letzte von einer ausgezeichneten Form und jeweils zwei benach-barte durch eine Art von lokaler Transformation verkn�upft sind. Eine Kon�guration k�onnen wirnun als Paar von Worten darstellen, n�amlich jeweils als das Wort rechts, bzw. links vom Kopf.Die ben�otigten Datentypen (Worte und Folgen) w�aren hier also im Prinzip die gleichen wie imPostschen Korrespondenzproblem. Wir haben uns hier f�ur das Postsche Korrepondenzproblementschieden, da dies zu einer einfacheren Darstellung f�uhrt.Ein anderes beliebtes unentscheidbares Problem ist die vollst�andige Zahlentheorie, d. h. dieTheorie des Modells der nat�urlichen Zahlen. Man kann beispielsweise das Resultat von [Mat70]�uber die Unentscheidbarkeit von Hilberts Zehnten Problem benutzen und das �1 Fragmentder vollst�andigen Zahlentheorie auf die Theorie des fraglichen Modells reduzieren. Tats�achlichwurde eine solche Technik bereits in [Qui46] benutzt. Dort wurde die vollst�andige Zahlentheorieauf die Theorie der Konkatenation von Worten �uber dem bin�aren Alphabet fa; bg zur�uckgef�uhrt.Die Zahl n wird dabei in das aus n a's bestehende Wort kodiert, so da� die Addition zweierZahlen gerade der Konkatenation zweier Worte entspricht. Zur Darstellung der Multiplikationwerden aber Listen von Tupeln von Worten ben�otigt. Die Idee hierbei ist es in einem gewissen138



8.3 Abschlie�ende BemerkungenSinne, die Multiplikation durch Angabe einer Berechnungsfolge auszudr�ucken. Somit scheintdiese Technik unserer sehr �ahnlich zu sein, der springende Punkt bei [Qui46] ist jedoch, da� eineallgemeine bin�are Konkatenation in dem betrachteten Modell zur Verf�ugung steht, so da� keineQuantoren f�ur die Darstellung der Addition ben�otigt werden. In den hier betrachteten Anwen-dungen haben wir aber meist nur eine oder mehrere einstellige \Nachfolgerfunktionen" zurVef�ugung, so da� wir alleine schon f�ur die Addition eine Listenkonstruktion und Quantorenben�otigen w�urden.Wir wollen nun abschlie�end zeigen, da� die Theorie einer Grundtermalgebra modulo AC ineinem bestimmten Spezialfall entscheidbar ist:Satz 17 Es sei � eine Signatur der Form� = hc1(0); . . . ; cn(0);+(2)iund AC(+) die Axiome der Assoziativit�at und Kommutativit�at von +.Dann ist Th(T (�; ;)=AC(+)) entscheidbar.Der Beweis verallgemeinert die Beobachtung von [Com88], da� diese Algebra im Falle einerKonstanten isomorph ist zum Modell der Presburger Arithmetik.Beweis: Die Algebra T (�; ;)=AC(+) ist o�enbar zu der folgenden Algebra Nn isomorph:� die Tr�agermenge von Nn ist Nn, d. h. die Menge der n-Tupel von nat�urlichen Zahlen,� + wird als die komponentenweise Addition von Tupeln von nat�urlichen Zahlen interpre-tiert, und� einer Konstanten ci wird der Wert(0; . . . ; 0;1; 0; . . . ; 0)"Position izugewiesen.Es sei nun �0 die Signatur der Presburger Arithmetik, d.h. �0 = h0(0); 1(0);+(2)i, und N dasModell der Presburger Arithmetik. Wir geben nun eine e�ektive Transformation von Th(Nn)auf Th(N) an. Da Th(N) entscheidbar ist ([Pre29]), folgt hieraus die Entscheidbarkeit vonTh(Nn) = Th(T (�; ;)=AC(+).Es sei X eine �-Variablenmenge und X0 := fxi j x 2 X; 1 � i � ng. Wir de�nieren�i: T (�; X)! T (�0; X0) f�ur 1 � i � n und  :Sen(�; X)! Sen(�0; X) durch�i(x) = xi�i(cj) = ( 1 falls i = j0 falls i 6= j�i(t+ r) = �i(t) + �i(r) 139



8 UNENTSCHEIDBARKEIT VON THM (t = r) = �1(t) = �1(r)^ . . .^ �n(t) = �n(r) (:w) = : (w) (w1 ^ w2) =  (w1) ^  (w2) (9x : w) = 9x1; . . . ; xn :  (w)Man sieht nun leicht, da� Nn j= w genau dann gilt, wenn N j=  (w). 2In Abschnitt 1.6 haben wir einige in Bezug auf diese Arbeit interessante Entscheidbarkeits- undUnentscheidbarkeitsresultate erw�ahnt. Im Falle der Theorie einer Grundtermalgebra mit demTeiltermpr�adikat ist es uns gelungen, einen vollst�andigen �Uberblick �uber die entscheidbaren unddie unentscheidbaren F�alle zu bekommen. Bei anderen Theorien bleiben aber noch L�ucken, wirnennen hier deshalb einige (Klassen von) Fragmenten von Theorien, f�ur die die Entscheidbarkeitnoch ein o�enes Problem ist:� Das �2-Fragment der Theorie einer Grundtermalgebra modulo AC, wobei die Signaturmindestens eine Konstante, ein nicht nullstelliges Funktionszeichen und ein bin�ares ACFunktionszeichen enth�alt.� Fragmente mit mindestens einer Quantoralternierung der Theorie einer Grundtermal-gebra mit einer totalen lexikographischen Pfadordnung. Die Entscheidbrakeit des �1Fragments wurde in [Com90b] gezeigt, siehe auch [JO91] f�ur Erweiterungen.� Fragmente mit h�ochstens zwei Quantoralternierungen der Theorie einer Grundtermalge-bra mit einer partiellen lexikographischen Pfadordnung. Unser Resultat (Satz 11) zeigtnur die Unentscheidbarkeit des �4-Fragments.
140



9 Beziehungen zwischen j= und [mj=In den vergangenen Abschnitten haben wir den Begri� der schw�achsten Parameterbedingungeines Satzes bzgl. eines Moduls und eines Domainoperators untersucht. Dabei handelt es sichum eine \starke" Verbindung zwischen unserer Logik und der Pr�adikatenlogik erster Stufe, denneine schw�achste Parameterbedingung eines Satzes w stellt in gewissem Sinne eine �aquivalente�Ubersetzung von w in die Pr�adikatenlogik erster Stufe dar. Falls ein Modul m die Eigenschafthat, da� jeder Satz w 2 Senm eine =f ; m-schw�achste Parameterbedingung hat, dann besitzt[mj= die gleiche Aussagekraft wie j=. Wir haben gesehen, da� dies im allgemeinen nicht derFall ist. Wir werden deshalb in diesem Kapitel schw�achere Beziehungen zwischen [mj= und j=untersuchen.Im Bereich der Hoare Logik f�ur die partielle Korrektheit von Programmen hat sich der Begri�der schw�achsten ausdr�uckbaren Parameterbedingung ([Sie82]) als eine n�utzliche Abschw�achungdes Begri�es der schw�achsten Parameterbedingung erwiesen. Wir f�uhren deshalb in Ab-schnitt 9.1 die analoge Verallgemeinerung an unserem Begri� der schw�achsten Parameterbe-dingung durch.In Abschnitt 9.2 betrachten wir dann einige andere m�ogliche Zusammenh�ange zwischen j= und[mj=. Dabei werden wir auch eine hinreichende und notwendige Bedingung f�ur die Existenzvon spabs erhalten.9.1 Schw�achste ausdr�uckbare ParameterbedingungenEine schw�achste ausdr�uckbare Parameterbedingung eines Satzes w ist in gewissem Sinne einminimales Element der Menge der Parameterbedingungen von w:De�nition 35 Es sei m ein Modul mit Signatur (�P ;�E), = ein Domainoperator und w 2Senm. Ein Satz v 2 PSenm ist eine =; m-scw�achste ausdr�uckbare Parameterbedingung vonw, abgek�urzt sapab, falls� v eine =; m-Parameterbedingung von w ist und� =�P j= v0 � v f�ur alle =; m-Parameterbedingungen v0 von w gilt.Die n�achsten beiden Lemmata folgen unmittelbar aus De�nition 35:Lemma 50 Schw�achste ausdr�uckbare Parameterbedingungen sind bis auf �Aquivalenz eindeutig,das hei�t: Sei m ein Modul mit Signatur (�P ;�E), = ein Domainoperator und w 2 Senm.Dann gilt f�ur alle =; m-schw�achsten ausdr�uckbaren Parameterbedingungen v1; v2 2 PSenm vonw: =�P j= v1 �� v2.Der Begri� der schw�achsten ausdr�uckbaren Parameterbedingung verallgemeinert den Begri�der schw�achsten Parameterbedingung: 141



9 BEZIEHUNGEN ZWISCHEN j= UND [mj=Lemma 51 Es sei m ein Modul mit Signatur (�P ;�E), = ein Domainoperator und w 2 Senm.Jede =; m-spab von w ist auch eine =; m-sapab von w.Wir werden sp�ater (Theorem 18) sehen, da� eine sapab auch dann noch existieren kann, wennes keine spab mehr gibt.Im Vergleich zu einem Beweis, da� zu einem Satz w eine spab nicht existiert, ist ein Beweisder Nichtexistenz einer sapab mit einer prinzipiellen Schwierigkeit verbunden: Im Fall derspab k�onnen wir die Tatsache ausnutzen, da� wir die Klasse der Modelle (im Sinne von j=)einer spab von w genau kennen, dies sind n�amlich gerade die Modelle (im Sinne von [mj=) desSatzes w. Wir k�onnen somit die bekannten Eigenschaften (insbesondere die Kompaktheit) derPr�adikatenlogik erster Stufe benutzen, um die Nichtexistenz einer spab zu beweisen. Im Falleder sapab ist die Sache nicht so einfach, denn die Klasse der Modelle (im Sinne von j=) einersapab von w ist im allgemeinen nur eine Teilklasse der Klasse der Modelle von w im Sinnevon [mj=. Um eine echte Teilklasse handelt es sich dabei genau dann, wenn eine spab nichtexistiert. Das n�achste Lemma gibt ein Beweisprinzip f�ur die Nichtexistenz einer sapab. AufGrund von Lemma 51 kann diese Methode auch dazu benutzt werden, die Nichtexistenz einerspab zu beweisen.Lemma 52 Es sei m ein Modul mit Signatur (�P ;�E), = ein Domainoperator und w 2 Senm.m0 sei eine Erweiterung von m mit Signatur (�Q;�F ) um eine Menge von Konstanten undT � PSenm0 mit1. F�ur jede in =�Q konsistente Vervollst�andigung R � PSenm0 von T in =�Q gibt es einA0 2 =�Q mit A0 [mj= R [ f:wg und2. f�ur jede endliche Teilmenge N � T gibt es eine =; m-Parameterbedingung v0 2 PSenmvon w, so da� N [ fv0g konsistent in =�Q ist.Dann gibt es keine =; m-sapab von w.Beweis: Wir nehmen an, v w�are eine =; m-sapab von w. Da =�P j= v0 � v f�ur jede =; m-Parameterbedigung v0 von w, gilt wegen der Erweiterungseigenschaft von = auch =�Q j= v0 � v.Also ist mit Annahme (2) f�ur jede endliche Teilmenge N von T die Menge N [fvg konsistent in=�Q . Auf Grund der Kompaktheit von =�Q ist dann auch T [fvg konsistent in =�Q , das hei�tes gibt ein A 2 =�Q mit A j= T [ fvg. Da Th(A) eine in =�Q konsistente Vervollst�andigungvon T ist, hat nun nach (1) Th(A) ein Modell A0 2 =�Q mit A0 [m0j= :w, und wegen derErweiterungseigenschaft von = gilt dann auch A0 j�P [mj= :w.Dies widerspricht unserer Annahme, da� v 2 Th(A j�P ) = Th(A0 j�P ) eine =; m Parameter-bedingung von w ist. 2Wir demonstrieren diese Beweistechnik an einem Beispiel:Lemma 53 m sei das Modul aus Abbildung 8, Seite 57, undw := 8x 2 elem : isstandard(x) = true142



9.1 Sapab's1. Es gibt keine =st; m-sapab von w2. Es gibt keine =st; m-sapab von :wBeweis: �P bezeichne die Parametersignatur von m. F�ur beide Behauptungen benutzen wirLemma 52 .(1): Wir de�nieren m0 als die Erweiterung von m um die Konstante a :! elem. �Q := �P [fag.F�ur jedes i � 0 sei ri := îj=0 predj(a) 6= 0ri dr�uckt aus, da� die Auswertung von isstandard(a) nach i rekursiven Aufrufen von isstandardnoch nicht terminiert hat. Es sei N := Si�0 ri. In jedem Modell A von N in =st�Q giltA [mj= isstandard(a) = ?und daher auch A [mj= :w, somit ist insbesondere auch die erste Bedingung von Lemma 52erf�ullt.Zum Beweis der zweiten Bedingung betrachten wir f�ur ein beliebiges i � 0vi := 8x 2 elem : i_j=0 predj(x) = 0Jedes vi ist eine =st; m-Parameterbedingung von w. F�ur eine endliche Teilmenge T 2 N seii der gr�o�te Index der in T vorkommenden rj. Dann ist N [ fvi+1g konsistent in =st�Q , einModell ist beispielsweise die Standardisierung der Algebra Nati+1, de�niert durch:elemNati+1 := f0; . . . ; i+ 1g0Nati+1 := 0aNati+1 := i+ 1predNati+1(x) := ( x� 1 falls x 6= 00 falls x = 0(2): F�ur diesen Teil des Beweises ben�otigen wir keine Erweiterung des Modules m, es sei alsom0 := m. Wir de�nierenri := 8x 2 elem : x 6= 0 � predi(x) 6= x (i � 1) (46)A := f pred(0) = 0 ; (47)9x 2 elem:x 6= 0 ^ pred(x) = 0 ; (48)8x 2 elem : 9y 2 elem : x = pred(y) ; (49)8x1; x2 2 elem : (pred(x1) = pred(x2) ^ pred(x1) 6= 0 � x1 = x2) g (50)143



9 BEZIEHUNGEN ZWISCHEN j= UND [mj=und N := fAg [ fri j i � 1gN ist konsistent in =st�P , ein Modell ist beispielsweise die Standardisierung der Algebra dernat�urlichen Zahlen (mit pred(0) = 0). Um zu zeigen, da� N nur unendliche Modelle in =st�Phat, konstruieren wir in einem beliebigen Modell B von N induktiv eine unendliche Mengefei j i 2 Ng von Elementen mit e0 = 0B, ei 6= 0B f�ur i � 1 und pred(ei+1) = ei f�ur alle i.Wir w�ahlen e0 = 0B und de�nieren e1 als ein von 0B verschiedenes Element mit pred(e1) = 0B,das es wegen Axiom (48) geben mu�. Falls wir ei bestimmt haben, w�ahlen wir f�ur ei+1 einElement mit predB(ei+1) = ei, ein solches Element mu� es nach Axiom (49) geben. Da ei 6= 0B,ist wegen Axiom (47) auch ei+1 6= 0B. Damit ist nach Konstruktion und Axiom (46) ei+1 6= ejf�ur alle j � i.Eine Untersuchung der Modelle von N �ahnlich zu Theorem 31C in [End72] zeigt, da� alleModelle von N in =st�P der Kardinalit�at @1 aus genau einer Kopie der nat�urlichen Zahlen plus@1 vielen Kopien der ganzen Zahlen, (Z-chains in [End72]) bestehen. Hierbei benutzen wir jetztauch das Axiom (50). Somit sind alle Modelle von N der Kardinalit�at @1 in =st�P isomorph. Ausdem  Lo�s-Vaught Test (Korollar 4) folgt dann, da� N eine vollst�andige Theorie ist. Damit hatjede Vervollst�andigung von N als ein Modell die Standardisierung der Algebra der nat�urlichenZahlen, in diesem Modell ist aber der Satz ::w, also w, g�ultig. Damit ist die erste Bedingungvon Lemma 52 bewiesen.Zum Beweis der zweiten Bedingung von Lemma 52 de�nieren wir nun f�ur jedes i � 1vi := 9x 2 elem : predi(x) = x ^ i�1̂j=0 predj(x) 6= 0Jedes vi ist eine =st; m-Parameterbedingung von w. F�ur eine endliche Teilmenge T � N sei ider gr�o�te Index der in T vorkommenden ri. Dann hat N [ fvi+1g ein Modell in =st, n�amlichdie Standardisierung der folgenden Algebra C:elemCi+1 := fni j i 2 Ng [ fc1; . . . ; ci+1g0Ci+1 := n0predCi+1(x) := 8>>><>>>: nj�1 falls x = nj ; j � 1n0 falls x = n0cj�1 falls x = cj ; 2 � j � i+ 1ci+1 falls x = c1 2144



9.2 Weitere Beziehungen9.2 Weitere BeziehungenSatz 18 Es sei m ein Modul mit Signatur (�P ;�E), = ein Domainoperator und w 2 Senm.Betrachte die folgenden Aussagen:1. Es gibt eine =; m-spab von w.2. F�ur alle C � =�P : C [mj= w =) Th(C)[ Thm(=�P ) j= w3. Es gibt eine =; m-sapab von w.4. F�ur alle A 2 =�P : A [mj= w =) Th(A)[ Thm(=�P ) j= w5. F�ur alle A;A0 2 =�P : A [mj= w ^ Th(A) = Th(A0) =) A0 [mj= wDann gelten die folgenden Implikationen:(3)(= (1)() (2) =) (4) =) (5)Es gelten keine weiteren Implikationen zwischen den Aussagen (1) - (5), au�er denen, die mitder Transitivit�at aus den obigen Implikationen folgen.Die Bedeutung von spabs und sapabs kennen wir bereits. (2) sagt aus, da� der in einer Klassevon Algebren bzgl. [mj= g�ultige Satz w bereits eine pr�adikatenlogische Folgerung aus der Theo-rie erster Stufe der Klasse und der Menge der m-allgemeing�ultigen S�atze ist. Aussage (4)schr�ankt dies auf einelementige Klassen von Algebren ein. (5) besagt, da� die m-G�ultigkeitvon w in einer Algebra nur abh�angt von der Theorie erster Stufe der Algebra.Beweis: Das folgende Diagramm stellt den \Plan" unseres Beweises dar. Ein Negationszeichen: an einem Pfeil bedeutet dabei, da� die Implikation in dieser Richtung nicht gilt, was wirdann jeweils durch Angabe eines Gegenbeispiels beweisen werden.(1) - (3)? 6 : 6 @ @ @ @ @R @@@@@I ::(2) - (4) -� : (5)(1)) (2):v sei eine =; m-spab von w. Wegen =�P [mj= v � w gilt dann (v � w) 2 Thm(=�P ). FallsC [mj= w, dann gilt wegen der De�nition von spab C j= v, also mit Hilfe der Schlu�regel derAussagenlogik (\modus ponens") Th(C)[ Thm(=�P ) j= w. 145



9 BEZIEHUNGEN ZWISCHEN j= UND [mj=PAR SORTS sOPNS a:! sb:! sf : s! sBODY FCTS g: s! boolPROG g(x) ( if x = a then trueelse g(f(x))Abbildung 34: Eine Modulde�nition f�ur den Beweis von Satz 18(2)) (1):Es sei C := fA 2 =�P j A [mj= wgNach Annahme gilt also Th(C)[Thm(=�P ) j= w. Auf Grund des Kompaktheitssatzes der Pr�adi-katenlogik erster Stufe gibt es dann eine endliche Teilmenge V � Th(C) mit V [Thm(=�P ) j= w.Wir zeigen, da� v := Vp2V p eine =; m-spab von w ist.Falls A j= v, dann gilt, da A [mj= Thm(=�P ), nach Konstruktion A [mj= w, also ist v eine=; m-Parameterbedingung von w. Falls andererseits A [mj= w f�ur ein A 2 =�P , dann giltwegen der De�nition von C: A 2 C, also A j= v (da v 2 Th(C)). Also ist v eine =; m-spabvon w.(1)) (3):Dies wurde in Lemma 51 gezeigt.(2)) (4):(4) ist nur ein Spezialfall von (2), f�ur eine gegebene Algebra A w�ahlen wir C := fAg.(4)) (5):Es sei A [mj= w und Th(A) = Th(A0). Nach Annahme gilt Th(A) [ Thm(=�P ) j= w, alsoTh(A0) [ Thm(=�P ) j= w und somit A0 [mj= w.(4) 6) (3):Betrachte das Modul m gem�a� Abbildung 34 und den Satz w := (g(b) = true). Analog zuLemma 53 k�onnen wir auch hier mit Hilfe von Lemma 52 zeigen, da� w keine =st; m sapab hat.Andererseits ist (4) erf�ullt, denn Thm(=st�P ) enth�alt alle S�atze der Art f i(b) = a � g(b) = truef�ur i 2 N. Falls nun f�ur eine Algebra A 2 =st�P A [mj= w gilt, dann gibt es ein i 2 N mitA j= f i(b) = a, also Th(A) [ Thm(=�P ) j= w.146



9.2 Weitere BeziehungenPAR SORTS sOPNS 0:! sf : s! s�: s; s! boolBODY FCTS r: s; s! boolPROG r(x; y) ( if x = y then trueelse r(f(x); y)Abbildung 35: Eine Modulde�nition f�ur den Beweis von Satz 18(3) 6) (5):Betrachte das Modul m aus Abbildung 35, � sei die Parametersignatur von m und T 2 PSenmbezeichne den folgenden Satz:8y 2 s : y 6= 0 � 9x 2 s : y = f(x)^ 8x; y 2 s : x 6= f(y) � (x � f(y)) = (x � y)^ 8x 2 s : x = 0 _ (x � 0) = false^ 8x; y 2 s : x = y � (x � y = true)^ 8x; y 2 s : x 6= y � (x � y) 6= (y � x)^ 8x; y; z 2 s : (x � y) = true ^ (y � z) = true � (x � z) = trueDie in den ersten drei Zeilen angegebenen Teilformel geben die Eigenschaften von 0, f und ��ahnlich wie in der Algebra der nat�urlichen Zahlen an. Die letzten drei Teilformeln besagen,da� � eine lineare Ordnung ist. Im Gegensatz zu Lemma 53 k�onnen wir den  Lo�s-Vaught Testzum Beweis der Vollst�andigeit von fTg nicht benutzen, da f�ur unendliche Kardinalzahlen Mo-delle dieser Kardinalit�at nun nicht mehr notwendig isomorph sind. Dies liegt daran, da� nunmit � eine \reichere" Struktur der Modelle vorliegt, insbesondere existieren nun auch Relatio-nen zwischen verschiedenen Ketten, w�ahrend im Beweis von Lemma 53 die einzelnen Kettenvollst�andig isoliert waren.Wir k�onnen aber mit einigen trivialen Modi�kationen des Beweises von Satz 32A in [End72]zeigen, da� fTg eine Quantoreliminierung f�ur die Klasse =st� erlaubt ([End72],[CK90]). Diesbedeutet insbesondere, da� T in =st� vollst�andig ist. Es sei nunw := T ^ 8x 2 s : r(0; x) = trueFalse ist nat�urlich eine =st; m-Parameterbedingung von w, wir zeigen da� es sogar bis auf�Aquivalenz die einzige =st; m-Parameterbedingung von w ist. Wir nehmen als an, v sei eine=st; m-sapab von w und A j= v. Dann gilt insbesondere A j= T . Es sei nun A0 die Standardi-sierung eines Nichtprimmodelles der Arithmetik. Es gilt A0 j= T , und da T vollst�andig in =st�ist, auch A0 j= v.Nun gilt aber A0 [mj= :w, dies widerspricht der Annahme an v. Da False bis auf �Aquivalenzdie einzige =st� Parameterbedingung von w ist, ist es also auch eine =st� -sapab von w. 147



9 BEZIEHUNGEN ZWISCHEN j= UND [mj=Andererseits gilt (5) nicht: Es sei A die Standardisierung des Primmodells und A0 die Standar-disierung eines Nichtprimmodells der Arithmetik. A und A0 haben die gleiche Theorie, aberA [mj= w und A0 [mj= :w.(5) 6) (4):Es sei m das Modul von Abbildung 9, Seite 57, und � die Parametersignatur von m. Betrachteden Domainoperator =f und den Satzw := 8l 2 list : 9x 2 elem : isin(x; l) = falseAussage (5) ist erf�ullt, denn f�ur jede Algebra A 2 =f� gilt A [mj= w genau dann, wenn keinerder S�atze 9x1; . . . ; xn 2 elem : 8y 2 elem n_i=1 y = xi (i � 0)ein Element von Th(A) ist.Wir nehmen an, Aussage (4) w�are erf�ullt. A sei eine Algebra A 2 =f� mit unendlicher Kardi-nalit�at. Dann gilt A [mj= w, also nach (4):Th(A)[ Thm(=f�) j= wAuf Grund des Kompaktheitssatzes der Pr�adikatenlogik erster Stufe gibt es dann eine endlicheMenge V � Th(A), so da� V [ Thm(=f�) j= wNach Lemma 3 k�onnen wir ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit annehmen, da� V �Sen(�0; X), wobei �0 nur aus der Sorte elem besteht und keine Funktionszeichen enth�alt.�0 ist also die (Signatur der) Sprache der reinen Gleichheitstheorie (pure identity language,[CK90]). Es sei nun v die Konjunktion der in V enthaltenen S�atze.Wir k�onnen nun zu jeder endliche Menge N � N eine Satz �(N) 2 Sen(�0; X) angeben, soda� f�ur jede Algebra A 2 Alg�0 :A j= �(N) () #(A) 2 NNach Korollar 1.5.8 von [CK90] gibt es eine endliche Teilmenge N � N, so da� v �aquivalentzu �(N) oder zu :�(N) ist. In jedem der beiden F�alle hat v ein endliches Modell A0 (da Nendlich ist), also gilt A0 [mj= V [ Thm(=f�) und somit nach der Wahl von V : A0 [mj= w. Diesist ein Widerspruch, denn B [mj= w gilt nur f�ur unendliche Modelle B.(5) 6) (3):Es sei m wieder das Modul aus Abbildung 9. Betrachte den Satzw0 = 9l 2 list : 8x 2 elem : isin(x; l) = trueEbenso wie oben sehen wir auch hier, da� die Aussage (5) erf�ullt ist. Andererseits hat w aberkeine =f ; m-spab, wie wir auf Seite 57 gezeigt haben. Also hat w nach Lemma 51 auch keine=f ; m-sapab. 2148
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