Kapitel 4

Aussagenlogik

Aussagenlogik war das erste logische System, das als mathematische Logik for-
muliert werden konnte (George Boole, Laws of Thought, 1854). Aussagenlogik ist
die einfachste Logik und findet sich als Teillogik in den meisten anderen Logi-
ken. Aussagenlogik hat wichtige Anwendungen in der Informatik, zum Beispiel
bei der Beschreibung und Analyse von Schaltkreisen oder bei der Realisierung
effizienter Datenstrukturen fiir endliche Mengen.

4.1 Boolesche Algebren

Das Konzept der Booleschen Algebra ist eine algebraische Abstraktion, das wich-
tige Aspekte der Aussagenlogik formuliert. Die Idee der algebraischen Abstrakti-
on ist Thnen bereits durch die Beispiele ,,Gruppe” und ,Korper” vertraut.

Eine Boolesche Algebra ist ein Tupel (B, 0, 1, A, v, 7) wie folgt:

1. B ist eine Menge und 0,1 € B.

2. Aund V sind Funktionen B X B — B.

3. - ist eine Funktionen B — B.

4. Die Gleichungen in Abbildung BTl gelten fiir alle x, y, z € B.

Die Gleichungen in Abbildung ETlbezeichnet man als die Axiome fiir Boolesche
Algebrenﬂ Die Funktionen A, vV und — bezeichnet man als Konjunktion, Dis-
junktion und Negation. Die Menge B bezeichnet man als den Trager der Algebra.
Den Trager einer Algebra B bezeichnet man auch mit |B|. SchlieRlich bezeichnet
man die Objekte O und 1 als die Konstanten der Algebra, und die Funktionen A,
v und — als die Operationen der Algebra.

I Die Klasse der Booleschen Algebren kann kompakter mit den Gleichungen fiir Kommutati-
vitat, Distributivitat, Komplementierung und Identitiat beschrieben werden, da die anderen
Gleichungen in Abbildung BTl aus diesen folgen. Die Beweise dafiir findet man in: J. Eldon
Whitesitt, Boolean algebra and its applications, Addison Wesley, 1961.
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XAYIAZ=XA(YAZ) (Assoziativitat)
xXVvy)vz=xVv(yVvz)
XAY=YAX (Kommutativitat)
XVy=yVvx
XAX= (Idempotenz)
XVX=
XA(yVvz)y=xXAY)V(XAZ) (Distributivitat)
XV yAz)=xXVY)A(XV2Z)
XA(XVY)=X (Absorption)
XV(XAY) =X
A(XAY) =XV Y (de Morgan)
(X VYy)="XATY
X =X (Doppelnegation)
XA Xx=0 (Komplemente)
xVv-x=1
XxAl=x (Identititen)
xv0=x
Abbildung 4.1: Axiome fiir Boolesche Algebren

Die Theorie der Booleschen Algebren bezeichnet man als Boolesche Algebra.

Wir benutzen die Symbole 0, 1, A, v und — fiir Boolesche Algebren, obwohl
wir diese auch fiir andere Zwecke verwenden (zum Beispiel 0 fiir die Zahl 0).
Die richtige Lesart eines Auftretens dieser Symbole muss also aus dem Kontext
seiner Verwendung abgeleitet werden. Die Mehrfachverwendung von Symbolen
bezeichnet man im Zusammenhang mit Programmiersprachen als Uberladung.

Beachten Sie, dass alle Axiome, die A, v, 0 oder 1 enthalten, jeweils in einer
zweiten Version vorkommen, die A mit v und O mit 1 vertauscht. Man sagt, dass
die eine Version dual zur anderen ist. Die perfekte Symmetrie zwischen A und v
einerseits und 1 und 0 andererseits bezeichnet man als das Dualitiatsprinzip der
Booleschen Algebra.
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Die zweiwertige Boolesche Algebra 7
Die zweielementigen Meng

B % 10,1}

wird durch die folgenden Festlegungen zu einer Booleschen Algebra
(B,0,1, A, v, 7):
0=0
1=1
XA Y =min{x, y}
XV Yy =max{x,y}
x=1-x

Diese Algebra nennen wir die zweiwertige Boolesche Algebra und bezeichnen
sie mit 7.

Die Potenzmengenalgebren 7,
Sei M eine Menge. Dann wird die Potenzmenge P (M) durch die folgenden Fest-
legungen zu einer Booleschen Algebra (P(M),0,1, A, VvV, —):

0=0

1=M
XAy =xNnYy
XVy=xUy

X =M —-x

Die Boolesche Algebra (P(M),0,1, A, V, —) bezeichnen wir mit Py,.

Machen Sie sich klar, dass die zweiwertige Boolesche Algebra 7 genau diesel-
be Struktur hat wie die Potenzmengenalgebra P;z;. Man sagt, dass 7 und Py
isomorph sind. Isomorphie von zwei Booleschen Algebren bedeutet, dass es eine
Bijektion zwischen den Tragern der Algebren gibt, so dass sich die Konstanten
0 und 1 und die Operationen A, v und — auf beiden Seiten genau entsprechen.
M. Stone hat 1936 gezeigt, dass die Booleschen Algebren bis auf Isomorphie ge-
rade die Potenzmengenalgebren sind.

Boolesche Gleichungen und Tautologien
Ein Boolescher Ausdruck ist ein Ausdruck, der nur mit Variablen sowie O, 1,
A, V, und — gebildet ist. Eine Boolesche Gleichung ist eine Gleichung, die aus

2 Statt 0 und 1 kann man auch andere mathematische Objekte als Elemente fiir B wihlen
(zum Beispiel @ und {&}). Wichtig ist nur, dass B eine zweielementige Menge ist. Die Wahl
der Zahlen 0 und 1 ist bequem, da wir damit auf die Notationen fiir Zahlen zuriickgreifen
konnen.
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zwei Booleschen Ausdriicken gebildet ist. Eine Boolesche Gleichung ist in einer
Booleschen Algebra ‘B giiltig, wenn beide Seiten der Gleichung fiir alle Variablen-
belegungen in B den gleichen Wert liefern.

Eine Boolesche Gleichung ist giiltig, wenn sie in jeder Booleschen Algebra giil-
tig ist. Die Axiome fiir Boolesche Algebren und alle daraus abgeleiteten Boole-
schen Gleichungen sind gultig.

Eine Tautologie ist eine Boolesche Gleichung, die in der zweiwertigen Boole-
schen Algebra giiltig ist. Jede giiltige Boolesche Gleichung ist eine Tautologie (da
T eine Boolesche Algebra ist). Wenn eine Boolesche Gleichung keine Tautologie
ist, dann ist sie nicht giuiltig.

Wir werden spiter zeigen, dass jede Tautologie eine giiltige Boolesche Glei-
chung ist. Das bedeutet, dass eine Boolesche Gleichung genau dann in allen Boo-
leschen Algebren giiltig ist, wenn sie in der zweiwertigen Booleschen Algebra
giiltig ist. Dieser sogenannte Tautologiesatz ist ein spektakuldres Resultat. Bei-
spielsweise sind wir damit in der Lage, Gleichungen fiir Mengen mithilfe von
Wahrheitstafeln zu verifizieren. Natiirlich werden wir den Tautologiesatz erst
benutzen, nachdem wir ihn bewiesen haben.

Verifikation von Tautologien

Da eine Variable in der zweiwertigen Booleschen Algebra nur die Werte 0 und 1
annehmen kann, kann man fiir eine Boolesche Gleichung durch mechanisches
Ausrechnen feststellen, ob es sich um eine Tautologie handelt. Dieses Nachrech-
nen lasst sich mithilfe sogenannter Wahrheitstafeln tibersichtlich darstellen. Wir
zeigen dies am Beispiel der Gleichung

(X VY)A XV aY)=XAY)V (XA 7Y)
fir die wir die folgende Wahrheitstafel erhalten:

| (X VY)A(XVy) | (xAY)V
1

XA TY)

== 0O Ol
—_o O |~

y
0
1 0
0 0
1 1

Jede der vier Zeilen im Rumpf der Tabelle entspricht einer Variablenbelegung,
wobei nur die in der Gleichung vorkommenden Variablen betrachtet werden. Da
die linke und die rechte Seite der Gleichung fiir alle Variablenbelegungen den
gleichen Wert liefern, ist die Gleichung eine Tautologie.

© G. Smolka, 2. 6. 2003
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Notationen
Fir Boolesche Algebren fiihren wir die folgenden Notationen ein:

def

X—y = XAy Differenz
X=>Yy d:ef XVYy Implikation
xeoy ¥ xsyAapox Aquivalenz

Man rechnet leicht nach, dass in der zweiwertigen Booleschen Algebra fiir alle
X,y € B gilt:

x—y = ify=0thenxelse0

X=>y if x =1 then y else 1

Xey if x=ythenlelseO

Damit wir nicht so viele Klammern schreiben miissen, legen wir eine Rangfol-
ge fir die Booleschen Infixoperatoren fest: A, v, —, =, < (aufsteigend). Damit
konnen wir den Ausdruck

((mxAy)Vvz)=(XAY)
auch ohne Klammern beschreiben:
IXAYVZSXAY

AuRerdem legen wir fest, dass die Booleschen Infixoperatoren rechtsassoziativ
geklammert werden.

Oft ist es praktisch, die folgenden Notationen fiir Negation, Konjunktion und
Disjunktion zu verwenden:

X = X
X-y = XAV
def
X+y = XVYy

Wenn man x - y wie bei Zahlen noch zu xy verkiirzt, kann man Boolesche Aus-
driicke kompakt und iibersichtlich schreiben. Zum Beispiel:

XX+Y)+yx+yY)="XAXVY)VYA(XVY)

Einige giiltige Boolesche Gleichungen

Wir demonstrieren an Beispielen, wie man mithilfe der Axiome zeigen kann, dass
eine Gleichung in allen Booleschen Algebren giiltig ist. Einige der hier gezeigten
Gleichungen benotigen wir fiir spatere Beweise.
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Proposition 4.1.1 In jeder Booleschen Algebra gelten folgende Gleichungen:
xA0=0, xvl=1, -0=1, -1=0

Beweis Die erste Gleichung kann man wie folgt zeigen:

XAO=XxA(XAX) Komplemente
= (X AX) A X Assoziativitit
=X A X Idempotenz
=0 Komplemente

Die zweite Gleichung folgt analog. Die dritte Gleichung erhalt man wie folgt:

=0 =-=(0A—0) Komplemente
=-0v -0 de Morgan
=-0vO0 Doppelnegation
=0v -0 Kommutativitat
=1 Komplemente

Die vierte Gleichung folgt analog. O

Da wir mit Assoziativitait und Kommutativitdat von Operationen von den Zah-
len her bestens vertraut sind, werden wir die Anwendung der entsprechenden
Axiome nicht mehr erwahnen.

Proposition 4.1.2 In jeder Booleschen Algebra gilt:
1. Xy+xz=Xy+xz+yz (Resolution)

Xy+xz=X+2z)(x+Yy)

(x & y)=xy+Xxy

(Xy + xz) (Xu + xv) = Xyu + xzv

92 B S O R\

Xy +XZ=Xy+XxzZ

Beweis Gleichung (1) zeigen wir wie folgt:
Xy +xz=X(X+z)y+x(x+y)z Absorption
=Xy +XZ+XYZ+Xyz
=Xy +xz+ (X+x)yz
=Xy +xz+yz

Gleichung (2) folgt aus (1). Gleichung (3) folgt aus (2). Gleichungen (4) ist einfach.
Gleichung (5) folgt mit (2). O

© G. Smolka, 2. 6. 2003
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Konditionale
Wir fiithren die folgende Notation fiir Boolesche Algebren ein:

(x,¥,2) def Xy + Xz Konditional

Proposition 4.1.3 In der zweiwertigen Booleschen Algebra T gilt fiir alle
X, ¥,z € B:

(x,y,z) =if x =0 then y else z

Mit der Konditionalnotation kénnen wir eine kanonische Form fiir Boolesche
Ausdriicke formulieren, die die Grundlage fir effiziente Losungsalgorithmen fir
Booleschen Gleichungen liefert. Die Ideen dafiir stammen von Claude Shannon
(1938) und Randal Bryant (1986).

Proposition 4.1.4 In jeder Booleschen Algebra gilt:

L. (xy,y)=Yy

2. (x5,2) = (x,9,2)

3. x,y,z)-u=(Xxy-u,z-u)

4. (x,¥,2) - (x,u,v) = X,y -u,z-v)
5. xX,y,z)+u=(xy+uz+u

6. (x,y,2)+ x,u,v) =X, y+u,z+v)
7. X, v,z)=X+2z2)(x+Yy)

8. (x,5,2) = (X,7,5)

9. X, v,2) =(x,2,y)

Beweis Behauptung (1) ist einfach. Behauptung (2) folgt sofort aus Propositi-
on (5). Behauptung (3) ist einfach. Behauptung (4) folgt sofort aus Proposi-
tion EE1.21 (4). Behauptungen (5) folgt mit x + y = Xy aus Behauptung (3). Behaup-
tungen (6) folgt ebenfalls mit x + y = Xy aus Behauptung (4). Behauptung (7)
folgt mit Proposition (1). O

Aus dem Beweis fiir die Behauptungen (5) und (6) sieht man, dass fu_r jede
bindre Operation o, die mit A und — ausdriickbar ist (analog zu x + y = Xy), die
folgenden Gleichungen gelten:

(X,y,Z)ou = (X,you,zou)

(X,y,2) o (x,u,vV) = (X,you,zov)
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Reduktion auf 1, A und —
Aus der Giiltigkeit der Gleichungen

0=-1
x\/y:—|(—|x/\—|y)

folgt, dass man zu jedem Booleschen Ausdruck a einen Booleschen Ausdruck a’
bestimmen kann, sodass a = a’ gultig ist und a’ nur mit 1, A, = und in a vor-
kommenden Variablen gebildet ist.

Analog kann man auch auf 0, v und — reduzieren.

Bedingte Gleichungen
Proposition 4.1.5 In jeder Booleschen Algebra gilt:

l. x=y < —-x=-y
2. XAy=1 < x=1lundy=1
3. xvy=0 < x=0undy =0

Beweis Die Richtung ,—* der ersten Behauptung ist trivial. Die Richtung ,, <"
zeigen wir wie folgt. Sei —x = —y. Dann ——x = ——y. Also x = y mit dem Dop-
pelnegationsaxiom.

Als Ndchstes zeigen wir die Richtung ,,—* der ersten Behauptung. Sei x = y.
Das Doppelnegationsaxiom liefert =(—x) = = (—y). Jetzt folgt -x = —y mit der
bereits bewiesenen Richtung ,,<" von Behauptung (1).

Die Richtung ,<=" der zweiten Behauptung folgt mit dem Identitdtsaxiom fiir
Konjunktion. Die Richtung ,,—* zeigen wir wie folgt. Sei x A y = 1. Dann:

X=xA1 Identitat
=XA(XAY) Annahme
=XAY Idempotenz
=1 Annahme

Also x = 1. Die Gleichung y = 1 folgt analog.
Behauptung (3) ldasst sich analog zu Behauptung (2) zeigen. O

Normalisierung
Proposition 4.1.6 (Normalisierung) Fiir jede Boolesche Algebra gilt:

XxX=y < (xXxey) =1

© G. Smolka, 2. 6. 2003



4.2 Subsumtionsordnung 9

Beweis Seix =y.Dann (—-x+y)(x+-y) = 1. Also (x & y) = 1 nach Definition
von <.

Sei (x & y) = 1.Dann (X +y)(x+y) = 1 nach Definition von <. Alsox+y =1
und x+y = 1 nach Proposition .5l Folglich x = x-1 = x(X+y) = X-X+Xx-y = Xy
undy=y-1=yx+y)=y-x+y-y=x-y.Alsox =Y. O

Proposition 4.1.7 (Normalisierung) Zu jedem endlichen System S von Boole-
schen Gleichungen kann man einen Booleschen Ausdruck a bilden, sodass die
Gleichungen in S genau dann gelten, wenn die Gleichung a = 1 gilt (in jeder
Booleschen Algebra).

Beweis Zundchst bringen wir die Gleichungen von S mithilfe von Propositi-
onE.T.6in die Form a; = 1. Jetzt folgt mit Proposition E.1.5] dass die Gleichungen
ar =1,...,a, = 1 genau dann giiltig sind, wenn die Gleichung (a1 A---Aap) =1
gultig ist. O

4.2 Subsumtionsordnung

Die Elemente einer Potenzmengenalgebra 2y sind durch die Inklusionsordnung
X ¢ Y fiir Mengen partiell geordnet. Interessanterweise kann man allgemein fiir
Boolesche Algebren eine partielle Ordnung definieren, die fiir die Potenzmen-
genalgebren mit der Inklusionsordnung fiir Mengen tiibereinstimmt.

Sei B eine Boolesche Algebra. Dann definiert

def
X<y <& XAyYy=X

eine bindre Relation < auf |B|, die wir als die Subsumtionsordnung von B be-
zeichnen. Da wir keine weiteren Ordnungen auf Booleschen Algebren betrachten
werden, sprechen wird auch kurz von der Ordnung von 3.

Sei M eine Menge. Die Ordnung der Potenzmengenalgebra 2, ist offensicht-
lich wie angekiindigt gerade die Inklusionsordnung der Potenzmenge P (M).

Die Ordnung der zweiwertigen Booleschen Algebra 7T ist die Menge
{(0,0), (0,1), (1,1)}. Es giltalso 0 < 1.

Proposition 4.2.1 Sei B eine Boolesche Algebra. Dann ist die Ordnung von B eine
partielle Ordnung fiir |B|, die fiir alle x,y € |B| die folgenden Eigenschaften
erfiillt:

1. 0 ist das kleinste Element von | B]|.
2. 1 ist das grofite Element von |B|.

3. x Ay ist das Infimum von {x, y}.
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4. x v y ist das Supremum von {x,y}.

Beweis Zundichst zeigen wir, dass die Ordnung von B eine partielle Ordnung
ist. Reflexivitit und Antisymmetrie sind leicht zu zeigen. Wir zeigen die Transi-
tivitat. Seix < yund y < z.Dann x A y = x und ¥ A z = y. Es geniigt zu zeigen,
dass x A z = x. Das gelingt wie folgt:

XAZ=XAYAZ daxAy=x
=XAY dayaAaz=y
=X daxAy=x

Eigenschaft (1) folgt mit Proposition EET.Tl Eigenschaft (2) folgt direkt aus dem
Identitatsaxiom fir 1.

Wir zeigen, dass x A ¥ das Infimum von {x, y} ist. Die Beziehungen x A y < x
und x A y < y folgen direkt aus der Idempotenz der Konjunktion. Sei z eine
untere Schranke fiir {x,y}. Dann zAx =zund z A y = z. Wir miissen z < x A ¥
zeigen. Dafiir geniigt die Gleichung z A (x A y) = z, die direkt aus den Annahmen
folgt.

Behauptung (4) folgt analog. O

Proposition 4.2.2 Fiir jede Boolesche Algebra B und fiir alle x,y € |B| sind die
folgenden Aussagen paarweise dquivalent:

-y=0 x-y=0

+y=1 x=>y=1

IA A

y X=X-y
X y=y+Xx

<| >
>

Beweis Wir nummerieren die Aussagen von links nach rechts, erste Zeile vor
zweiter Zeile, durch.
»,(1) = (2)“ Gilt nach Definition von <.
) < (4)“. Gilt nach Definition von —.
) < (8)“. Gilt nach Definition von =.
) = (3)“.Seix-y=x.Dannx-y=x-y-y=x-0=0.
) = (5)“.Seix-y =0.Danny-X = Y-X+0 = Y-X+X-Y = (X+xX)y = 1-y = y.

(5)=(6)“Seiy<Xx.Danny - -Xx=y.Alsox+y=Xx+y=X-y =
5(0) = (7). Seix+y=y.Daamx+y=X+x+y=1+y=1.
(7) = (2)“.Seix+y = 1.Dann x-y = 0+x-y = x-X+X-y = X(X+y) =x-1 = x.

=<

:y_

4.3 Boolesche Formeln

Unser Ziel ist die Entwicklung von Prozeduren, die zu einer vorgelegten Bool-
schen Gleichung entscheiden, ob sie giiltig ist. Um eine tragfdhige Grundlage fiir

© G. Smolka, 2. 6. 2003
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X, Y € Var Variable
A,B € For = Formel
0 Null
| 1 Eins
| X Atom
| mA Negation
| A1 A A Konjunktion
| A1V A> Disjunktion
| A1 — A Differenz
| A1 = A» Implikation
| A] < A» Aquivalenz
| (Aq,A, A3) Konditional
Abbildung 4.2: Boolesche Formeln

die Entwicklung und Analyse solcher Prozeduren zu haben, formalisieren wir
Boolesche Ausdriicke als mathematische Objekte. Wir gehen dabei so vor, wie
wir es in Kapitel [§] am Beispiel von arithmetischen Ausdriicken gelernt haben.

Sei also eine Menge Var gegeben, deren Flemente als Variablen dienen sol-
len. Darauf aufbauend definieren wir wie in Abbildung gezeigt eine Menge
For von Formeln. Die Formeln entsprechen Booleschen Ausdriicken, wobei wir
auch fiir die abgeleiteten Notationen fir Differenz, Implikation, Aquivalenz und
Expansion explizite Darstellungen vorgesehen haben.

Die Funktionen

VV € For — Pgn(Var) vorkommende Variablen

_[_/_1 € For x For x Var — For Substitution

werden so wie man es erwartet durch strukturelle Rekursion definiert. Da diese
Definitionen voéllig offensichtlich sind, verzichten wir auf ihre Wiedergabe.

Fiir jede Boolesche Algebra B = (|B|,0%,12, A3, vE —2) definieren wir eine
Denotationsfunktion

B € For — (Var — |B|) — |B|

durch strukturelle Rekursion wie in Abbildung E.3] gezeigt. Dabei benutzen wir
fiir die Denotationsfunktion dasselbe Symbol wie fiir die Algebra (also B). Die
Denotationsfunktion B formalisiert die Denotation von Booleschen Ausdriicken
in der Algebra B. Wieder folgen wir der Methode, die wir in Kapitel [3]am Beispiel
von arithmetischen Ausdriicken kennengelernt haben. Die Funktionen Var — |B|
bezeichnen wir wieder als Belegungen.
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B € For — (Var — |B|) — |B|

B0)o = 0%
B(l)o = 18
B(X)o = oX

B(—~A)o = -B(B(A) o)
B(A1 vV Ap)o = B(A)o vEB(A) o
B(A; — Ax)o = B(A1)o -2 B(Ay) o
B(A1 = A2)0o = B(A))o =% B(Ax)o
B(A; & A2)o = B(A)o <2 B(Ax)o
B(A1,A2,A3)0 = (B(A1)o,B(A2)0, B(A3)0)”

Abbildung 4.3: Denotationsfunktion einer Boolesche Algebra B

Der Methode aus Kapitel 3] folgend kénnten wir jetzt fiir jede Boolesche Alge-
bra eine Aquivalenzrelation fiir Formeln definieren. Da wir jedoch in erster Linie
an der Giltigkeit von Gleichungen in allen Booleschen Algebren interessiert sind,
definieren wir stattdessen eine stdrkere bindre Relation |= wie folgt:

£
A= B (d;) V Boolesche Algebra B: B(A) = B(B)

Die Aussage A | B gilt also genau dann, wenn die Gleichung ,A = B* in jeder
Boolesche Algebra giiltig ist. Offensichtlich ist |< eine Aquivalenzrelation auf For.
Wir nennen zwei Formeln A und B dquivalent, wenn A |= B gilt.

Auch die signifikanten Variablen einer Formel definieren wir in Bezug auf alle
Booleschen Algebren. Fiir jede Formel A € For definieren wir die Menge der
signifikanten Variablen von A wie folgt:

svia) © (Xevar|VBeFor: AHB— Xec VW(B))}

Die signifikanten Variablen von A sind also genau die Variablen, die in allen zu
A aquivalenten Formeln vorkommen. Offensichtlich gilt SV(A) € VWV (A).

Damit ist die Formalisierung der Syntax und Semantik von Booleschen Aus-
driicken abgeschlossen. Da wir der Methode aus Kapitel [3] weitgehend gefolgt
sind, gelten wieder entsprechende Propositionen zu Substitution, Kongruenz
und Variablenunabhingigkeit. Die Beweise sind analog zu denen in Kapitel 3

© G. Smolka, 2. 6. 2003
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Lemma 4.3.1 (Substitution) Seien A,B € For und X € Var. Sei B eine Boolesche
Algebra und o € Var — |B|. Dann:

B(A[B/x])o = B(A) (o [(B(B)o)/X])
Proposition 4.3.2 (Kongruenz) Seien A1, A»,B1,B> € For und X € Var. Dann:
A1 FH A2 A Bi H B2 = A1[B1/X] H A2[B2/X]

Proposition 4.3.3 (Variablenunabhéngigkeit) Sei A € For eine Formel und B ei-
ne Boolesche Algebra. Seien 0,0’ € Var — |B| Belegungen, die auf VV(A) tiber-
einstimmen. Dann B(A)o = B(A)o”’.

Proposition 4.3.4 (Variablenunabhingigkeit) Sei Var’ < Var. Dann:
1. Fory, < Forvygy.

2. Fiir jede Boolesche Algebra B gilt:

VA,B € Foryg': Byg (A) = Byy (B) < Byar(A) = Byar(B)
3. VA,Be Fory, : AHvw B < A Hvar B.

Einige Begriffe
Abschliefend definieren wir noch eine Reihe von Begriffen, die im Zusammen-
hang mit Aussagenlogik gebrauchlich sind. Wir werden jedoch auf den Gebrauch
dieser Begriffe verzichten, da sie nicht wirklich essentiell sind.

Seien A und B Formeln. Wir definieren:

A giiltig, wenn A H 1.

A unerfiillbar, wenn A |5 0.

A erfiillbar, wenn nicht A = O.

A impliziert B, wenn A A B H A.

4.4 Boolesche Funktionen und Boolesche Mengen

Fir die praktischen Anwendungen der Aussagenlogik geniigt die zweiwertige
Boolesche Algebra 7. Es ist ohne weiteres moglich, auf das abstrakte Konzept
der Booleschen Algebra zu verzichten und die erforderlichen computationalen
Methoden nur in Hinblick auf die zweiwertige Boolesche Algebra zu entwickeln.
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Damit verschenkt man allerdings wichtige theoretische Einsichten. Da man zu-
dem keine Arbeit spart, werden wir weiter der abstrakten Entwicklungslinie fol-
gen. Bevor wir damit fortfahren, wollen wir jedoch die fiir praktische Anwendun-
gen relevanten Sichtweisen formulieren. Dabei stellen wir uns absichtlich naiv
und versuchen zu vergessen, was wir bereits iiber Boolesche Algebren wissen.

Wir nehmen an, dass eine Menge Var gegeben ist. Die Elemente von Var nen-
nen wir Variablen und bezeichnen sie mit X. Was die hier zu entwickelnde kon-
krete Sichtweise angeht, konnte man Variablen treffender als Mermale bezeich-
nen.

Eine Boolesche Belegung ist eine Funktion Var — B, die jeder Variablen einen
Wert in B zuordnet. Die Menge aller Booleschen Belegungen bezeichnen wir mit X,
und einzelne Boolesche Belegungen mit o:

ces © var-B Boolesche Belegungen

Wir kénnen uns Belegungen als eine Variante von Tupeln vorstellen, bei der
die Konstituenten durch Variablen identifiziert werden. Betrachten Sie dazu das
Tupel

(1,0,0)
Dieses Tupel kénnen wir auch als eine Funktion
{1-1,2~-0, 3~0}

des Typs {1, 2,3} — B darstellen. Dabei agieren die Zahlen 1, 2, 3 als Namen fiir
die Konstituenten des Tupels. Wenn wir Var = {1, 2, 3} setzen, entsprechen die
Tupel in B3 genau den Belegungen in X. Dabei agieren die Variablen als Namen
fiir die Konstituenten der Tupel.

Proposition 4.4.1 Sei Var eine n-elementige Menge (n = 0). Dann £ = B".

Beweis Sei X; < --- < X, eine totale Ordnung fiir Var. Dann definiert
f(o) = (0X1,...,0Xy) eine Bijektion ¥ — B". O

Belegungen sind flexibler als Tupel, da man die Namen fiir die Konstituenten
durch die Vorgabe der Variablen frei wahlen kannf Zudem erhalten wir durch
die Vorgabe von unendlich vielen Variablen Belegungen mit unendlich viele Kon-
stituenten.

Man kann Variablen als Merkmale und Belegungen als Zustinde bezeichnen.
Ein Zustand legt fiir jedes Merkmal einen Wert fest.

3 Diese Idee findet man auch in Programmiersprachen. Zum Beispiel in der Form von Records
in Pascal und Standard ML, und in der Form von Structures in C.

© G. Smolka, 2. 6. 2003
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Wir nehmen jetzt an, dass die Menge For der Booleschen Formeln und die
Denotationsfunktion

T e For -3 - B

fir die zweiwertige Boolesche Algebra wie im letzten Abschnitt definiert sind.
Booleschen Formeln fassen wir als Beschreibungen fiir Funktionen des Typs
Y — B auf. Die Denotationsfunktion 7 liefert zu jeder Formel die durch sie
beschriebene Funktion. Es stellt sich die Frage, ob wir jede Funktion des Typs
>, — B mit einer Booleschen Formel beschreiben kénnen. Wir werden zeigen,
dass dies genau dann der Fall ist, wenn die Menge der Variablen (Var) endlich
ist (was bei praktischen Anwendungen immer der Fall ist). Die Funktionen, die
wir mit Booleschen Formeln beschreiben konnen, bezeichnen wir als Boolesche
Funktionen.

Fiir die Hardware von Computern verwendet man Schaltkreise, die Boole-
sche Funktionen berechnen. Solche Schaltkreise werden heute mithilfe von CAD-
Systemen entwickelt. Dabei verwendet man Boolesche Formeln sowohl zur Be-
schreibung der zu berechnenden Funktion (Spezifikation) als auch zur Beschrei-
bung des berechnenden Schaltkreises (Implementierung)ﬂ Um zu verifizieren,
dass ein Schaltkreis die spezifizierte Funktion berechnet, benétigt man ein Ver-
fahren, das entscheidet, ob zwei Boolesche Formeln dieselbe Funktion beschrei-
ben. Wir werden solche Verfahren entwickeln.

Wir sagen, dass eine Boolesche Belegung o eine Boolesche Formel A erfiillt,
wenn 7 (A)o = 1 gilt.

Boolesche Mengen

Sei M eine Menge. Da B genau zwei Elemente hat, laRt sich jede Funktion
f € M — B durch die Menge aller x € M darstellen, fir die f(x) = 1 gilt. Um-
gekehrt lasst sich jede Teilmenge N von M durch die Funktion M — B darstellen,
die genau fiir die Elemente von N das Ergebnis 1 liefert (die sogenannte charak-
teristische Funktion von N).

Proposition 4.4.2 Sei Var eine n-elementige Menge (n = 0). Dann:
PB"Y = PC) = X-B

Beweis Die erste Isomorphie folgt aus Proposition EE4.T], die zweite haben wir
gerade argumentiert. ]

Wir konnen Boolesche Formeln also auch als Beschreibungen von Teilmengen
von B" auffassen. Diese Sicht ertffnet viele interessante Anwendungen, da jede

4 Fiir die Beschreibung von Schaltkreisen benotigt man Boolesche Formeln mit let X=A in B.
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endliche Menge nach Bindrcodierung als eine Teilmenge von B" aufgefasst wer-

den kann (fir hinreichend groRes n). Fiir groRe endliche Menge erweist sich die

aussagenlogische Darstellung als auRerordentlich effizient. Die dafiir benotigten

Techniken werden wir spater kennenlernen (sogenannte OBDD-Darstellung).
Wir nehmen jetzt die Sicht ein, dass Boolesche Formeln Mengen von Boole-

schen Belegungen beschreiben. Wie wir gleich sehen werden, ist die damit ver-

bundene Interpretation von Booleschen Formeln besonders leicht zu verstehen.
Wir definieren die Funktion

M e For — P(3)
MA ={ceX|TAOT =1}

Diese liefert zu jeder Booleschen Formel die Menge aller Booleschen Belegungen,
die die Formel erfiillen.

Eine Boolesche Menge ist eine Menge D, fiir die eine Boolesche Formel A mit
D = M(A) existiert. Die Menge aller Booleschen Mengen bezeichnen wir mit

BS ' [ am(A)| A e For)

Machen Sie sich klar, dass die Booleschen Funktionen gerade die charakteristi-
schen Funktionen der Booleschen Mengen sind.
Fiir X € Var und b € B definieren wir die Literalmenge Dy ; wie folgt:

Dxp © fres|oXx=b)

AuRerdem verwenden wir fiir Teilmengen M < 3 die Komplementnotation:

M ® s M

Offensichtlich gilt fir alle X € Var: Dx1 = —Dx,0 und Dx,0 = —Dx,1. AuBerdem

gilt fur alle o € 3: {0} = ﬂ Dx.ox.
XeVvar

Proposition 4.4.3 Fiir alle A,B € For und X € Var:

M) =
M) =2
M(X) =Dx1

M(—A) = -M(A)
M(A A B) = M(A) N M(B)
M(AV B) = M(A) U M(B)
M(A—-B) = M(A) — M(B)
M(A = B) =-M(A) U M(B)

© G. Smolka, 2. 6. 2003
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Wir machen also die interessante Entdeckung, dass M die Booleschen Opera-
tionen durch die entsprechenden Mengenoperationen interpretiert. Die Variablen
spielen jetzt die Rolle von Konstanten, die die entsprechenden Literalmengen de-
notieren.

Die Gleichungen aus Proposition zeigen, dass wir M auch unabhéngig
von T definieren konnen.

Obwohl mit der Funktionsinterpretation 7 und der Mengeninterpretation ‘M
von Booleschen Formeln recht unterschiedliche Intuitionen verbunden sind, sind
sie technisch gesehen vollig isomorph. Insbesondere haben wir:

Proposition 4.4.4 VA,B € For: M(A) = M(B) < T (A) = T (B).

Proposition 4.4.5 Die Menge BS der Booleschen Mengen enthdlt &, 3 und die
Literalmengen. Auferdem ist BS unter Komplementen, Schnitten, Vereinigungen
und Differenzen abgeschlossen.

Beweis Folgt aus Proposition O

Fiir praktische Anwendungen kommt man oft mit endlich vielen Variablen aus.
In diesem Fall kann jede Teilmenge von X durch eine Boolesche Formel beschrie-
ben werden.

Proposition 4.4.6 Wenn Var endlich ist, dann { M(A) | A € For} = P(X).

Beweis Sei M c 3. Dann

M= {o} = U ( N DX,UX)

oeM oeM XeVvar

Sei Var endlich. Dann ist ¥ = Var — B endlich. Also ist M endlich. Die obige
Gleichung stellt M als die Vereinigung von endlich vielen Schnitten von endlich
vielen Literalmengen dar. Also folgt mit Proposition dass M € BS. O

Proposition 4.4.7 Wenn Var endlich ist, dann { T (A) | A € For} = 3 — B.

Beweis Folgt aus Proposition O

4.5 Modellierung mit Booleschen Mengen

George Boole (Laws of Thought, 1854) suchte nach einem mathematischen Sys-
tem, das die Kombination von logischen Aussagen (im philosophischen Sinne)
beschreibt. Er betrachtete Boolesche Ausdriicke und interpretierte sie im obigen
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Sinne als Beschreibungen von Mengen. Allerdings gab es die kleine Schwierigkeit,
dass damals der Begriff der Menge als mathematisches Objekt noch gar nicht er-
funden war. Deswegen war Boole gezwungen, Boolesche Ausdriicke als abstrakte
Ausdriicke zu betrachten und die fiir sie geltenden Gleichungen durch Axiome
zu beschreiben. Das war revolutionir, da Mathematiker bis dahin nur mit arith-
metischen Ausdriicken gearbeitet hatten. Aus heutiger Sicht hat Boole also mit
dem abstrakten Begriff der Booleschen Algebra gearbeitet, und dafiir die heute
allgemein verwendete axiomatische algebraische Methode erfundenf

Am Beispiel einer sogenannten Denksportaufgabe zeigen wir, wie man logi-
sche Aussagen mit Booleschen Ausdriicken beschreiben kann.

»Worin besteht das Geheimnis Thres langen Lebens?“ wird ein Hun-
dertjahriger gefragt. ,Ich halte mich streng an drei Didtregeln: Wenn
ich kein Bier zu einer Mahlzeit trinke, dann esse ich immer Fisch. Im-
mer wenn ich sowohl Fisch und Bier zur selben Mahlzeit esse, ver-
zichte ich auf Eiscreme. Wenn ich Eiscreme esse oder kein Bier trinke,
dann esse ich keinen Fisch.“ Kénnen Sie diese Regeln vereinfachen?

Zunachst gehen wir davon aus, dass Mahlzeiten hinreichend genau durch Be-
legungen beschrieben werden kénnen. Dafiir verwenden wir drei Variablen B, E
und F mit den folgenden Bedeutungen:

e B =1 genau dann, wenn zu der Mahlzeit Bier getrunken wird.
e E =1 genau dann, wenn zu der Mahlzeit Eiscreme gegessen wird.

e =1 genau dann, wenn zu der Mahlzeit Fisch gegessen wird.

Die Beschreibung von Mahlzeiten durch Belegungen stellt eine radikale Abstrak-
tion dar. Wenn wir uns auf die Variablen B, E und F beschrianken, werden nur
die Aspekte einer Mahlzeit dargestellt, die fiir die Regeln relevant sind. Insge-
samt konnen damit nur 23 = 8 verschiedene Typen von Mahlzeiten dargestellt
werden.

Jede Didtregel fassen wir als die Beschreibung der Menge von Mahlzeiten auf,
die die Regel erfiillen. Technisch bedeutet das, dass wir jede Didtregel als einen
Booleschen Ausdruck auffassen, der eine Menge von Belegungen beschreibt (ge-
mak der Funktion M). Damit entsprechen die Didtregeln den folgenden Boole-
schen Ausdriicken:

def

Ry = -B=>F
R, © FAB=-E
Ry ' Ev-B=-F

> Sie sollten unbedingt einen Blick in George Booles faszinierendes Buch ,An Investigation of
the Laws of Thought” (1854) werfen (in Bibliotheken finden Sie Nachdrucke). Danach werden
Sie Mathematik mit anderen Augen sehen.

© G. Smolka, 2. 6. 2003
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Bei den Symbolen Ry, R>» und R3 handelt es sich nicht um Variablen, sondern
um Namen fir Ausdriicke. Machen Sie sich klar, dass die durch M formulierte
Interpretation von implikativen Booleschen Ausdriicken

M(Ay = A2) = —M(A1) U M(Az)

tatsdchlich dem natiirlichsprachlichem ,wenn A, dann A»“ entspricht.
Der Ausdruck

D RIARyAR;
beschreibt die Menge aller Belegungen, die Mahlzeiten beschreiben, die alle drei
Regeln erfiillen.
Man uiberzeugt sich leicht davon, dass die Belegung

{B—~1,F~0, E~1}

den Ausdruck D erfiillt. Das bedeutet, das eine Mahlzeit, bei der Bier getrunken,
kein Fisch gegessen, und Eiscreme genossen wird, die Didtregeln erfiillt.

Die Denksportaufgabe verlangt nach einer vereinfachten Darstellung der Diit-
regeln. Auf unser Modell iibertragen bedeutet dies, einen moglichst einfachen
Booleschen Ausdruck zu bestimmen, der dieselbe Belegungsmenge wie D be-
schreibt. Man kann zeigen, dass in allen Booleschen Algebren

D =BA (—~F vV —E)

gilt. Wegen Proposition .44l bedeutet dies, dass der Ausdruck B A (—=F v —E)
genau dieselbe Belegungsmenge wie D beschreibt. Also kann man die Didtregeln
des Hundertjdhrigen auch wie folgt formulieren: ,Trinke zu jeder Mahlzeit Bier
und esse zu keiner Mahlzeit sowohl Fisch und Eiscreme®.

Wir werden Algorithmen entwickeln, die zu D den oben angegebenen verein-
fachten Ausdruck berechnen kénnen. In diesem Zusammenhang werden wir auch
kldren, was unter einer ,einfachsten Darstellung” eines Ausdrucks zu verstehen
ist.

4.6 Unendlich viele Variablen

Einige theoretische Anwendungen der Aussagenlogik benotigen unendlich viele
VariablenH In diesem Fall gibt es Teilmengen von X = Var — B, die nicht durch
Boolesche Formeln beschrieben werden kénnen. Betrachten Sie dazu die Menge

6 Beispielsweise benotigt man fiir den Beweis des Herbrandschen Satzes der Pridikatenlogik
die im Folgenden bewiesene Kompaktheitseigenschaft fiir aussagenlogische Formeln mit un-
endlich vielen Variablen.
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My, die alle Belegungen enthdlt, die fiir unendlich viele Variablen O liefern. Da
jede Formel immer nur eine Aussage tiber die endlich vielen in ihr enthaltenen
Variablen machen kann (Proposition B.3.3), ist klar, dass My durch keine Formel
beschrieben werden kann.

Seien V c Var, 0,0’ € 3, und M c 3. Wir definieren:

def
o=yvo = VXeV:oX) =o' (X)

. def 7 /

V entscheidet M < Voel: (ceM < do' ' eM: 0=y 0')
def
<

M endlich entscheidbar Es gibt eine endliche Menge V < Var,

die M entscheidet

Wegen Proposition .33l ist jede Boolesche Menge endlich entscheidbar. Wir
werden zeigen, dass auch umgekehrt jede endlich entscheidbare Menge eine Boo-
lesche Menge ist. Das bedeutet, dass das Konzept der Booleschen Menge auch
ohne das Konzept der Booleschen Formel charakterisiert werden kann.

Proposition 4.6.1 SeiV < Var und M < X. Dann gilt:

V entscheidet M < VYoeMVo' €3: oc=y0 = o' eM

Proposition 4.6.2 Seien M,M’ < > undV < Var. Dann:
1. V entscheidet M < V entscheidet —M.

2. V entscheidet M und M’ = V entscheidet M n M’ und M U M'.

Beweis Wir beweisen die erste Behauptung. Da —(—M) = M, geniigt es, die
Richtung von links nach rechts zu zeigen. Dazu nehmen wir an, dass V die Menge
M entscheidet. Weiter wahlen wir 0 € —M und ¢’ € X mit o =y o’. Wir zeigen
durch Widerspruch, dass o’ € —M.

Sei 0" € —M.Dann o’ € M.Da V die Menge M entscheidet und o =y o', folgt
o € M. Also o ¢ —M. Widerspruch.

Die zweite Behauptung folgt mit dhnlichen Argumenten. O

Proposition 4.6.3 (Abschlusseigenschaften) Die Mengen & und X sind endlich
entscheidbar. Auch die Literalmengen Dy sind endlich entscheidbar. Wenn D
und D’ endlich entscheidbar sind, dann sind —D, D n D' und D u D’ endlich
entscheidbar.

Beweis Die erste und zweite Behauptung sind offensichtlich. Die restlichen
Behauptungen folgen mit Proposition O

© G. Smolka, 2. 6. 2003
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Sei M < 3 und V < Var eine nichtleere Variablenmengeﬂ Wir definieren die
V-Projektion von M wie folgt:

Pro(M,V) def {seV->B|doeM: sco}

Wenn V eine endliche Menge ist, dann ist auch Pro(M, V) eine endliche Menge.
Proposition 4.6.4 SeiM < X und & + V < Var. Dann:
V entscheidetM < M={oe€X|3seProM,V): sc o}

Satz 4.6.5 (Boolesche Mengen) Eine Menge M < ¥ ist genau dann eine Boolesche
Menge, wenn sie endlich entscheidbar ist.

Beweis Wegen Proposition B33l ist jede Boolesche Menge endlich entscheid-
bar.

Sei M < X eine Menge, die durch eine endliche Menge V < Var entschieden
wird. Dann folgt mit Proposition E.6.2¢

M = U {ceX|sco} = U (ﬂDX,S(X)>

SEPro(M,V) sePro(M,V) Xev

Diese Gleichung stellt M als die Vereinigung von endlich vielen Schnitten von
endlich vielen Literalmengen dar. Also folgt mit Proposition dass M endlich
entscheidbar ist. O

Proposition 4.6.6 Sei V < Var eine n-elementige Menge (n > 0). Dann gibt es
genau 22" verschiedene Teilmengen von =, die von V entschieden werden.

Beweis Wenn n = 0 ist, dann V = &. Man sieht leicht, dass & und X die zwei
einzigen Mengen sind, die von & entschieden werden. Also gibt es genau 22" =2
Mengen, die von V entschieden werden.

Wenn n > 1 ist, dann ist die Funktion

fe{McZX|Ventscheidet M} - P(V - B)
f(M) = Pro(M,V)

eine Bijektion. Also werden genau soviele Mengen von V entschieden wie P(V —
B) Elemente hat. Also gibt es genau 22" Mengen, die von V entschieden werden.
O

7 Projektionen auf die leere Variablenmenge funktionieren nicht, da Pro(M, ) = @ fiir alle
M c X gelten wiirde.
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Eine Menge F < P(3) von endlich entscheidbaren Mengen heilt erfiillbar,
wenn ein o € X existiert, sodass VM € F: o € M. Der nichste Satz formu-
liert eine als Kompaktheit bezeichnete Eigenschaft von endlich entscheidbaren
Mengen, die wir spater fiir den Beweis eines wichtigen pradikatenlogischen Sat-
zes (Herbrandscher Satz) bendtigen.

Satz 4.6.7 (Kompaktheit) Sei Var eine abzdhlbare Menge und sei F eine Menge
von endlich entscheidbaren Mengen. Dann ist F erfiillbar genau dann, wenn jede
endliche Teilmenge von F erfiillbar ist.

Beweis Die Richtung von links nach rechts ist trivial.

Sei jede endliche Teilmenge von F erfiillbar. Wir werden eine Belegung o kon-
struieren, die in jeder Menge von F enthalten ist.

Sei Xo, X1,X>, - - - eine Aufzdhlung der Variablen von Var. Sei F, < F die Men-
ge aller Mengen in F, die von der Variablenmenge {Xo,...,X,} entschieden wer-
den. Da alle Mengen in F endlich entscheidbar sind, gilt:

FpcFicF,c --- cF=|]JFy
neN
Sei n € N. Da alle Mengen in F, von {Xy,...,X,} entschieden werden, folgt mit

Proposition dass F; endlich ist. Also existiert nach Annahme fiir alle n € N
eine Belegung oy, die F, erfillt.

Wir werden eine Belegung o konstruieren, fiir die gilt: Fir alle n € N gibt es
unendlich viele k € N, so dass o mit oy auf {Xp,..., X} Uibereinstimmt.

Bevor wir o konstruieren, zeigen wir, dass o die Menge F erfiillt. Sei M € F.
Dann existiert ein n € Nmit M € F,,. Also existiert ein k > n, so dass o mit oy auf
Xo, ..., X, Ubereinstimmt. Da M € Fx und oy die Menge Fy erfiillt, gilt ox € M.
Da M von {Xg,..., Xy} entschieden wird, gilt o € M. Also erfiillt o die Menge F.

Wir konstruieren jetzt o. Dazu konstruieren wir rekursiv eine Folge

SoSs1S8$2< -
von Funktionen Var fin B wie folgt:
1. Dom s, = {Xo,...,Xn}.
2. Fur alle n € N existieren unendlich viele k € N mit s, < o%.

Jetztist o = U sn eine Belegung mit der angekiindigten Eigenschaft. O
neN

© G. Smolka, 2. 6. 2003
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4.7 Dualitatssatz

Wir setzen jetzt unsere Entwicklung der Theorie der Booleschen Algebren fort.

Wir haben bereits erwédhnt, dass Boolesche Algebren eine als Dualitdat bezeich-
nete Symmetrie zwischen A und Vv einerseits und 1 und 0 andererseits aufweisen.
Der sogenannten Dualitdtssatz formuliert einen wichtigen Aspekt dieser Symme-
trie.

Wir betrachten zundchst nur Formeln, die mit Variablen, 0, 1, =, v und A ge-
bildet sind. Die Menge aller dieser Formeln bezeichnen wir mit For. Jede Formel
lasst sich nach Forj Uiibersetzen. Wir definieren eine Funktion, die zu einer Formel
in For; die duale Formel liefert:

~¢e Fory — Fonp

X=X
SA=-A
0=1
1=0
AVB=AAB
ArB=AvVEB

Offensichtlich ist die Dualisierungsfunktion selbstinvertierend, das heilt,

A = A fir jede Formel A € For;. Der Dualititssatz stellt fest, dass eine Boo-
lesche Gleichung genau dann giiltig ist, wenn die dazu duale Gleichung giiltig
ist.

Satz 4.7.1 (Dualitit) VA,B € For;: AH B < A H B.

Beweis Da die Dualisierungsfunktion selbstinvertierend ist, geniigt es, eine
Richtung der Aquivalenz zu beweisen:

(%) VA,BeFor;: A-|B— Al B
Sei B eine Boolesche Algebra. Wir werden eine Funktion
o € ((Var — |Bl) — |B|) — ((Var — |B]) — |B|)

definieren, die die Dualisierung von Formeln auf der Ebene der Denotationen
simuliert:

(x%) VA € Fory: B(A) = §(B(A))
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Offensichtlich folgt aus der Existenz einer solchen Funktion &
VA,B € Fori: B(A) = B(B) = B(A) = B(B)

und damit ().
Wir kommen jetzt zur Definition der semantischen Dualisierungsfunktion 9.
Da in jeder Booleschen Algebra die Gleichungen

0=1, 1=0, XVYy=XAY, XAY=XVYy

gelten, hat die zu einer Formel A duale Formel A dieselbe Denotation wie —A’,
wobei wir A" aus A bilden, indem wir jede Variable X durch —X ersetzen. Also
definieren wir

ofo

und zeigen (*x) durch Induktion tiber A.
Wir betrachten den Fall A = A; A Ay. Sei o € Var — |B|. Dann gilt:

f

def -B(f(~0)) mit o e A X e var. -3 (oX)

B(A)o = .’B(Al NA)o
(AAl \Y; A\g)a Definition A
(Al)a % TB(//X\Z)U Definition B
=8(B(A1))o VES(B(A))o Induktionsannahme
= -2(B(A1)(—-0)) vE =B(B(A2)(—-0)) Definition &
= -B(BA))(—0) AB B(A)(—0)) De Morgan
= -B(B(A] A A2)(—0)) Definition B
=0(B(A1 AN A2))o Definition &
=0(B(A))o
Die anderen Fille folgen analog. O

Wir versuchen jetzt, Dualisierung auf Formeln mit —, =, < und Konditionalen
zu erweitern. Fir Differenz und Implikation gelten die Booleschen Gleichungen

X—-y=Yy=>X, X=>y=y—-X

Also sind die Operationen x — y und y = x zueinander dual (beachten Sie das
Vertauschen der Argumente). Also erweitern wir die Dualisierungsfunktion fiir
Formeln wie folgt:

A-B-B=>A
A>B-B-A

© G. Smolka, 2. 6. 2003
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Der Beweis des Dualitatssatzes ldasst sich problemlos auf die neuen Formelvari-
anten erweitern (wegen der obigen Gleichungen).
Fiir Konditionale gilt die Boolesche Gleichung

x,v,2) = (X,Z,y)

Also haben Konditionale Konditionale als duale Form. Also erweitern wir die
Dualisierungsfunktion fiir Formeln wie folgt:

—

(A,B,C) = (A,C,B)

Damit lasst sich der Beweis des Dualitdtssatzes problemlos auf Konditionale er-
weitern.

Fiir Aquivalenzen existiert keine duale Formelvariante. Trotzdem haben wir
die Moglichkeit, die Dualisierungsfunktion und den Dualitdtssatz auf Aquivalen-
zen auszudehnen, indem wir auf die giiltige Boolesche Gleichung

Xey=X=-yY)+y-X)

zurtickgreifen. Wenn wir die Dualisierungsfunktion entsprechend mit

—

A=B=(A-B)+(B-A)

erweitern, konnen wir den Beweis des Dualititssatzes problemlos auf Aquivalen-
zen erweitern. Allerdings ist die so erweiterte Dualisierungsfunktion nicht mehr
selbstinvertierend.

4.8 Ubersetzung und Vereinfachung

Eine Ubersetzungsfunktion ist eine Funktion f € For — For mit f < |=.

Seien M,N < For Formelmengen. Wir sagen, dass M in N tiibersetzbar ist,
wenn es eine Ubersetzungsfunktion M — N gibt.

Eine Formelmenge K < For heillt kanonisch, wenn

VA, BEK: A+B = T(A) + T(B)

Dabei bezeichnet 7 (A) die Denotation der Formel A in der zweiwertigen Boole-
schen Algebra 7T . Offensichtlich ist die Formelmenge {0, 1} kanonisch.

Proposition 4.8.1 Seien M, K < For mit K kanonisch. Dann gibt es hochstens eine
Ubersetzungsfunktion M — K.
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Beweis Seien f,g € M — K Ubersetzungsfunktionen und A € M. Wir miissen
zeigen, dass f(A) = g(A) gilt. Da f(A),g(A) € K und K kanonisch, geniigt es zu
zeigen, dass 7 (f(A)) = T (g(A)). Dies ist der Fall, da f(A) = A H g(A) gilt (f
und g sind Ubersetzungsfunktionen). 0O

Proposition 4.8.2 (Kanonische Ubersetzungsfunktion) Sei f eine Ubersetzungs-
funktion mit Ran { kanonisch. Dann gilt fiir alle A,B € Dom f:

AHB < f(A)=f(B) < T(A)=T(B)

Beweis Seien A,B € Dom f. Da f eine Ubersetzungsfunktion ist, gilt A |5 f(A)
und B H f(B). Also gilt

f(A)=f(B) = AHB
Die Implikation
AHB= T(A) =T (B)
folgt sofort aus der Definition von |=. Da Ran f kanonisch ist, gilt

T(A) =T (B) = f(A) =f(B)

Wir werden im niachsten Abschnitt eine kanonische Formelmenge K und eine
Ubersetzungsfunktion f € For — K definieren. Proposition sagt uns einer-
seits, dass wir mit der Ubersetzungsfunktion f die Aquivalenz von beliebigen
Formeln entscheiden konnen. Andererseits stellt sie fest, dass aus der Existenz
von K und f folgt, dass eine Boolesche Gleichung genau dann giiltig ist, wenn sie
in der zweiwertigen Booleschen Algebra 7 giiltig ist.

Sei Forg die Menge der variablenfreien Formeln. Da {0, 1} kanonisch ist, gibt
es hochstens eine Ubersetzungsfunktion Fory — {0,1} (Proposition EE8I). Wir
werden zeigen, dass eine solche Ubersetzungsfunktion existiert, indem wir sie
mithilfe sogenannter Vereinfachungsregeln beschreiben. Diese Beschreibung lie-
fert gleichzeitig ein Berechnungsverfahren fiir die Ubersetzungsfunktion.

Abbildung B4l zeigt einige Vereinfachungsregeln fir Formelnf Mit diesen Re-
geln konnen wir Formeln schrittweise vereinfachen. Zum Beispiel:

O

(LLX,00vVY)A(Z=>Z)—- (OVY)A(Z=>Z) da (1,X,0) -0
- (0vY)Aal da(Z=>272)-1
- 0VvY
-Y

Vereinfachung bedeutet also, dass wir einen Teilformel der zu vereinfachenden
Formel gemaR einer der Regeln ersetzen. Die zwei ersten Schritte des Beispiels
ersetzen jeweils eine echte Teilformel.

8 Die gezeigte Auswahl ist etwas willkiirlich. Unter anderem haben wir auf Regeln wie
A A 2A — 0 verzichtet.
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-0-1 -1-0 ——mA- A
OANA-0 1ANA- A AAnO0—-0 AAnl—-A ANA—- A
OVA- A 1vA-1 AvO0O- A Avl-1 AVA- A
0-A-0 1-A--A| A-0-A A-1-0 A-A-0
0=>A-1 1>A-A | A=>0- A A=>1-1 A=>A-1
OeA-"A| 1A-A |[A=0-"A| A=s1-A AsA-1
(0,AJB) - A| (1,A,B) - B | (A,0,1) - A| (A, 1,0) - ~A | (A,B,B) - B
Abbildung 4.4: Vereinfachungsregeln fiir Formeln

Proposition 4.8.3 Seien A und B Formeln, sodass B aus A durch Anwendung einer
der Regeln in Abbildung&.4 erhalten werden kann. Dann A |=| B, VV(B) < VV(A),
und B ist echt kleiner als A.

Beweis Beide Behauptungen konnen getrennt fiir jede Regel verifiziert werden.
Wegen der Kongruenzeigenschaft (Proposition geniigt es, fiir jede Instanz
jeder Regel zu zeigen, dass die linke Seite dquivalent zu rechten ist. Das ist nicht
schwer. O

Proposition 4.8.4 Jede variablenfreie Formel A Idsst sich durch Anwenden der
Regeln in Abbildung4.4 in eine dquivalente Formel B mit B € {0, 1} vereinfachen.

Beweis Auf eine variablenfreie Formel ist nur dann keine der Regeln anwend-
bar, wenn es sich um 0 oder 1 handelt. Da jede Regel die Formel echt kleiner
macht (Proposition E8.3), sind ausgehend von einer Formel nur endlich viele
Regelanwendungen moglich. Da jede Regel eine Formel durch eine dquivalen-
te Formel ersetzt (Proposition E.8.3), ist die vereinfachte Formel dquivalent zur
Ausgangsformel. O

Wir wissen jetzt, dass es genau eine Ubersetzungsfunktion f € Forg — {0, 1}
gibt, und dass wir zu einer Formel A die Ubersetzung f(A) berechnen konnen,
indem wir die Vereinfachungsregeln solange anwenden, bis wir entweder 0 oder
1 erhalten. Dabei spielt es keine Rolle wie wir die Vereinfachungsregeln im Ein-
zelnen anwenden (welche Regel auf welche Teilformel).

Wir wissen jetzt auch, dass zwei variablenfreie Formeln A, B genau dann dqui-
valent sind, wenn 7 (A) = T (B) gilt. Das folgt mit Proposition

SchlieRlich haben wir jetzt ein Verfahren, mit dem wir entscheiden kénnen,
ob zwei variablenfreie Formeln dquivalent sind. Dabei vereinfachen wir beide
Formeln mit den Regeln in Abbildung B4l Wenn wir fir beide Formeln dasselbe
Endergebnis erhalten, sind die Formeln dgivalent. Wenn wir dagegen verschiede-
ne Endergebnisse erhalten, sind die Formeln nicht dquivalent.
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X
/\
z Y
/N /N
1 0o 0 z
/N
10

Abbildung 4.5: Der Entscheidungsbaum (X, (Z,1,0), (Y,0,(Z,1,0)))

4.9 Entscheidungsbiume

Wir definieren jetzt eine kanonische Formelmenge, in die jede Formel iibersetzt
werden kann.

Zunichst definieren wir eine Formelmenge DT < For mithilfe von struktureller
Rekursion:

1. 0e DTund 1 € DT.
2. Wenn X € Varund A,B € DT, dann (X, A, B) € DT.

Die Elemente von DT bezeichnen wir als Entscheidungsbaume. Dieser Name ist
aus zwei Grinden sinnvoll. Einerseits konnen wir die Elemente von DT wie in
Abbildung gezeigt als geordnete Bindrbdaume auffasen, deren Blatter mit O
oder 1 und deren andere Knoten mit Variablen markiert sindfl Andererseits gilt
die folgende Proposition, die jeden mit einer Variablen markierten Knoten mit
einer Entscheidung assoziiert:

Proposition 4.9.1 Fiir jeden Entscheidungsbaum (X, A, B) und jede Belegung o €
Var — B gilt:

T(X,A,B)o = if c X =0then T (A)o else T (B)o
Beweis Folgt mit Proposition O

Ein Entscheidungsbaum A € DT heilt reduziert, wenn fiir jeden Teilbaum
(X,Ap, A1) von A gilt: die Unterbaume Ag und A; sind verschieden.

Im Folgenden nehmen wir an, dass eine totale Ordnung < fiir die Menge Var
der Variablen gegeben ist.

Ein Entscheidungsbaum A € DT heilt geordnet, wenn fiir jeden Teilbaum
(X,Ap,A1) von A gilt: X ist echt kleiner als jede Variable, die in einem der Un-
terbaumen Ag oder A; vorkommt. Anschaulich gesprochen heillt das, dass die

9 Entscheidungsbiume sind geordnete Bindrbidumen, bei denen man zwischen linken und rech-
ten Unterbdumen unterscheidet.
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Variablen auf einem Pfad von der Wurzel zu einem Blatt aufsteigend geordnet
sind.

Ein Entscheidungsbaum heilt Primbaum genau dann, wenn er reduziert und
geordnet ist.

Der Entscheidungsbaum in Abbildung ist reduziert. Wenn wir annehmen,
dass X <Y < Z gilt, ist er auch geordnet und folglich ein Primbaum.

Proposition 4.9.2 Fiir alle Entscheidungsbdume Ay, A1 und fiir jede Variable X
sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

1. (X,Ap, A1) ist ein Primbaum.

2. Ag und A, sind verschiedene Primbdume und X ist echt kleiner als jede der in
Ag oder A1 vorkommenden Variablen.

Lemma 4.9.3 Sei A = (X, Ap, A1) eine Formel, sodass die Variable X in Ay und
Aq nicht vorkommt, und sodass T (Ag) # T (A1). Dann existiert o € Var — B mit
T (Ao =T A (o[1/X]).

Beweis Proposition EEO. TJund B33l O

Lemma 4.9.4 (Kanonizitat) Seien A und B verschiedene Primbdume. Dann

T (A) = T (B).

Beweis Durch Induktion tiber das Maximum »n der Grofen von A und B.

n=1Dann A,B < {0,1}. Also T (A) + T (B),da A + B.

n > 1. Wir unterscheiden 4 Falle:

A = (X,A9,A1) und X kommt in B nicht vor. Nach Induktionsannah-
me gilt 7 (Ag) # T (A;). Also existiert nach Lemma B33 ein o € Var —
B mit 7 (A)o + T (A)(o[1/X]). Da X in B nicht vorkommt, gilt 7 (B)o =
T (B)(0[1/X]). Also T (A) + T (B).

B = (X, By, By) und X kommt in A nicht vor. Analog.

A = (X,Ap,A1) und B = (X,Bo,B;) und Ay # By. Nach Induktionsannahme
gilt T (Ag) # T (By). Also existiert ein o € Var — B mit T (Ag)o = T (By)o.
Da X weder in Ag noch By vorkommt,folgt T (A)(o[0/X]) = T (B)(c[0/X]).
Also T (A) = T (B).

A= (X,Ap,A1) und B = (X, By, B1) und A; + B;. Analog. O

4.10 Bestimmung des aquivalenten Primbaums

Wir zeigen jetzt, dass man zu jeder Formel einen dquivalenten Primbaum berech-
nen kann. Wegen der gerade gezeigten Kanonizitdt von Primbaumen erhalten wir
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damit eine Entscheidungsprozedur fiir die Aquivalenz von Formeln. AuRerdem
folgt, dass eine Boolesche Gleichung genau dann in jeder Booleschen Algebra
guiltig ist, wenn sie in der zweiwertigen Algebra giiltig ist.

Proposition 4.10.1 Jeder geordnete Entscheidungsbaum kann mit der Regel
(X,A,A) - A
zu einem dquivalenten Primbaum vereinfacht werden.

Beweis Die Regel fiihrt geordnete Baume in geordnete Baume tiber. Sie ist ge-
nau dann auf einen Baum anwendbar, wenn er nicht reduziert ist. Da sie die
GroRe eines Baums echt verkleinert, kann sie auf einen Baum nur endlich oft
angewendet werden. Da sie einen Teilbaum durch eine dquivalenten Teilbaum
ersetzt (fir jede Formel (X, A, A) gilt (X, A, A) |H A), Uiberfiihrt sie jeden Baum
in einen dquivalenten Baum (Kongruenzeigenschaft). O

Proposition 4.10.2 (Shannon Expansion) Ftir jede Formel A und jede Variable X
gilt:

1. XANAHXAA[L/X].
2. " XANAH X AA[O/X].

3. AH (X,A[0/X],A[1/X]).

Beweis

1. Durch strukturelle Induktion liber A.
X ¢ VW(A).Dann A[1/X] =A.Also X AA H X AA[1/X].
A=X.Damm X AAHXAXHXAL1HXAA[1/X].
A = —A’. Zuerst stellen wir fest, dass

(k) XAYy=XA"(XAY)

eine giiltige Boolesche Gleichung ist. Damit haben wir:

XAAHXA-(XAA) (*x)
HXA-(XAA[L/X]) Induktionsannahme und Kongruenz
HXA-A[1/X] ()
H X AA[1/X])
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A = A A Ap. Zuerst stellen wir fest, dass
(kk) XA(YAZ)=XA((XAY)A(XAZ))

eine giiltige Boolesche Gleichung ist. Damit haben wir:

XANAHXA(XAAD) A(X AA)) (k%)
HXA(XAA[1/X]D A(X AA2[1/X])) Induktionsannahme
H X A (A[1/X]T A A2[1/X]) (%)
= X AA[1/X])

Die restlichen Falle folgen analog.
2. Analog zu (1).
3. Mit (2) und (1) folgt:

AH-XANAVXAA
= X AA[0/X]V X AA[1/X]
H (X,A[0/X], A[1/X]) O

Lemma 4.10.3 Zu jeder Formel A kann man einen dquivalenten Primbaum B mit
VV(B) € VV(A) berechnen.

Beweis Durch Induktion tiber die Anzahl n der in A vorkommenden Variablen.
n = 0. Dann bekommt man den Primbaum B mit Proposition .84
n > 1. Sei X die kleinste in A vorkommende Variable. Die Induktionsannahme
liefert uns Primbaume By und B; wie folgt:

By H A[0/X] A VV(Bo) = VW(A) — {X}
B H A[1/X] A VW(B1) = VW(A) — {X}

Proposition 102 liefert A |= (X, By, B1). Wenn By # By, dann ist (X, Bg, B1) ein
Primbaum mit den behaupteten Eigenschaften (Proposition E.9.2). Falls By = B,
gilt (X, Bg,B1) = Bi. Also ist By ein Primbaum mit den behaupteten Eigenschaf-
ten (Proposition E.10.T). O

Satz 4.10.4 (Primbaume) Die Menge der Primbdume ist kanonisch und zu jeder
Formel existiert genau ein dquivalenter Primbaum. Der zu einer Formel dquiva-
lente Primbaum enthdlt nur Variablen, die in der Formel vorkommen.

Beweis Lemmata 9. dund 1031 O
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Den zu einer Formel A dquivalenten Primbaum bezeichnen wir mit T A.

Korollar 4.10.5 (Signifikante Variablen) Die signifikanten Variablen einer For-
mel A sind genau die Variablen, die in Tt A vorkommen.

Satz 4.10.6 (Tautologie) VA,B € For: A5 B < T (A) = T (B).
Beweis Folgt mit Proposition aus Satz 10,41 O

Korollar 4.10.7 Eine Boolesche Gleichung ist genau dann in allen Booleschen Al-
gebren gliltig, wenn sie in der zweiwertigen Booleschen Algebra giiltig ist.

Beweis Folgt als Satz B.10.6 O

Eine Variable X heil’t signifikant fiir eine Funktion f € (Var — B) — B, wenn
eine Belegung o € Var — B und ein b € B existieren mit f (o) + f(o[b/X]).

Korollar 4.10.8 (Signifikante Variablen) Sei A eine Formel und X eine Variable.
Dann ist X genau dann signifikant fiir A, wenn X signifikant fiir T (A) ist.

Beweis Wir zeigen, dass X genau dann nicht signifikant fiir A ist, wenn X nicht
signifikant fur 7 (A) ist.

Sei X fur A nicht signifikant. Dann gibt es eine zu A dquivalente Formel B mit
X ¢ VV(B). Mit Proposition E.3.3] folgt, dass X fiir 7 (B) nicht signifikant ist. Da
T (A) = T (B), folgt, dass X nicht signifikant fiir 7 (A) ist.

Sei X fiir 7 (A) nicht signifikant. Dann folgt mit dem Substitutionslem-
ma 3.1} dass 7 (A) = T (A[0/X]). Mit dem Tautologiesatz folgt A H
A[0/X].Da X ¢ VV(A[0/X]), folgt, dass X nicht signifikant fir A ist. O

Die folgende Proposition fasst wichtige Eigenschaften von Primbdumen zu-
sammen:

Proposition 4.10.9 Fiir alle Formeln A, B gilt:
1. TAHA

2. VW(TA) = SV(A) < VWW(A)

3. TA=A < A Primbaum

4. AHB < mA=mB

Methode zur Bestimmung des aquivalenten Primbaums
Gegeben eine Formel A, kann 11 A wie folgt bestimmt werden:
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1. Wahle eine zu A dquivalente Formel B wie folgt:

a) W(B) € VW(A).
b) W(B)=0 = B=0VvB=1.

2. Wenn VV(B) = &, dann A = B.

3. Wenn VV(B) = &, bestimme die kleinste in B vorkommende Variable X.
4. Bestimme durch Rekursion: Ag = m(B[0/X]) und A, = m(B[1/X]).

5. Wenn Ag = A;, dann mA = Ajy.

6. Wenn Ag + Ay, dann mA = (X, Ag, A1).

Die Methode terminiert, da die rekursiven Aufrufe Formeln mit weniger vorkom-

menden Variablen bearbeiten. Die fiir Schritt 1 erforderliche Vereinfachung kann

durch die Vereinfachungsregeln in Abbildung B3] erledigt werden. Die Korrekt-

heit der Methode folgt mit den Argumenten aus dem Beweis von Lemma E.10.3l
Wir demonstrieren die Methode an der Formel

A= X+2)X+Y+2) XY+ 2)

und der Variablenordnung X < Y < Z. Wir expandieren A nach X und vereinfa-
chen:

A[0/X]1=0+2)0+Y +
Al1/X]1=1+2)A+Y +

ZYOY+Z)HZ-1-ZH0
HYAY+Z2)H1(Y+Z2)(Y+Z)HY +Z

Links sind wir fertig. Rechts expandieren wir nach Y und vereinfachen:

A[1/X][0/Y] =0+

V4
A[1/X1[1/Y]1=1+Z

=7
Links sind wir fertig. Rechts expandieren wir nach Z:

Al1/X][1/Y1[0/Z] =1
Al1/X][1/Y1[0/Z]1 =0

Damit ist T A der folgende Baum:
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Methoden zur Verifikation der Giiltigkeit von Booleschen Gleichungen
Wir haben bisher drei Methoden, um zu verifizieren, ob eine Boolesche Gleichung
gultig ist:

1. Wir konnen versuchen, die Gleichung mithilfe der Axiome fiir Boolesche Al-
gebren zu beweisen. Falls die Gleichung ungiiltig ist, liefert dieses Vorgehen
kein brauchbares Ergebnis.

2. Wir konnen die Gleichung fiir alle Belegungen Var — B nachrechnen. Dabei
konnen wir uns auf die endlich vielen Variablen beschranken, die in der Glei-
chung vorkommen. Falls die Gleichung ungultig ist, bekommen wir eine Bele-
gung, die dies zeigt.

3. Wir konnen zu jeder Seite der Gleichung den dquivalenten Primbaum bestim-
men. Die Gleichung ist giiltig genau dann, wenn die beiden Primbaume gleich
sind.

Die zweite und dritte Methode kénnen automatisiert werden. Da die Anzahl der
zu priifenden Belegungen exponentiell in der Anzahl der vorkommenden Varia-
blen wichst, wird Methode 2 fiir groRere Probleme sehr schnell unbrauchbar.
Dagegen kann Methode 3 so verfeinert werden, dass sie auch bei einigen hundert
Variablen héufig zu brauchbaren Ergebnissen fiihrt.

Eine in allen Fallen effiziente Verifikationsmethode ist nicht zu erwarten, da
das Falsifizieren von Aquivalenzen wegen

AHO = FJoeVvVar-B:TA)o =1

dquivalent zum NP-vollstandigen Erfiillbarkeitsproblem ist.

4.11 Primbaumalgorithmen

Formeln und Primbdume sind zwei unterschiedliche Darstellungssysteme fiir
Boolesche Mengen, deren Eigenschaften sich vorteilhaft ergdnzen. Formeln eig-
nen sich gut fiir die Modellierung von Problemen (siehe Didtproblem). Primbau-
me liefern eine effiziente Datenstruktur fiir Boolesche Mengen, wie wir in diesem
Abschnitt sehen werden. Wir konnen also sagen, dass es sich bei Formeln um
eine modellierungsorientierte und bei Primbdumen um eine verarbeitungsori-
entierte Darstellung fiir Boolesche Mengen handelt. Mit einem Ubersetzer, der
Formeln in dquivalente Primbdume iibersetzt, konnen die Vorteile beider Dar-
stellungen kombiniert werden.

Wir geben jetzt effiziente Algorithmen an, die die Booleschen Operationen fiir
Primb&ume realisieren. Beispielsweise werden wir eine Prozedur neg sehen, der
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neg € DT — DT

neg(0) =1
neg(l1) =0
neg(X, Ao, A1) = (X, neg(Agp), neg(Ay))

Abbildung 4.6: Negationsalgorithmus fiir Entscheidungsbaume

zu einem Primbaum A den Primbaum fiir —A liefert. Weiter werden wir eine Pro-
zedur and sehen, der zu zwei Primbdumen A und B den zu A A B dquivalenten
Primbaum liefert. SchlieRlich werden wir im niachsten Abschnitt eine Datenstruk-
tur fir Primbaume sehen, mit der die Gleichheit von Primbdumen in konstanter
Zeit getestet werden kann.

Negation

Abbildung definiert eine Funktion und eine Prozedur neg € DT — DT. Die
Definition erfolgt mithilfe von struktureller Rekursion. Man sieht sofort, das die
Prozedur neg lineare Laufzeit hat. Die Funktion neg liefert zu einem Entschei-
dungsbaum den Baum, den man erhéilt, wenn man an allen Blattern 0 mit 1 und
1 mit O vertauscht.

Proposition 4.11.1 Fiir jeden Entscheidungsbaum A gilt:
1. neg(A) H —A.

2. Wenn A ein Primbaum ist, dann ist neg(A) ein Primbaum.

Beweis Behauptung (1) folgt mit struktureller Induktion tiber A. Die Fille A =
0 und A = 1 sind offensichtlich. Der rekursive Fall A = (X,Aq, A1) folgt mit
Proposition EET.4] (2).

Behauptung (2) folgt ebenfalls mit struktureller Induktion tiber A. Die Fal-
le A =0und A = 1 sind offensichtlich. Den rekursiven Fall A = (X, Ag, A1)
zeigen wir wie folgt. Sei A = (X, Ag, A1) ein Primbaum. Nach Induktionsannah-
me sind neg(Ag) und neg(A;) Primbdaume. Daraus folgt mit Behauptung (1):
neg(Ag) = m(—~Ap) und neg(A;) = m(—A;). Die Definition von neg liefert jetzt:

neg(A) = (X,neg(Ap),neg(Ai)) = (X,1m(=Ap), T(—Ap))

Da A = (X,Ap,A;) ein Primbaum ist und mm(—~Ag) und mm(—~A;) nur Varia-
blen enthalten, die in Ay beziehungsweise A; vorkommen (Primbaumsatz), ist
neg(A) = (X, m(—Ag), m(—Ap)) ein Primbaum, wenn 1(—Agy) # m(—-A;). We-
gen des Primbaumsatzes ist dies der Fall, wenn - Ay 4 —A; gilt. Da Ap und
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and € DT x DT — DT

and(0,B) =0
and(1,B) = B
and(A,0) =0
and(A,1) = A
and(A,A) = A

and(A = (X,Ao,Al), B = (Y,Bo,Bl)) =
case X = Y then red (X, and(Ag, By), and(A1,B1))
X <Y then red (X, and(Ag,B), and(A1,B))
X > Y then red (Y, and(A, By), and(A, By))

red € Var x DT x DT — DT
red(X,Ag, A1) = if Ag = A; then Ag else (X, Ag, A1)

Abbildung 4.7: Konjunktionsalgorithmus fiir Entscheidungsbdume

Aq verschiedene Primbaume sind, folgt mit dem Primbaumsatz Ag |4 A;. Also
—Ag H A1 mit Proposition E. 1.5l O

Konjunktion
Abbildung B/ definiert eine Funktion und eine Prozedur

and € DT x DT — DT

Die Definition erfolgt mithilfe von struktureller Rekursion und einer Hilfsfunk-
tion red. Im nachsten Abschnitt werden wir eine Datenstruktur angeben, mit
der die Gleichheit von Entscheidungsbdaumen in konstanter Zeit getestet werden
kann. Damit hat and(A, B) die Laufzeit O(|A| - |B|), da fiir jedes Paar von Teil-
baumauftreten von A und B hochstens ein Rekursionsschritt benotigt wird [

Proposition 4.11.2 Fiir jeden Entscheidungsbaum (X, Ao, A1) gilt:
1. red(X, Ao, A1) H (X,Ap,A1).

2. Wenn Ag und A1 Primbdume sind, in denen nur Variablen vorkommen, die echt
grifer als X sind, dann ist red(X, Ay, A1) ein Primbaum.

100 (]JA| - |B]) ist eine scharfe obere Schranke, da es fiir jedes n Primbdume A, B der GroRe n
gibt, sodass der Primbaum fiir A A B die GroRe ®(n?) hat. Siehe [Bryant 1986].
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Beweis Folgt mit Proposition E.10.JJund O
Proposition 4.11.3 Fiir alle Entscheidungsbdume A, B gilt:

1. and(A,B) = A A B.

2. Wenn A und B Primbdume sind, dann ist and(A, B) ein Primbaum.

Beweis Behauptung (1) folgt mit struktureller Induktion tiber (A, B). Die Falle
A=0,A=1,B=0,B=1und A = B sind offensichtlich. Die verbleibenden Falle
folgen mit Proposition (1) und den Gleichungen (3) und (4) von Propositi-
onETA

Behauptung (2) folgt ebenfalls mit struktureller Induktion iiber (A, B). Die Fal-
leA=0,A=1,B=0,B=1und A = B sind offensichtlich. Wir zeigen einen der
verbleibenden Fille. Die anderen folgen analog.

Seien A = (X, Ap, A1) und B = (X, By, B;) Primbdume. Dann sind and(Ag, By)
und and(Ai,B;) nach Induktionsannahme ebenfalls Primbaume. Mit Be-
hauptung (1) und dem Primbaumsatz folgt and(Ag,Bg) = 1(Agp A Bg) und
and(A1,B1) = m(A1 A By). Die Definition von and liefert jetzt:

and(A,B) = red (X, (Ao A By), (A1 A B1))

Da (X, Ag, A1) und (X, By, B1) Primbdume sind, enthalten 11 (Ag A Bg) und 1m(A; A
B1) nur Variablen, die echt groRer als X sind (Primbaumsatz). Also folgt mit
Proposition EETT.2] dass and(A, B) ein Primbaum ist. O

Weitere bindre Operationen

Die Booleschen Operation v, —, = und < lassen sich nach demselben Schema
realisieren wie Konjunktion. Letztlich liegt das daran, dass sie sich alle mit Kon-
junktion und Negation ausdriicken lassen (z.B. x = y = ~xVvy). Auf die Giiltigkeit
der entsprechenden Booleschen Gleichungen haben wir bereits im Kontext von
Proposition E.T.4] hingewiesen.

Ubersetzung von Formeln in Primbdume

Mithilfe der Prozeduren neg und and kann man Formeln in Primb&ume tiberset-
zen. Sei Forq die Menge aller Formeln, die mit Variablen, 0, 1, —, v und A gebildet
werden konnen, und PT die Menge aller Primbdume. Abbildung definiert ei-
ne Funktion und eine Prozedur com € For; — PT, die Formeln in Primbaume
iibersetzt.

Proposition 4.11.4 Fiir jede Formel A € For, gilt: com(A) |5 A.

Beweis Durch strukturelle Induktion iiber A. Der Fall —A folgt mit Propo-
sition EETT.T] und A; A Ap mit Proposition EETT.3l Der Fall A; v A folgt mit
A1V Ay |H (A1 A —Ap) und den Propositionen EETT.Tlund L1131 O
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com € For, — PT

com(0) =0
com(l) =1
com(X) = (X,0,1)
com(—A) = neg(com(A))
com(A1 A A») = and(com(A1), com(A»))
com(Ay Vv Ay) = neg(and(neg(com(Ay)), neg(com(A»))))

Abbildung 4.8: Ubersetzung von Formeln in Primbaume

4.12 Minimale Graphdarstellung

Wir zeigen jetzt, wie Entscheidungsbdaume so dargestellt werden konnen, dass
die Gleichheit von zwei Baumen in konstanter Zeit getestet werden kann. Ei-
ne solche Darstellung liefert die Grundlage fiir eine effiziente Realisierung der
Primbaumalgorithmen. Die vorgestellte Darstellungstechnik kann auf beliebige
Baume tibertragen werden.

Die grundlegende Idee unserer Darstellung beruht auf der Beobachtung, dass
eine endliche Menge von Baumen platzsparend durch einen zyklenfreien Gra-
phen dargestellt werden kann. Abbildung zeigt links einen Graphen, der alle
Teilbdume des rechts gezeigten Entscheidungsbaums darstellt. Jeder Knoten des
Graphens stellt einen Teilbaum des Entscheidungsbaums dar. Dabei entsprechen
die gestrichelten Kanten des Graphens den zu den linken Unterbdumen fiihren-
den Kanten des Baums, und die durchgezogenen Kanten den zu den rechten Un-
terbdumen fiihrenden Kanten. Der mit X markierte Knoten des Graphens stellt
den kompletten Entscheidungsbaum dar. Da der Graph mehrfach auftretende
Teilbaume des Baums nur einmal darstellt, ist er kleiner als der Baum (5 statt 9
Knoten).

Eine Graphdarstellung einer Menge von Entscheidungsbdaumen heillt minimal,
wenn zwei verschiedene Knoten des Graphens immer zwei verschiedene Ent-
scheidungsbdaume darstellen. Die in Abbildung gezeigte Graphdarstellung ist
minimal. Da bei einer minimalen Graphdarstellung einer Menge T von Entschei-
dungsbdaumen die Knoten des Graphens bijektiv den Entscheidungsbaumen in T
entsprechen, kann die Gleichheit von zwei dargestellten Bdumen in konstanter
Zeit getestet werden.

Wir formalisieren unser Konzept der Graphdarstellung wie folgt. Ein Entschei-
dungsgraph ist eine Funktion y, fiir die ein N € N* existiert, sodass:

l.ye {2,...,N} - Var x {0,...,N} x {0,...,N}.
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Abbildung 4.9: Graphdarstellung der Teilbdume eines Entscheidungsbaums

2. V(n,(X,ng,n1)) €y: n>ng A n>nj.

Unter den Knoten von y verstehen wir die Zahlen 0O,...,N. Die Knoten 0 und 1
stellen die Entscheidungsbdume O und 1 dar. Alle anderen Knoten stellen zu-
sammengesetzte Entscheidungsbdaume dar. Die zweite Bedingung der Definition
sorgt dafiir, dass Entscheidungsgraphen azyklisch sind. Die Graphdarstellung in
Abbildung entspricht dem Entscheidungsgraphen

{2~(2,1,0), 3~(Y,0,2), 4~ (X,2,3) }
Die Menge aller Entscheidungsgraphen bezeichnen wir mit DG. Die Funktion

reDG—~NYpr
TY0=0
Tyl =1
Tyn = (X, Tyng, tyn;) falls yn= (X,ng,ny)

liefert zu jedem Entscheidungsgraphen y eine Funktion
Ty € {0,1} uDomy — DT

die jedem Knoten von y einen Entscheidungsbaum zuordnet. Die rekursive Defi-
nition von T ist wohlfundiert, da Entscheidungsgraphen azyklisch sind.

Ein Entscheidungsgraph y heilt minimal, wenn Ty injektiv ist. Die GroRe eines
minimalen Entscheidungsgraphens hangt linear von der Anzahl der dargestellten
Entscheidungsbdume ab.

Satz 4.12.1 Ein Entscheidungsgraph ist minimal genau dann, wenn er injektiv ist.

Beweis Sei y ein Entscheidungsgraph.
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4

Sei y minimal und seien n,n’ € Dom y mit yn = yn’. Wir miissen n = n
zeigen. Da yn = yn’, existieren X, ng und n; mit yn = yn’ = (X, ng,ny). Da
n,n’ > 1, folgt aus der Definition von T, dass

Tyn = (X,Tyno,Tyn;) = tyn’

Da Ty injektiv ist, folgt n = n'.
Sei y injektiv. Wir miissen

vn,n € {0,1}uDomy: Tyn=tyn' = n=n’

zeigen. Wir tun das durch Induktion tiber k = max{n,n’}. Firk = Ound k = 1
kann die Behauptung mithilfe der Definition von T leicht verifiziert werden. Sei
k > 1und Tyn = Tyn’. Wir missen n = n’ zeigen. Da k > 1, folgt n > 1 oder
n’ > 1.Da tyn = tyn’, folgt aus der Definition von T, dass n,n” > 1 und

yn=(X,np,m) yn = (X',ny,nj)
fiir passende Variablen X, X’ und Zahlen ng, n1, nyp, nj < k. Da
(X, Tyno, Tyn1) = tyn = tyn’ = (X', Tyny, Tynj)

folgt X = X', Tyngp = Tyny und Tyn; = Tyn). Mit der Induktionsannahme
bekommen wir ng = ny und n; = nj. Also yn = yn'. Da y injektiv ist, folgt
n=n'. O

Korollar 4.12.2 Ein Entscheidungsgraph y ist minimal genau dann, wenn zu je-
der Variablen X und zu je zwei Knoten ng, ny von y hdchstens ein Knoten n von
y mit yn = (X, ng, n1) existiert.

Mit dem Korollar sieht man sofort, dass der Entscheidungsgraph in Abbil-
dung minimal ist.

Die Primbaumalgorithmen des letzten Abschnitts allozieren die bendtigten
Entscheidungsbdume schrittweise: Begonnen wird mit den primitiven Baumen
0 und 1, und zu einer Variable X und zwei bereits allozierten Baumen A, B wird
gegebenfalls der Baum (X, A, B) alloziert. Also konnen wir die folgende Schnitt-
stelle fiir die Darstellung von Entscheidungsbaumen annehmen:

type var = int

type dt

datatype info = F | T | D of var * dt * dt
val put : info -> dt

val get : dt -> info

val eq : dt * dt -> bool
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Dabei soll put F die Darstellung des Baums 0 und put T die Darstellung des
Baums 1 liefern. Wenn ng und n; bereits Darstellungen von Baumen Ay und
A sind, soll put(D(X,ng,n;)) die Darstellung des Baums (X, Ag, A1) liefern.
Die Prozedur get ist invers zu put und liefert zu einer Darstellung Information
iiber die oberste Ebene des dargestellten Baums. Die Prozedur eq testet, ob zwei
Darstellungen denselben Baum darstellen.

Diese Schnittstelle konnen wir mit einer minimalen Graphdarstellung so rea-
lisieren, dass die Operationen put, get und eq jeweils nur konstante Zeit be-
notigen. Dafiir verwenden wir eine imperative Datenstruktur, deren Zustinde
minimale Entscheidungsgraphen darstellen. Der initiale Zustand der Datenstruk-
tur entspricht dem Entscheidungsgraphen &, der die Baume 0 und 1 darstellt.
Am interessantesten ist die Realisierung der Operation put. Wenn der aktuelle
Zustand der Datenstruktur dem Entscheidungsgraphen y entspricht, und put zu
(X, ng, ny) die Darstellung fiir den Baum (X, Tyng, Tyn;) liefern soll, gibt es zwei
Moglichkeiten:

1. Wenn bereits ein Knoten n mit yn = (X, ng, n;) existiert, ist dieser die eindeu-
tige Darstellung fir den Baum (X, Tyng, Tyny).

2. Ansonsten muss der Entscheidungsgraph y um einen Knoten erweitert wer-
den, da er den Baum (X, Tyng, Tyn;) noch nicht darstellt. Der neue Knoten
istn = 1 + max({1} U Dom y) und der erweiterte Entscheidungsgraph ist
y" = y[(X, ng,n1)/n]. Mit Korollar folgt, dass y’ wieder ein minimaler
Entscheidungsgraph ist.

Damit entwickeln sich die Zustdande der Datenstruktur wie folgt:

D=YyY0<S¥yY1S... S Yk

Die dadurch ausgedriickte Monotonie erlaubt wichtige Optimierungen. Beispiels-
weise sorgt sie dafiir, dass get und put bei wiederholter Anwendung auf dassel-
be Argument immer dasselbe Ergebnis wie vorher liefern.

Mit diesen Ideen konnen wir die Datenstruktur fiir Entscheidungsbdaume wie
folgt realisieren. Den jeweiligen minimalen Entscheidungsgraphen legen wir in
einer Reihung graph ab und den nichsten zu allozierenden Knoten merken wir
uns mit einer Referenz next:

type dt = int
val graph : (var*dt*dt) array
val next : dt ref

Die Realisierung von get und eq mit konstantem Zeitaufwand ist offensichtlich.
Damit wir put mit konstantem Zeitaufwand realisieren kénnen, benotigen wir
fir den jeweils dargestellten minimalen Entscheidungsgraphen y eine effiziente
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Darstellung der inversen Funktion y—!. Diese realisieren wir mithilfe einer Hash-
tabelle und bauen sie schrittweise zusammen mit y auf. Damit ldsst sich put mit
konstantem Zeitaufwand realisieren.

Wir erwdhnen noch eine Optimierung fiir die Negationsprozedur neg. Wenn
die Prozedur neg die Darstellung n’ der Negation eines durch n dargestellten
Baums berechnet, kann sie bei n und n’ jeweils die Darstellung des negierten
Baums vermerken (n’ beziehungsweise n). Danach konnen n und n’ mit konstan-
tem Zeitaufwand negiert werden.

Die Konjunktionsprozedur and kénnen wir mit einem Arbeitsspeicher opti-
mieren, in dem and zu je zwei Knoten bereits berechnete Ergebnisse vermerkt.
Mithilfe von Hashingtechniken konnen die Schreib- und Leseoperationen des Ar-
beitsspeicher mit konstantem Zeitaufwand realisiert werden. Damit bekommt
wir fir die Prozedur and die Laufzeit O(|ni| - |n2|), wobei |n;| die Anzahl der
von n; aus erreichbaren Knoten des Entscheidungsgraphens bezeichnet.

Die in den letzten zwei Abschnitten vorgestellten Techniken entsprechen der
von Randal Bryant 1986 entwickelten OBDD-Darstellung fiir Boolesche Funktio-
nen["] Die OBDD-Darstellung hat in der Praxis zu dramatischen Verbesserungen
bei der Darstellungen von Booleschen Funktionen und Mengen gefiihrt und ist in
Hinblick auf Effizienz bis heute konkurrenzlos.

Neben ihren Vorteilen hat die OBDD-Darstellung den Nachteil, dass die Gro-
Re der minimalen Graphdarstellung ganz erheblich von der Variablenordnung
abhdngen kann. Je nach Wahl der Variablenordnung kann sich die GroéRe der
minimalen Graphdarstellung exponentiell dndern.

Seien X1,..., Xy, paarweise verschiedene Variablen. Dann beschreibt die For-
mel

(b1 A Xns1) V -V (bn A Xon)

offensichtlich fur alle (bq,...,b,) € B" eine andere Boolesche Funktion. Wenn
wir den Primbaum fiir die Formel
def
An T (X1 AXne1) Voo V(X A Xop)
gemdl der Variablenordnung X; < X» < - - - < X»,, bestimmen, wird er fir jedes
Tupel (by,...,bn) € B" einen Teilbaum enthalten, der dquivalent zu der Formel

(b1 A Xns1) vV -+ V (bp A X2n)

ist (Shannon Expansion). Damit hat der Primbaum fir A, mindestens 2" ver-
schiedene Teilbdume. Wenn wir den Primbaum fiir A,, dagegen nach der Ordnung
X1 < Xn+1 < Xo < Xpy2 < - -+ < Xp < Xop entwickeln, wird diese exponentielle
Explosion vermieden und der Primbaum fiir A, hat nur 2n + 3 Knoten.

11 OBDD steht fiir Ordered Binaray Decision Diagram. Werfen Sie einen Blick in das Original-
papier: Randal E. Bryant, Graph-based Algorithms for Boolean Function Manipulation. IEEE
Transactions on Computers, C-35-8, pp 677-691, 1986.
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4.13 Klauselformen

Mit Entscheidungsbdumen haben wir eine wichtige kanonische Form fiir Boole-
sche Formeln kennengelernt. Jetzt entwickeln wir eine zweite kanonische Form,
die sogenannte Klauselformen als Darstellungen verwendet.

Betrachten Sie die Formel

(XVZOIANEXVEYV2D)))AXYVAY)V —Z)
Die Denotation dieser Formel kann durch die konjunktive Klauselform
K{{X, 7z}, {=X,~Y,~Z}, {X,~Y,~Z}}

dargestellt werden. Dabei handelt es sich um eine Menge von Mengen von For-
meln, wobei die duRere Menge konjunktiv und die inneren Mengen disjunktiv in-
terpretiert werden. Beim Ubergang von einer Formel mit binidren Konjunktionen
und Disjunktionen zu einer konjunktiven Klauselform geht Anordnungsinforma-
tion verloren. Diese ist semantisch gesehen irrelevant, da Konjunktion und Dis-
junktion in Booleschen Algebren assoziativ, kommutativ und idempotent sind.

Es gibt auch disjunktive Klauselformen. Diese interpretieren die dulere Men-
ge disjunktiv und die inneren Mengen konjunktiv. Beispielsweise kann die Deno-
tation der Formel

XAZ) V(X AEYAZD)VIXADY)AZ))
durch die folgende disjunktive Klauselform dargestellt werden:
D {{X,Z}, {=X,Y,~Z}, {X, Y, ~Z}}

Abbildung fasst die grundlegenden Definitionen fiir Klauselformen zu-
sammen. Eine Klausel ist eine endliche Menge von Formeln. Eine Klauselform
ist eine endliche Menge von Klauseln. Die Menge der Formeln erweitern wir um
zwei neue Varianten KS und DS, die wir als konjunktive und disjunktive Klau-
selform bezeichnen. Fiir jede Boolesche Algebra B erweitern wir die Denotati-
onsfunktion wie besprochen auf die neuen Formelvarianten. Dabei wahlen wir
0% als Denotation fiir die leere Disjunktion und 1% als Denotation fiir die leere
Konjunktion. Damit gelten die Agivalenzen

Ko H1, K{©}HO0, DY HO, D{J}H 1.

SchlieRlich erweitern wir die Dualisierungsfunktion ~ € For — For auf die neuen
Formelvarianten.

Aus den Definitionen ist offensichtlich, dass jede Formel mit Klauselformen in
eine Formel ohne Klauselformen tibersetzt werden kann. Also gilt der Tautolo-
giesatz auch fir die neuen Formelvarianten. Auch der Dualitatssatz E.ZT]
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C,D € Cla = Pfin(For) Klausel
S € CF = Pgin(Cla) Klauselform
For = ... Formel
| KS konjunktive Klauselform
| DS disjunktive Klauselform
B B
B(KS)o = /\ \/ B(A)o Denotation
ceS AeC
B B
BDS)o = \/ A\ BAo
ceS AeC
KS = D{{A|AeC}|CeS} Dualisierung
DS = K{{A|AeC}|CeS}
Abbildung 4.10: Klauselformen

gilt fiir die neuen Formelvarianten. (Ubung: Erweitern Sie den Beweis des Duali-
tatssatzes um die neuen Formelvarianten.)
Aquivalenz von Klauselformen definieren wir wie folgt:

def
SHS & KSKHKS A DS DS

Proposition 4.13.1 Seien S und S’ dquivalente Klauselformen und C € S. Dann
S"H S"u{C}.

Beweis Folgt sofort aus der Tatsache, dass in jeder Booleschen Algebra fiir alle
X,y, zgilt wenn Xy = z,dann z = zy;und wenn x + y = zdann z = z + y. O

Bereinigte Klauselformen

Eine Klausel C heilt trivial, wenn es eine Formel A gibt, so dass A € C und
- A € C. Eine Klausel C subsumiert eine Klausel D, wenn C < D. Das Loschen
von trivialen und subsumierten Klauseln ldsst die Denotation einer Klauselform
unverandert:

Proposition 4.13.2 (Loschen von tivialen und subsumierten Klauseln) Sei S ei-
ne Klauselform und C eine Klausel. Wenn C trivial ist oder von einer Klausel in S
subsumiert wird, gilt: S U {C} |H S.
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Beweis Man sieht leicht, dass die folgenden Booleschen Gleichungen gelten
(die zweite Gleichung folgt mit einem der Absorptionsaxiome):

XXy +z=2z
X+Xy+z=x+z

Fir die disjunktive Interpretation rechtfertigt die erste Gleichung das Loschen
von trivialen Klauseln und die zweite Gleichung das Loschen von subsumierten
Klauseln. Fiir die konjunktive Interpretation rechtfertigen die dualen Gleichun-
gen

x+X+y)z=2z
X(X+y)z=xz
das Loschen von trivialen und subsumierten Klauseln. O

Beispiel Mit der Proposition folgt die Aquivalenz

X, ~X}, 1Y, Z3, {Z3} H {{Z})

da die erste Klausel tivial ist und die zweite Klausel von der dritten Klausel sub-
sumiert wird. O

Eine Klauselform heillt bereinigt, wenn sie keine trivialen und keine subsu-
mierten Klauseln enthalt.

4.14 Konjunktive und disjunktive Normalformen

Ein Literal ist eine Formel A € For, so dass eine Variable X € Var existiert mit
A = X oder A = —X. Ein Literal kann man sich als eine mit einem Vorzeichen ver-
sehene Variable vorstellen. Zwei Literale L; und L» heilen komplementar, wenn
Ly = —L> oder Lp = —L; gilt. Mit —L bezeichnen wir das zu L komplementare
Literal. Fir jedes Literal L gilt —(—L) = L.

Eine Klausel heilt literal, wenn sie nur Literale enthalt. Eine Klauselform heil3t
literal, wenn sie nur literale Klauseln enthalt.

Proposition 4.14.1 Sei S eine literale Klauselform. Dann KS = DS und DS = KS.
Beweis Gilt, da L = L fir jedes Literal L. O

Proposition 4.14.2 (Aquivalenz von literalen Klauselformen) Seien S und S’ li-
terale Klauselformen. Dann sind die folgenden Aussagen paarweise dquivalent:

SHS KS = KS’ DS = DS’
T (KS) =T (KS") 7 (DS) =T (DS")
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Beweis Die Aquivalenz zwischen KS = KS’ und 7 (KS) = T (KS’) folgt aus
dem Tautologiesatz Damit folgt auch die Aquivalenz zwischen DS |=| DS’
und 7 (DS) = 7 (DS’). Die Aquivalenz zwischen KS | KS’ und DS = DS’ folgt
aus Proposition EETZTund dem Dualititssatz EEZ.Il Aus dieser Aquivalenz folgt
die Aquivalenz zwischen S | S’ und KS = KS'. O

Proposition 4.14.3 (Triviale literale Klauselformen) Fiir jede literale Klausel-
form S sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. Jede Klausel in S ist trivial.
2. KS H 1.
3. DS |H 0.

Beweis Die Aquivalenz von (2) und (3) folgt mit dem Dualititssatz und Propo-
sition EETZ4.11

Wenn S nur triviale Klauseln enthilt, gilt S |5 & (Proposition EL13.2). Also
KS H Ko H 1.

Sei DS H 0. Wir zeigen durch Widerspruch, dass S nur triviale Klauseln ent-
hdlt. Sei C € § eine nichttriviale Klausel. Dann existiert eine Belegung o € Var —
B mit 7 (D{C})o = 1. Also T (DS)o = 1. Das ist ein Widerspruch zu DS = 0. O

Fine Klausel heilt normal, wenn sie literal und nichttrivial ist. Eine Klausel-
form heilft normal, wenn sie nur normale Klauseln enthalt.

Eine normale Klauselform S heift konjunktive Normalform (KNF) fiir eine
Formel A, wenn A |= KS. Eine normale Klauselform S heilt disjunktive Normal-
form (DNF) fiir eine Formel A, wenn A = DS.

Proposition 4.14.4 Fiir jede Klauselform S und jede Formel A gilt:
1. S ist DNF fiir A genau dann, wenn S KNF fﬁrﬁ ist.
2. S ist KNF fiir A genau dann, wenn S DNF fﬁrﬁ ist.

Beweis Dualitdtssatz und Proposition EL14.11 O

Wir definieren eine Funktion, die zu einem Entscheidungsbaum eine Klausel-
form bestimmt:

dnf € DT — CF
dnf(0) = &
dnf(1) = {Q@}
dnf(X, Ao, A1) = {CU {=X} | C ednf(Ag) } U{CU{X} | C ednf(Ar)}
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Proposition 4.14.5 (Berechnung einer DNF) Sei A ein geordneter Entscheidungs-
baum. Dann ist dnf (A) eine bereinigte DNF fiir A, die nur Variablen enthdilt, die
in A vorkommen.

Beweis Durch strukturelle Induktion liber A.
A = 0 oder A = 1. Dann sind die Behauptungen offensichtlich.
A= (X,Ap A1). Dann

(k) dnf(A) ={CU{-X}|Cednf(Ag)}U{CU{X}|Cednf(Al)}

Die Induktionsannahme liefert uns, dass dnf(Ag) und dnf(A;) literale und be-
reinigte Klauselformen sind, in denen nur Variablen aus Ay beziehungsweise
A1 vorkommen. Da A ein geodneter Entscheidungsbaum ist, kommt X weder in
dnf (Ag) noch dnf (A1) vor. Folglich kann das Hinzufiigen von =X beziehungs-
weise X zu den Klauseln von dnf(Ag) und dnf(A;) keine triviale Klauseln er-
zeugen. Also ist dnf(A) eine normale Klauselform, in der nur Variablen aus A
vorkommen.

Wir tiberzeugen uns jetzt davon, dass dnf(A) keine subsumierten Klauseln
enthalt. Seien D1, D> € dnf(A) mit Dy € D». Da X nicht in dnf (Ag) und dnf (A1)
vorkommt, gilt entweder D,D> € {C U {=X} | C € dnf(Ag)} oder D;,D; €
{Cu{X} | C € dnf(Ay)}. Wir betrachten nur den zweiten Fall, der erste folgt
analog. Wegen D; < D> muss im zweiten Fall D1 — {X} < D> — {X} gelten. Da
Dy — {X} und D> — {X} beide in dnf(A;) sind und dnf (A1) bereinigt ist, folgt
D1 — {X} = D2 - {X} Also D1 = Dz.

SchlieRlich zeigen wir, dass A |5 D(dnf(A)) gilt:

A H (X, Ap, A1)
H (X,D(dnf(Ap)),D(dnf(A1))) Induktionsannahme
FH =X AD(dnf(Ag)) v X AD(dnf(A1))
H D{Cu{=X}|Cednf(Ayg)} v D{CU{X} |C € dnf(Ay)}
HD{Cu{=X}|Cednf(Ay)} U{CU{X}|C € dnf(A1)})
= D(dnf (X, Ao, A1)) (%)
= D(dnf(A)) =

Beispiel Sei A der Primbaum

Dann dnf(A) = {{X, Y}, {X,Y,~Z}}. O



48 4 Aussagenlogik

Proposition 4.14.6 (Berechnung einer KNF) Sei A ein geordneter Entscheidungs-
baum. Dann ist dnf (A ) eine bereinigte KNF fiir A, die nur Variablen enthdilt, die
in A vorkommen.

Beweis Zunichst stellen wir fest, dass A wieder ein geordneter Entscheidungs-
baum ist. Also folgt mit Proposition dass dnf (ﬁ) eine bereinigte DNF fir
A ist, die nur Variablen enthilt, die in A vorkommen. Jetzt folgt die Behauptung
mit Proposition EETZ41 O

4.15 Resolution und Primformen

Eine Klausel D heilt Resolvente von zwei Klauseln C; und C», wenn eine For-
mel A existiert mit:

1. Ae (; und A € Co.
2. D =(C1 - {A}) U (Ca — {—A}).

Eine Klausel D heilt Resolvente einer Klauselform S, wenn C Resolvente von
zwei Klauseln in S ist. Das Hinzufiigen von Resolventen ldsst die Denotationen
einer Klauselform unverandert:

Proposition 4.15.1 (Hinzufiigen von Resolventen) Sei S eine Klauselform und C
eine Resolvente von S. Dann S |5 S u {C}.

Beweis Mit Proposition E.T.7] (1) folgt, dass
XY +XZ=Xy+Xz+yz

eine giiltige Boolesche Gleichung ist. Damit ist das Hinzufligen von Resolventen
fiir die disjunktive Interpretation gerechtfertigt. Fiir die konjunktive Interpretati-
on ist das Hinzufligen von Resolventen durch die duale Gleichung gerechtfertigt:

X+Y)X+2)=x+Y)X+2)(y+2) 0

Beispiel Abbildung ETTlzeigt mithilfe eines sogenannten Resolutionsgraphen,
wie eine Klauselmenge

S = {{-X,Y}, {X,Z}, {X,~Z}, {-X,Z}, {~Y,~Z}}

schrittweise um insgesamt fiinf Resolventen erweitert wird. Da schlieflich die
leere Klausel hinzugefiigt wird, die alle Klauseln subsumiert, haben wir mit den
Propositionen IS Tlund E13.2t S H {D}. O
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{-X,Y} {X,Z} {X,~Z} {=X,Z} {(=Y,~Z}

S
O\

{Y} {Z}

\{
®/

Abbildung 4.11: Ein Resolutionsgraph

Y}

Eine Klausel C heillit echte Resolvente einer Klauselform S, wenn gilt: (1) C
ist Resolvente von S; (2) C ist nicht trivial; (3) C wird von keiner Klausel in S
subsumiert. Machen Sie sich klar, dass der Resolutionsgraph in Abbildung E.TT]
nur echte Resolventen hinzuftligt.

Eine Klauselmenge heilt saturiert genau dann, wenn sie keine echte Resolven-
te hat.

Proposition 4.15.2 (Loschen von tivialen und subsumierten Klauseln) Seien S
und S’ Klauselformen und sei S" aus S durch das Léschen einer tivialen oder sub-
sumierten Klausel erhalten. Dann ist S genau dann saturiert, wenn S’ saturiert
ist.

Eine Klauselform heilft Primform, wenn sie literal, bereinigt und saturiert ist.
Eine Primform S heilt konjunktive Primform (KPF) fiir eine Formel A, wenn
A H KS. Eine Primform S heilt disjunktive Primform (DPF) fiir eine Formel A,
wenn A = DS.

Wir werden zeigen, dass zu jeder Formel genau eine konjunktive und genau
eine disjunktive Primform existiert.

Primformen haben Anwendungen beim Schaltkreisentwurf (minimale disjunk-
tive Normalformen) und in der Kiinstlichen Intelligenz (Truth Maintenance Sys-
tems)

Beispiel Betrachten Sie die Klauselform S = {{X, -Y}, {X,Y,~Z}}.Da {X,~Z}
eine echte Resolvente von S ist, ist S nicht saturiert. Hinzufiigen der echten Re-

solvente und Loschen der subsumierten Klausel liefert die dquivalente Primform
{{X, Y}, {X,~Z}}. O

12 Es gibt kein Lehrbuch, das Primformen systematisch behandelt. Eine interessante Arbeit tiber
die Berechnung von Primformen ist: Alex Kean und George Tsiknis, An Incremental Method
for Generating Prime Implicants/Implicates. Journal of Symbolic Computation (1990) 9, 185-
206.
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Beispiel Betrachten Sie die Forme
A= ("X=>2) AN ZAX=>Y) A (YV-X=>2)

Wir wollen die konjunktive und die disjunktive Primform fiir A bestimmen.
Zundchst bestimmen wir eine KNF fiir A. Dazu bestimmen wir fiir jede der
drei Teilformeln von A mithilfe von Aquivalenzumformungen eine KNF:
X=>Z H ——~XvZH Xv<Z
ZANX=>"Y H ~ZAX)VvY H - Xv-aYv-Z
YVX=>-Z H - (Yv=-X)v—-Z H (=Y AX)Vv—~Z
H (mYVv-aZ)A(XvV-Z)

Damit haben wir eine KNF fur A:
A H K{{X,Z}, {(=X,~Y,~Z}, {7Y,~Z}, {X,~Z}}

Wir 10schen die zweite Klausel, da sie von der dritten Klausel subsumiert wird,
und fiigen die Resolvente {X} der ersten und letzten Klausel hinzu:

A H K{{X,Z}, {—-Y,~Z}, {X,~Z}, {X}}
Jetzt 10schen wir die von {X} subsumierten Klauseln und bekommen:
A H K{{X}, {~Y,~Z}}

Da diese Klauselform literal, bereinigt und saturiert ist, handelt es sich um die
konjunktive Primform fiir A.

Die gerade vorgefiihrte Bestimmung der KPF aus der anfinglichen KNF kann
durch den Resolutionsgraphen

{(X,Z} 0O {(=X,~Y,~Z}0 {=Y,~Z} {X,~Z}0

s s s B

{X}

ubersichtlich dargestellt werden. Subsumierte Klauseln werden dabei durch das
Symbol 00 markiert.

Die Bestimmung einer DPF fiir A ist besonders einfach, wenn wir von der KPF
fiir A ausgehen. Mit dem Distributivitatsgesetz bekommen wir:

A H K{{X}, {=Y,~Z}} H D{{X,~Y}, {X,~Z}}

Da die rechts stehende Klauselform literal, bereinigt und saturiert ist, handelt es
sich um die DPF fur A. O

13 Die Formel entspricht der Konjunktion der Diitregeln in Abschnitt wobei wir statt B, E
und F die Buchstaben X, Y und Z fiir die Variablen benutzen.
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Zu einer normalen Klauselform kénnen wir eine dquivalente Primform bestim-
men, indem wir solange subsumierte Klauseln 16schen und echte Resolventen
hinzufligen, bis keiner dieser beiden Schritte mehr moglich ist. Wir zeigen jetzt,
dass dieser Bereinigungs- und Saturationsprozess immer terminiert. Dazu benut-
zen wir die folgenden Argumente:

1. Das Hinzufligen einer echten Resolvente vergroRert die Menge der von den
Klauseln der Klauselform subsumierten Klauseln (mindestens um die hinzu-
gefligte Resolvente).

2. Das Loschen von subsumierten Klauseln lasst die Menge der subsumierten
Klauseln unverandert.

3. Zu einer Klauselform kénnen auch durch wiederholtes Bilden von Resolventen
nur endlich viele Resolventen gebildet werden, da alle Resolventen nur die
endlich vielen Formeln enthalten konnen, die in der Klauselform enthalten
sind.

Seien S und S’ zwei Klauselformen. Wir schreiben § — S’ genau dann, wenn S’
aus S durch das Loschen einer subsumierten Klausel oder durch das Hinzufligen
einer echten Resolvente erhalten werden kann.

Lemma 4.15.3 (Saturation) Sei S eine normale Klauselform. Dann:
1. WennS = S’, dann S = S’, VV(S') < VV(S) und S’ ist normal.
2. S ist eine Primform genau dann, wenn es kein S’ mitS ~ S’ gibt.

3. Es gibt keine unendliche Kette S LR S1 LR So L

Beweis Die erste Behauptung folgt mit den Propositionen und L1511
Die zweite Behauptung ist offensichtlich. Die dritte Behauptung zeigen wir durch
Widerspruch.

Sei S eine Klauselform, fiir die eine unendliche Kette

sts i, syt
existiert. Wir definieren
Clas € »(|J )
ces

Clas ist die Menge aller Klauseln, die man mit den in den Klauseln von S enthal-
ten Formeln bilden kann. Aus der Definition von — folgt:

Vie N*t: Si € Clag
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Fir jede Klauselform S; der Kette definieren wir

def

Slei {CECI(ZS|3DESI'ZD§C}

Wir haben:

e Sub; = Subj.1, wenn Si.1 aus S; durch Loschen einer subsumierten Klausel
erhalten wird.

e Sub; C Subj.1, wenn S;;1 aus S; durch Hinzufiigen einer echten Resolvente

=

erhalten wird.
e Sub; € Suby < Subz € --- < Clas.

Da Clas endlich ist, kann die Kette nur endlich viele Resolventen hinzufiigen.
Also werden ab einem bestimmten Sx nur noch subsumierte Klauseln geldscht.
Da Sk endlich ist, konnen aber nur endlich viele Klauseln geléscht werden. Damit
haben wir einen Widerspruch zu der Annahme, dass die Kette unendlich ist. [

Lemma 4.15.4 (Berechnung von Primformen) Zu jeder normalen Klauselform S
kann eine dquivalente Primform berechnet werden, die nur Variablen enthdilt, die
in S vorkommen.

Beweis Folgt sofort aus dem Saturationslemma E.15.3] O

Lemma 4.15.5 (Berechnung von Primformen) Zu jeder Formel A kann eine kon-
junktive Primform [disjunktive Primform] berechnet werden, die nur Variablen
enthdilt, die in A vorkommen.

Beweis Sei A eine Formel. Dann bestimmen wir zuerst den zu A dquivalenten
Primbaum 1t A (Primbaumsatz E.10.4). Aus 1T A berechnen wir eine DNF und eine
KNF fir A (Propositionen und ETZ.6). Zur DNF und KNF bestimmen wir
jeweils eine dquivalente Primform (Lemma E.15.4). O

4.16 Eigenschaften von Primformen

Wir wissen bereits, dass fiir jede Formel eine disjunktive und eine konjunkti-
ve Primform existieren. Wir zeigen jetzt, dass diese Primformen eindeutig sind.
Die Eindeutigkeit folgt aus dem sogenannten Resolutionssatz, der eine weitere
interessante Eigenschaft von Primformen formuliert.

In diesem Abschnitt verwenden wir die folgende Hilfsnotation:

x©S) © roevar-B|TKS)o =1}
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Lemma 4.16.1 Sei S eine normale Klauselform, C eine normale Klausel, und
S"={D-C|DeSundVLeC: —L¢D}

Dann:

1. S" und C haben keine Variablen gemeinsam.

2. K(§8)+0 = XK(S)+.

3. S’ nicht saturiert = S nicht saturiert.

Beweis Die erste Behauptung ist offensichtlich.

Fur die zweite Behauptung nehmen wir an, dass o’ € K (S’) gilt. Da S’ und
C keine Variablen gemeinsam haben, gibt es eine Belegung o, die fiir die Varia-
blen in S’ mit ¢’ tibereinstimmt und VL € C: T (-L)o = 1 erfullt. Also gilt
o€ X(S).

Fur die dritte Behauptung nehmen wir an, dass S’ eine echte Resolvente hat.
Wir gehen in zwei Schritten von S’ zu S zuriick und zeigen jeweils, dass die
Existenz einer echten Resolvente erhalten bleibt.

Zuerst figen wir die beim Ubergang von S zu S’ geloschten Literale aus C
wieder zu den Klauseln von S’ hinzu. Nach dem Hinzufiigen der Literale kann
die Resolvente immer noch gebildet werden. Sie kann jetzt nicht trivial sein, da
die neuen Literale nur bisher nicht vorkommende Variablen enthalten und diese
nur mit einem Vorzeichen einfiihren. Die Wiedereinfiihrung der Literale kann
auch zu keiner Subsumtion der Resolvente fiithren (da Loschen von Literalen in
allen Klauseln Subsumtion erhalt).

Im zweiten Schritt fiigen wir wieder die Klauseln hinzu, die Komplemente von
Literalen von C enthalten. Die neuen Klauseln kénnen die Resolvente nicht sub-
sumieren, da sie jeweils mindestens ein Literal enthalten, dass bisher nicht vor-
kam. Also ist S nicht saturiert. O

Lemma 4.16.2 Sei S eine saturierte und normale Klauselform mit K(S) = O.
Dann @ € S.

Beweis Durch Induktion iiber die Anzahl n der in S vorkommenden Variablen.
Sei n = 0. Die leere Klausel ist die einzige Klausel, die keine Variablen enthalt.
Da XK (@) = (Var — B) = &, folgt & € S.
Sei n > 0. Sei X eine Variable, die in S vorkommt. Wir definieren S; und S» wie
folgt:

S1={C—{X}|C€eS, " X¢C}
S ={C—{"X}|CeS, X¢C}
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Mit K (S) = @ und Lemma E.I6.T] folgt, dass K (S;) = K(S2) = @, und dass
S1 und S» beide saturiert sind. Also gilt nach Induktionsannahme @ € §; und
@ € S>. Folglich enthdlt S die Klauseln {X} und {—X}. Da S saturiert ist, muss S
die Resolvente & enthalten. O

Lemma 4.16.3 Sei S eine saturierte und normale Klauselform und C eine normale
Klausel mit X (S) < K({C}). Dann wird C von einer Klausel in S subsumiert.

Beweis SeiS' = {D-C | DeSundVLeC: —-L¢&D}. MitLemma EIGT
folgt, dass S’ saturiert ist. Sei S = SuU {{-L} | L € C}. Da X(S) € K({C}),
folgt X(§8”) = @.DaS" ={D-C|DeS”undVLeC: —L¢D}, folgt mit
Lemma EI6.1] dass K(S') = &. Also @ € S’ mit Lemma Also existiert
eine Klausel D € S mit D < C. ]

Satz 4.16.4 (Resolution) Seien S und S’ zwei dquivalente normale Klauselformen.
Wenn S eine Primform ist, dann wird jede Klausel in S’ von einer Klausel in S
subsumiert.

Beweis Sei C € S’. Dann X (S) = K(§") < K({C}). Also folgt mit Lem-
ma 16.3] dass C von einer Klausel in S subsumiert wird. O

Satz 4.16.5 (Primformen) Zu jeder normalen Klauselform existiert genau eine
dquivalente Primform. Diese Primform enthdlt nur Variablen, die in der Formel
vorkommen.

Beweis Die Existenz von Primformen haben wir bereits gezeigt (Lemma E15.4).
Wir zeigen jetzt die Eindeutigkeit.

Seien S und S’ zwei dquivalente Primformen. Wir zeigen S < S’. Die Aussage
S’ < S folgt analog.

Sei C € S. Der Resolutionssatz E.16.4] liefert eine Klausel C' € §" mit C' < C.
Nochmaliges Anwenden des Resolutionssatzes liefert eine Klausel C” € S mit
C"c(C'.DaC” € (C" < Cund C” und C beide in S sind, folgt C” = C,da S
bereinigt ist. Also C = C’' € §’. O

Satz 4.16.6 (Primformen) Fiir jede Formel existiert genau eine konjunktive und
genau eine disjunktive Primform. Diese Primformen enthalten nur Variablen, die
in der Formel vorkommen.

Beweis Die Existenz von Primformen haben wir bereits gezeigt (Lemma E.15.3).
Die Eindeutigkeit folgt mit Proposition 142 und Satz E.16.5] O

Korollar 4.16.7 (Signifikante Variablen) Sei S die DPF oder KPF fiir eine Formel
A. Dann SV(A) = VV(S).
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Minimalformen
Eine normale Klauselform S heiflt Minimalform, wenn

1. vCeS: S—-{C}HS.

2.VCeS VDCC: (§S-{C}Hu{D} HS.

Proposition 4.16.8 Sei S eine Minimalform. Dann ist S eine Teilmenge der zu S
dquivalenten Primform.

Beweis Sei S’ die zu S dquivalente Primform und sei C € S. Der Resolutions-
satz liefert eine Klausel D € S’ mit D < C. Wir zeigen durch Widerspruch, dass
D = C. Sei also D # C. Mit Proposition EE13. Tl folgt S | S U {D}. Da D die Klau-
sel C € S subsumiert, gilt S H (S — {C}) U {D} (Proposition E.13.7). Das ist ein
Widerspruch zur Annahme, dass S eine Minimalform ist. O

Gegeben eine normale Klauselform S, konnen wir eine zu S dquivalente Mi-
nimalform wie folgt bestimmen. Zuerst bestimmen wir die Primform zu S. Aus
der Primform l6schen wir dann schrittweise solche Klauseln, die durch Resolu-
tion wieder hinzugefiigt werden konnen. Proposition und der Primform-
satz garantieren, dass wir auf diese Weise alle zu S dquivalenten Minimal-
formen finden.

Beispiel Wir betrachten die Primform:
S={{-X,z}, {-Y,Z}, {=X,Y}, {Y,~Z}, {X,~Z}, {X,Y}}

Proposition B, 16.8] schrankt den Suchraum fiir die zu S dquivalente Minimalfor-
men auf die Teilmengen von S ein (26 viele). Man uberzeugt sich leicht davon,
dass

S1={{~"Y,Z}, {(-X,Y}, {X,~Z}}
S ={{~X,Z}, {Y,~Z}, {X,~Y}}

zwei zu S dquivalente Minimalformen sind (Hinzufiigen von Resolventen fiihrt
zur Primform zuriick, Loschen von Klauseln eliminiert diese Moglichkeit). Es gibt
weitere zu S dquivalente Minimalformen, diese enthalten allerdings 4 Klauseln.
Hier ist ein Beispiel:

Sz ={{~Y,Z}, {(-X,Y}, {Y,~Z}, {X,~Y}} O



56 4 Aussagenlogik

4.17 Kreuzmultiplikation

Mithilfe von Kreuzmultiplikation kann man zu einer KNF eine DNF und zu einer
DNF eine KNF bestimmen. Zudem hat Kreuzmultiplikation die niitzliche Eigen-
schaft, dass sie eine saturierte Klauselform liefert, wenn die Ausgangsform keine
trivialen Klauseln enthalt.

Sei S = {Cq,...,Cn} eine Klauselform. Wir definieren das Kreuzprodukt von S
wie folgt:
> def

Damit bekommen wir @ = {@} und S U {@} = . Die Bildung des Kreuzpro-
dukts S wird besonders anschaulich, wenn man sich die Klauseln von S als die
Spalten einer Matrix Cj...C, vorstellt. Die Klauseln des Kreuzprodukts S ent-
sprechen dann den Pfaden, die man von links nach rechts durch die Matrix zie-
hen kann, wenn man in jeder Spalte genau eine Formel besuchen muss[4

Beispiel Betrachten Sie die Klauselform
S = {{X,~Y}, {X,Y,~Z}}
Durch kreuzmultiplizieren bekommen wir
S = (X}, (X,Y}, {X,~Z}, {(-Y,X}, {-Y,Y}, {~Y,~Z}}

Wir stellen fest, das S saturiert ist, obwohl S nicht saturiert ist. Wenn wir S
bereinigen (das heilt triviale und subsumierte Klauseln l6schen), bekommen wir
eine zu S dquivalente Klauselform

" = {{X}, {~Y,~Z}}
Kreuzmultiplizieren von S’ liefert die zu S dquivalente Primform

S = {{X,~Y}, (X,~Z}} -
Proposition 4.17.1 SeiC € S. DannS ={DU{A}|D € (S——{C_}t) ANAeC}l.
Beweis Sei S = {Ci,...,Cn} U {C} mit n = 0. Dann:

S = {{A1,...,An, A} |A1€CI A ANAREChAAECH
{DU{A} | D e {{A1,...,An} A1 €CIA---NALECL} ANAEC}

{DU{A}|De(S—-{C}) A AeC} U
14 Djese Metapher liegt Bibels Matrixkalkiil zugrunde.
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Proposition 4.17.2 Fiir jede Klauselform S gilt: DS = KS und KS = DS.

Beweis Wir zeigen DS = KS Qurch Induktion*ﬁber die Anzahl der Klauseln

inS.Sein=0.Dann $ = @ und S = {J}. Also DS = D{Z} H 1 H K& H KS.
Sei n > 0. Dann existiert eine Klausel C € S. Also folgt mit Proposition EETZ.1t
DS = D{DU{A} |IDe(S—{C}) A AcC}

H \/ (DS —{CH AA)

AeC
=l \/ (K(S - {C}) AA) Induktionsannahme
AeC
H KS-{Cha\ A
AeC
= KS
Die Behauptung KS = DS folgt analog. 0

Proposition 4.17.3 Wenn S eine Klauselform ohne triviale Klauseln ist, dann ist S
saturiert.

Beweis Sei S eine Klauselform ohne triviale Klauseln. Seien D1, D> € S , A€ D
und —A € D», sodass die Resolvente R = (D1 — {A}) U (Dy — {—=A}) nicht trivial
ist. Wir miissen zeigen, dass R von einer Klausel in S subsumiert wird.

Wenn D; eine triviale Klausel ist, ist =A € D;, da R nicht trivial ist. Also wird
R von D, subsumiert.

Wenn D5 eine triviale Klausel ist, folgt analog, dass R von D subsumiert wird.

Seien jetzt D; und D> beide nicht trivial. Wir betrachten die Klauseln von S,
die die Formel A zu D; beitragen. Da D, die Formel A nicht enthalt (D, wa-
re sonst trivial), miissen diese Klauseln jeweils eine von A und —A verschiedene
Formel zu D> beitragen (da S keine trivialen Klauseln enthdlt). Jetzt bilden wir ei-
ne Klausel D € S, indem wir wie bei Dy vorgehen, aber statt A jeweils die Formel
nehmen, die fiir D, verwendet wurde. Da D nur Formeln enthélt, die entweder
in Dy, oder D, vorkommen und von A und —A verschieden sind, gilt D < R.
(Die Idee fiir den letzten Beweisschritt kam Guido Tack am 12. Mai 2001 in der
Sonne.) O
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