Kapitel 6

Programme

In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit der Semantik von Programmen. Da-
zu betrachten wir eine kleine, idealisierte Programmiersprache IMP, die als Teil-
sprache von C aufgefasst werden kann. IMP realisiert grundlegende imperative
Konzepte wie zuweisbare Variablen und Schleifen.

Wir definieren zwei verschiedene Semantiken fiir IMP und zeigen ihre Uberein-
stimmung. Die mathematisch elegantere der zwei Semantiken ist die so genann-
te denotationale Semantik, die Programmen mittels struktureller Rekursion eine
Funktion zuordnet. Dabei wir die denotationale Semantik von Schleifen mithilfe
einer Fixpunktkonstruktion realisiert. Die zweite Semantik fiir IMP wird als ope-
rationale Semantik bezeichnet. Sie ist mithilfe von Inferenzregeln definiert und
benotigt keine Fixpunktkonstruktion.

SchlieRlich fiihren wir die theoretisch motivierte Sprache der reguldren Pro-
gramme ein, mit der eine Obermenge der durch IMP beschreibaren Relationen
beschrieben werden kann. Da reguldre Programme statt auf Ausfiihrbarkeit pri-
mar auf die Beschreibung von Relationen ausgerichtet sind, ldsst sich ihre Se-
mantik sehr einfach definieren. Indem wir IMP als eine Teilsprache der Sprache
der reguldren Programme identifizieren, erhalten wir eine zweite denotationale
Semantik fiir IMP, die einfacher und eleganter als die erste ist.

Literaturverweise

e David Harel, Dexter Kozen, Jerzy Tiuryn. Dynamic Logic. The MIT Press, 2000.

e Glynn Winskel. The Formal Semantics of Programming Languages: An Intro-
duction. The MIT Press, 1993.

Das Buch von Winskel richtet sich an Anfanger und behandelt die denotationale
und operationale Semantik von IMP ausfiihrlich. Leider finden reguldre Program-
me bei Winskel keine Erwdhnung. Reguldre Programme und die damit verbunde-
ne Logik sind der Hauptgegenstand des Buchs von Harel, Kozen und Tiuryn.
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X € lLoc Lokation
n € Con =17 Konstante
a € Aexp =n| X | a1+a arithmetischer Ausdruck
b € Bexp = a1 <a» Boolscher Ausdruck
c € Com = Kommando
X:=a Zuweisung
| c1;¢0 sequentielle Komposition
| if b then c; else c2 Konditional
| while b do ¢ Schleife
Abbildung 6.1: Syntax von IMP

6.1 Syntax und denotationale Semantik von IMP

Abbildung definiert die Syntax einer idealisierten Programmiersprache IMP,
die man sich als Teilsprache von C vorstellen kann. Die Syntax von IMP ist rela-
tiv zu einer nichtleeren Menge Loc von so genannten Lokationen definiert, die
den Variablen von C entsprechen. IMP ist nicht als praktisch einsetzbare Pro-
grammiersprache entworfen, sondern als Sprache fiir theoretische Studien. Ein
wichtiger Unterschied zwischen IMP und praktischen Programmiersprachen be-
steht darin, dass IMP mit beliebig groRen Zahlen rechnen kann.

Die Lokationen von IMP werden wir auch als Variablen bezeichnen, und die
Kommandos als Anweisungen.

Das intuitive Ausfiithrungsmodell fir IMP verfligt iber einen Speicher, in dem
fiir jede Lokation eine Zahl abgelegt ist. Die Ausfiihrung eines Kommandos er-
folgt schrittweise und beginnt mit einem vorgegebenen Speicherzustand, der als
Anfangszustand bezeichnet wird. Wahrend der Ausfiihrung kann ein Komman-
do die unter einer Lokation abgelegten Werte zugreifen und verdndern (mithilfe
des Zuweisungskommandos). Die Ausfiihrung eines Kommandos kann unendlich
lange fortschreiten (Divergenz), oder nach endlich vielen Schritten terminieren.
Wenn die Ausfiihrung eines Kommandos terminiert, hinterldasst sie im Speicher
den so genannten Endzustand.

Hier ist ein Kommando, dessen Ausfiihrung fiir jeden Anfangszustand diver-
giert:

while true do X:=X+1

Die Ausfiihrung des Kommandos legt unter der Lokation X schrittweise immer
groRere Zahlen ab.
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a-1 ~ a+(-1) a<ax ~ (@+1)=<a
false ~ 1<0 ay=dpy ~~ d2 =dq

true ~ 1<1 apy > d» ~ dp <dp

skip ~ Xo:=Xo

Bei Xy handelt es sich um eine einmal festgelegte Lokation.

Abbildung 6.2: Abkiirzungen fiir IMP

Unser zweites Beispiel ist ein terminierendes Kommando, das das Produkt
zweier an den Lokationen X und Y abgelegter Zahlen berechnet und es an der
Lokation Z vermerkt:

Z:=0; I:=1;
while I<Y do (Z:=Z4X; I:=I+1)

Um IMP-Kommandos lesbarer schreiben kénnen, vereinbaren wir die in Abbil-
dung gezeigten notationalen Abkiirzungen.

Wir wollen jetzt bestimmte Aspekte des informellen Ausfiihrungsmodells fiir
IMP formalisieren. Die Zustinde des Speichers formalisieren wir wie folgt:

gEeX def Loc — Z Zustand

Fur die Darstellung von Divergenz wahlen wir ein Objekt 1, das kein Element von
3. ist (zum Beispiel die leere Menge) und definieren:

>, def Suf{lLl}

Gemal dem informellen Ausfithrungsmodell beschreibt jedes Kommando eine
Funktion

¢ S Z - ZL
wie folgt:

1. Wenn die Ausfiihrung des Kommandos fiir einen Anfangszustand o diver-
giert, gilt po = 1.

2. Wenn die Ausfiihrung des Kommandos fiir einen Anfangszustand o mit dem
Endzustand o’ terminiert, gilt po = o’.

Die Funktion ¢ bezeichnen wir als Denotation des Kommandos. Die Denotation
eines Kommandos beschreibt sein Ein-Ausgabe-Verhalten. Die Denotation ent-
halt viel weniger Information als das Kommando, da sie keinen Algorithmus fiir
die Berechnung des Endzustands vorgibt.
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Ae€Aexp—-32—-17
An)o =n
A(X)o = o(X)
A(ay +az)o = A(a1)o + A(az)o

BeBexp -3 —-B
Blay <arx)o =if A(a;)o < A(az)o then 1 else 0

CeCom-3-%,
CX:=a)g=0[X:=A(a)o]
C(cy;c2)0 =if C(cy)o = L then L else C(c2)(C(c1)0)
C(if b then cy else cp)o = if B(b)o = 0 then C(cp)0o else C(c1)o
C(while b do ¢)o = fix (T(B(b), C(c))) o

reE-B)xE-32)-[E-32)-(E~-2)]
I'(B,¢p)ypo = if Bo =0 then o elseif po = 1L then L else @(¢po)

Abbildung 6.3: Denotationale Semantik von IMP

Der abschlieRende Schritt unserer Formalisierung besteht darin, die Funktion
CeCom-32-3,

die jedem Kommando seine Denotation zuordnet, unabhingig vom informellen
Ausfiihrungsmodell zu definieren. Um diese Funktion definieren zu kénnen, be-
notigen wir zundchst zwei weitere Funktionen

Ae€Aexp - 22— 17
BeBexp—2—-DB

die zu einem Ausdruck und einem Zustand den Wert liefern, den der Ausdruck
fir diesen Zustand liefern soll. Die formale Definition der Funktionen A, Bund C
ist in Abbildung angegeben. Man bezeichnet A, B und C als Denotations-
funktionen und ihre Definition als eine Denotationale Semantik.

Die Funktionen A, B und C werden jeweils durch struktureller Rekursion tiber
die syntaktischen Objekte definiert. Bis auf die Gleichung fiir Schleifen sollte
Thnen die Definition der Denotationsfunktionen unmittelbar klar sein.

© G. Smolka, 2. 7. 2003



6.1 Syntax und denotationale Semantik von IMP 5

Wir erkldren jetzt die Gleichung fiir Schleifen. Zunachst stellen wir fest, dass
fir alle b und c die Gleichung

C(while b do ¢) = C(if b then c;while b do c else skip)

gilt (gemal unseres intuitiven Verstandnisses). Die Gleichung kann als eine re-
kursive Charakterisierung der Denotation von Schleifen aufgefasst werden. Al-
lerdings kann die Gleichung nicht direkt fiir die Definition von C(while b do c)
verwendet werden, da die durch sie beschriebene Rekursion nicht strukturell ist.
Das Prinzip der strukturellen Rekursion verlangt, dass wir C(while b do c¢) nur
mithilfe von 8 = B(b) und ¢ = C(c) beschreiben. Die obigen Gleichung sagt uns,
dass es sich bei ¢ = C(while b do ¢) um eine Funktion ¥ — ¥, handelt, die die
folgende Gleichung erfillt:

Yo = if o =0then o elseif po = L then L else Y(¢po)

Unser VPO-Modell (Abschnitt 5.5) fiir die rekursive Definition von Funktionen
X — Y, versetzt uns in die Lage, diese Gleichung in der Tat als die Definition
einer Funktion > — ¥, aufzufassen. Dazu verwenden wir das Funktional

YeE-2)-E-2))
Yo = if fo =0then o elseif po = L then L else Yy(po)

und definieren  mit dem Fixpunktoperator der VPO X — X :
Y = fix¥

Die Monotonie des Funktional ¥ ist offensichtlich. Die Stetigkeit folgt mit Pro-
position 5.5.4] da Yy o die Funktion y nur fiir das Argument ¢po benotigt. Die
Definition von C(while b do ¢) in Abbildung realisiert die beschriebene Idee
mit einer Hilfsfunktion T.

Realisierung in Standard ML
Die gerade fiir IMP definierte Syntax und Semantik ldasst sich unmittelbar in Stan-
dard ML realisieren. Der fiir Schleifen benotigte Fixpunktoperator kann durch die
Prozedur fix aus Abschnitt realisiert werden. Sie sollten diese Ubungsauf-
gabe unbedingt vollstandig ausfiihren. Sie lernen dabei, dass es sich bei unseren
Definitionen fiir die Syntax und Semantik von IMP um funktionale Programme
in mathematischer Notation handelt. Die Prozedur fiir die Denotationsfunktion
C liefert einen Interpreter fiir Kommandos. Damit konnen wir die Korrektheit
unserer Semantik durch Experimente tiberpriifen.

Die Realisierung der denotationalen Semantik in Standard ML unterscheidet
sich gegeniiber der mathematischen Formulierung dadurch, dass die Prozedur,
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die die Denotation eines Kommandos berechnet, divergiert, falls das Kommando
divergiert. Es stellt sich die Frage, ob man die denotationale Semantik so im-
plementieren kann, dass die fiir ein Kommando gelieferte Prozedur immer ter-
miniert (indem sie im Falle von Divergenz einen Wert liefert, der L entspricht).
Diese Frage werden wir spater mit nein beantworten (da das Halteproblem von
IMP unentscheidbar ist).

Zwei Propositionen

Die denotationale Semantik von IMP formalisiert wesentliche Aspekte von IMP
unabhdngig vom informellen Ausfiihrungsmodell. Damit sind wir in der Lage,
viele Eigenschaften von IMP im Rahmen eines mathematischen Modells zu for-
mulieren und zu beweisen. Die folgende Propositionen geben dafiir Beispiele.

Proposition 6.1.1 Seien b € Bexp, c € Com und 0,0’ € >. Dann:
C(whilebdoc)o =0’ < IneN: T(Bb),Cc))"(Ac.L)o =0’

Beweis Folgt sofort aus der Definition von C und den Eigenschaften der VPO
-2, ]

Proposition 6.1.2 Sei b € Bexp und c € Com. Dann:

C(while b do ¢) = C(if b then c;while b do c else skip)

Beweis Sei o € 3. Dann:

C(while b doc)o

= fix T(B(b), C(c))) o

= (I'(B(b), C(c))) (fix (T(B((b), C(c)))) o Fixpunkteigenschaft

= (['(B(b), C(c))) (C(whilebdoc)) o

=if B(b)o = 0 then o elseif C(c)o = 1 then 1 else (C(while b do c))(C(c)o)
= if B(b)o = 0 then C(skip)o else C(c;while b do c)o

= C(if b then (c;while b do c) else skip)o

6.2 Operationale Semantik

Wir definieren jetzt eine zweite Semantik fiir IMP, die als operationale Sematik
bezeichnet wird. Dazu definieren wir mithilfe von Inferenzregeln eine Relation

OComc3EXComxX

© G. Smolka, 2. 7. 2003
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A(a)o=n o' =0[X:=n]
orX:=a= 0o’

o+ =0 o0 +rc=0a"
o+ =0

Bb)o =0 O+ =0’
o+~ ifbthencyelsecy = o’

Bb)o =1 oFc = 0o’
o +~ifbthencyelsecy = o’

Bb)o =0
o +~whilebdoc = o

Bb)o=1 o+rc=0 o' +whilebdoc= o”
o ~whilebdoc = o”

Abbildung 6.4: Operationale Semantik von Kommandos

so dass (o,c,0’) € OCom genau dann gilt, wenn die Ausfithrung des Kom-
mandos c fiir den Anfangszustand o mit dem Endzustand ¢’ terminiert. Statt
(0,c,0’) € OCom werden wir

Orc= o'

schreiben.

Im nachsten Abschnitt werden wir beweisen, dass die denotationale und die
operationale Semantik von Kommandos tibereinstimmen. Ubereinstimmung be-
deutet dabei, dass fir alle c € Comund alle 0,0’ € X gilt:

or-c=0 < C(c)o=0c

Die operationale Sematik von IMP wird durch die Inferenzregeln in Abbil-
dung definiert. Dabei verwenden wir die bereits definierten Denotationsfunk-
tionen fur arithmetische und Boolesche Ausdriicke. Wenn man will, kann man die
Semantik dieser Ausdriicke ebenfalls operational definieren. Man bekdme dann
zwei Relationen

OAexp < X X Aexp X Z
OBexp < 3 X Bexp x B
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Denotationale versus operationale Semantik
Wir gehen jetzt auf die Unterschiede zwischen den beiden Sematiken ein:

1. Die denotationale Semantik arbeitet mit funktionaler Notation, die operatio-
nale Semantik mit relationaler Notation.

2. Die denotationale Semantik verwendet zwei getrennte Rekursionen: Struk-
turelle Rekursion fir die Interpretation der Syntax, und Fixpunktrekursion
fur die Berechnung von Schleifen. Die operationale Semantik behandelt beide
Aspekte mit nur einer Rekursion.

3. Die denotationale Semantik ist der bessere Ausgangspunkt fiir den Beweis von
Spracheigenschaften (wegen der unter (1) und (2) angefiihrten Punkte).

4. Da die Definition der operationalen Semantik ohne die Verwendung eines Fix-
punktoperators auskommt, ist sie fiir den mathematisch unerfahrenen Leser
leichter zu verstehen als die denotationale Semantik.

Die operationale Methode ist die Standardmethode fiir die Beschreibung der Se-
mantik von Programmiersprachen. Die Definition der Semantik von Standard ML
ist ein gutes Beispiel fiir die Anwendung der operationalen Methode auf eine
komplexe Spracheﬂ Die operationale Methode hat den Vorteil, dass sie im Ge-
gensatz zur denotationalen Methoden auf alle Sprachtypen anwendbar ist. Die
denotationale Methode versagt insbesondere bei nebenldufigen Sprachen.

6.3 Ubereinstimmung der Semantiken

Wir haben jetzt zwei formale Charakterisierungen der Semantik von IMP. Natiir-
lich erwarten wir, dass die beiden Charakterisierung tibereinstimmen. Wir fithren
den Ubereinstimmungsbeweis in zwei Teilen.

4

Proposition 6.3.1 Vo €XVce ComVo' €X: c+~c= o' = C(c)o =0’.

Beweis Durch Regelinduktion tiber die Definition der operationalen Semantik.
Dabei legen wir die Aussagemenge

P = {(0,c,0)eIxComx2|C(c)o=0"}

zugrunde. Von besonderem Interesse sind die Regeln fiir Schleifen, die Beweistei-
le fiir die anderen Regeln sind einfach. Wir beschranken uns auf die Beweisteile
fir die Regeln fiir sequentielle Komposition und Schleifen.

1 Robin Milner, Mads Tofte, Robert Harper, and David MacQueen, The Definition of Standard
ML (Revised), MIT Press, Cambridge, Massachusetts, 1997.

© G. Smolka, 2. 7. 2003
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1. Regel fiir sequentielle Komposition. Wir nehmen an:
C(c1)o=0" A Cle)og =0d”
Wir muissen zeigen:
C(ci;00)o0 =0
Das folgt mit der Definition von C und den Annahmen:

C(cy;c2)0 =if C(cy)o = L then L else C(c2)(C(cy)o)
= C(c2)(C(1)o)
— O_//

2. Erste Regel fiir Schleifen. Wir nehmen an:
B(b)o =0
Wir muissen zeigen:
C(whilebdoc)o =0
Das tun wir unter Benutzung der Fixpunkteigenschaft wie folgt:

C(while b do c)o = fix (T'(B(b), C(c))) o

(T'(B(b), C(c))) (fix T(B(b), C(c)))) o
if B(b)o = 0then o else - - -

=0

3. Zweite Regel fiir Schleifen. Wir nehmen an:
B(b)o =1 A C(c)o =0’ A C(whilebdoc)o’ =o”
Wir muissen zeigen:
C(whilebdoc)o = o”
Das tun wir unter Benutzung der Fixpunkteigenschaft wie folgt:
C(while b do c)o = fix (T'(B(b), C(c))) o
(L(B(b), C(c))) (fix (T(B(b), C(c)))) o
if B(b)o = 0 then o
elseif C(c)o = L then L
else (fix ([(B(b), C(c)))) (C(c)o)
fix (T(B(b), C(c))) o’
= C(while b do ¢)o”’
— O_//
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Proposition 6.3.2 Vo €XVce ComVo' €X: C(c)o=0"=0rc= 0.

Beweis Durch strukturelle Induktion tiber Com. Wer bendtigen also einen Be-
weisteil fiir jede Gleichung der denotationalen Semantik. Interessant ist der Be-
weisteil fiir Schleifen, die restlichen Beweisteile sind einfach. Wir zeigen die Be-
weisteile fiir sequentielle Komposition und Schleifen.

1. Sei C(c1;c2)0 = o', Es geniigt zu zeigen, dass ein o'’ € X existiert mit
o =0" Ao+ =0’
Mit der Annahme und der Definition von C folgt:

o =Clci;0)0
=if C(c;)o = L then 1 else C(c2)(C(c1)0)
= C(c2)(C(a1)o)

Also existiert ein o'’ mit
C(c1)og=0” A Cle)o" =0’
Jetzt liefert die Induktionsannahme

o+ =0" N0+ =0’

2. Sei C(while b do ¢)o = ¢’. Wir miissen zeigen, dass
o +~ whilebdoc = o’
gilt. Wegen Proposition [6. 1.1l geniigt es, die folgende Aussage zu zeigen:

VvneNVoeIVo €3:
o' = T(Bb), C)"(Ao.L1)) o0 = o +whilebdoc = o’

Diese Behauptung zeigen wir durch Induktion tiber n € N.
Sei n = 0. Dann ist die Implikation trivialerweise erfiillt, da o’ # L.
Sein > 0. Weiter sei 0’ = (I'(B(b), C(c)))"(Ao. 1) o.Dann

o' = (I(B(b), C(c)) (L(BDb), CON" ' Ao.1)) 0o
Wir unterscheiden jetzt zwei Falle:

a) Sei B(b)o = 0. Dann o = o’ nach Definition von I'. Also folgt o +
while b do ¢ = o’ mit der ersten Regel fiir Schleifen.

© G. Smolka, 2. 7. 2003
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b) Sei B(b)o = 1. Dann folgt aus der Definition von I, dass ein o'’ existiert
mit

und
o = ([ (Bb), CON"TAo.1)d”

Mit der duleren Induktionsannahme folgt
orc=a0o"

Mit der inneren Induktionsannahme folgt
0" +whileb doc = o’

Also haben wir o + while b do ¢ = ¢’ mit der zweiten Regel fiir Schleifen.

O
Satz 6.3.3 (Ubereinstimmung) Fiir alle c € Com und alle o, 0’ € T gilt:
orFc= 0 < C(c)o =0’
Beweis Proposition und Proposition O

Aus der Ubereinstimmung der Semantiken folgt eine wichtige Eigenschaft der
operationalen Semantik:

Korollar 6.3.4 Fiir jedes Kommando ¢ € Com und jeden Zustand o € 3 gibt es
hochstes einen Zustand o’ € S mito + c = o’.

6.4 Reguldare Programme

Semantisch gesehen sind IMP-Kommandos Beschreibungen von Funktionen
> — X, . Wir fithren jetzt eine zweite Klasse von Beschreibungen fiir solche Funk-
tionen ein. Die neuen Beschreibungen werden als reguldre Programme bezeich-
net. Regulidre Programme sind ein theoretisches Hilfsmittel, das uns bei der se-
mantischen Analyse von IMP hilft.

Es ist hilfreich, eine Parallele zur Aussagelogik zu ziehen. Dort haben wir Boo-
lesche Formeln als primare Beschreibungen fiir Boolesche Funktionen. Zuséatzlich
haben wir mit Entscheidungsbdumen und Klauselformen zwei weitere Beschrei-
bungssysteme fiir Boolesche Formeln zur Verfiigung.
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Funktionen des Typs X — 3, konnen wir als partielle Funktionen des Typs
> — > auffassen, und diese wiederum sind funktionale bindre Relationen auf X:

-3 =2X-3c PEx3

Reguldre Programme sind Beschreibungen fiir bindre Relationen auf 3. Sie kon-
nen alle funktionalen Relationen beschreiben, die durch IMP-Kommandos be-
schreibar sind. Zuséatzlich konnen sie auch nichtfunktionale Relationen beschrei-
ben.

Sei R eine bindre Relation auf einer Menge X. Wir definieren die folgenden
Notationen:

RO ' o) = {(x,x) | xe X}

R" © RoR™! fallsn>1

R ® (planeN*: peRr") = J R" transitiver Abschluss
neN+

Rgx 4 Id(X)URT = U RM reflexiv transitiver Abschluss

neN

Proposition 6.4.1 Seien R, Ry, Ry bindire Relationen auf einer Menge X. Dann
gelten die folgenden Gleichungen:
Ro(RyoR2) =(RoR;1)oR2
Ro(R1UR2) =(RoR1)U(RoR>)
(RiUR2) oR = (R1°R) U (R2°R)
RoR*=R*oR=R"

Abbildung definiert die Syntax und Semantik von reguldren Programmen.
Ahnlich wie IMP-Kommandos werden regulire Programme mit arithmetischen
und Booleschen Ausdriicken gebildet. Informell kann die Denotation regulirer
Programme wie folgt beschrieben werden:

e Zuweisung ist wie in IMP definiert.

o Ein Test b? beschreibt die Identitidt auf der Menge aller Zustédnde, die die Be-
dingung b erfiillen.

e Sequentielle Komposition beschreibt wie in IMP die Komposition von Relatio-
nen.

o Parallele Komposition beschreibt die Vereinigung von Relationen.

e Iteration beschreibt den reflexiv transitiven Abschluss von Relationen.

© G. Smolka, 2. 7. 2003
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m M M M M

R(b?)

Loc
Con = Z
Aexp =n | X | a1 +a

Bexp = a; <ap | -b

Pro =
X:=a

| b?

| p1;p2

| p1+p2

| p*

A € Aexp — £ — Z wie bei IMP
B € Bexp — X — B wie bei IMP
R e Pro—P(EXZ2
R(X:=a) = AceX.olX:=A(a)o]
Id{oceX|Bbo=1})
R(p1;p2) = Rp1oRp
R(p1+p2) = Rp1URp;
R(p™)

(Rp)*

Lokation
Konstante
arithmetischer Ausdruck
Boolscher Ausdruck
regulares Programm
Zuweisung
Test
sequentielle Komposition

parallele Komposition
Iteration

Abbildung 6.5: Syntax und Semantik reguldrer Programme

lasst sich die Semantik dieser Abkiirzungen wie folgt beschreiben:

e skip beschreibt die Identitdt (wie in IMP).

fail beschreibt die leere Relation.
if beschreibt das Konditional aus IMP.

while beschreibt die Schleife aus IMP.

whilebdop =iterb — p

case beschreibt ein verallgemeinertes Konditional. Es gilt:

if b then py else pp =caseb — p1 | °b — p>

iter beschreibt eine verallgemeinerte Schleife. Es gilt:

Abbildung zeigt einige Abkiirzungen fir reguldre Programme. Informell
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(a1 <az) ~ a>+1=<m
skip ~» true?
fail ~~ false?
if b then py else p2 ~ (b?;p1) + ((=b)?; p2)
while b dop ~ (b?;p)*;(=b)?
case by = pi| ... |bn—pn ~ b17%ip1+ -+ +bn?pn
iterby = p1| ... | bn—=pn ~ (01%5p1+ -+ +bn?pn)™; (2b1)7;...; (=by)?
Abbildung 6.6: Abkiirzungen fiir regulare Programme

Zusitzlich zu den hier definierten Abkiirzungen werden wir auch die fiir IMP
in Abbildung definierten Abkiirzungen fiir arithmetische Ausdriicke und Boo-
lesche Ausdriicke verwenden.

Einfache Programme
Wir definieren eine Teilmenge der reguldren Programme, deren Programme wir
einfach nennen:

1. Jede Zuweisung ist einfach.

2. Die sequentielle Komposition einfacher Programme ist einfach.

3. Ein Konditional if b then p; else p» ist einfach, wenn p; und p» einfach sind.
4. Eine Schleife while b do p ist einfach, wenn p einfach ist.

Offensichtlich entsprechen die einfachen Programme genau den IMP-
Kommandos. Jedes IMP-Kommando kann also in ein ,bedeutungsgleiches”
einfaches regulires Programm tibersetzt werden.

Proposition 6.4.2 Zu jedem IMP-Kommando c existiert ein einfaches Pro-
gramm p, sodass gilt: Rp = {(o,0") €22 | C(c)o = 0’ }.

Proposition 6.4.3 Flir jedes einfache Programm P gilt: Rp € 3 — 3.

Das reguldre Programm (X := 1) + (X := 2) beschreibt eine nichtfunktiona-
le Relation. Sie kann durch kein IMP-Kommando beschrieben werden, da IMP-
Kommandos immer funktionale Relationen beschreiben.

Aquivalenz
Wir haben die Semantik reguldrer Programme nach einem Muster definiert, dass
wir bereits mehrfach angewendet haben. Dieses Muster gibt uns die Definitionen

© G. Smolka, 2. 7. 2003
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p; (p1;p2) E (p;p1);p2 (6.1)
p+(p1+p2) H (p+p1)+p2 (6.2)
p1+p2 = p2 + 11 (6.3)
p+pHEPp (6.4)
p; (p1 + p2) H (p;p1) + (p;p2) (6.5)
(p1+p2);p = (p1;p) + (P2;p) (6.6)
skip;p H p (6.7)
p;skip H p (6.8)
fail; p H fail (6.9)
p; fail |H fail (6.10)
p +fail H p (6.11)
p;p* Hp*ip (6.12)
p* | skip + p* (6.13)
p* I skip + p;p* (6.14)
(b?)* H skip (6.15)
p*;p* H p* (6.16)
Die Aquivalenzen gelten fiir alle reguliren Programme
p,P1, P2 € Pround alle Ausdriicke b € Bexp.
Abbildung 6.7: Aquivalenzen fiir regulare Programme

von Aquivalenz vor und garantiert die Giiltigkeit der Ersetzungsregel. Da wir
diesmal drei syntaktische Klassen mit getrennten Denotationsfunktionen haben,
bekommen wir auch drei Aquivalenzrelationen:

a1 Ha = A(a1) = A(ap)
by H b, < B(by) =B(b)
p1H p2 <= Rp1=Rp:

Im Vergleich mit typtheoretischen Sprachen ist die Syntax von IMP aullerordent-
lich beschrankt, da es keine Variablen gibt.

Abbildung zeigt einige Aquivalenzen fir regulidre Programme. Einige der
Aquivalenzen folgen aus den Gleichungen von Proposition

Mithilfe der Aquivalenzen in Abbildung 5.7 kann man weitere Aquivalenzen
zeigen. Hier ist ein Beispiel:
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Proposition 6.4.4 Sei b € Bexp und p € Pro. Dann gilt:
while b do p H if b then p; while b do p else skip
Beweis

if b then p; while b do p else skip

= b?;p; (b?;p)*; —b? + —b?; skip Definition if
= b?;p; (b?;p)*; —b? + skip; —b? (6.7) und (6.8)

H ((b?;p); (b?;p)* + skip); ~b?
H (skip + (b?;p); (b7 p)*); ~b?
H (b7 p)*;—b?

I=| while b do p Definition while

6 Programme

O

Reguldre Programme liefern eine neue Sicht auf die durch IMP beschreibaren
Relationen. Anders als die Primitive von IMP, die auf Ausfiihrbarkeit ausgerich-
tet sind, sind die Primitive von IMP so gewdhlt, dass sie moglichst natiirliche
Beschreibungen fiir Relationen darstellen. Das hat zur Folge, dass die denota-
tionale Semantik von reguldren Programmen viel einfacher ist als die von IMP.
Insbesondere wird die in IMP fiir Schleifen erforderliche Fixpunktkonstruktion
iiberfliissig, da die Iteration reguldrer Programme durch eine Standardoperation
fiir Relationen beschrieben werden kann (reflexiv transitiven Abschluss).

Konzeptuell gesehen ist es am effizientesten, zuerst reguldre Programme ein-
zufiihren und dann IMP einfach als Teilsprache zu identifizieren. Regulédre Pro-

gramme wurden zuerst von Vaughan Pratt [1976] betrachtet.
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