Kapitel 2

Mengenlehre

Informatiker bauen Systeme, die Dienste zur Verfiigung stellen, die von Einzel-
personen, Firmen oder Institutionen gewiinscht oder benotigt werden. Die Ana-
lyse der gewiinschten Dienste und der Entwurf der entsprechenden Systeme er-
fordert die Konstruktion von gedanklichen Modellen. Entsprechend spielen Me-
thoden und Werkzeuge fiir die Konstruktion und Analyse von gedanklichen Mo-
dellen in der Informatik eine wichtige Rolle. Dabei profitiert die Informatik ganz
erheblich von der jahrhundertelangen Vorarbeit der Mathematik. Grafisch lassen
sich die angesprochenen Zusammenhinge wie folgt darstellen:

Modellbildung

Dienste >(_ Modelle

Arbeiten in Modellen
Y

Anwendung

Informatik

Benutzer Mathematik

Die Grundlage fiir die Konstruktion von préazisen gedanklichen Modellen ist
die so genannte Mengenlehre. Diese stellt zum einen eine universelle Klasse von
vollstandig bestimmten Objekten zur Verfiigung (Zahlen, Tupel, Mengen), aus
denen alle Modelle konstruiert werden konnen. Zum anderen liefert die Mengen-
lehre eine Reihe von Standardmodellen (z. B. Graphen, Relationen, Funktionen,
Ordnungen), die sich als Bausteine fiir die Konstruktion komplexerer Modelle
eignen. Diese Standardmodelle sorgen dafiir, dass man bei einer Modellbildung
auf etablierte Begriffsbildungen und eine Vielzahl von Ergebnissen zurtickgreifen
kann. Keine prazise Wissenschaft kommt heute ohne die Mengenlehre aus.

Im Folgenden geben wir eine auf die Bediirfnisse der Programmierung aus-
gerichtete Einfiihrung in die Mengenlehre. Die dabei behandelten Begriffe und
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Notationen gehoren zum Standardvokabular jedes akademischen Informatikers.

2.1 Urobjekte, Tupel und Mengen

Wir legen jetzt fest, was wir unter einem mathematischen Objekt verstehen wol-
len. Unsere Festlegung ist derart, dass wir einen fixen Vorrat von mathemati-
schen Objekten bekommen, in dem alle spater zu betrachtenden Objekte bereits
enthalten sind. Es geht spater also nicht darum, neuartige mathematische Objek-
te zu erfinden, sondern darum, aus dem bereits vorhandenen Vorrat Objektklas-
sen mit interessanten Eigenschaften auszuwéhlen]

Zundchst legen wir fest, dass es drei Klassen von mathematischen Objekten
gibt: Urobjekte, Tupel und Mengen. Jedes mathematische Objekt gehort zu ge-
nau einer dieser Klassen. Es ist also ausgeschlossen, dass ein Urobjekt eine Men-
ge ist, oder das eine Menge ein Tupel ist. Der Kiirze halber sprechen wir im
Folgenden statt von mathematischen Objekten einfach von Objekten.

Die Klasse der Urobjekte wird vorgegeben. Tupel und Mengen werden aus
Urobjekten oder bereits gebildeten Objekten gebildet. Diejenigen Objekte, aus
denen ein Tupel oder eine Menge gebildet ist, bezeichnen wir als seine Konsti-
tuenten. Objekte, die mit mindestens einer Konstituente gebildet sind, heifen
zusammengesetzt. Alle anderen Objekte heillen atomar. Alle Urobjekte sind ato-
mar. Aulerdem gibt es genau ein atomares Tupel, das so genannte leere Tupel,
und genau eine atomare Menge, die so genannte leere Menge. Den gerade be-
schriebenen Bildungsprozess fiir mathematische Objekte stellen wir wie folgt
dar:

Tupel Mengen

Ein Tupel oder eine Menge kann immer nur aus bereits gebildeten Objekten ge-
bildet werden. In der ersten Phase konnen Tupel und Mengen also nur mithilfe
von Urobjekten gebildet werden. In einer spdteren Phase konnen Tupel und Men-
gen auch mit mit Tupeln und Mengen gebildet werden, die in vorherigen Phasen
gebildet wurden.

1 Mithilfe der so genannten Bindrcodierung kann jeder Roman, jedes Bild und jedes Musikstiick
mit einer Folge von Nullen und Einsen dargestellt werden. Diese Tatsache, der Computer ih-
re multimedialen Fahigkeiten verdanken, bedeutet, dass es alle Romane, Bilder und Musik-
stlicke, die es jemals geben wird, bereits gibt. Aus dieser Sicht gesehen wéhlen die Autoren
sheuer” Kunstwerke also lediglich unbekannte Werke aus dem bereits bekannten Vorrat aller
Werke aus.
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Weiter legen wir fest, dass es sich bei mathematischen Objekten um unver-
anderliche Objekte handelt. AuRerdem steht fiir zwei mathematische Objekte x
und y immer fest, ob sie gleich (x = y) oder ungleich (x + y) sind. Wenn x und y
gleich sind, handelt es sich bei x und y um ein und dasselbe Objekt; wenn x
und y ungleich sind, handelt es sich bei x und y um verschiedene Objekte.

Fir die Wahl der Urobjekte gibt es verschiedene Moglichkeiten. Wir nehmen
an, dass es sich bei den Urobjekten genau um die reellen Zahlen handelt.

Wir miissen jetzt noch erkldren, wie Tupel und Mengen gebildet werden.

Tupel
Ein Tupel ist eine Aneinanderreihung

(xli---,xn>

von Objekten. Die Anzahl n der Positionen der Aneinanderreihung wird als Lan-
ges des Tupels bezeichnet (n = 0). Die Positionen eines Tupels der Lange n sind
die natiirlichen Zahlen 1 bis n. Man spricht von der ersten, zweiten und allge-
mein von der i-ten Komponente eines Tupels und meint damit das Objekt, das
an der entsprechenden Position des Tupels steht. Hier sind Beispiele:

e (1,1,1) ist ein Tupel der Lange 3. Es hat nur eine Konstituente (die Zahl 1). Bei
der ersten, zweiten und dritten Komponente des Tupels handelt es sich jeweils
um die Zahl 1.

e (1, (2,3)) ist ein Tupel der Lange 2. Es hat zwei Konstituenten (die Zahl 1 und
das Tupel (2, 3)). Die erste Komponente des Tupels ist die Zahl 1. Die zweite
Komponente des Tupels ist das Tupel (2, 3).

Das Gleichheitsaxiom fiir Tupel formuliert eine wichtige Grundannahme:
Zwei Tupel (x1,...,xXm) und (y1,...,¥n) sind genau dann gleich, wenn sie die
gleiche Lange haben (m = n) und wenn zwei sich entsprechenden Komponenten
immer gleich sind (x; = )1, ..., Xn = Yn). Bei (1,2), (2,1) und (2,1, 1) handelt
es sich also um drei verschiedene Tupel.

Das eindeutig bestimmte Tupel der Lange O heilt leeres Tupel und wird er-
wartungsgemal mit () bezeichnet.

Tupel der Lange n werden auch als n-stellige Tupel bezeichnet. Zweistellige
Tupel werden auch als Paare und dreistellige Tupel auch als Tripel bezeichnet.

Tupel (x1,...,Xn) mit mindestens zwei Positionen kénnen auch mit runden
Klammern geschrieben werden: (x1,...,Xxn).
Mengen

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von Objekten. Die Konstituenten einer
Menge werden als die Elemente der Menge bezeichnet. Das Gleichheitsaxiom
fiir Mengen formuliert eine wichtige Grundannahme: Zwei Mengen X und Y sind
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genau dann gleich, wenn jedes Element von X ein Element von Y ist, und wenn
umgekehrt auch jedes Element von Y ein Element von X ist.

Anders als ein Tupel ist eine Menge also eindeutig durch ihre Konstituenten
bestimmt. Zum Beispiel gibt es unendlich viele verschiedene Tupel, die nur mit
der Konstituente 1 gebildet sind, aber nur eine Menge, die nur das Element 1 hat.
Eine Menge legt keine Anordnung fiir ihre Elemente fest.

Man sagt, dass eine Menge aus ihren Elementen besteht. Man sagt auch, dass
eine Menge ihre Elemente enthalt. Man schreibt x € X, um zu sagen, dass das
Objekt x ein Element der Menge X ist. Statt ,,x ist ein Element von X“ sagt man
auch kurzer ,x ist in X*“.

Die eindeutig bestimmte Menge ohne Elemente heilt leere Menge und wird
mit & oder {} bezeichnet.

Mengen konnen unendlich viele Elemente haben. Unter einer endlichen Menge
versteht man eine Menge, die nur endlich viele Elemente hat, und unter einer
unendlichen Menge versteht man eine Menge, die unendlich viele Elemente hat.
Der Prototyp einer unendlichen Menge ist die Menge, die aus allen natiirlichen
Zahlen besteht.

Unter einer einelementigen Menge versteht man eine Menge, die genau ein
Element hat. Allgemeiner versteht man unter einer n-elementigen Menge (n > 1)
eine endliche Menge, die genau n verschiedene Elemente hat.

Endliche Mengen kann man durch Aufzdhlung ihrer Elemente beschreiben.
Hier sind Beispiele:

e {1} ist eine einelementige Menge. Das einzige Element dieser Menge ist die
Zahl 1.

e {1,2,3} ist eine dreielementige Menge. Die Elemente dieser Menge sind die
Zahlen 1, 2 und 3.

Es ist wichtig, zwischen einer Menge und ihren Beschreibungen zu unterscheiden.
Beispielsweise handelt es sich bei

{1,2,3} {2,1,3} {1,2,3,1}

um drei verschiedene Beschreibungen ein und derselben Menge (die Menge, die
nur aus den Elementen 1, 2, 3 besteht).

Teilobjekte
Die Teilobjekte eines Objektes x sind wie folgt definiert:

1. x ist ein Teilobjekt von x.

2. Jedes Teilobjekt einer Konstituente von x ist ein Teilobjekt von x.
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Ein Teilobjekt y von x heil’t echtes Teilobjekt von x, wenn y und x verschieden
sind.

Ein Objekt ist atomar, wenn es kein echtes Teilobjekt hat, und zusammenge-
setzt, wenn es mindestens ein echtes Teilobjekt hat. Hier sind Beispiele:

e Die Menge {1} hat 1 echtes Teilobjekte: die Zahl 1.
e Das Tupel (1,1, 2) hat 2 echte Teilobjekte: die Zahlen 1 und 2.

e Die Menge {1, (1,2)} hat 3 echte Teilobjekte: das Tupel (1,2) und die Zahlen
1 und 2.

Die Konstituenten eines Objekts werden auch als direkte Teilobjekte oder als
Unterobjekte bezeichnet.

Ein Objekt heil’t finitar, wenn es nur endlich viele Teilobjekte hat, und infini-
tar, wenn es unendlich viele Teilobjekte hat.

Es gibt endliche Mengen, die infinitdr sind. Wenn X eine unendliche Menge
ist (zum Beispiel die Menge aller natiirlichen Zahlen), dann ist {X} eine endliche
aber infintdre Menge.

Ein Objekt ist genau dann infinitdr, wenn eines seiner Teilobjekte eine unend-
liche Menge ist.

Der Begriff des Unendlichen ist ein interessantes mathematisches Konzept,
dessen systematische Untersuchung Georg Cantor (1845-1918) zur Erfindung
der Mengenlehre fiihrte. Um 1900 entdeckte Bertrand Russell, dass eine vollig
uneingeschrankte Existenzannahme fiir unendliche Mengen zu einem in sich wi-
derspriichlichen Gedankengebaude fiihrt (Russellsche Antinomien). Das ist bei-
spielsweise der Fall, wenn man die Existenz einer Menge annimmt, die alle Ob-
jekte enthélt. Das Problem ladsst sich jedoch einfach dadurch losen, dass man,
so wie wir das getan haben, die Bildung einer Mengen erst dann erlaubt, wenn
ihre Elemente bereits gebildet sind. Diese Einschriankung ldsst sich auch mit dem
so genannte Wohlfundiertheitsaxiom formulieren: Es gibt keine unendliche Fol-
ge Xo, X1, X2, ... von Objekten, sodass x,.; fir alle n eine Konstituente von xj
ist. Wohlfundiertheit bedeutet, dass man bei einem zusammengesetzten Objekt
nach endlich vielen Abstiegen zu einer Konstituente stets auf ein atomares Ob-
jekt stoht.

Baumdarstellung
Manchmal ist es hilfreich, den Aufbau eines zusammengesetzten Objektes gra-
fisch darzustellen. Als Beispiel betrachten wir die Menge

{{1, O, @}, (3), {(4,5,5), 6}}

Den Aufbau dieses Objektes kdnnen wir mit einer so genannten Baumdarstel-
lung verdeutlichen:
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/{}\
/ \
4/é\s

Die Linien in dieser Darstellung stellen Konstituentenbeziehungen dar. Das dar-
gestellte Objekt hat insgesamt 11 echte Teilobjekte: Die Zahlen 1, 3, 4, 5 und 6,
das leere Tupel und die leere Menge, die Tupel (3) und (4, 5,5), und die Mengen
{1,(),2} und {(4,5,5), 6}.

2.2 Aussagen und logische Notationen

Unter einer mathematischen Aussage verstehen wir eine Eigenschaft mathemati-
scher Objekte, die entweder wahr oder falsch ist. Ein typisches Beispiel fiir eine
mathematische Aussage ist die Gleichung 1 + 1 = 3. Statt wahr sagen wir auch
giiltig und statt falsch auch ungiiltig.

Wir verwenden die folgenden logischen Notationen fiir zusammengesetzte
Aussagen (A und B sind Aussagen, X ist eine Menge):

AAB Aund B Konjunktion

AV B A oder B Disjunktion

- A nicht A Negation

A=B wenn A, dann B Implikation

A < B A genau dann, wenn B Aquivalenz

Vxe X: A fur alle x € X gilt A Universelle Quantifizierung

Ixe X: A es existiert x € X sodass A  Existentielle Quantifizierung

Die Bedeutung dieser Aussagen definieren wir wie folgt:

A A B ist genau dann wahr, wenn A und B beide wahr sind.

A A B ist genau dann falsch, wenn A und B beide falsch sind. Sie ist also genau
dann wahr, wenn A oder B oder A A B wahr ist.

- A ist genau dann wahr, wenn A falsch ist.

A = B ist genau dann wahr, wenn —A v B wahr ist. Sie ist also insbesondere
dann wahr, wenn A falsch ist.

e A < B ist genau dann wahr, wenn A und B entweder beide wahr oder beide
falsch sind.

© G. Smolka, 20. 5. 2003
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—(A AB) < AV -B
- (AV B) < —-AA-B
A=—B < —AVB
A=B << -B= -A Kontraposition
-(A = B) < AA-B
(A < B) <~ (A=B) A (B=A)
“VxeX: A = IxeX:-A
—IxeX: A = VxeX:-A

Abbildung 2.1: Einige allgemein giiltige Aquivalenzen

e VX € X: Aist genau dann wahr, wenn A fiir alle x € X wahr ist. Dabei spielt x
die Rolle einer Variablen. Wir vereinbaren, dass Vx € X: A fur den Extremfall
X = & wahr ist.

e dx € X: A ist genau dann wahr, wenn A fiir mindestens ein x € X wahr ist.
Dabei spielt x die Rolle einer Variablen. Wir vereinbaren, dass Ix € X: A fur
den Extremfall X = & falsch ist.

Beachten Sie vor allem die Definitionen der Bedeutungen von disjunktiven und
implikativen Aussagen. In der Umgangssprache werden ,,oder” und ,,wenn dann*
manchmal mit anderer Bedeutung verwendet. Dagegen verwenden die mathe-
matische Sprache und dieses Buch ,oder und ,wenn dann“ nur mit der oben
definierten Bedeutung.

Abbildung 211 gibt einige allgemein giiltige Aquivalenzen an. Allgemeingiiltig-
keit bedeutet, dass diese Aquivalenzen fir alle Aussagen A und B und fiir jede
Menge X giiltig sind.

Die im letzten Abschnitt angegebenen Gleichheitsaxiome fiir Mengen und Tu-
pel konnen mithilfe der eingefiihrten logischen Notationen tibersichtlich formu-
liert werden:

X=Y = (VxeX:xeY) A (VyeY:yeX)

(X1yee s Xm) = V1y--sVn) <= M=NAX1 =YL A -+ A Xpn="Vn

Hier sind kurze Erklarungen fiir einige wichtige mathematische Begriffe, die
wir entweder schon benutzt haben oder bald benutzen werden:

e Primitive Begriffe sind Begriffe, die nicht vollstandig erklart werden. Beispiele
fir primitive Begriffe sind die Begriffe Menge, Tupel und Aussage. Man ver-
sucht, mit moglichst wenigen primitiven Begriffen auzukommen.
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e Definierte Begriffe sind Begriffe, die mithilfe schon bekannter Begriffe voll-
standig erklart werden. Beispiele fiir definierte Begriffe sind die Begriffe gerich-
teter Graph, binire Relation und Funktion, die wir in diesem Kapitel definieren
werde.

e Notationen sind symbolische Beschreibungen. Beispiele fiir Notationen sind

die oben eingefiihrten logischen Notationen. Bei der Definition von Notationen

def
verwenden wir oft die Symbole e md & (siehe nichster Abschnitt).

e Axiome sind Aussagen, die grundlegende Annahmen formulieren, die nicht
bewiesen werden. Beispiele fiir Axiome sind die Gleichheitsaxiome fiir Tupel
und Mengen und das Wohlfundiertheitsaxiom fiir mathematische Objekte.

o Sdtze sind Aussagen, die bewiesen werden konnen.
o Propositionen sind Sitze, deren Beweis relativ einfach ist.

o Beweise sind vollstandige und nachvollziehbare Argumentationen, die zwei-
felsfrei zeigen, dass eine Aussage giiltig ist.

Hier ist ein Beispiel fiir eine Proposition und ihren Beweis.
Proposition 2.2.1 Es gibt keine Menge, die alle Objekte enthidilt.
Beweis Wir zeigen die Behauptung durch Widerspruch. Angenommen, X ist ei-
ne Menge, die alle Objekte enthdlt. Da X ein Objekt ist, gilt X € X. Daraus folgt
aber, dass X, X, X, ... eine unendliche Folge ist, die nach dem Wohlfundiertheits-

axiom nicht existieren kann. Widerspruch. O

Das Ende eines Beweises markieren wir immer mit dem Symbol C1.

2.3 Begriffe und Notationen fiir Mengen

Die Inklusionsbeziehung zwischen zwei Mengen X und Y ist wie folgt definiert:
XcY g VxeX:xeY

Wenn X < Y gilt, sagt man, dass X eine Teilmenge von Y ist, und dass Y eine

Obermenge von X ist. Zwischen Gleichheit und Inklusion von zwei Mengen X
und Y besteht ein direkter Zusammenhang;:

X=Y = XcY AYcX

© G. Smolka, 20. 5. 2003
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Die strikte Inklusionsbeziehung zwischen zwei Mengen X und Y ist wie folgt

definiert:
def

XCY & XcY AX=Y
Wenn X C Y gilt, sagt man, dass X eine echte Teilmenge von Y ist, und dass Y
eine echte Obermenge von X ist.

Zwei Mengen heillen disjunkt, wenn sie kein gemeinsames Element haben.

Wir benutzen die folgende Notation (sprich ,x ist kein Element von X*):

def
XgX & -(xeX)

Wir vereinbaren die folgenden Bezeichnungen fiir oft vorkommende Teilmen-
gen der reellen Zahlen:

B % qo01}

N def {0, 1, 2,...} Natiirliche Zahlen
N+ def {1, 2, 3,...} Positive natiirliche Zahlen
Ny € y,2,3, ., 0 (n=1)
7 def {...,-2,-1,0,1,2,...} Ganze Zahlen
R def {x | x reelle Zahl } Reelle Zahlen
Rt def {xeR|x>0} Positive reelle Zahlen

Es gilt N} CN* CNCZCR.
Mit der Notation

{x[|A}

bezeichnen wir die Menge aller Objekte x, die die Eigenschaft A haben. Dabei
spielt x die Rolle einer Variablen. Die Definition von R ist ein Beispiel fiir den
Gebrauch dieser Notation.

Sei X eine Menge. Mit der Notation

{xeX|A}

bezeichnen wir die Teilmenge von X, die aus allen Objekten x € X besteht, die
die Eigenschaft A haben. Dabei spielt x die Rolle einer Variablen. Die Definition
von R* ist ein Beispiel fiir den Gebrauch dieser Notation.

Seien X und Y zwei Mengen. Der Schnitt, die Vereinigung und die Differenz
von X und Y sind die wie folgt definierten Mengen:

def

XnY {zlzeX ANzeY} Schnitt

xuy ® (zizexvzey) Vereinigung

X-Y def {zlzeX ANzgY} Differenz
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Die Potenzmenge

rx) © (y|yex:

einer Menge X ist die Menge aller Teilmengen von X. Mit

Pin(X) € {Y|Y<SX A Yendlich}

bezeichnen wir die Menge aller endlichen Teilmengen der Menge X. Hier ist ein
Beispiel fiir eine Potenzmenge:

P({1,2}) = {©, {1}, {2}, {1,2}}

Sei X eine Menge. Ein Tupel iiber X ist ein Tupel, sodass jede Konstituente
des Tupels ein Element von X ist. Mit

x* aef {t |t Tupel iiber X }

bezeichnen wir die Menge aller Tupel tiber X. Es gilt @* = {()}.
Das Produkt von n > 2 Mengen X1,..., X, ist die Menge

XlX"'XXn = {(xl,...,Xn>|X1€X1,---,X}’1€X}’1}

aller n-stelligen Tupel, deren i-te Komponente jeweils aus X; ist. Fiir ein Produkt
X X - - - X X schreibt man kiirzer X", wobei n > 2 die Anzahl der Faktoren angibt.
Hier ist ein Beispiel fiir ein Produkt:

{1,2} x {3,4} = {(1,3), (1,4), (2,3), (2,4)}

Beachten Sie, dass es sich bei NxX Nx N und N x (N x N) um verschiedene Mengen
handelt: Wahrend die erste Menge nur Tripel enthélt, enthédlt die zweite Menge
nur Paare.

Die Summe von n > 2 Mengen X1, ..., X, ist die Menge

Xiw--rwXy, = {(i,x)lief{l,...,n} A xeX;}

Die Elemente einer Summe sind Paare (i,x), die aus einer so genannten Vari-
antennummer i und einem Element x aus dem entsprechenden Summanden X;
bestehen. Statt von Summen spricht man auch von disjunkten Vereinigungen.
Hier ist ein Beispiel fiir eine Summe:

{3,4} w {5,6} = {(1,3), (1,4), (2,5), (2,6)}

© G. Smolka, 20. 5. 2003
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2.4 Gerichtete Graphen

Ein gerichteter Graph ist ein Paar (V, E), das aus einer Menge V und einer Men-
ge E = V XV besteht.

Diese Definition wahlt aus der Klasse der mathematischen Objekte diejenigen
aus, die wir als gerichtete Graphen bezeichnen wollen. Im technischen Sinne wis-
sen Sie jetzt genau, was ein gerichteter Graph ist. Aber warum sind gerichtete
Graphen von Interesse? Haben Sie bitte noch etwas Geduld.

Konvention Da wir in diesem Buch nur gerichtete Graphen betrachten, wer-
den wir sie der Kiirze halber im Folgenden einfach als Graphen bezeichnen.

Zuniéchst fithren wir drei Sprechweisen fiir Graphen ein. Sei G = (V,E) ein
Graph. Dann bezeichnen wir die Elemente von V als die Knoten von G, und die
Elemente von E als die Kanten von G. Fiir eine Kante (v, w) sagen wir, dass sie
von v nach w fiihrt. Wir merken noch an, dass man Knoten im Englischen als
vertices oder nodes bezeichnet, und Kanten als edges oder links.

Als Beispiel betrachten wir den Graphen G = (V, E) mit

V=112 3,4,5,6}
E=1{(1,2), (1,5), (2,3), (2,5), (3,4), (4,2), (6,4)}

Dieser Graph hat 6 Knoten und 5 Kanten.

Graphen kénnen grafisch dargestellt werden, indem man die Knoten als Kreise
und die Kanten als Pfeile zeichnet. Eine Kante (v,w) wird dabei als ein Pfeil
gezeichnet, der von v nach w fiihrt. Unseren Beispielgraphen kénnen wir wie
folgt darstellen:

e

Bei der graphischen Darstellung eines Graphen kann man die Positionen der Kno-
ten frei wiahlen. Man spricht vom Layout eines Graphen. Unseren Beispielgraphen
koénnen wir auch mit dem folgenden Layout darstellen:

(D—©

Graphen tauchen bei der Analyse vieler praktischer Situationen auf. Stellen
Sie sich beispielsweise die Flugverbindungen einer Fluglinie vor. Wir bekommen
einen Graphen, wenn wir Flughdfen als Knoten und Nonstopfliige als Kanten mo-
dellieren.

()
)
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Es ist oft hilfreich, sich einen Graphen als ein Spielfeld vorstellen (denken
Sie an das Spiel ,Mensch Argere Dich nicht*), auf dem Spielfiguren entlang der
Kanten bewegt werden konnen (nur in Richtung der Kanten). Diese Sichtweise
eines Graphen bezeichnen wir als Spielsicht.

Graphen tauchen in der Informatik in sehr vielen Zusammenhéangen auf. Aus
der Sicht der grafischen Darstellung ist die formale Definition der Klasse der Gra-
phen (d. h. G = (V, E)) verbliiffend einfach. Sie klart vollstiandig, was unter einem
Graphen zu verstehen ist. Machen Sie sich klar, dass eine alternative Definition
von Graphen mithilfe von Bildern und suggestiver Prosa keine Chance hat, einen
vergleichbaren Grad an Prazision zu erreichen.

Wir fihren jetzt die wichtigsten Sprechweisen fiir Graphen an. Machen Sie
sich fiir jede Sprechweise klar, wie sie mathematisch definiert ist und was sie
anschaulich bedeutet.

Sei G = (V,E) ein Graph. Wir vereinbaren die folgenden Sprechweisen:

e Ein Knoten w heilt Nachfolger eines Knotens v, wenn (v, w) € E.
e Ein Knoten v heillt Vorganger eines Knotens w, wenn (v, w) € E.

e Zwei Knoten v und w heillen benachbart oder adjazent, wenn (v, w) € E oder
(w,v) € E.

o Ein Pfad ist ein nichtleeres Tupel (v1,...,Vvn), sodass fir allei € {1,...,n— 1}
gilt: (vj,vit1) € E. Dabei heilt n — 1 die Lange, v, der Ausgangspunkt und v,
der Endpunkt des Pfades. Wir sagen auch, dass der Pfad von v; nach v, fiihrt.
Aus der Spielsicht betrachtet ist ein Pfad eine mogliche Zugfolge fiir eine Figur.

¢ Ein Pfad heilft einfach, wenn er keinen Knoten mehrfach enthalt.

e Ein Pfad (vi,...,vy) heilt Zyklus, wenn n > 2, vi = v, und (vq,...,Vn_1)
einfach ist.

e Ein Knoten w ist von einem Knoten v aus erreichbar, wenn ein Pfad von v
nach w existiert.

¢ Ein Knoten heilt Wurzel, wenn von ihm aus alle Knoten erreichbar sind.

o Ein Knoten heilt Quelle oder initial, wenn er keinen Vorganger hat.

o Ein Knoten heilt Senke oder terminal, wenn er keinen Nachfolger hat.

Fiir unseren Beispielgraphen gilt:

e Der Graph hat die die Senke 5 und die Quellen 1 und 6. Er hat keine Wurzel.

e Vom Knoten 2 aus sind die Knoten 2, 5, 3 und 4 erreichbar.

© G. Smolka, 20. 5. 2003
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e Vom Knoten 1 aus sind alle Knoten bis auf 6 erreichbar.
e Der Pfad (2, 3,4, 2) ist ein Zyklus.
Ein Graphen heilRt

¢ endlich, wenn er nur endlich viele Knoten hat.

e symmetrisch, wenn er fiir jede Kante (v, w) auch eine Kante (w,v) hat.
o gewurzelt, wenn er eine Wurzel hat.

e zyklisch, wenn er einen Zyklus enthdlt.

e azyklisch, wenn er keinen enthdlt.

Unser Beispielgraph ist zyklisch und endlich und weder gewurzelt noch symme-
trisch.

Die GroRe eines endlichen Graphen ist die Anzahl seiner Knoten. Die Tiefe
eines endlichen Graphen mit mindestens einem Knoten ist die maximale Ldnge
seiner einfachen Pfade. Unser Beispielgraph hat die GroRe 6 und die Tiefe 3.

Aus der Spielsicht betrachtet sind endliche Graphen ohne Zyklen eher langwei-
lig, da eine Figur bei solchen Graphen nach einigen Schritten immer auf einem
terminalen Knoten landet, den sie nicht mehr verlassen kann. Dagegen erlauben
unendliche Graphen sowie endliche Graphen mit Zyklen interessante Spiele, da
sie den Figuren eine Chance geben, terminale Knoten zu vermeiden.

Der symmetrische Abschluss eines Graphen (V, E) ist der Graph (V,EUE~1)
mit E-! = { (v,w) | (w, V) € E}. Der symmetrische Abschluss eines Graphen ist
immer symmetrisch. Der symmetrische Abschluss unseres Beispielgraphen sieht
SO aus:

Er hat die Tiefe 5.

Ein Graph heil’t stark zusammenhéangend, wenn jeder seiner Knoten von je-
dem seiner Knoten aus erreichbar ist. Ein Graph heilt zusammenhangend,wenn
sein symmetrischer Abschluss stark zusammenhéadngend ist. Unser Beispielgraph
ist zusammenhéangend, aber nicht stark zusammenhéangend.

Ein Graph G = (V,E) heilt Teilgraph eines Graphen G’ = (V',E’), wenn V <
V'und E c E’ gilt.

Sei G = (V,E) ein Graph und v € V. Der von v aus erreichbare Teilgraph
von G besteht aus allen Knoten, die von v aus erreichbar sind, und aus allen
Kanten zwischen diesen Knoten. Der vom Knoten 6 aus erreichbare Teilgraph
unseres Beispielgraphen sieht wie folgt aus:
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Proposition 2.4.1 Sei G ein Graph mit einem Knoten v. Dann ist der von v aus
erreichbare Teilgraph von G zusammenhdngend.

Ein Graph heift baumartig, wenn er gewurzelt ist und jeder seiner Knoten
hochstens einen Vorganger hatH Hier ist ein Beispiel fiir einen baumartigen Gra-

(D
O ORI O
® ® © & O
©®© ©

Ein baumartiger Graph hat immer genau eine Quelle, die gleichzeitig auch die
eindeutig bestimmte Wurzel des Graphen ist. Baumartige Graphen haben die
charakteristische Eigenschaft, dass es von der Wurzel zu einem Knoten immer
genau einen Pfad gibt. Die Senken eines baumartigen Graphen werden als Blatter
bezeichnet. Baumartige Graphen stellt man meist wie oben mit nach unten ge-
richteten Kanten dar. Die Wurzel erscheint dann ganz oben und die Blatter er-
scheinen unten. Da bei dieser Darstellung die Kanten immer nach unten zeigen,
kann man die Pfeilspitzen weglassen. Oft ldsst man auch die Kreise weg. Flr
unseren Beispielgraphen bekommt man dann die folgende Darstellung:

1
7/ N\ I VRN
6 8 11
/7 N\
9 10

Die mathematische Beschreibung dieses Graphen ist wie folgt:
Vv=A{1,23,456728,9 10, 11}
E=1{(1,2), (1,5), (1,7), (2,3), (2,4), (5,6), (7,8), (7,11), (8,9), (8,10)}

Proposition 2.4.2 Sei v ein Knoten eines baumartigen Graphen. Dann ist der
von v aus erreichbare Teilgraph ein baumartiger Graph mit der Wurzel v.

2 Baumartige Graphen werden meistens einfach als Bidume bezeichnet. Wir vermeiden diese
Sprechweise, da wir den Begriff Baum fir eine alternative Formalisierung von Baumen reser-
vieren wollen, die wir spéter einfithren werden.
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2.5 Binire Relationen

Eine binare Relation ist eine Menge R, sodass jedes Element von R ein Paar ist.
Diese Definition wahlt aus der Klasse der mathematischen Objekte diejeni-
gen aus, die wir als bindre Relationen bezeichnen wollen. Die Auszeichnung von
bindren Relationen ist sinnvoll, da sie in der mathematischen Praxis besonders
haufig vorkommen.
Konvention Da wir in diesem Buch nur binare Relationen betrachten, werden
wir sie der Kiirze halber im Folgenden einfach als Relationen bezeichnenH
Beachten Sie, dass auch die leere Menge eine binare Relation ist.
Sei R eine Relation. Wir definieren drei Notationen:

DomR ' (x|3y:(x,y) eR} Definitionsbereich
RanR ' {y|3x: (x,y) eR} Bildbereich
Ver R def Dom R U Ran R Knotenmenge

Wenn x € Dom R ist, sagen wir, dass R auf x definiert ist. Die Elemente von
Ver R bezeichnen wir als die Knoten von R, und die Elemente von R als die
Kanten von R. Die Kiirzel Dom und Ran sind aus den englischen Wortern fir
Definitionsbereich und Bildbereich abgeleitet: domain und range.

Unter einer Relation auf einer Menge X verstehen wir eine Relation R mit
Ver R < X. Die Relationen auf einer Menge X sind genau die Teilmengen von
X X X.

Sei R eine Relation. Dann ist (Ver R, R) ein Graph, der als Graph von R be-
zeichnet wird. Wir konnen also jede Relation als einen Graph auffassen. Damit
iibertragen sich alle Begriffe, die wir fiir Graphen definiert haben, auf Relationen.
Wir sprechen von der Graphsicht einer Relation.

Als Beispiel betrachten wir die Relation

R = {(2,3), (2,5), (3,4), (4,2), (6,4)}

Die Graphdarstellung dieser Relation sieht wie folgt aus:

Der Definitionsbereich von R ist die Menge {2, 3, 4, 6}, und der Bildbereich von R
ist {2, 3, 4, 5}.

3 Der Name bindre Relation legt nahe, dass es auch andere Relationen gibt. Unter einer
n-stelligen Relation versteht man eine Menge R, sodass jedes Element von R ein n-stelliges
Tupel ist (n = 2). Bei bindren Relationen handelt es sich also um zweistellige Relationen.
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Die Umkehrrelation R~! einer Relation R ist die wie folgt definierte Relation:

R % ((x,y) | (y,x) R}

Die Umkehrrelation erhélt man also, indem man alle Kanten umdreht. Hier ist
die Graphdarstellung der Umkehrrelation unserer Beispielrelation:

5@\@/@@

Statt Umkehrrelation sagt man auch inverse Relation. Offensichtlich gilt
(R"H)"'=R, Dom(R~') = RanR und Ver (R~1) = VerR.

Eine Relation R heift funktional, wenn zu jedem x € Dom R genau ein
¥ € Ran R existiert mit (x, y) € R, und injektiv, wenn zu jedem y € Ran R genau
ein x € Dom R existiert mit (x,y) € R. Eine Relation ist also genau dann funktio-
nal, wenn von keinem Knoten mehr als eine Kante ausgeht, und injektiv genau
dann, wenn auf keinen Knoten mehr als eine Kante zeigt. Funktionalitdt und In-
jektivitdt sind symmetrische Begriffe: Eine Relation ist genau dann funktional,
wenn ihre Umkehrrelation injektiv ist.

Eine Relation R heiRt bijektiv, wenn sie funktional und injektiv ist.

Unsere Beispielrelation ist weder funktional noch injektiv.

Sei R eine Relation und X eine Menge. Dann heift R total auf X, wenn
X € Dom f, und surjektiv auf X, wenn X < Ran f. Eine Relation ist genau dann
total auf X, wenn von jedem Element von X eine Kante abgeht, und surjektiv auf
X genau dann, wenn auf jedes Element von X eine Kante zeigt. Totalitat und Sur-
jektivitdt sind symmetrische Begriffe: Eine Relation ist genau dann surjektiv auf
X, wenn ihre Umkehrrelation total auf X ist. Jede Relation R ist total auf Dom R
und surjektiv auf Ran R.

Hier ist die Graphdarstellung einer bijektiven Relation, die total und surjektiv

auf {1,2,3,4} ist:
N o)

Komposition von Relationen
Die Komposition R o R’ zweier Relationen R und R’ ist die wie folgt definierte
Relation:

def

RoR’ {(x,z) | 3(x,y) €R: (y,z) €R"}

Die Komposition R o R’ zweier Relationen R und R’ enthilt eine Kante (x,z)
also genau dann, wenn es einen gemeinsamen Knoten y gibt, so dass (x,y) eine
Kante von R und (y, z) eine Kante von R’ ist. Die Komposition unserer bijektiven
Beispielrelation mit sich selbst ergibt die folgende Relation:
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Diese Relation ist wieder bijektiv.

Proposition 2.5.1 Seien R, R’ und R" Relationen. Dann gilt:
1. Ro(R"oR"”)=(RoR’)oR".
2. (RoR)™'=R"1oR™L
3. Wenn R und R’ funktional sind, dann ist R o R’ funktional.
4. Wenn R und R’ injektiv sind, dann ist R o R’ injektiv.
Sei X eine Menge. Die Identitat auf X ist die wie folgt definierte Relation:

dx) € orxx) I xex)

Offensichtlich gilt Id(X) = Id(X) ™! = Id(X) o Id(X). AuRerdem ist Id(X) bijektiv
sowie total und surjektiv auf X.

Proposition 2.5.2 Sei R eine Relation. Dann gilt:
1. R ist genau dann funktional, wenn R~! o R = Id(Ran R).

2. R ist genau dann injektiv, wenn R o R~ = Id(Dom R).

2.6 Funktionen

Eine Funktion ist eine funktionale Relation. H
Wir haben bereits mehrere Beispiele fiir endliche Funktionen gesehen. Hier ist
ein weiteres:

f = 1(1,2), (3,4), (5,6), (7,8)}

Diese Funktion ist injektiv und hat die Graphdarstellung

O—0 O—6» —©® O—O®

4 Wahrscheinlich haben Sie sich unter einer Funktion bisher etwas vollig anderes vorgestellt.
Verzichten Sie vorerst darauf, ihren Vorstellung von Funktion mit den hier definierten Begriff
in Zusammenhang zu bringen. Nehmen Sie stattdessen an, dass es zwei Arten von Funktionen
gibt: die, die Sie bisher kannten und die, die wir hier definiert haben. Wenn wir in diesem Buch
Funktion sagen, werden wir immer Funktionen meinen so wie wir sie gerade definiert haben.
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Wir konnen eine Funktion als eine Zuordnung auffassen, die jedem Element
ihres Definitionsbereichs genau ein Element ihres Bildbereichs zuordnet. Wenn
eine Funktion f das Paar (x, y) enthélt, sagen wir, dass

f das Objekt x auf das Objekt y abbildet.

f fir das Argument x das Ergebnis y liefert.

y der Wert von f fiir x ist.

y das Bild von x unter f ist.

x ein Urbild von y unter f ist.

Wir sprechen von der Zuordnungssicht einer Funktion. Bilder (Zuordnungssicht)
sind dasselbe wie Nachfolger (Graphsicht), und Urbilder sind dasselbe wie Vor-
ganger.

Seien X und Y Mengen. Wir definieren die folgenden Notationen:

Xy @ {f | f Funktion mit Domf < X und Ranf € Y}

X —-Y = {f|f Funktion mit Domf = Xund Ranf €Y}

X g y © {f | f endliche Funktion mit Dom f < X und Ranf c Y }

Die Elemente von X — Y bezeichnet wir als Funktionen von X nach Y. Die Ele-
mente von X — Y bezeichnet wir als totale Funktionen von X nach Y. Die Ele-

mente von X fir Y bezeichnet wir als endliche Funktionen von X nach Y. Statt
f € X — Y schreiben wir auch f: X — Y oder ,f Funktion X — Y*“. Entsprechend
schreiben wir fiir f € X — Y auch f: X — Y oder ,f Funktion X — Y*. Hier sind
zwei Beispiele:

B—-B=1{{(0,0),(1,0)}, {£0,1),(1,1)},
{(0,1),(1,0)}, {(0,0),(1,1)}}

B-B=B-B)u{d, {(0,00}, {(O,1)}, (1,00}, (L,1)}}

Wenn f eine Funktion ist und x € Dom f, dann bezeichnen wir das Bild von x
unter f mit fx. Die meisten Mathematiker schreiben fx mit Klammern als f(x).
Wir lassen diese unnétigen Klammern meistens weg.

Proposition 2.6.1 Seif e X - YundgeY — Z.Dannistf og € X — Z und
vVx e X: (fog)x =g(fx)

Proposition 2.6.2 Seif eine injektive Funktion. Dann gilt:
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1. f~1 ist eine injektive Funktion.

2. Vx,y e Domf: fx=fy < x=y.
3. Vxe€ Domf: f 1 (fx) = x.

4. Yy € Ranf: f(f~ty) = y.

Da die Umkehrrelation f~! einer injektiven Funktion f eine Funktion ist, be-
zeichnen wir sie als Umkehrfunktion oder inverse Funktion.

Unendliche Funktionen beschreiben wir meistens mit der so genannten
Lambda-Notation:

AneN.n = {(n,n) |neN} = Id(N)
= {(0,0), (1,1), (2,2), (3,3), ...}
AxeN.x% = {(x,x?) | xe N}

{(0,0), (1,1), (2,4), (3,9), ...}

A(x,y)eNZ.x+y = {((x,y),x+y)|xeNAyeN}
{((0,0), 0), ((0,1), 1), ((1,0), 1),
((1,1), 2), ((0,2), 2), ((2,0), 2), ...}

Hier ist ein weiteres Beispiel, das zusatzlich eine Konditional-Notation benutzt:
AxeZ.(ifx=0thenxelse —x) = {(x,|x]) | x€Z}

Man kann eine Funktion auch zusammen mit einem Namen beschreiben. Bei-
spielsweise beschreibt

f€R—-R mit fx =3x

die Funktion Ax € R. 3x.

Es gibt also viele verschiedene Moglichkeiten, ein und dieselbe Funktion zu
beschreiben. Es ist sehr wichtig, zwischen einer Funktion und ihren Beschrei-
bungen zu unterscheiden. Der Begriff der Funktion ist sehr einfach. Dagegen ist
der Umgang mit den verschiedenen Notationen fiir Funktionen schwieriger und
bedarf der Ubung.

Wir werden die folgenden Klammersparregeln verwenden:

XXY—-Z ~ (XXY)-Z
X-Y—-Z ~ X-(Y-2)

fxy ~  (fx)y
AxeX.AyeY.M ~ AxeX.(AyeY.M)
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Unendliche Folgen
Sei X eine Menge. Eine unendliche Folge iiber X ist eine Funktion f € N — X.
Anschaulich kénnen wir eine unendliche Folge f durch Aufzédhlen der ersten
Elemente darstellen:

fo, f1, f2,f3, ...

Als Beispiel betrachten wir die Folge An € N.2n + 1 der ungeraden natiirlichen
Zahlen:

1, 3,5 7, ...

Adjunktion
Die im letzten Kapitel betrachteten Umgebungen kénnen wir als endliche Funk-
tionen modellieren, die Bezeichner auf Werte abbilden. Die Adjunktionsoperati-
on fir Umgebungen (siehe Abschnitt lasst sich auf beliebige Funktionen
ubertragen.

Die Adjunktion zweier Funktionen f und g ist wie folgt definiert:

f+g def AXx € Domf uDomg. if x € Dom g then gx else fx

Die Funktion f + g verhélt sich fiir alle Werte, auf denen g definiert ist, wie g. Fiir
alle anderen Werte verhélt sich f + g wie f. Fir jede Funktion f gilt f + f = f. Statt
f + {(x,y)} schreiben wir auch

flx:=y]  (ies ,f mit x nach y*)
Hier sind Beispiele:
{(1,5), (2,6)} + {(2,7), (3,8)}
{(1,5), (2,7), (3,8)}[2:=0]
(AXxeN.0) + {(1,1), (2,2)}

{(1,5), (2,7), (3,8)}
{(1,5), (2,0), (3,8)}

(Ax € N, if x < 3 then x else 0)

Kartesische und kaskadierte Darstellung mehrstelliger Operationen
Die Additionsoperation fiir ganze Zahlen kénnen wir durch die Funktion

f= AKXy eZ?.x+y) € ZXZ—~T7

darstellen, die zu einem Paar (x,y) € Z? die Zahl x + y liefert. Alternativ konnen
wir die Additionsoperation auch durch die Funktion

g= (AxeZ.AyeZ.x+y) € Z—-7Z—-1
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darstellen, die fiir x € Z die Funktion A y € Z. x+y liefert. Beispielsweise liefert g
fiir 7 die Funktion Ay € Z. 7 + y. Allgemein gilt

Vx,y€Z: f(X,¥) =x+y=QAyEZ.Xx+y)y =gxy

Wir bezeichnen f als die kartesische und g als die kaskadierte Darstellung der
Additionsoperation. Standard ML unterstiitzt neben der kartesische Darstellung
auch die kaskadierte Darstellung von mehrstelligen Operationen.

Abbildungen

Viele Mathematikbiicher verwenden anstelle des Begriffs der Funktion den Begriff
der Abbildung. Eine Abbildung ist ein Tripel (X,f,Y), das aus zwei Mengen X
und Y sowie einer totalen Funktion von X nach Y besteht. Dabei wird X als der
Definitionsbereich, f als der Graph und Y als der Wertebereich der Abbildung
bezeichnet. Abbildungen werden meistens mithilfe eines Namens beschrieben.
Beispielsweise beschreibt

fZ—-17
f(x) = x|

die Abbildung (Z, (Ax € Z. |x|), Z). Beachten Sie, dass es sich bei
(Z, (Ax e Z.|x|), Z) und {Z, (Ax € Z. |x|), N) um zwei verschiedene Abbil-
dungen handelt, da sie verschiedene Wertebereiche haben. Eine Abbildung
(X,f,Y) heilt injektiv, wenn f injektiv ist, surjektiv, wenn f auf Y surjektiv ist,
und bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv sind.

2.7 Notationen fiir Zahlen

Sei X < R. Dann heillit x € X
e das Minimum von X genau dann, wenn Vy € X: x < y.
e das Maximum von X genau dann, wenn Vy € X: y < x.

Das Minimum von X bezeichnen wir mit min X, wenn es existiert. Entsprechend
bezeichnen wir das Maximum mit max X, wenn es existiert.
Die Rundungsfunktionen Floor | _| und Ceiling [_] sind wie folgt definiert:

|_]eR~-Z [(1eR-7Z
Ix] =max{zeZ|z<x} [X] =min{zeZ|x<z}

Die Modulo-Funktion ist wie folgt definiert:

mod € Zx (Z - {0}) - Z
xmody =x—|x/y]y
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Fir y > 0 gilt: (xmody) < y.

Die Standard ML Operation (x div y) heillt ganzzahlige Division und be-
rechnet | x/y] (fir x,y € Z und y # 0). Die Operation (x mod y) berechnet die
Modulo-Funktion.

2.8 Terminierende Relationen

Wir haben bereits erwdhnt, dass man Graphen als Spielfelder auffassen kann,
auf denen Spielfiguren entlang der Kanten bewegt werden konnen. Diese Sicht-
weise Uibertragt sich auf Relationen, da diese als Graphen aufgefasst werden kon-
nen. Unter einer terminierenden Relation verstehen wir eine Relation, die keine
unendlichen Zugfolgen zuldsst. Wir interessieren uns fiir terminierende Relatio-
nen, weil wir mit ihnen das Terminierungsverhalten von rekursiven Prozeduren
modellieren konnen (siehe Kapitel [@).

Zuerst definieren wir formal, was wir unter einer terminierenden Relation ver-
stehen wollen.

Sei R eine Relation. Ein unendlicher Pfad in R ist eine unendliche Folge p
iiber VerR, sodass Vn e N: (pn,p(n+ 1)) € R. Der Ausgangspunkt eines
unendlichen Pfades p ist pO.

Wir sagen, dass eine Relation R fiir ein Objekt x terminiert, wenn es keinen
von x ausgehenden unendlichen Pfad in R gibt. Weiter sagen wir, dass eine Rela-
tion terminiert, wenn sie fiir jeden ihrer Knoten terminiert.

Unser erstes Beispiel ist die endliche Relation

(O—O—O—D

Diese Relation terminiert fiir keinen ihrer Knoten. Von jedem ihrer Knoten geht
genau ein unendliche Pfad aus. Der vom Knoten 1 ausgehende unendliche Pfad
ist AneN.1+ (nmod4).

Als zweites Beispiel betrachten wir die unendliche Relation

R = {(m,n)eN2|m<n}

Diese Relation ist azyklisch. Trotzdem terminiert diese Relation fiir keinen ihrer
Knoten,da An € N.n+k fir alle k € N ein von k ausgehender unendlicher Pfad
ist. Dagegen terminiert die Umkehrrelation R ! fiir jeden ihrer Knoten.

Proposition 2.8.1 Jjede Teilmenge einer terminierenden Relation ist eine terminie-
rende Relation.

Proposition 2.8.2 Sei R eine endliche Relation. Dann terminiert R genau dann,
wenn R azyklisch ist.
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Seien R und R’ Relationen. Wir sagen, dass eine Funktion
VerR — VerR'

R in R’ einbettet, wenn gilt: V(X,y) € R: (fx,fy) € R’. Wenn es eine Funktion
gibt, die R in R’ einbettet, sagen wir, dass R in R’ einbettbar ist.

Proposition 2.8.3 Jede Relation, die in eine terminierende Relation einbettbar ist,
terminiert.

Beweis Angenommen, f bettet R in R’ ein und R’ terminiert. Wir zeigen durch
Widerspruch, dass R terminiert. Angenommen, p € N — VerR ist ein unendli-
chen Pfad in R. Da f € Ver R — Ver R’ die Relation R in R’ einbettet, ist p o f ein
unendlicher Pfad in R’. Widerspruch, da R’ terminiert. O

2.9 Ordnungen

Ordnungsbeziehungen spielen bei vielen Betrachtungen eine wichtige Rolle. Hier
sind Beispiele fiir Ordnungsbeziehungen:

e Die Zahl 3 ist kleiner als die Zahl 7.
e Die Menge {1, 2} ist eine echte Teilmenge der Menge {1, 2, 3}.
e Das Tupel (3,5) ist ein echtes Teilobjekt der Menge {{1,2}, 7, (3,5)}.

Ordnungsbeziehungen werden mithilfe von speziellen Relationen beschrieben,
die als Ordnungen bezeichnet werden. Bevor wir die Klasse der Ordnungen defi-
nieren, betrachten wir die wichtigsten konkreten Ordnungen.

Sei X ¢ R. Die natiirliche Ordnung fiir X ist die Relation

NoxX) & {(xy)eXx?Ix<y)

Sei X eine Menge. Die Inklusionsordnung fiir 7 (X) ist die Relation

def

10(X) {((Y,Z) e P(X)2|Y<cZ}

Sei X eine Menge. Die strukturelle Ordnung fiir X ist die Relation

sox) % {(x,y) e X2 | x Teilobjekt von y }

Sei R eine Relation. Wir vereinbaren die folgenden Notationen:

R< def {(x,y) ER|x+y}

R € ((x,y)eR 1 |x=y}
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Offensichtlich gilt R” = (R<)~1.
Wir definieren eine Reihe von Eigenschaften, die im Zusammenhangen mit
Ordnungen eine Rolle spielen. Eine Relation R heil’t

o reflexiv, wenn Id(Ver X) c R. Reflexivitit auf X bedeutet, dass zu jedem Kno-
ten x die Kante (x, x) existiert.

o strikt, wenn R = R~. Striktheit bedeutet, zu keinem Knoten x die Kante (x, x)
existiert.

o symmetrisch, wenn R~! c R. Symmetrie bedeutet, dass (x, y) genau dann eine
Kante ist, wenn (y, x) eine Kante ist.

 antisymmetrisch, wenn R~! n R < Id(Ver X). Antisymmetrie bedeutet, dass
zwischen zwei verschiedenen Knoten hochstens eine Kante existiert.

e transitiv, wenn R o R < R. Transitivitat bedeutet, dass zu zwei verschiedenen
Knoten x und y eine Kante von x nach y existiert, wenn es einen Pfad von x
nach y gibt.

e linear, wenn zwei verschiedene Knoten immer adjazent sind.
o wohlfundiert, wenn R~ terminiert.

Mit diesen Eigenschaften kénnen wir die wichtigsten Klassen von Ordnungen
definieren. Eine Relation R heil’t

 partielle Ordnung fiir eine Menge X, wenn sie reflexiv, antisymmetrisch und
transitiv ist und Ver R = X gilt.

e lineare Ordnung fiir eine Menge X, wenn sie eine partielle Ordnung fiir X ist
und zudem linear ist.

o wohlfundierte Ordnung fiir eine Menge X, wenn sie eine partielle Ordnung
fir X ist und zudem wohlfundiert ist.

e Wohlordnung fiir eine Menge X, wenn sie eine wohlfundierte Ordnung fiir X
ist und zudem linear ist.

Die oben eingefiihrten konkreten Ordnungen lassen sich mit diesen Begriffen wie
folgt klassifizieren:

e Sei X eine Menge. Dann ist IO(X) eine partielle Ordnung fiir 2 (X). Die Ordnung
IO(X) ist genau dann wohlfundiert, wenn X endlich ist. Wenn X mindestens
zwei Elemente enthalt, ist JO(X) nicht linear.
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e Sei X eine Menge. Dann ist SO(X) eine wohlfundierte Ordnung fiir die Menge
aller Teilobjiekte von X. Diese Eigenschaft wird durch das Wohlfundiertheits-
axiom gewahrleistet.

e Sei X < R eine Menge von reellen Zahlen. Dann ist NO(X) eine lineare Ordnung
fir X. Wenn X < Z eine nach unten beschrinkte Menge von ganzen Zahlen ist
(d. h. es gibt eine Zahl u mit Vx € X: u < x), dann ist NO(X) eine Wohlordnung
fur X.

Proposition 2.9.1 Sei R eine partielle [lineare] Ordnung fiir eine Menge X. Dann
ist R=! eine partielle [lineare] Ordnung fiir X.

Proposition 2.9.2 Sei R eine partielle Ordnung. Dann sind die Relationen R~ und
R™ strikt, antisymmetrisch und transitiv.

Sei R eine partielle Ordnung fiir X. Wir vereinbaren die folgenden Notationen
und Sprechweisen:

def

X=<RYy = (x,y) €R x Kkleiner-gleich y in R
def

X>RY = Y 2R X x groRer-gleich y in R
def

X<RY = XSXRYAX*Y x kleiner y in R
def .. .

X>RY <& VY<gX x groer y in R

Anschaulich gesprochen bedeutet Wohlfundiertheit fiir eine partielle Ordnung,
dass ein Objekt nur endlich oft verkleinert werden kann.

Sei R eine partielle Ordnung fiir X. Zwei Elemente x,y € X heiRen vergleich-
bar in R, wenn x <g y oder x > y gilt. Eine partielle Ordnung R fiir X ist genau
dann linear, wenn alle Elemente von X in R vergleichbar sind.

2.10 Isomorphie und Kardinalitat

Seien X und Y zwei Mengen und sei f eine totale Funktion von X nach Y. Manch-
mal ist es hilfreich, sich die Elemente von X als Beschreibungen fiir die Elemente
von Y vorzustellen, in dem Sinne, dass ein x € X ein y € Y beschreibt, wenn
fx =y gilt. Mit dieser Sicht ergeben sich zwei Sachverhalte:

e [ ist genau dann surjektiv auf Y, wenn jedes Element von Y durch mindestens
ein Element von X beschrieben werden kann.

e f ist genau dann injektiv, wenn jedes Element von Y durch hochstens ein Ele-
ment von X beschrieben werden kann.
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Als Beispiel betrachten wir die Beschreibung von Zeitdauern mit Stunden, Mi-
nuten und Sekunden (siehe Abschnitt [L7):

X=N3 Y=N, f=AMms)cX.60(60h+m)+s

Da f surjektiv auf Y ist, kann jede Zeitdauer in Y durch ein Tripel in X beschrie-
ben werden. Da f nicht injektiv ist, konnen bestimmte Zeitdauern (alle von mehr
als 60 Sekunden) durch mehr als ein Tripel in X beschrieben werden. Wenn wir
die zuldssigen Tripel gemal

X' =Nx{0,...,59} x {0,...,59}
einschrianken, bekommen wir eine injektive Funktion
f=A(h,m,s) € X'.60(60h+m)+s

von X’ nach Y, die immer noch surjektiv auf Y ist. Das bedeutet, dass jeder
Zeitdauer in Y durch genau ein Tripel in X’ beschrieben werden kann.

Seien X und Y Mengen. Eine Bijektion X — Y ist eine injektive Funktion X — Y,
die surjektiv auf Y ist.

Sei f eine Bijektion X — Y. Zunichst stellen wir fest, dass die Umkehrfunktion
f~! eine Bijektion Y — X ist. Die dadurch bestehende symmetrische Situation
koénnen wir grafisch wie folgt darstellen:

f

X

f—l

Die Elemente von X und Y entsprechen sich eineindeutig: Zu jedem x € x exis-
tiert genau ein y € Y, dass durch x beschrieben wird (ndmlich fx), und zu jedem
y € Y existiert genau ein x € X, dass y beschreibt (namlich f~!y). Wir kénnen
also nicht nur die Elemente von X als Beschreibungen fiir die Elemente von Y
auffassen, sondern auch umgekehrt die Elemente von Y als Beschreibungen fiir
die Elemente von X.

Zwei Mengen X und Y heillen isomorph, wenn es eine Bijektion X — Y gibt.
Wir vereinbaren die folgende Notation:

def
X=Y & XundY sind isomorph

Wir stellen fest, dass Isomorphie von Mengen eine reflexive, symmetrische und
transitive Beziehung istf]

o Fiir jede Menge X gilt X = X, da Id(X) eine Bijektion X — X ist.

> In Analogie zu den entsprechenden Relationseigenschaften.
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e Wenn X = Y, dann auch Y = X, da die Umkehrfunktion einer Bijektion X — Y
eine Bijektion Y — X ist.

e Wenn X = Y und Y = Z, dann auch X = Z, da die Komposition zweier Bijek-
tionen X — Y und Y — Z eine Bijektion X — Z ist.

Die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge X heillt Kardinalitit der Men-
ge und wird mit | X| bezeichnet. Beispielsweise gilt |&@| = 0 und [{0,1}| = 2.

Proposition 2.10.1 Wenn zwei Mengen isomorph sind, dann sind sie entweder bei-
de unendlich, oder sie sind beide endlich und haben die gleiche Kardinalitdit.

Proposition 2.10.2 Wenn zwei endliche Mengen die gleiche Kardinalitdt haben,
dann sind sie isomorph.

Die Begriffe Isomorphie und Kardinalitat sind also eng miteinander verkntipft.
Die folgenden Propositionen sind hilfreich fiir die Bestimmung von Kardinalita-
ten.

Proposition 2.10.3 Seien X und Xi,...,X, endliche Mengen. Dann sind die Po-
tenz P(X), das Produkt X1 X - - - X X und die Summe X v - - - w X, endliche
Mengen mit

|P(X)| = 2X]
[X1 X -« X Xnl = |X1] ... [ Xn]
X1 w---wXyl =1X1]+...+ | Xnl

Proposition 2.10.4 Seien X und Y Mengen und sei X endlich. Weiter sei 1 ein
Objekt, das nicht in Y ist. Dann gilt:

(1) (X-Y)=yX
2) X-Y)=(yu{pn™

Beweis Sei X = {x1,...,X,} eine n-elementige Menge. Dann ist
AfeX Y. (fx1,...,fxn)

eine Bijektion (X — Y) — YIXI,
Seig=(Ax € X. 1).Dann ist

AfeX—-Y. ((g+Fx1,...,(g+)xn)

eine Bijektion (X — Y) — (Y u {1})IX], O
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Hier ist ein Beispiel fiir die Anwendung der obigen Propositionen:

[(P(B) - B) xB| = |P(B) — B| - |B| Proposition [Z.10.3]
= 2|B|IP®I Proposition Z-10.4 und 21011
—2.2@" Proposition 2103
=2.2@9 =32

Proposition 2.10.5 Sei X, Y und Z Mengen. Dann gilt:
XXY—-Z = X-Y-~Z
Beweis Die Funktion
AfeXXY->Z.AxeX.AyeY.f(x,y)
ist eine Bijektion (X XY - Z) - (X =Y - Z). O

Bemerkungen

Der Begriff der Funktion wird René Descartes (1596-1650) zugeschrieben. Gra-
phen wurden erstmals von Leornard Euler (1707-1783) betrachtet (Koénigsberger
Briickenproblem). Der Begriff der Menge ist jiinger und stammt von Georg Can-
tor (1845-1918). Cantors Hauptaugenmerk richtete sich auf unendliche Mengen.
Die Etablierung der Mengenlehre als priméres Begriffsgebdude der Mathematik
erfolgte etwa 1930-1960. Alle in diesem Kapitel eingefiihrten Begriffe werden
einem Gebiet zugerechnet, das als Diskrete Mathematik bezeichnet wird.

Wenn Sie bisher keine Erfahrung mit Hochschulmathematik haben, kann es
durchaus sein, dass Sie dieses Kapitel als schwer verstandlich empfinden. Das
liegt einerseits an der Fiille der eingefiihrten Begriffe und Notationen, und ande-
rerseits an der mathematischen Sprache, in der dieses Kapitel formuliert ist. Die
mathematische Sprache ist abstrakt, priazise und kompakt. Sie ist fiir Informati-
ker ein unentbehrliches Werkzeug, dass eine effiziente fachliche Kommunikation
ermoglicht.

Die in diesem Kapitel eingefiihrten Begriffe und Notationen gehoren zur
Grundausstattung jedes akademischen Informatikers. Die Arbeit, die Sie inves-
tieren miissen, um damit effizient umgehen zu kénnen, lohnt sich also.

Die Sprache der Mathematik ist eine der grofen Kulturleistungen der Mensch-
heit. In der Schule haben Sie den Gebrauch dieser Sprache bereits viele Jahre
trainiert. Nichtsdestotrotz wird der Ubergang von der Schul- zu Hochschulma-
thematik von vielen Studierenden als duferst unsanft empfunden wir. Hier sind
einige Tipps fiir Biicher, die Ihnen beim Einstieg in die Hochschulmathematik
helfen kénnen:
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e Kenneth H. Rosen, Discrete Mathematics and Its Applications. McGraw-Hill,
1999.

o Albrecht Beutelspacher, Lineare Algebra - Eine Einfiihrung in die Wissenschaft
der Vektoren, Abbildungen und Matrizen. Vieweg, 2001.

e Harry R. Lewis and Christos H. Papadimitriou, Elements of the Theory of Com-
putation. Prentice Hall, 1998.

Das ausfiihrliche Buch von Rosen ist ein gutes Bindeglied zwischen Gymnasial-
und Hochschulmathematik und ist speziell auf die Bediirfnisse der Informatik
ausgerichtet. Das Buch von Beutelspacher ist anspruchsvoller und richtet sich
auch an Studienanfanger der Mathematik. Das Buch von Lewis und Papadimitri-
ou ist eine Einfiihrung in ein grundlegendes Gebiet der theoretischen Informatik.
Das erste Kapitel konnte fiir Sie hilfreich sein, da es viele der von uns behan-
delten Begriffe und Notationen einfiihrt. Wenn Sie keine Schwierigkeiten mit der
Sprache der Mathematik haben und mehr iiber Mengenlehre wissen wollen, emp-
fehle ich Thnen das Buch

e Paul R. Halmos, Naive Set Theory, Springer-Verlag, 1974.

Dieses Buch zeigt Thnen beispielsweise, dass man nur mit Mengen auskommen
kann, da Tupel und Zahlen auf diese zuriickgefiihrt werden kénnen. Schlieflich
sei noch das Buch

e Bruno Buchberger und Franz Lichtenberger, Mathematik fiir Informatiker I: Die
Methode der Mathematik, Springer-Verlag, 1980.

empfohlen, dass sich einsichtsvoll und ausfiihrlich mit der Methode der Mathe-
matik und ihrer Anwendung in der Informatik auseinandersetzt.

Glossar

Mathematische Objekte (Urobjekte (Zahlen), Tupel, Mengen; atomare und zusam-
mengesetzte Objekte; Konstituenten (heillen auch Unterobjekte oder direkte Tei-
lobjekte); (echte) Teilobjekte; finitar, infinitar; Wohlfundiertheitsaxiom; Baumdar-
stellung).

Aussagen A (Konjunktion A A B, Disjunktion A v B, Negation —A, Implikation
A = B, Aquivalenz A < B, universelle Quantifizierung Vx € X: A, existentielle
Quantifizierung Ix € X: A).

Primitive Begriffe, definierte Begriffe, Notationen, Axiome, Sidtze, Propositionen
und Beweise.
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s . . def def
Definition von Notationen mit < und %= .

Zahlen (B,N;;, N* N, Z, R*, R; Minimum und Maximum; Floor | x| und Ceiling [x];
ganzzahlige Division und Modulo-Funktion).

Tupel (x1,...,xn) (Lange, Positionen, i-te Komponente; leeres Tupel (); n-stellige
Tupel, Paare, Tripel).

Mengen (Elemente, x € X, x ¢ X, x ist in X; leere Menge & und {}; endli-
che und unendliche Mengen; n-elementige Mengen {xi,...,Xn}; Menge besteht
aus ihren Elementen, Menge enthélt ihre Elemente; (strikte) Inklusionsbeziehung,
X €Y, X CY, (echte) Teilmengen, (echte) Obermengen; Notationen {x | A} und
{x € X | A}; Disjunktheit; Isomorphie X = Y; Kardinalitat | X]|).

Mengenoperationen (Schnitt X n Y; Vereinigung X u Y; Differenz X — Y;
Potenzen P (X) und Pfin(X); Menge aller Tupel X*; Produkt X x Y; Summe oder
disjunkte Vereinigung X w Y (Variantennummern); Pfeilmengen X — Y, X - Y

und X ™y,

Gerichtete Graphen G = (V, E) (Knoten, Kanten; Nachfolger, Vorganger; Quellen
(initiale Knoten), Senken (terminale Knoten); Pfade (Ausgangs- und Endpunkt,
Lange, einfach, Zyklus); Erreichbarkeit und Wurzeln; endlich, symmetrisch, ge-
wurzelt, zyklisch, azyklisch; Grofle und Tiefe von endlichen Graphen; symmetri-
scher Abschluss, (stark) zusammenhédngend; (erreichbarer) Teilgraph; baumartig,
Blatter, Baumdarstellung).

Bindire Relationen R (Definitionsbereich Dom R, Bildbereich Ran R, Knotenmenge
Ver R; R definiert auf X; Relation auf X; Graph von R, Graphsicht und Graph-
darstellung; Umkehrrelation R~!, inverse Relation; funktional, injektiv, bijektiv,
total, surjektiv; Komposition R o R’; Identitit Id(X) auf X; einbettbar; reflexiv,
strikt, symmetrisch, antisymmetrisch, transitiv, linear; R~ und R”; unendliche
Pfade, terminierend, wohlfundiert).

Funktionen f (Zuordnungssicht (f bildet x auf y ab, f liefert fiir das Argument x
das Ergebnmis y, y ist der Wert von f fiir x, y ist das Bild von x unter f, x ist
ein Urbild von y unter f); Notation fx; Umkehrfunktion und inverse Funktion;
Lambda-Notation A x € X . M; Klammersparregeln; Unendlichen Folgen; Adjunk-
tion f + g und f[x:= y]; kartesische und kaskadierte Darstellung mehrstelliger
Operationen; Bijektion X — Y); Abbildung (X,f,Y) (Definitionsbereich, Graph,
Wertebereich, injektiv, surjektiv, bijektiv).

Ordnungen (partiell, linear, wohlfundiert; Wohlordnung).
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 2.1 (Teilobjekte) Sei das folgende Objekt gegeben:
x = (1, {2,3,(2,3)}, (2,(2,3)))

a) Zeichnen Sie die Baumdarstellungen von x.

b) Geben Sie alle atomaren Teilobjekte von x an.

¢) Geben Sie alle direkten Teilobjekte von x an.

d) Geben Sie alle zusammengesetzten echten Teilobjekte von x an, die keine
direkten Teilobjekte von x sind.

e) Wieviele Teilobjekte hat x?

O

Aufgabe 2.2 (Mengenoperationen) Geben Sie alle Elemente der folgenden Men-
gen an: BNnZ, BUN;, N{-Nj, P(Nj), BxNj, BwB, BwBuwb,
BwB)wB, Bw((BxB). O

Aufgabe 2.3 (Graphen) Seien zwei Graphen G = (V, E) gegeben:

a) V=1{1,2,3,4,5,6}
E=1{(1,5),(2,1),(2,3),(2,4),(3,5),(6,2),(6,3)}

b) V=1{1,2,3,4,5,6,7}
E=1{(2,7),3,1),(3,6),(4,2),(4,3),(7,5)}

Zeichnen Sie diese Graphen und beantworten Sie fiir jeden der Graphen die fol-
genden Fragen:

e Welche Grofe und welche Tiefe hat der Graph?

Welche Quellen, Senken und Wurzeln hat der Graph?

Ist der Graph zyklisch? Wenn ja, geben Sie einen Zyklus an.

Geben sie einen einfachen Pfad maximaler Lange an.

Geben sie den vom Knoten 2 aus erreicbaren Teilgraphen an.

Ist der Graph zusammenhéingend? Stark zusammenhingend?

Ist der Graph baumartig?
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g

Aufgabe 2.4 (Baumartige Graphen) Sei der folgende baumartige Graph gege-
ben:

2/1\3
| |
4/5\6 7
| /7 \ /7 N\
8 9 10 11 12
/7 '\ I
13 14 15

a) Geben Sie den Graphen in der Form G = (V,E) an.
b) Geben Sie die GroRe und Tiefe des Graphen an.
c) Geben Sie die Wurzel und die Bladtter des Graphen an.

d) Geben Sie fiir den Knoten 14 einen Pfad an, der von der Wurzel zu diesem
Knoten fiithrt. Gibt es mehrere solcher Pfade?

e) Zeichnen Sie alle Teilgraphen, die den Knoten 7 als Wurzel haben.

f) Geben Sie einen Teilgraphen an, der nicht baumartig ist.

Aufgabe 2.5 (Endliche Relationen) Sei die folgende Relation gegeben:
R =1{(1,2), (1,3), (2,4), (2,5), (4, 1)}
1. Zeichnen Sie die Graphdarstellung der Relation.
2. Geben Sie die Mengen Dom R, Ran R und Ver R an.
3. Ist R funktional? Injektiv? Total auf Ver R? Surjektiv auf Ver R?
4. Welche Kanten miissen Sie mindestens entfernen, damit R bijektiv wird?
5. Geben Sie die Umkehrrelation R~ an.

6. Geben Sie die Komposition R o R an.

Aufgabe 2.6 (Injektive und surjektive Funktionen)

a) Geben Sie eine injektive Funktion in B® — B an, die fiir B nicht surjektiv ist.
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b) Geben Sie eine injektive Funktion in B2 — B an, die fiir B surjektiv ist.
¢) Gibt es eine injektive Funktion in B2 — B?

O

Aufgabe 2.7 (Endliche Funktionen) Seien die Funktionen f,g € B? — B wie
folgt gegeben:

X)) [ Fxy) | gx,y)

(0,0) 0 0
(0,1) 0 1
(1,0) 0 1
(1,1) 1 1

a) Geben Sie Graphdarstellungen fiir { und g an.

b) Geben Sie die Elemente von f und g an.

c) Geben Sie die Elemente von f o g an.

d) Geben Sie die Elemente von g~ ! o f~1 an. Ist diese Relation eine Funktion?

e) Geben Sie die Elemente von f + g an.
O

Aufgabe 2.8 (Lambda-Notation) Beschreiben Sie mithilfe der Lambda-Notation:
a) Eine unendliche Funktion, die nicht injektiv ist.

b) Eine Bijektion Z — N.

c) Eine injektive Funktion Z — N, die nicht surjektiv fiir N ist.

d) Eine endliche Funktion, die infinitar ist.

O

Aufgabe 2.9 (Unendliche Folgen) Beschreiben Sie die folgenden unendlichen
Folgen mit der Lambda-Notation:

a) 0, 2,4, 6, 8,10, ... (gerade natiirliche Zahlen).
b) 0, 1, 4, 9, 16, 25, ... (Quadrate der natirlichen Zahlen).

c) 4,9, 16, 25, 36, 42, ... (Quadrate der natiirlichen Zahlen ab 2).
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Aufgabe 2.10 (Funktionswertige Funktionen) Sei die Funktion
f=A(x,y) e B’.if x = y then 1 else 0

gegeben. Dann gibt es genau eine Funktion f' € B — (B — B) mit
VxeB VyeB: fxvy) =(f'x)y

a) Beschreiben Sie f’ mit der Lambda-Notation.

b) Geben Sie die Elemente von f” an.

Aufgabe 2.11 (Terminierende Relationen) Seien zwei Relationen gegeben:

Ri={((x,y), X,y') € (NXxR?|[x>x"Ay<y'}
Ry={((x,y), X, ¥) € @ZxZ)?|x+y>x"+y =-150}

Zeigen Sie, dass die Relationen terminieren, indem sie Funktionen angeben, die
die Relationen in NO(N)~ einbetten. O

Aufgabe 2.12 (Kardinalititen) Geben Sie die Kardinalitdten der folgenden Men-
genan: Nj — NI, Nf - NI, NJ -B—-B, P(NjwN:I). O
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