Kapitel 10

Typtheorie

Typtheorie ist wie die Mengenlehre eine grundlegende mathematische Theorie.
Wahrend es bei der Mengenlehre vor allem darum geht, eine universelle Klasse
von mathematischen Objekten bereitzustellen, besteht die Aufgabe der Typtheo-
rie darin, einen flexiblen Rahmen fiir logische Sprachen zu liefern. Das priméire
Ausdrucksmittel typtheoretischer Sprachen sind totale Funktionen X — Y. Der
Zu einer totalen Funktion gehorige Typ X — Y beschreibt die zuldssigen Argu-
mente und die moglichen Ergebnisse der Funktion. Die Syntax typtheoretischer
Sprachen ist so eingeschrankt, dass Funktionen nur auf zuldssige Argumente
angewendet werden konnen. Die Ausdrucksstarke typtheoretischer Sprachen be-
ruht ganz wesentlich auf der Verwendung hoherstufigen Funktionen (Funktio-
nen, deren Argumente oder/und Ergebnisse Funktionen sind).

Wichtige Beitrdge zur Typtheorie stammen von Bertrand Russel [1908] (ho-
herstufige getypte Sprache), Moses Schonfinkel [1924] (kaskadierte hoherstufi-
ge Funktionen), Alonzo Church [1940] (Lambda-Abstraktion) und Leon Henkin
[1950] (Vollstandigkeitsergebnis und Reduktion auf Gleichheit). Der eher syntak-
tische Teil der Typtheorie ist auch unter dem Namen Lambda-Kalkiil bekannt.
Church entwickelte zunachst den ungetypten Lambda-Kalktil [1934]. Als sich her-
ausstellte, dass sich dieser wegen der fehlenden Typen nicht als Grundlage fiir
die Beschreibung mathematischer Aussagen eignet (Paradoxe), erweiterte Church
den Lambda-Kalkiil zum einfach getypten Lambda-Kalku'ﬂ [1940]. Dabei konnte
er auf die alteren Arbeiten Russells [1908] zuriickgreifen, in dessen logischen
Sprachen hoherstufige Typen bereits eine wichtige Rolle spielten.

Das klassische Anwendungsfeld der Typtheorie sind Sprachen fiir die Formu-
lierung mathematischer Aussagen und Theorien. Einfache Vertreter dieser Spra-
chen sind als prddikatenlogische Sprachen erster Stufe bekannt. Ein zweites An-
wendungsfeld ist die Theorie von Programmiersprachen. Seit um 1965 klar wur-
de, dass getypte Lambda-Kalkiile eine wichtige Grundlage fiir den Entwurf und
die Analyse von Programmiersprachen bilden [Landin 1963, 1965, 1966; Stra-

1 Simply-typed Lambda Calculus.
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chey 1966], hat sich Typtheorie zu einem der aktivsten Forschungsgebiete der
theoretischen Informatik entwickelt.

Im Folgenden betrachten wir ein einfaches typtheoretisches System, dass wir
ETT nennen (fir Elementare Typtheorie). ETT ist eine didaktisch motivierte Va-
riante des einfach getypten Lambda-Kalkiils.

ETT ist ein parametrisiertes System. Zunidchst kénnen einige Mengen als Ty-
pen vorgegeben werden. Dariiber hinaus kénnen ausgewdhlte Elemente der Ty-
pen durch Konstanten verfiighar gemacht werden. Mithilfe von Funktionsan-
wendung und Lambda-Abstraktiond konnen Konstanten und Variablen zu Aus-
driicken kombiniert werden.

Durch die Vorgabe geeigneter Typen und Konstanten kann ETT zu einer Viel-
zahl von logischen Sprachen instantiiert werden. Wenn man eine logische Spra-
che mit ETT definiert, spart man viel Arbeit, da nur noch die wesentlichen Dinge
definiert werden miissen, und gleichzeitig viele wichtige Eigenschaften aus den
allgemeinen Eigenschaften von ETT folgen. Alle logischen Sprachen, die wir in
dieser Vorlesung betrachten werden, lassen sich als Instanzen von ETT einfiih-
ren. Pragnant konnen wir ETT als eine universelle logische Sprache oder als eine
Metalogik bezeichnen.

Die Programmiersprache Standard ML ist zu einem betrachtlichen MaR ein
Produkt der programmiersprachlichen Typtheorie. Sie realisiert Typstrukturen,
die sehr viel machtiger sind als die, die wir im Rahmen von ETT kennenlernen
werden.

In diesem Kapitel kommt es uns vor allem darauf an, einen mathematischen
Rahmen fiir die Syntax und die Semantik einer groRen Klasse von logischen Spra-
chen bereitzustellen. Im Mittelpunkt stehen dabei klassische hoherstufige pradi-
katenlogische Sprachen. Die grundlegenden typtheoretischen Ideen fiihren wir
zunachst auf semantischer Grundlage ein. Die Angabe einer formalen Syntax er-
folgt in einem zweiten Schritt. Auf die Angabe deduktiver Systeme verzichten
Wir.

Literaturverweise
e Peter B. Andrews. Classical Type Theory. In: Alan Robinson und Andrei Voron-
kov, Handbook of Automated Reasoning; Elsevier, 2001.

e Peter B. Andrews. An Introduction to Mathematical Logic and Type Theory: To
Truth Through Proof. Kluwer Academic Publishers, 2002. (Erste Auflage 1986
bei Academic Press.)

e M. J. C. Gordon and T. F. Melham. Introduction to HOL; A theorem proving
environment for higher order logic. Cambridge University Press, 1993.

¢ J. Roger Hindley, Basic Simple Type Theory. Cambridge University Press, 1997.

2 Lambda-Abstraktion kennen wir bereits unter dem Namen Lambda-Notation.
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e John C. Mitchell. Foundations for Programming Languages. The MIT Press,
1996.

e Frank Pfenning. Logical Frameworks. In: Alan Robinson und Andrei Voronkov,
Handbook of Automated Reasoning; Elsevier, 2001.

e Benjamin Pierce, Types and Programming Languages, The MIT Press, 2002.
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10.1 Funktionale Darstellung mathematischer Aussagen

Wir wollen jetzt genauer verstehen, nach welchen Regeln mathematische Aussa-
gen gebildet werden. Zunéachst stellen wir fest, dass die mathematische Sprache
eine nattirliche Sprache ist, die wie die libliche Sprache schrittweise und anwen-
dungsgetrieben entstanden ist. Dagegen handelt es sich bei Programmierspra-
chen und logischen Sprachen um artifizielle Sprachen, die das Ergebnis eines
expliziten Entwurfs darstellen.

Bei der Analyse einer natiirliche Sprache geht es darum, nachtrdglich einen
y,Bauplan“ zu erfinden, der die Funktionsweise der Sprache auf einleuchtende
Weise erklart. Selbstverstandlich kann es fiir eine Sprache mehrere Moglichkei-
ten geben, sie zu analysieren und zu erkldren. Die hier dargestellte Analyse ma-
thematischer Aussagen wurde von Alonzo Church entwickelt (Publikation 1940).
Wir bezeichen sie als funktionale Analyse.

Arithmetische Ausdriicke
Wir beginnen mit der Analyse des arithmetischen Ausdrucks

3-(4+3)

Dieser Ausdruck ist aus vier Konstanten gebildet:

3eN die Zahl 3
4 €N die Zahl 4
-eN-N-N die Funktion, die ihre Argumente multipliziert
+eN-N-N die Funktion, die ihre Argumente addiert

Jede Konstante ist zusammen mit ihrem Typ angegeben. Bei zwei der Konstan-
ten handelt es sich um Funktionen. Der Ausdruck wird dadurch gebildet, dass
die Konstanten durch Funktionsapplikation kombiniert werden. Die Struktur des
Ausdrucks lasst sich graphisch durch einen Baum darstellen:
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N N
/ \
+ 4
Die mit e« markierten Knoten des Baums stellen Funktionsapplikationen dar. Die
Konstanten erscheinen an den Bliattern des Baums. Wenn man die Funktionsap-
plikationen von den Bldttern ausgehend schrittweise auswertet, bekommt man
den Wert des Ausdrucks (die Zahl 21).

Die funktionale Analyse des Ausdrucks unterscheidet sich in zwei Punkten
von der Uiblichen Analyse:

o Funktionsapplikation ist eine explizite bindre Operation.
e Addition und Multiplikation werden als kaskadierte Funktionen modelliert.
Diese Sichtweise geht auf Schonfinkel [1924] zurtick.

Einfache Aussagen
Einfache Aussagen sind nach denselben Regeln wie arithmetische Ausdriicke ge-
bildet. Wir zeigen das am Beispiel der Aussage

0=+1

Diese Aussage ist mittels Funktionsapplikation

_|/ \.
\
o/ 1
/7 \
= 0
aus den Konstanten
0 eN, 1eN, = eN-N-B, - e€B-B

gebildet. Der Wert der Aussage ist die Zahl 1.
Aussagen sind Ausdriicke, fiir die nur die Werte 0 und 1 moglich sind. Wenn
eine Aussage den Wert 1 hat, bezeichnet man sie als gtiltig.

Aussagen mit Quantoren

Auch Aussagen mit Quantoren konnen als Ausdriicke dargestellt werden. Quan-
tifizierung wird dazu auf Lambda-Abstraktion zuriickgefiihrt. Als Beispiel be-
trachten wir die Aussage

VxeN: 1-x=x

© G. Smolka, 20. 6. 2003
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Den Allquantor stellen wir mit der Funktion

Ve N-B)—-B
Vf=min{fx | xeN}

dar. Offensichtlich gilt V{ =1 genau dann, wenn die Funktion f fir alle Argu-
mente den Wert 1 liefert. Die Aussage konnen wir jetzt durch den Ausdruck

V((AxeN.1-x=x)

darstellen. Die Bindung der quantifizierten Variablen x wir dabei mithilfe einer
Lambda-Abstraktion realisiert. Die Baumdarstellung des Ausdrucks ist

/N
v AX |€ N
VRN
L] X
7\
VRN
o\ X
7N
Der Wert des Ausdrucks ist 1. Das bedeutet, dass die Aussage giiltig ist.
Der Existenzquantor kann analog zum Allquantor modelliert werden:

e (N-B)-B

Af =max{fx | x € N}
Offensichtlich gilt 3f = 0 genau dann, wenn die Funktion f fir alle Argumente
den Wert O liefert.

Die Idee, quantifizierte Aussagen als Applikation einer Quantorfunktion auf

eine durch eine Lambda-Abstraktion beschriebene Funktion zu analysieren
stammt von Church [1940].

Parametrisierte Aussagen
Der Ausdruck

Ax € N. Ay € N. (x ist Teiler von y)
stellt eine parametrisierte Aussage des Typs N — N — B dar. Der Ausdruck
AXxeN.AyeN. x=21 AT (AzeN.y=z-x)

beschreibt eine dquivalente parametrisierte Aussage. Er hat die folgende Baum-
darstellung:
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Mengen versus Funktionen
Mit Funktionen kann man Mengen beschreiben. Gegeben eine Menge M, konnen
wir jede Teilmenge Y < X eindeutig durch ihre charakteristische Funktion

(Axe X.ifxeYthenlelse0) € X - B

beschreiben. Umgekehrt konnen wir jede Funktion f € X — B eindeutig durch
die Menge {x € X | fx = 1} beschreiben. Es gilt also

PX)=X-DB
Sei f € X — B die charakteristische Funktion fiir eine Menge Y € P(X). Dann:
VxeX: xeY < fx=1

Das bedeutet, dass die Applikation der charakterischen Funktion auf x den Wert
der Aussage x € Y liefert.
Die Menge aller x € X, fiir die die Aussage A(x) gilt, wird typischerweise durch

{(xeX|AX)}

beschrieben. Wenn wir annehmen, dass Aussagen Ausdriicke sind, die einen Wert
in B liefern, konnen wir die charakteristische Funktion fiir diese Menge durch

Axe X.AXx)

beschreiben. Wir konnen also Mengenbeschreibungen der Bauart {x € X | A(x) }
als eine Variante der Lambda-Notation ansehen. Die Lambda-Notation ist flexibler
als Mengenbeschreibungen der Bauart { x € X | A(x) }, da man mit ihr nicht nur
Funktionen X — B beschreiben kann, sondern auch Funktionen X — Y mit einem
beliebigen Zieltyp Y.

© G. Smolka, 20. 6. 2003
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Hoherstufige Quantifizierung
Wir wagen uns jetzt an eine komplexe Aussage, die die Korrektheit der Beweis-
technik Natiirliche Induktion formuliertfi

Sei P < N und VxeN: {yeN|y<x}cP = x e€P.
Dann P = N.

Zundichst stellen wir fest, dass wir Teilmengen P < N durch ihre charakteristi-
schen Funktionen N — B darstellen konnen. Mit dieser Erkenntnis konnen wir
die Aussage wie folgt formulieren:

VPeN-B: [VxeN: (VyeN:y<x = Py) = Px] = VxeN:Px

Der erste Allquantor VP € N — B - - - unterscheidet sich von den anderen Quan-
toren dadurch, dass er eine Variable mit einem hdherstufigen Typ quantifiziert.
Fir seine Darstellung benotigen wir daher eine andere Funktion als fiir den null-
stufigen Quantor Vx € N- - -, Das ist kein Problem. Sei X eine nichtleere Menge.
Wenn wir tiber eine Variable x € X quantifizieren wollen, konnen wir Lambda-
Abstraktion und eine der folgenden Funktionen benutzen:

Vye (X -B)—-B Iye (X -B) - B
Vx(f) =min{fx [x € X} Ix(f) =max{fx|x € X}

Leibnizsche Charakterisierung der Gleichheit
Sei X eine Menge. Das Gleichheitspradikat fiir X ist wie folgt definiert:

=xeX-X-DB
(x=xy)=ifx=ythenlelseO

Dann gilt fir alle x,y € X:
(x=xy) = VfeX->B: fx=fy

Fir x = y liefern beide Seiten der Gleichung 0. Fiir x + y liefert die linke Seite O.
Die rechte Seite liefert 0, falls es ein f € X — B gibt mit fx A —=(fy) = 1. Das ist
fir die charakteristische Funktion der Menge {x} der Fall.

Von Leibniz stammt die Feststellung, dass zwei Objekte genau dann gleich
sind, wenn fir sie dieselben Eigenschaften gelten. Wenn man Eigenschaften fiir
die Elemente einer Menge X als Funktionen X — B auffasst, entspricht die obige
Gleichhung gerade der Leibnizsche Charakterisierung der Gleichheit.

3 Die Aussage wurde erstmals 1889 von Peano als sogenanntes ,Induktionsaxiom® formuliert.
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Reduktion auf Gleichheit

Die Booleschen Primitive und die Quantoren lassen sich auf das Gleichheitspra-
dikat zurtickfithren. Betrachten Sie dazu die folgenden Gleichungen, die fiir alle
X,y €Bund{f € X — B gelten (X + ©):

1 = (=)
0= (Ax.x) =(Ax.1)
x =x=0
XAy = AgeB-B-B.gxy) =(Ag.gll)
Vf = f=(Ax.1)

Wir haben auf die Angabe der Typindizes fiir die Gleichheitspradikate verzich-
tet, da diese durch die restlichen Konstituenten der Gleichungen hinreichend
bestimmt sind. Woimmer moglich, haben wir auch auf die Typangaben fiir die
Variablen verzichtet.

Am tiberraschendsten ist wahrscheinlich die Gleichung fiir x A y. Um diese
Gleichung zu zeigen, beginnen wir mit der Gleichung

(Ag.gxy) = (Ag.gll) = Vg.gxy = gll

Diese Gleichung gilt, da zwei Funktionen genau dann gleich sind, wenn sie fir
alle Argumente dieselben Ergebnisse liefern. Es bleibt jetzt zu zeigen, dass

VgeB-B-B: gxy =911

genau dann gilt, wenn x = y = 1 gilt. Sicherlich gilt die obige Aussage fiir x =
y = 1. Sei also x = 0 oder y = 0. Es geniigt zu zeigen, dass es eine Funktion
g € B - B — B gibt mit gxy # g11. Offensichtlich ist Konjunktion A eine solche
Funktion.

Wenn man fir jeden Typ X das Gleichheitspradikat =y € X — X — B zur
Verfiigung stellt, kann man damit die Booleschen Primitive und die Quantoren
gemdl der obigen Gleichungen darstellen. Diese Beobachtung findet sich in der
Arbeit [Henkin 1963].

10.2 Lambda-Ausdriicke

Wir wissen jetzt, dass sich viele mathematische Aussagen durch Ausdriicke dar-
stellen lassen, die mit den folgenden Primitiven gebildet sind:

¢ Konstanten (z. B. 0, +, =, =, =, V).

e Funktionsapplikation.

© G. Smolka, 20. 6. 2003
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/N
v Ax € N
VxeN: 1-x=x l
VRN
. X
AN
V (AXeN.1-x=x) SN\
\
7N
Abbildung 10.1: Drei Beschreibungen eines Lambda-Ausdrucks

e Lambda-Abstraktion und Variablen.

Wir bezeichnen solche Ausdriicke als Lambda-Ausdrticke.
Im Zusammenhang mit einem Lambda-Ausdruck unterscheiden wir die fol-
genden Dinge:

1. Den Ausdruck selbst.
2. Den Wert des Ausdrucks.

3. Verschiedene Beschreibungen des Ausdrucks.

Abbildung [[0.J] zeigt drei verschiedene Beschreibungen ein und desselben
Lambda-Ausdrucks. Links findet man zwei textuelle Beschreibungen. Rechts fin-
det man eine graphische Baumdarstellung des Ausdrucks.

Beschreibung von Lambda-Ausdriicken in Standard ML

Die Programmiersprache Standard ML ist so entworfen, dass man mit ihr be-
liebige Lambda-Ausdriicke beschreiben kann. Betrachten Sie dazu die Signatur
in Abbildung Im Kontext dieser Signatur kann man den Lambda-Ausdruck
Vx € N: 1-x =x wie folgt beschreiben:

all (fn x:Nat => eq (mul one x) Xx)

Die Beschreibung von Lambda-Ausdriicken in Standard ML ist aus zwei Griinden
interessant. Einerseits haben wir damit eine maschinenverarbeitbare konkrete
Syntax fiir Lambda-Ausdriicke. Andererseits realisiert Standard ML eine Typdis-
ziplin, die die Bildung von Lambda-Ausdriicken so einschrankt, dass Funktions-
anwendung immer wohldefiniert ist. Beispielsweise werden die Beschreibungen
one one und neg one automatisch als unzuldssig erkannt.

De Bruijnsche Darstellung gebundener Variablen
Betrachten Sie die Aussagen

V(AxeN.1-x=X) und VAyeN.1-y=y)
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type Nat N
type Bool B
val null : Nat 0
val one : Nat 1
val add : Nat -> Nat -> Nat +
val mul : Nat -> Nat -> Nat
val eq : Nat -> Nat -> Bool =N
val not : Bool -> Bool -
val and : Bool -> Bool -> Bool A
val all : (Nat -> Bool) -> Bool Vi
val all’ : ((Nat -> Bool) -> Bool) -> Bool VN-B
Abbildung 10.2: Eine Standard ML Signatur
AX|€N AN
Ay €N AlN
I
] .\ ° °
/\/ \o 3/ Az eN /\/ \. / \/\N
N\ ! /N
/ \ / \ /'\ u / \
> X . . > <1>
7N\ / N\ AN / \
-7 / N\ ) - W / N
(0)
Abbildung 10.3: Normale und De Bruijnsche Darstellung gebundener Variablen

Die zwei Aussagen unterscheiden sich nur in der Wahl der gebundenen Varia-
blen. Ob die gebundene Variable mit x oder y realisiert wird, spielt offensichtlich
fiir die Bedeutung der Aussage keine Rolle. Mithilfe der sogenannten de Bruijn-
schen Darstellung kann man gebundene Variablen ohne Namen darstellen. Wir
erklaren die Idee dieser Darstellung mit dem Beispiel in Abbildung Links
erscheint die normale Baumdarstellung des Ausdrucks, rechts erscheint die de
Bruijnsche Darstellung des Ausdrucks. Die de Bruijnsche Darstellung beschreibt
die benutzenden Auftreten der gebundenen Variablen durch de Bruijnsche Indi-
zes (i) mit i € N. Der Index (i) besagt, dass das durch ihn dargestellte benutzen-
de Variablenauftreten durch denjenigen Lambda-Knoten gebunden ist, den man
auf dem Pfad zur Wurzel des Baums nach Uberspringen von i Lambda-Knoten
erreicht.

Zwei Ausdriicke heilen «-dquivalent, wenn sie die gleiche de Bruijnsche Dar-

© G. Smolka, 20. 6. 2003
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stellung haben. Beispielsweise sind Ax € X. x und Ay € X. y «-dquivalent.
Informell gesprochen bedeutet x-Aquivalenz, dass zwei Ausdriicke bis auf kon-
sistente Umbenennung von gebundenen Variablen gleich sind.

Die freien Variablen eines Ausdrucks sind die Variablen, die auch in der de
Bruijnsche Darstellung des Ausdrucks vorkommen. Der in Abbildung dar-
gestellte Ausdruck hat nur u als freie Variable.

Elimination von Lambda-Abstraktionen
Sei f € X — Y. Dann gilt

f =AxeX.fx

Diese Gleichung ist als Eta-Regel bekannt. Sie liefert uns ein Werzeug fir die
Elimination tiberfliissiger Lambda-Abstraktionen.
Schonfinkel [1924] hat entdeckt, dass man auf alle Lambda-Abstraktionen ver-
zichten kann, wenn man bestimmte hoherstufige Funktionen zur Verfiigung hatH
Seien X, Y und Z Mengen. Wir definieren drei Funktionen:

IleX-X
I=AXx.x

KeY-X-Y
Ky =Ax.y
Se X-Y-2Z)-(X-Y)-X-Z
Sfg = Ax. (fx)(gx)
Wenn wir diese Funktionen fiir beliebige Mengen X, Y, Z zur Verfiigung haben,

sind wir in der Lage, Lambda-Abstraktionen zu eliminieren. Dazu werden die de-
finierenden Gleichungen von rechts nach links angewendet. Hier sind Beispiele:

Ax.gxa=Ax.(gx)((Ax.a)x)

=Sg(Ax.a) Definition S

= Sg(Ka) Definition K
Ax.f(gxa) =Ax. (AXx.)x)((Ax.gxa)x)

=S(AXx.f)(Ax.gxa) Definition S

= S(Kf)(Ax.gxa) Definition K

= S(Kf)(Sg(Ka)) erste Gleichung

4 Schonfinkel machte diese Entdeckung 10 Jahre bevor Church Lambda-Abstraktionen einfiihr-
te. Die sehr lesbare Arbeit [Schonfinkel 1924] ist eine interessante Lektiire.
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Der aufmerksame Leser wird bemerken, dass die Funktionen S und K in den
obigen Gleichungen teilweise mit unterschiedlichen Typen verwendet werden.
Streng genommen miissten wir jedes Auftreten von I, K und S mit den richtigen
Typen indizieren. Die Situation ist dhnlich wie bei den Gleichheitspradikaten =
und den Quantoren V und 3.

Die Funktionen I, K, S kénnen mithilfe von Lambda-Termen ohne Riickgriff
auf andere Primitive beschrieben werden:

I = AxeX.x
K =AyeY.AxeX.y
S=AfeX-Y-Z.AgeX-Y.Axe X.fx(gx)

Die Funktion I kann tibrigens auf S und K zuriickgefiihrt werden, wenn man
diese fiir beliebige Typen zur Verfiigung hat:

SKK = Ax.Kx(Kx) Definition S
= Ax.x Definition K
H I Definition I

Aufgabe 10.1 Geben Sie mogliche Typen fiir die Auftreten von S und K in SKK
an. ]

10.3 Signaturen, Typen und Terme

Wir beginnen jetzt mit der Entwicklung eines formalen typtheoretischen Systems
ETT. Dafiir benoétigen wir zunédchst eine formale Syntax, die Lambda-Ausdriicke
als mathematische Objekte darstellt.

Zunichst bendtigen wir so genannte Signaturen. Die Aufgabe eine Signatur
besteht darin, die Konstanten festzulegen, mit denen Typen und Terme gebildet
werden kénnen.

Betrachten Sie die Standard ML Signatur in Abbildung Sie deklariert zu-
nachst zwei Typkonstanten Nat und Bool. Danach werden mehrere Termkonstan-
ten (nul1, one, usw.) deklariert. Fiir jede Termkonstante wird ein Typ vereinbart.
Die Typen der Termkonstanten werden aus den den zuvor definierten Typkon-
stanten und dem Funktionspfeil gebildet.

Wir definieren jetzt Signaturen so wie wir sie fiir ETT benotigen.

Eine Signatur ist ein Tripel (Tyc, Tec, ty) wie folgt:

e Tyc und Tec sind Mengen. Die Elemente von Tyc werden als Typkonstanten
bezeichnet, und die Elemente von Tec als Termkonstanten.

© G. Smolka, 20. 6. 2003
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e Es gibt mindestens eine Typkonstante.
e Die Menge Ty der Typen ist wie folgt definiert:

b e Tyc Typkonstante
teTy =b | -1 Typ

e ty ist eine Funktion Tec — Ty, die jeder Termkonstanten einen Typ zuordnet.

Beachten Sie, dass es sich bei den Typen einer Signatur um syntaktische Ob-
jekte handelt. Wir erlautern diesen Aspekt mit einem Beispiel. Seien N, B € Tyc.
Dann ist der Typ N — B das Objekt (2, ((1,N), (1,B))). Dagegen ist die Menge
N — B die Menge aller Funktionen N — B.

Typen der Bauart b heilen atomar und Typen der Bauart t; — t» heillen
funktional. Damit wir nicht soviele Klammern schreiben miissen, vereinbaren
wir, dass der Operator — rechtsassoziativ klammert. Zum Beispiel:

h-th-tz3—=t4 — 11— (- (3 1))

Jeder funktionale Typ kann eindeutig als t; — --- — t, — b mit b € Tyc
dargestellt werden (n > 1).

Terme
Wir definieren jetzt die Ausdriicke, die mit den Konstanten einer Signatur gebil-
det werden koénnen. Dafiir bendtigen wir drei Schritte. Zuerst definieren wir die
Menge der Variablen. Jede Variable wird mit einem Typ der Signatur versehen.
Danach definieren wir die Menge der Prdterme. Dabei handelt es sich um alle
Ausdriicke, die aus den verfiigharen Termkonstanten und Variablen mit Funkti-
onsapplikation und Lambda-Abstraktion gebildet werden kénnen. Aus der Menge
der Praterme filtern wir die Menge der wohlgetypten Priaterme heraus, die wir als
Terme bezeichnen.

Sei eine Signatur gegeben.

Die Menge der Variablen ist wie folgt definiert:

X,y € Var def N x Ty Variable

Wenn x = (n,t) eine Variable ist, sagen wir, dass n der Name und t der Typ der
Variable x ist. Jede Variable hat also einen ,eingebauten“ Typ und fir jeden Typ
gibt es unendlich viele Variablen.

Die Menge der Praterme ist wie folgt definiert:

c e Tec Termkonstante
x € Var Variable
M,NePT =c| x| MN | Ax.M Priiterm
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Die Typrelation T < PT x Ty ist wie folgt definiert:

ty(c) =t x=(n,t)

(c,)eT x,t)eT

M, -t)eTt (N, t")eT x=mnt') MteT
(MN,t)eT (Ax.M,t' - t)eT

Ein Praterm M heillt wohlgetypt, wenn ein Typ t mit (M,t) € T existiert. Wohl-
getypte Praterme bezeichnen wir kurz als Terme, und die Menge aller Terme
mit

def
Ter & DomT

Proposition 10.3.1 Die Typrelation T ist eine Funktion Ter — Ty.

Beweis Zeige VM € Ter Vt,t' € Ty: (M,t) e T A (M,t') eT=t=1t" durch
strukturelle Induktion uiber M. O

Statt (M, t) € T schreiben wir auch M: t.
Fiir die Beschreibung von Termen vereinbaren wir die folgenden Abkiirzun-
gen:

AX1X2 - - - Xpn.M ~  AX1.AX2.- - - AXp.M (n=2)
MiMoM3---Mp — (- ((M{M2)M3) - - - )Mjy (n=3)
AX.MN +— Ax.(MN)

Weiter vereinbaren wir, dass der mit dem Punkt beginnende Rumpf einer
Lambda-Abstraktion so weit wie moglich nach rechts ausgedehnt wird.
Die Menge der freien Variablen eines Terms ist wie folgt definiert:

FV € Ter — Pfin(Var)

FV(c) = @

FV(x) = {x}
FV(MN) = FV(M) U FV(N)
FV(Ax.M) = FV(M) — {x}

Ein Term heilt
e Applikation, wenn er die Form MN hat.
e Abstraktion, wenn er die Form Ax.M hat.

e atomar, wenn er eine Konstante oder eine Variable ist.

© G. Smolka, 20. 6. 2003
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e zZusammengesetzt, wenn er eine Applikation oder Abstraktion ist.
o kombinatorisch, wenn er keine Abstraktion enthalt.
¢ offen, wenn er mindestens eine freie Variable hat.
o geschlossen, wenn er keine freien Variablen hat.
Die Stufe ord(t) eines Typs t ist wie folgt definiert:

ord € Ty - N
ord(b) =0
ord(t; — tp) = max {ord(t;) + 1, ord(t2)}

Die Stufe einer Termkonstanten c ist ord(ty(c)), und die Stufe eines Terms M
ist ord(TM).

Wenn wir eine Signatur mit den Typen B und N betrachten, stellt sich die Frage,
welche Typen wir den Konstanten 0 und 1 geben sollen. Da nur ein Typ moglich
ist, miissen wir uns jeweils fiir B oder N entscheiden. Oft ist es bequem, O und 1
den Typ N zu geben und fiir B eigene Konstanten vorzusehen, zum Beispiel F
und T. Diese Losung findet man auch in vielen Programmiersprachen.

10.4 Strukturen

Typen und Terme sind syntaktische Objekte, die dazu dienen, semantische Ob-
jekte zu beschreiben. Die damit zusammenhédngenden Fragen werden wir in die-
sem Abschnitt klaren.

Das einem syntaktischen Objekt zugeordnete semantische Objekt bezeichnen
wir als seine Denotation.

Zundchst miissen wir den Konstanten der zugrundeliegenden Signatur seman-
tische Objekte zuordnen. Den Typkonstanten konnen wir beliebige nichtleere
Mengen zuordnen. Bei der Wahl der Denotationen fiir die Termkonstanten miis-
sen wir darauf achten, dass sie mit den durch die Signatur festgelegten Typen
vertraglich sind.

Eine Struktur fiir eine Signatur (Tyc, Tec, ty) ist eine Funktion A wie folgt:
e Tycu Tec € Dom A.

o Fiir jede Typkonstante b € Tyc ist A (b) eine nichtleere Menge.
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e Die Funktion A", die jedem Typ der Signatur eine Menge zuordnet, ist wie
folgt definiert:

Dom AY = Ty
AY(b) = A(b)

AVt - 1) = AV (1) - AV (1)
o Fiir jede Termkonstante ¢ € Tec gilt A(c) € AT (ty(c)).

Beachten Sie, dass AT einem funktionalen Typ t; — t» die Menge aller Funk-
tionen ATY(t7) — A (tp) zuordnet. Statt A (t) werden wir kiirzer A (t) schrei-
ben.

Da die Konstanten einer Signatur beliebige mathematische Objekte sein kon-
nen, ist es oft naheliegend, die Konstanten durch sich selbst zu interpretieren
(d. h. A(b) = b und A(c) = c). Beispielsweise konnen wir die Menge der na-
tiirlichen Zahlen N als Typkonstante verwenden, und die Elemente von N als
Termkonstanten. Auch die Additions- und Multiplikationsfunktion kénnen wir
als Termkonstanten verwenden.

Wir nehmen an, dass eine Signatur und eine Struktur A gegeben sind.

Die Menge

def

Al U A

teTy

bezeichnen wir als das durch die Signatur und die Struktur gegebene Universum.
Die Elemente des Universums bezeichnen wir als Werte.

Eine Funktion o € Var — | A| heilkt Belegung, wenn Vx € Var: ox € A(TX).
Eine Belegung ist also eine Funktion, die jeder Variablen einen typgerechten Wert
zuordnet. Die Menge aller Belegungungen bezeichnen wir mir X 4.

Da es Variablen fir jeden Typ gibt, und jede Belegung jeder Variablen einen
typgerechten Wert zuordnen muss, gibt es nur dann Belegungen, wenn kein Typ
die leere Menge denotiert. Das erkldrt, warum wir darauf bestehen, dass Typkon-
stanten mit nichtleeren Mengen interpretiert werdenf]

Die Denotationsfunktion fiir Terme definieren wir mit struktureller Rekursi-
on wie folgt:

A€ Ter — 34 — | Al

A(c)o = A(c)
ﬁ(x)a = OX
AMN)o = (AM)o) (AN)o)

~

A(Ax.M)o

Av e A(Tx). AM)(o[v/x])

> Wenn man leere Typen zulassen will, kann man mit partiellen Belegungen arbeiten, die nur
ausgewadhlten Variablen Typen zuweisen.

© G. Smolka, 20. 6. 2003
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Die definierende Gleichung fir Applikationen ist zuldssig, da
VM e Ter Vo €3a: AM) € A(TM)

gilt. Diese Eigenschaft folgt parallel zur Definition mit struktureller Induktion.
Statt A(M) schreiben wir kiirzer A (M).

Proposition 10.4.1 (Koinzidenz) Sei M ein Term und seien o und o’ zwei
Belegungen, die auf den freien Variablen von M tibereinstimmen. Dann gilt
AM)o = AM)o’.

Beweis Durch strukturelle Induktion iber M. O

Die durch die Proposition festgestellte Koinzidenzeigenschaft ist essentiell.
Sie besagt, dass die Denotation eines Terms nur von den fiir die freien Variablen
gewdhlten Werten abhdngt (bei gegebener Struktur). Daraus folgt insbesondere,
dass ein geschlossener Term fiir alle Belegungen denselben Wert liefert.

Fiir jede Struktur A definieren wir auf der Menge der Terme eine Aquivalenz-
relation:

def
MHAN & MNecTer A TM=TN A AM) = A(N)

Dartiberhinaus definieren wir auf der Menge der Terme die folgende Aquivalenz-
relation:

def
MHEHN & VStruktur A: M 4 N

Wir vereinbaren die folgenden Sprechweisen:

M|=EHaN M A-aquivalent zu N
MHN M A-dquivalent zu N

Proposition 10.4.2 Fiir jede Struktur A gilt: |5 < H 4.

Proposition 10.4.3 (Ersetzungsregel) Sei A eine Struktur und seien M und M’
zwei Terme, sodass M’ aus M erhalten werden kann, indem ein Auftreten des
Teilterms N durch den Term N’ ersetzt wird. Dann: N 5 a N = M =4 M'.

Die durch die folgende Proposition formulierte Eta-Regel gibt uns die Moglich-
keit, tiberfliissige Abstraktionen zu eliminieren.

Proposition 10.4.4 (Eta-Regel) Fiir jeden Term Ax.Mx mit x ¢ FV(M) gilt:
AxX.Mx |5 M.
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Sei A eine Struktur. Manchmal ist es hilfreich, die Konsequenzrelation fiir A
zur Verfiigung zu haben:

def
MeEgN & MNeTer ATM=1TN A Yo €3q: AM)o < AN)o

Fir eine Aussage M =4 N vereinbaren wir die folgenden Sprechweisen: M impli-
ziert in A N oder aus M folgtin A N.
ErwartungsgemalR gilt fiir jede Struktur A und alle Terme M, N:

MHEHaAaN < MeEaNANEgM

10.5 Variablenbindung und Substitution

Bisher haben wir «-Aquivalenz nur informell charakterisiert. Eine formale De-
finition erfordert etwas Aufwand. Eine Moglichkeit fiir die formale Definition
von ox-Aquivalenz wire, die de Bruijnsche Darstellung eines Terms formal zu
definieren. Wir wihlen eine zweite Moglichkeit, die x-Aquivalenz mithilfe eines
Substitutionsoperators definiert.

Zunichst stellen wir fest, dass wir fiir die gebundenen Variablen eines Terms
eindeutig bestimmte Namen wahlen konnen. Von oben kommend, wéhlen wir fiir
eine gebundene Variable jeweils den kleinsten Namen, der zu keinem Konflikt
mit den freien Variablen fiihrt.

Eine Abstraktion A(n,t).M heillt x-normal, wenn gilt:

n=min{meN| (m,t) ¢ FV(A(n,t).M)}

Ein Term heilt x-normal, wenn jeder seiner abstrahierenden Teilterme -normal
ist. Hier ist ein Beispiel fiir einen «-normalen Term:

A0, 8).A(2,t). x(0,t)(1,t)(2,1)

Beachten Sie, dass der Name der freien Variable x keine Rolle spielt, da der Typ
von x verschieden von t ist (sonst hdtten wir einen nicht wohlgetypten Praterm).

Zu jeder de Bruijnschen Darstellung D gibt es offenbar genau einen
o-normalen Term M, sodass D die de Bruijnschen Darstellung von M ist. Ge-
geben D, konnen wir M berechnen, indem wir fiir jeden Lambda-Knoten den
kanonischen Namen bestimmen. Dabei bearbeiten wir die Lambda-Knoten von
oben nach unten gehend.

Substitutionen
Um das Konzept der Variablenumbenennung prazise beschreiben zu kénnen,
benotigen wir den Begriff der Substitution.

© G. Smolka, 20. 6. 2003
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Eine Funktion 0 € Var — Ter heillt Substitution, wenn Vx € Var: Tx = T(0x).
Eine Substitution ist also eine Funktion, die jeder Variablen einen typgerechten
Term zuordnet. Die Menge aller Substitutionen bezeichnen wir mit Sub.

Seien x1,...,x, paarweise verschiedene Variablen und My,..., M, Terme mit
TX; = TM; furi € {1,...,n}. Dann bezeichnet

[X1:=Mq,...,Xn:= My]
die Substitution 0 mit
e Vie {1,...,n}: 0x; = M.
e Vxe Var — {x1,...,Xn}: Ox=Xx.
Die Substitution [] heilt Identitatssubstitution.

Kontextoperator

Der Kontextoperator wendet eine Substitution auf einen Term an, indem er alle
Teilterme, die nur aus einer Variable bestehen, gemil der Substitution ersetzt.
Wir definieren den Kontextoperator C mit struktureller Rekursion:

C € Ter — Sub — Ter
C(c)f =c
C(x)0 = 0x
C(MN)O = (C(M)0)(C(N)O)
C(Ax.M)0 = Ay.C(M)O

Die definierende Gleichung fir Applikationen ist zuldssig, da
VM e Ter VO € Sub: T(C(M)0) =TM

gilt. Diese Eigenschaft folgt parallel zur Definition mit struktureller Induktion.
Hier sind zwei Beispiele fiir die Anwendung des Kontextoperators:

C((Ax.x)y) [x:=z,y:=x] (Ax.Z)x

C(Ax.yxz) [z:= x] AX.YXX

Die Beispiele zeigen, dass C(M)6 die Bindungsstruktur des Terms M nicht re-
spektiert.

Mithilfe des Kontextoperators konnen wir die Ersetzungsregel (Propositi-
on neu formulieren.

Proposition 10.5.1 (Ersetzungsregel) Sei A eine Struktur und seien 0, 0’ Substi-
tutionen. Dann gilt fiir jeden Term M:

(VxevVvar: Ox Ha 0'x) = CM)0 Ha C(M)O’
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Aufgabe 10.2 Sei eine Signatur mit mindestens einer Typkonstante b gegeben.
Geben Sie zwei A-dquivalente Terme M und N und eine Substitution 9 an, so dass
die Terme C(M)6 und C(N)#0 in keiner Struktur dquivalent sind, die b mit einer
mindestens zweielementigen Menge interpretiert. O

Proposition 10.5.2 (Interne Ersetzungsregel) Sei A eine Struktur, die die Kon-
stante = als Gleichheitsprddikat und die Konstante A als Konjunktion interpretiert.
Weiter sei M1 = My A X = M1 A M ein Term. Dann gilt:

My =Mz A C(M)[x:=M1] Ha Mi =Mz A C(M)[x:= M;]

Substitutionsoperator
Unser nachstes Ziel ist die Definition eines Substitutionsoperators, der eine Sub-
stitution so auf einen Term anwendet, dass dabei die Bindungsstruktur des
Terms erhalten bleibt. Fiir kombinatorische Terme soll der Substitutionsopera-
tor dieselben Ergebnisse wie der Kontextoperator liefern. Bei Abstraktionen soll
der Substitutionsoperator die gebundene Variable so umbenennen, dass die Ab-
straktion «-normal wird und die Bindungsstruktur erhalten bleibt.

Flr die Definition des Substitutionsoperators benétigen wir eine Hilfsfunktion
(canonical variable):

cv € Pin(Var) x Sub x Ty — Var
cv(V,0,t) = (minfneN|VxeV: (nt)¢ FV(Ox)}, t)
Wir bezeichnen cv(V, 0,t) als die kanonische Variable fiir (V, 0, t).
Den Substitutionsoperator S definieren wir jetzt mit strukturelle Rekursion
wie folgt:
S € Ter — Sub — Ter
S(c)0 =c
S(x)0 = 0x
S(MN)O = (S(M)0)(S(N)0)
S(AX.M)6 = Ay.S(M)(0[x:= y]) wobeiy = cv(FV(Ax.M), 0, TX)

Die definierende Gleichung fir Applikationen M N ist zuldssig, da
VM e Ter VO € Sub: T(S(M)0) =TM

gilt. Diese Eigenschaft folgt parallel zur Definition mit struktureller Induktion.
Statt S(M) 0 schreiben wir kiirzer M 0.

Lemma 10.5.3 (Substitution) Sei A eine Struktur, M ein Term, O eine Substituti-
on, und o € X 4 eine Belegung. Dann A(MO)o = AM)(Ax € Var. A(0x)o).
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Beweis Durch strukturelle Induktion tiber M. O
Proposition 10.5.4 (Einsetzungsregel) Fiir jede Struktur A gilt:

VM,N € Ter VO € Sub: M4 N = MO |H4 NO
Beweis Folgt aus dem Substitutionslemma. O

Die durch die folgende Proposition formulierte Beta-Regel gibt uns die Mog-
lichkeit, die Applikation von Abstraktionen zu vereinfachen.

Proposition 10.5.5 (Beta-Regel) Fiir jeden Term (Ax.M)N gilt:
(AX.M)N |H M[x:= N]
Beweis Folgt aus dem Substitutionslemma. O

Proposition 10.5.6 Sei M ein Term und 0 eine Substitution. Dann:

1. FV(M0) = | J FV(6x).
XEFV (M)

2. Wenn 0x fiir alle x € FV(M) x-normal ist, dann ist MO x-normal.
3. M[] ist x-normal.

4. M ist x-normal genau dann, wenn M = M[].

Beweis Die Beweise sind nicht ganz einfach. Siehe [Stoughton 1988]. O

Alpha-Aquivalenz
Wir sind jetzt in der Lage, Alpha-Aquivalenz formal zu definieren. Informell ge-
sehen sind zwei Terme genau dann alpha-aquivalent, wenn sie dieselbe de Brui-
jnsche Darstellung haben.

Auf der Menge der Terme definieren wir die folgende Aquivalenzrelation:

def
M~yN <& M,NecTer A M[]=NI[]

Zwei Terme heilRen «-dquivalent, wenn M ~4, N. Ein Term M heilt
«-Normalform eines Terms N, wenn M = N[]. Zwei Terme sind also genau
dann x-dquivalent, wenn sie dieselbe x-Normalform haben.

Proposition 10.5.7 (Alpha-Aquivalenz) Fiir alle Terme M, N gilt:

M~yN = MEN
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Die wichtigsten Aquivalenzregeln fiir Terme
Alpha M H M[]
AX.M H Ay.M[x:= y] falls y ¢ FV(M) und Ty = TX
Beta (AX.M)N H M[x:= N]
Eta AX.MXx = M falls x ¢ FV(M)
Einsetzung M|Ha N = MO |H4 NO
Ersetzung N1y Ha N» = C(M)[x:=Ni1] EHa C(M)[x:= N>]

Beweis Sei A eine Struktur, o € 34 eine Belegung und M ~, N. Wir zeigen
AM)o = A(N)o:

AM)o=AM[])o Substitutionslemma
=AN[]o daM~4N
=A(N)o Substitutionslemma O

Die durch die folgende Proposition formulierte Alpha-Regel gibt uns die Mog-
lichkeit, gebundene Variablen umzubenennen.

Proposition 10.5.8 (Alpha-Regel) SeiAx.M ein Term und y eine Variable, die den-
selben Typ wie x hat und nicht frei in M vorkommt. Dann AX.M ~y Ay.M[x:= y].

Beweis Siehe [Stoughton 1988]. O

10.6 Reduktion

Wir geben jetzt ein einfaches Verfahren an, das entscheidet, ob zwei Terme
A-dquivalent sind. Das Verfahren beruht auf der Tatsache, das zwei Terme ge-
nau dann A-dquivalent sind, wenn sie nach vollstandiger Vereinfachung mit den
Regeln

(B) (AX.M)N — M[x:=N]
(n) AX.Mx - M falls x ¢ FV(M)

x-aquivalent sind. Das Verfahren ist effektiv, da immer nur endlich viele Ver-
einfachungsschritte moglich sind und x-Aquivalenz leicht entscheidbar ist. Die
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Beta-, die Eta- und die Ersetzungsregel garantieren, dass die Vereinfachung mit
den Regeln B und n denotationserhaltend ist. Hier ist ein Beispiel:

Ax.(Afyg.fgy)(Ah.h)xh —pg Ax.(Ayg.(Ah.h)gy)xh
—g AXx.(Ayg.gy)xh
—g AX.(Ag.gx)h
—g AXx.hx
~n h

Bei den ersten vier Vereinfachungsschritten haben wir neben der Beta-Regel auch
die Ersetzungsregel benutzt. Da wir nicht wissen, wie der Substitutionsopera-
tor gebundene Variablen umbenennt (wir haben nur partielle Information tiber
die gebundenen Variablen), machen die Vereinfachungsschritte unter Umstianden
auch von der Alpha-Regel Gebrauch.

Die gerade vorgestellte Vereinfachung von Termen bezeichnet man auch als
Reduktion. Sie hat die wichtige Eigenschaft, dass man zu jedem Term eine ein-
deutig bestimmte Normalform bestimmen kann. AuRerdem gilt, dass zwei Terme
genau dann A-dquivalent sind, wenn sie die gleiche Normalform haben. Konzep-
tuell gesehen haben die Normalformen fiir Terme also dhnliche Eigenschaften
wie die Primbdume und Primformen fiir aussagenlogische Formeln.

Normalformen
Wir definieren jetzt, was genau wir unter einer Normalform eines Terms verste-
hen wollen. Ein Term heil’t

¢ -Redex, wenn er die Form (Ax.M)N hat.

B-normal, wenn keinen -Redex enthalt.

n-Redex, wenn er die Form Ax.Mx mit x ¢ FV (M) hat.

n-normal, wenn keinen n-Redex enthalt.

Bn-normal, wenn er B- und n-normal ist.

A-normal, wenn er «-, 8- und n-normal ist.

Beachten Sie, dass jeder S-normale Term, der keine Abstraktion ist, eindeutig als
My ... My, mit My atomar und n > 0 dargestellt werden kann.

Proposition 10.6.1 Wenn M Bn-normal ist, dann ist M[] A-normal.

Ein Term N heilt fn-Normalform eines Terms M, wenn N Sn-normal ist und
M |= N gilt. Ein Term N heillt A-Normalform eines Terms M, wenn N A-normal
istund M H N gilt.
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Satz 10.6.2 (Kanonizitat) Zwei A-normale Terme sind genau dann A-dquivalent,
wenn sie gleich sind.

Beweis Schwer. Siehe [Mitchell]. O

Korollar 10.6.3 Ein Term hat héchstens eine A-Normalform.

Lambda-Kompatibilitit und Kongruenzabschluss
Eine bindre Relation R auf der Menge der Terme heil3t

e rein, wenn fiir all (M, N) € R gilt: TM = TN.
e A-kompatibel, wenn R c |+ gilt.

Mit |H, |5 4 und ~, haben wir bereits drei Beispiele fiir reine Relationen kennen
gelernt. Die Relationen |= und ~ 4 sind zudem A-kompatibel. Beachten Sie, dass
jede A-kompatible Relation rein ist.

Sei R eine reine Relation. Den Kongruenzabschluss CC(R) von R definieren
wir rekursiv mithilfe der folgenden Inferenzregeln:

(M,M") R AX.M € Ter ~(M,M’) € CC(R)
(M,M") € CC(R) (Ax.M,Ax.M") € CC(R)

MN e Ter (M,M') € CC(R) MN € Ter (N,N’) € CC(R)
(MN,M’'N) € CC(R) (MN,MN') € CC(R)

Offensichtlich ist CC(R) eine reine Relation auf Termen mit R € CC(R). Machen
Sie sich klar, dass (M, N) € CC(R) genau dann gilt, wenn es ein Paar (M',N’) € R
gibt, sodass M in N tiberfiihrt werden kann, indem ein Teiltermauftreten von M’
durch N’ ersetzt wird.

Den relativierte Kongruenzabschluss ACC(R) einer reinen Relation R defi-
nieren wir wie folgt:

ACCR) ' <, o CCR) o ~g4

Offensichtlich ist ACC(R) eine reine Relation auf Termen und erfillt R <
ACC(R).

Proposition 10.6.4 Sei R eine A-kompatible Relation. Dann sind CC(R) und
ACC(R) A-kompatibel.

Beweis Folgt aus der Ersetzungs- und der Alpha-Regel. O
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Reduktion

Wir definieren jetzt, was genau wir unter einem Reduktionsschritt verstehen wol-
len. Dazu definieren wir die folgenden binédren Relationen auf der Menge der
Terme:

~g %' ACC( ((Ax.M)N, M[x:= N1) | (Ax.M)N Term}) p-Reduktion
~p ' Acc({(Ax.Mx, M) | Mx Termund x ¢ FV(M)})  n-Reduktion
~gn def —~p U —p Bn-Reduktion

Proposition 10.6.5 Ein Term M ist genau dann

1. B-normal, wenn es keinen Term M’ gibt mit M —g M'.

2. n-normal, wenn es keinen Term M’ gibt mit M —, M'.

3. Bn-normal, wenn es keinen Term M’ gibt mit M —g, M’.

Proposition 10.6.6 Die Relationen — g, —y, und — gy sind A-kompatibel.

Beweis Folgt mit Proposition [[0.6.4] aus der Beta- und Eta-Regel. O
Satz 10.6.7 (Terminierung) Die Relationen — g, —, und — gy sind terminierend.
Beweis Schwer. Siehe [Mitchell]. O

Satz 10.6.8 (Reduktion)

1. Zu jedem Term existiert genau eine A-Normalform. Diese kann durch Bn-
Reduktion und abschliefiende Alpha-Normalisierung berechnet werden.

2. Zwei Terme sind genau dann A-diquivalent, wenn sie die gleiche A-Normalform
haben.

Beweis Folgt aus den Satzen [[0,6.2 und [[0.6.7 sowie den Propositionen [I[0.5.7],
10.6.5lund [[0.6.6} U

10.7 Mehr iiber Quantoren

Wir gehen jetzt genauer auf die Quantoren V und 3 ein. Zunachst rufen wir uns
die Definition der Quantoren ins Gedichtnis. Sei X eine nichtleere Menge. Der
Allgquantor und der Existenzquantor fiir X sind wie folgt definiert:
Vxe(X-B)—-B dxe (X -B)-B
Vx(f) =min{fx [x € X} Ix(f) =max{fx|x e X}
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Der Allquantor testet, ob eine Funktion X — B fiir alle Argumente 1 liefert. Der
Existenzquantor testet, ob eine Funktion X — B fiir mindestens ein Argument 1
liefert.

Fiir die Applikation von Quantoren auf Lambda-Abstraktionen vereinbaren wir
die folgenden Notationen:

vxex.M © viaxex.m

Ixex.M © 3, Axex.m)

Abbildung [[0.4] zeigt die wichtigsten Gesetze fiir Qantoren. Auf die Angabe
der Typen fir die quantifizierten Variablen haben wir verzichtet, da diese durch
die Typvorgaben fiir die freien Variablen eindeutig bestimmt sind. Beachten Sie,
dass dx. fx A b als Ax. (fx A b) zu lesen ist, da nach dem Punkt generell ein
moglichst langer Ausdruck zu bilden ist.

Aus der zweispaltigen Darstellung der Gesetze kann man ersehen, dass der
Existenz- und der Allquantor in einer Dualitdatsbeziehung stehen. Das letzte Ver-
tauschungsgesetz ist zu sich selbst dual.

Der Beweis der Gesetze ist einfach (Ubungsaufgabe!). Man benétigt lediglich
die Definitionen der Quantoren und der Booleschen Operationen. Einzige Aus-
nahme sind die Vertauschungsgesetze in der vorletzten Zeile. Die durch das linke
Gesetz

VxeX3dyeY. hxy = dze X -Y Vx € X. hx(zx)

zugesicherte Existenz einer Funktion z € X — Y folgt mit dem Auswahlaxi-
om. Das duale rechte Gesetz folgt aus dem linken Gesetz mit den de Morgan-
schen Regeln unter Ausnutzung der Tatsache, dass das linke Gesetz fir alle
heX-Y - DB gilt.

Abbildung zeigt die syntaktische Reformulierung der Quantorengesetze
aus Abbildung [[0.4l Neu hinzugekommen sind zwei Umbenennungsgesetze, die
unmittelbar aus der Alpha-Regel folgen. Die anderen Gesetze folgen aus ihren
semantischen Vorbildern in Abbildung [[0.4l Beachten Sie, dass die Eliminations-
gesetze und die erste Gruppe der Distributionsgesetze nur unter einer Freiheits-
bedingung fiir die quantifizierte Variable gelten.
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Introduktion

fa<3f
Elimination

dx.b=b
De Morgan

—(3Ax.fx) = Vx. ~(fx)

Distribution

Ax.fx Ab=(3x.fx)Ab
Ax.fxvb=(3x.fx)Vvb
Ax.fxvgx=(3Ix.fx) v (Ix. gx)
Vertauschung
dx3y. hxy = dyIx. hxy

Vx3dy.hxy = 3zVx. hx(zx)
AxVy. hxy < Vy3ax. hxy

Vf<fa

Vx.b=b

—(Vx.fx) = 3Ix. ~(fx)

Vx.fxvb=(Vx.fx)vb
VXx.fxAnb=(Vx.fx)ADb
VXx.fxAngx=(Vx.fx) A (Vx.gx)

VxVy.hxy = VyVx. hxy
AxVy.hxy = Vz3ax. hx(zx)

Die Gesetze gelten fiir alle nichtleeren Mengen X, Y und fiir alle a € X,
beB, f,geX—-BundheX-Y - B.

Abbildung 10.4: Quantorengesetze
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Introduktion

M[x:=N]Ea Ix.M Vx.M 4 M[x:= N]
Elimination (x ¢ FV(M))

Ax.MHa M VXM EHaM
De Morgan
- (Ix.M) Ha Vx.-M -(Vx.M) H4 Ix.-M

Distribution (x ¢ FV(M))

AX.M AN Ha (Ix.M) AN VX.MVN|Ha (VX.M)VN

AXM VN Ha (Ix.M) VN VXM AN Ha (VX.M) AN
Distribution

Ax.M VN Ha (Ix.M) v (Ix.N) VXM AN |Hq (VX.M) A (VX.N)
Vertauschung

dx3y.M H 4 JyIx.M VxVy.M |Ha VYyVx.M

Vx3Iy.M H 4 AzVx.M[y:= zx] AXVy.M Ha Vzax.M[y:= zx]

AxVy.M =4 Vyadx.M
Umbenennung (y ¢ FV(M))

Ax.M H a4 dy.M[x:= y] VXx.MIHa Vy.M[x:=Yy]

Die Gesetze gelten fir jede Struktur A, die die logischen Konstanten
-, A, V, V,und 3 wie liblich interpretiert.

Abbildung 10.5: Quantorengesetze in syntaktischer Formulierung
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