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Kapitel 1

Einleitung

Die Vorlesung behandelt logische Methoden, wie sie in vielen Bereichen der In-
formatik angewendet werden. Dazu z&hlen Datenbanken, Kunstliche Intelligenz,
Programmiersprachen und Verifikation von Software und Harrdware. Die Vorle-
sung behandelt haupséchlich logische Methoden, Anwendungen werden nur im
Bereich Programmierung gezeigt.

Logische Methoden sind der Gegenstand einer wissenschaftlichen Disziplin, die
man Logik nennt. Man unterscheidet zwischen philosophischer und mathemati-
scher Logik. Philosophische Logik wurde bereits im Altertum betrieben. Hier
interessieren wir uns nur fiir mathematische Logik, die als Teilgebiet der Mathe-
matik ab der zweiten Halfte des neunzehnten Jahrhunderts enstanden ist (Freges
Begriffschrift). Wesentliche Beitrdge wurden in der ersten Hélfte des zwanzigsten
Jahrhunderts geleistet. Mittlerweile ist die Informatik der wichtigste Anwender
von logischen Methoden. Entsprechend tragen Informatiker heute wesentlich zur
Weiterentwicklung logischer Methoden bei.

In der Logik betrachtet man sogenannten Logiken. Genau wie bei Programmier-
sprachen unterscheidet man bei Logiken zwischen Syntax und Semantik. Die
Syntax einer Logik stellt sogenannte Formeln zur Verfiigung, mit denen Eigen-
schaften mathematischer Objekte beschrieben werden kénnen. Wir werden idea-
lisierte Programmiersprachen betrachten, deren Programme Funktionen im ma-
thematischen Sinne berechnen. Diese Programmiersprachen werden wir als Lo-
giken auffassen, deren Formeln Funktionen beschreiben.

Die Vorlesung gehort zur Theoretischen Informatik. Das bedeutet, dass wir mit
mathematischen Methoden idealisierte Modelle von Ph&nomenen untersuchen,
die in der Informatik von Bedeutung sind.

Einige grundlegende Konzepte wie abstrakte Syntax und die rekursive Definition
von Mengen und Funktionen sind in der Programmiersprache Standard ML di-



1 Einleitung

rekt verfiighar. Wann immer moglich, werden wir neue theoretische Konzepte in
Standard ML realisieren. Standard ML gibt uns die faszinierende Mdglichkeit,
mathematische Konstruktionen durch Programme zu realisieren. Mathematische
Konstruktionen sind intelektuelle Artefakte. Machen Sie sich klar, dass Program-
me immer Realisierung von intelektuellen Artefakten sind.

8 12.7.2000



Kapitel 2

Rekursion und Induktion

Wir behandeln rekursive Definitionen und Induktionsbeweise. Wir zeigen, wie
man Mengen rekursiv durch Inferenzregeln definiert und wie man Eigenschaften
solcher Mengen mit Regelinduktion beweist.

Diese Techniken sind fir die Vorlesung grundlegend. Wir werden regelmalRig
komplexe Mengen rekursiv definieren und Eigenschaften dieser Mengen durch
Induktion beweisen.

Wir setzen voraus, dass Sie Ubung mit Induktionsbeweisen fiir nattirliche Zahlen
haben. Mit der rekursiven Definition von Mengen sollten Sie ebenfalls vertraut
sein (aus der Vorlesung Programmierung).

Lesematerial

Skript zur Programmierung WS 99/00, Kapitel 2 und 5.1.
Winskel, Kapitel 1-4.

2.1 Einige mathematische Begriffe

Wir werden die mathematische Begriffe aus [Programmierung, Kapitel 2] und
[Winskel, Kapitel 1] benutzen. Im Folgenden wiederholen wir einige besonders
wichtige Begriffe und vereinbaren einige zusétzliche Sprechweisen.

Tupel

Zu n > 0 mathematischen Objekten existiert immer genau ein n-stelliges Tupel

(Xla’--a Xn)



2 Rekursion und Induktion

Das i-te Teilobjekt x; heift die i-te Komponente des Tupels. Tupel, deren Kom-
ponenten mathematische Objekte sind, sind wieder mathematische Objekte. Es
gibt genau ein nullstelliges Tupel (), das man auch als leeres Tupel bezeichnet.
Zweistellige Tupel bezeichnet man auch als Paare. Fr dreistellige Tupel ver-
wendet man auch die Bezeichnung Tripel. Tupel mit keiner oder mit mindestens
zwei Komponenten schreibt man oft mit runden Klammern:

(le ) Xn)

Produkte
Das Produkt von n > 2 Mengen X4, ..., X, ist die Menge
XX oo X Xnp={{Xg,..., Xn) | X1 € Xq, ..., %Xy € Xp }

aller n-stelligen Tupel, deren i-te Komponente jeweils aus X; ist.

Summen
Das Summe von n > 2 Mengen X4, ..., X, ist die Menge
XiW--- WXy ={{(i,x) |1 €{l,....,n} AXeXj}

Die Elemente einer Summe sind also Paare (i, x), die aus einer sogenannten Va-
riantennummer i und einem Element x aus dem entsprechenden Summanden X;
bestehen. Statt von Summen spricht man auch von disjunkten Vereinigungen.
Produkte und Summen in Standard ML

In Standard ML kann man mit Typen Produkte und Summen beschreiben. Bei-
spielsweise kénnen wir die Menge

YACYACRV/EYA)

durch den Typ
datatype t = Aof int | Bof int | Cof int * int
beschreiben. Produkte sind direkt ausdriickbar. Summen missen mithilfe von
Konstruktortypdeklarationen beschrieben werden.
Potenzmenge

Die Potenzmenge

PX)={Y Y c X}

10 12.7.2000



2.1 Einige mathematische Begriffe

einer Menge X ist die Menge aller Teilmengen von X. Manchmal benétigen wir
auch die Menge aller endlichen Teilmengen von X:

Pin(X) ={Y |Y € X A Y endlich}

Relationen

Eine n-stellige Relation ist eine Menge, deren Elemente n-stellige Tupel sind.
Eine bindre Relation ist eine zweistellige Relation.

Sei r eine binére Relation. Der Definitionsbereich (englisch domain) von r ist die
Menge

Domr ={x|3y: (X,y)er}
Der Wertebereich (englisch range) von r ist die Menge

Ran f ={y|3x: (X,y) er}

Funktionen

Eine Funktion f ist eine bindre Relation mit der Eigenschaft, dass zu jedem x €
Dom f hochstens ein y € Ran f existiert mit (x,y) € f. Statt (x,y) € f
schreibt man meistens f (x) =v.

Seien X und Y Mengen. Wir werden die folgenden Notationen benutzen:

X —=Y = {f]| f FunktionmitDom f C XundRan f C Y}
X—=>Y ={feX—=Y|Domf =X}
fin

X—=Y = {f eX—=Y]| fendliche Menge }

Die Elemente von X — Y bezeichnet wir als partielle Funktionen von X nach Y.
Die Elemente von X — Y bezeichnet wir als totale Funktionen von X nach Y.

f
Die Elemente von X iy Y bezeichnet wir als endliche Funktionen von X nach Y.

In Standard ML entspricht der Typ t; — t, der Menge t; — t, der partiellen
Funktionen von t; nach t,.

Machen Sie sich klar, dass eine unendliche Funktion in keiner Weise einen Al-
gorithmus zu ihrer Berechnung vorgibt. Wenn Sie dagegen in Standard ML eine
Funktion durch eine Prozedur realisieren, missen Sie stets einen Algorithmus zur
Berechnung der Funktion angeben.

12.7.2000 11



2 Rekursion und Induktion

Darstellung von endlichen Funktionen

Endliche Funktionen

{(X1, Y1), ..., (Xn, Yn)}
schreiben wir oft als

{Xa = Y1, ..., Xn = Yn}

Endliche Funktionen kann man sich auch anschaulich als Tabellen vorstellen:

X1 Y1
X2 Yo
Xn Yn

Lambda-Notation

Mit Hilfe der sogenannten Lambda-Notation kann man Funktionen oft bequem
definieren:

AneN.n = {(n,n)|neN}
AX€eZ. X% = {(X,Y)|XeZAy=x?)

In jeder Zeile wird links und rechts dieselbe Funktion beschrieben. Dabei verwen-
det die linke Spalte Lambda-Notation und die rechte Spalte die Ubliche Notation
flr Mengen.

Adjunktion von Funktionen
Die Adjunktion von zwei Funktionen f und g ist wie folgt definiert:
f+g9 = AxeDom fuDomg. if x € Dom g then g(x) else f(x)
Statt
f+ x>y
schreibt man auch
fly/x]

(lies ,, f mity fur x*).

12 12.7.2000



2.2 Rekursive Definition mit Inferenzregeln

Klammersparende Notation
Oft ist es bequem, bei Applikationen Klammern einzusparen:

f x statt f(x)
f xy statt (f x)(y)

Diese Konvention ist Ihnen bereits aus Standard ML vertraut. Auch bei der No-
tation X — Y (alle totale Funktionen von X nach Y) kann man Klammern ein-
sparen:

X—=>Y —Z statt X - (Y - 2)

2.2 Rekursive Definition mit Inferenzregeln

Die rekursive Definition von Mengen mit Inferenzregeln wird in [Programmie-
rung, Kapitel 2] erklart. Statt von rekursiver Definition spricht man auch von
induktiver Definition.

Als Beispiel definieren wir die Menge P:

XeP yeP z=x-y
3eP 5¢eP zeP

Diese Regeln definieren P als die kleinste Menge, die 3 und 5 enthdlt und unter
bindrer Produktbildung abgeschlossen ist.

Rekursive Definitionen sind konstruktiv in dem Sinne, dass jedes Element der
definierten Menge durch endlich viele Anwendungen von definierenden Inferenz-
regeln abgeleitet werden kann. Diese Idee wird durch den Begriff der Ableitung
expliziert. Die folgende Ableitung zeigt, dass 675 € P:

1) 3€P mit Regel 1

20 5€P mit Regel 2

(3 9¢€P mit Regel 3, (1), (1) und9=3-3

(4) 27e€P  mitRegel 3, (1), (3)und 27 =3-9

(5) 25€ P mitRegel 3,(2),(2)und25=5-5

(6) 675 € P mitRegel 3, (4), (5) und 675 = 27 - 25

Die Essenz dieser Ableitung kann durch einen Ableitungsbaum tbersichtlich dar-
gestellt werden:

12.7.2000 13



2 Rekursion und Induktion

3 3
\ /

3 9 5 5
\ / \ /
27 25
675

Oft ist es bequem, Mengen durch rekursive Gleichungen zu definieren. Beispiels-
weise kann man die obige Menge P auch durch die folgende Gleichung definie-
ren:

P={3,5lU{x-y|xePAyeP}

Diese Gleichung ist als eine Kurzschreibweise flr die obigen Inferenzregeln zu
verstehen.

2.3 Beweis durch Regelinduktion

Regelinduktion ist eine Beweistechnik fiir Aussagen der Form
Vx € X: A(X)

bei denen X eine durch Regeln rekursiv definierte Menge ist. Dabei soll A(x)
eine Aussage fir x € X sein. Fir die oben definierte Menge P kdnnen wir
beispielsweise die folgen Aussage A(x) angeben:

M eNIneN: x=3"5"Am+n=>0

Sei X eine Menge, die durch die Regeln R4, ..., R, definiert ist. Ein Beweis
durch Regelinduktion fiir

vx € X: A(X)

besteht aus n getrennten Teilbeweisen flr jede der Regeln R4, ..., R,. Sei R die
Regel

A]_ An
X e X

Dann muss der Teilbeweis fur die Regel R die Giltigkeit der Aussage

Vz1...VZn: AiA- - AALAAXD A - AAX) = AX)

14 12.7.2000



2.3 Beweis durch Regelinduktion

zeigen. Dabei sind
21, ..y Im

die Variablen, die in der Regel frei vorkommen und
X1, ..., Xk

die Variablen, fiir die die Regel eine Pramisse der Form x; € X hat. Beispiels-
weise bekommen wir fiir die dritte Regel

XeP yeP z=x-y
zeP

der Definition von P die Beweisverpflichtung
VXVYyVZ: xePAyePA Z=Xx-yAAX)AAY) = A®@)
Die Beweisverpflichtungen fiir die Regel sind also allquantifizierte Implikationen
der Form
VZ1...VZm: ALA- - AALAAXD A AAX) = AX)
Diese beweist man, indem man
AL A AALAAXD) A AAXK)

als gultig annimmt und darauf aufbauend zeigt, dass A(x) glltig ist. Die Annah-
men

A(X1), ..., A(Xk)

heiflen Induktionsannahmen. Beim Aufschreiben eines Induktionsbeweises ver-
zichtet man der Bequemlichkeit und Ubersichtlichkeit halber auf die explizite
Angabe der Induktionsannahmen. Stattdessen schreibt man im Beweis von A(x)
bei jeder Benutzung einer Induktionsannahme ,,nach Induktionsannahme*.

Ein Beispiel

Induktionsbeweise schreibt man nach einem gewissen Schema auf. Wir zeigen
das mit einem Beispiel.

Proposition 2.3.1 Sei die Menge P durch die Regeln

XeP yeP z=x-y
3eP 5¢eP zeP
definiert. Dann gilt

VXePImeNIneN: x=3".5"Am+n=>0

12.7.2000 15



2 Rekursion und Induktion

Beweis  Durch Induktion Uber die Definition von M.

1. 3=3.50
2. 5=30.5
3. Seien x,y € P und z = x -y. Nach Induktionsannahme gibt es

My, N1, My, N € Nmitx =3™.5" my4+n; >0,y =3.5"%yund
m, +n, > 0. Also

Z=x.y=3Mm.5M.3Mm 5w 3Nim . ghin

und my +ms+nqs+ns > 0. O

Korrektheit der Regelinduktion
Wir Uberlegen uns jetzt, warum Regelinduktion eine korrekte Beweistechnik ist.
Dazu betrachten wir nochmal den Ableitungsbaum

3 3

\ /
3 9 5 5
\ / \ /
27 25
675

der zeigt, warum 675 € P gilt. Wir nehmen an, dass wir durch Regelinduktion
Vx e P: AX)

gezeigt haben. Die Beweise fur die erste und zweite Regel zeigen, dass A fir 3
und 5 gilt. Dieses Wissen markieren wir im Ableitungsbaum wie folgt:

A3) A(3)
N _/
A(3) 9 A(5) A(5)
N\ / N

27 25
\ /
675

Der Beweis fiir die dritte Regel liefert uns jetzt, dass A fur 9 und 25 gilt:
A@3) A@3)
N 7
AQ) A(9) A(5) A(5)
N /7 N 7
27 A(25)

™~

675

16 12.7.2000



2.3 Beweis durch Regelinduktion

Jetzt folgt mit dem Beweis flr die dritte Regel, dass A flr 27 gilt:
AR) AR)
N/
A®3) A(9) A(5) A(5)
N 7 N\ 7
A(27) A(25)
\ /
675
Wieder mit dem Beweis fur die dritte Regel bekommen wir schlieBlich
A@3) A@3)
N 7
A®3) A(9) A(5) A(5)
N 7 N 7
A(27) A(25)
~ ~
A(675)

Damit ist Klar, dass wir in jedem Ableitungsbaum die Gultigkeit von A von den
Bléattern bis zur Wurzel propagieren kdnnen. Da P genau die Zahlen enthlt, die
man als Wurzel eines Ableitungsbaum erhalten kann, gilt A offensichtlich fur alle
Elemente von P.

Der mathematisch getibte Leser wird erkennen, dass wir die Korrektheit der Re-
gelinduktion durch Induktion Uber die Tiefe der Ableitungsbdume gezeigt haben.
Die Korrektheit der Regelinduktion folgt also aus der Korrektheit der Induktion
fur natdrliche Zahlen.
Induktion Uber natirliche Zahlen
Als Néchstes wollen wir zeigen, dass

P={3"-5"|nnmeNANn+m=>0}

gilt. Die Richtung ,,<" wird durch die obige Proposition gezeigt. Um die andere
Richtung zu zeigen benétigen wir wieder Induktion, diesmal allerdings tiber N*
(die postiven natlrlichen Zahlen). Der Beweis ist muhsam, da wir drei Falle
betrachten missen. Zunéchst zeigen wir durch Induktion Gber n, dass

vneNt: 3"eP

gilt. Dann zeigen wir auf analoge Weise, dass
VneN*t: 5"e P

gilt. Daraus folgt

VymeN"vneNt: 3m.5"e P

12.7.2000 17



2 Rekursion und Induktion

mit der dritten definierenden Regel fur P. Zusammengenommen liefern die drei
Teile

(3" 5" InmeNAN+mM>0}CP

Wir zeigen nun eine der Hilfbehauptungen.
Proposition 2.3.2 Vn e N*: 3" ¢ P
Beweis  Durch Induktion tber n.
1. Sein = 1. Dann 3" = 3 € P wegen der ersten definierenden Regel fir P.

2. Sein > 1. Nach Induktionsannahme gilt 3"~ ¢ P. Da 3 € P wegen
Regel 1, folgt mit Regel 33" =3.3""1 ¢ P, 0

2.4 Rekursive Definition der natirlichen Zahlen

Wir definieren eine Menge N wie folgt:

xeN
#eN {x} e N

Die Elemente von N entsprechen offensichtlich genau den natlrlichen Zahlen:

1 0

2 {9

3 {9y
4 {{{o

Offensichtlich kann man auf der Menge N mit Rekursion Funktionen definieren,
die den Operation auf nattirlichen Zahlen entsprechen. Diese Idee l4sst sich am
einfachsten in Standard ML demonstrieren:

datatype nat = N | S of nat

fun plus (N, y) =y
| plus (S x, y) = S(plus(x,y))

plus(S(S N, S(S(S( N)))
S(S(S(S(S N)))) : nat

18 12.7.2000



Kapitel 3

Syntax und Semantik

Wir zeigen am Beispiel von arithmetischen Ausdriicken, wie man eine einfache
logische Sprache AA definiert.

Bei logischen Sprachen unterscheidet man zwischen Syntax und Semantik. Die
Syntax einer Sprache definiert die syntaktischen Objekte der Sprache. Die Se-
mantik einer Sprache definiert die semantischen Objekte der Sprache und eine
oder mehrere semantische Relationen. Die syntaktischen Objekte einer Sprache
sind Beschreibungen fur die semantischen Objekte einer Sprache. Die seman-
tischen Relationen stellen den Zusammenhang zwischen den syntaktischen und
semantischen Objekten einer Sprache her.

Die Syntax einer Sprache definiert man durch eine abstrakte Grammatik. Fir die
Definition der semantischen Relationen gibt es zwei Techniken: die operationale
und die denotationale.

Im Zusammenhang mit Syntax und denotationaler Semantik lernen wir struk-
turelle Rekursion und strukturelle Induktion kennen. Dabei handelt es sich um
wichtige Spezialfalle von Regel-Rekursion und Regel-Induktion, die wir in der
letzten Vorlesung kennengelernt haben.

Lesematerial

[Programmierung, Kapitel 11] und [Winskel, Kapitel 2—4].

3.1 Syntax

Wir betrachten eine Beispielssprache AA, deren syntaktische Objekte ganzzahlige
arithmetische Ausdriicke darstellen sollen. Abbildung (3.1 zeigt eine abstrakte

19



AA ist nach Var
parametrisiert

3 Syntax und Semantik

c € Kon = Z Konstante

X € Var Variable

a € Aus = Ausdruck

c Konstante

| X Variable
| —a Negation
| a1+ a Summe
| a; x ap Produkt

Abbildung 3.1: Abstrakte Syntax von AA

Grammatik, die die Syntax unserer Beispielssprache AA definiert. Die Abbildung
sollte Ihnen eine gute Idee von der Sprache AA geben, obwohl wir noch gar nicht
erklart haben, was eine abstrakte Grammatik sein soll.

Die Syntax und die Semantik von AA sind relativ zu einer vorgegeben Menge
Var definiert. Wir sagen, dass AA nach Var parametrisiert ist.

Die Grammatik vereinbart 3 Mengen von syntaktischen Objekten: Konstanten,
Variablen und Ausdriicke. Die Menge der Variablen wird als vorgegeben ange-
nommen. Dagegen werden die Mengen der Konstanten und Ausdriicke definiert.
Die Menge der Ausdricke ist rekursiv definiert und es werden 5 Ausdrucksvari-
anten vereinbart.

Es stellt sich nun die Frage, durch welche mathematischen Objekte die Ausdriicke
von AA représentiert werden sollen. Wir wahlen dafir Tupel, mit denen wir die
Baumstruktur von Ausdricken direkt wiederspiegeln kdnnen:

Aus = Kon W Var W Aus W Aus x Aus W Aus x Aus
Ausdriicke werden also als die Elemente einer Summe représentiert, wobei jeder

Summand eine der 5 moglichen Ausdrucksvarianten darstellt. Noch expliziter
lasst sich die Menge Aus durch Inferenzregeln beschreiben:

c € Kon X € Var a € Aus
(1, c¢c) (2, x) (3,a)
a; € Aus  a, € Aus a; € Aus ap € Aus
(4, (az, az)) (5, (az, az))

20 12.7.2000



3.1 Syntax

Notation fur syntaktische Objekte

Die direkte mathematische Notation fir die gerade definierten Ausdriicke von AA
ist unhandlich und schwer lesbar. Glicklicherweise legt die Grammatik jedoch
auch eine leshare Notation fir die definierten Ausdriicke fest. Beispielsweise
kann man fiir den Ausdruck

(4, ((1,3)(4, ((1,5), 3, (1, 7))
bequemer und lesbarer

3+ G+ ()
schreiben. Entsprechend kann man fur

(4, ((2,x1)(4, ((1,¢), (3, (2, x2))))))
auch

X1+ (C + —X2)

schreiben.

Wir legen groRen Wert darauf, die Objekte der abstrakten Syntax prazise als ma-
thematische Objekte zu definieren. Dagegen sind bei der Festlegung und Ver-
wendung unserer Notationen vergleichsweise nachlassig und vertrauen auf die
mathematische Erfahrung des Lesers. Beispielsweise ist die Notation

1+2+3

fir Ausdriicke in Aus unzuléssig, da sie zwei Lesarten hat:
1+2)+3 oder 14+ (243

Fir die Notation
-3

gibt es in unserem Kontext drei Lesarten: die Zahl —3 € Kon, der Ausdruck
(1, —3) € Aus (Konstante), oder der Ausdruck (3, (1, —3)) € Aus (Negation).
Generell ist der Gebrauch einer Notationen nur dann zuléssig, wenn der Kontext
dafiir sorgt, dass es nur eine Lesart gibt.

Abstrakte und konkrete Syntax

Programmiersprachen legen flr ihre syntaktischen Objekte eine textuelle Nota-
tion fest, die in jeder Hinsicht prazise definiert ist. Entsprechend unterscheidet
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man zwischen abstrakter und konkreter Syntax. Wéhrend die abstrakte Syntax
die eigentlichen syntaktischen Objekte festlegt, definiert die konkrete Syntax eine
textuelle Darstellung fir diese Objekte.

Im Rahmen dieser Vorlesung interessieren wir uns vor allem fiir die abstrakte
Syntax von Sprachen. Bei den Notationen fir die Objekte der abstrakten Syntax
halten wir uns an mathematische Gepflogenheiten und verzichten auf die prazise
Definition einer konkreten Syntax. Wenn wir im Folgenden Syntax sagen, meinen
wir stets abstrakte Syntax.

3.2 Strukturelle Rekursion

Wir haben die Menge der Ausdriicke von AA rekursiv definiert:
Aus = Kon W Var & Aus & Aus x Aus & Aus x Aus

Diese rekursive Definition hat eine spezielle Form, die man als strukturelle Re-
kursion bezeichnet:
1. Die definierte Menge ist eine Summe.

2. Fir jede Variante der Summe gibt es genau eine Inferenzregel (siehe Ab-
schnitt[3).

Die Deklaration eines Konstruktortyps in Standard ML entspricht der Definition
einer Menge durch strukturelle Rekursion. Beispielsweise flhrt die Deklaration
dat atype aus =
Kon of kon
Var of var
Neg of aus

|
I
| Add of aus * aus
| Mul of aus * aus

einen Typ aus ein, der gerade der Menge Aus entspricht. Gegeben
type kon = int

kdnnen wir den Ausdruck
24+—-@BxT7)

in Standard ML durch
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Add(Kon 2, Neg(Mil (Kon 3, Kon 7)))

darstellen. Die Variantennummern einer mathematischen Summe werden in Stan-
dard ML durch Konstruktoren mit frei wahlbaren Namen ersetzt.

Fir die Definition von totalen Funktionen auf Mengen, die durch strukturelle Re-
kursion definiert sind, gibt es eine spezielle Technik, die ebenfalls als strukturelle
Rekursion bezeichnet wird. Als Beispiel betrachten wir die Funktion

V € Aus — L (Var)

die einem Ausdruck die Menge der in ihm vorkommenden Variablen zuordnet.
Die Definition von V durch strukturelle Rekursion sieht wie folgt aus:

VEc)=0¢
V(x) = {x}
V(—-a)=V(a)

V(ap+ap) =V(ap) UV(ay)
V(a; x ap) = V(ap) UV(ay)

Sei M eine durch strukturelle Rekursion definierte Menge. Um eine Funktion f
auf M durch strukturelle Rekursion zu defnieren, geht man wie folgt vor:

1. Definiere f durch eine Gleichungsregel flr jede Variante der Summe M.

2. Beschranke rekursive Applikationen von f auf der rechten Seite einer Glei-
chungsregel auf Argumente, die echte Teilobjekte des Arguments auf der
linken Seite sind.

Diese Definitionstechnik garantiert, dass f als totale Funktion auf M definiert
wird. Nattrlich mussen wir voraussetzen, dass die auf den rechten Seiten ver-
wendeten Hilfsfunktionen die richtigen Eigenschaften haben.

Die ersten zwei Regeln der Definition von V sind in einer Kurzschreibweise auf-
geschrieben. Eigentlich miissten wir

V((1,c) =9
V((2,x)) = {x}

schreiben, da V auf Ausdriicken definiert ist und Konstanten und Variablen als
solche keine Ausdriicke sind. Andererseits ist der Kontext der Definition von V
ausreichend, um die fehlenden Variantennummern automatisch zu ergénzen.

In Standard ML kdnnen wir eine Prozedur
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fun var(Kon c) enpty
| var(Var x) add(enpty, Xx)
var (Neg a) var a

uni on(var al, var a2)
uni on(var al, var a2)

|
| var(Add(al, a2))
| var(Mil (al, a2))

schreiben, die die Funktion V berechnet. Dabei setzen wir voraus, dass die Be-
zeichner

val enpty : var set
val add . var set * var -> var set
val union : var set * var set -> var set

geeignet gebunden sind.

Selbstversténdlich kann man die Funktion V auch durch Inferenzregel definieren:

¢ € Kon X € Var (a, Xy eV
((1,¢),8) eV ((2,x), {x}) eV (—a, Xy eV

(a1, X1) €V (a2, Xp) eV X =X1UX;
(ap +ap, X) eV

(az, X]_) eV (ap, Xz) eV X=XiUXs
(ag x ap, X) e V

Wir konnen die funktionale Definition von V durch Gleichungsregeln als eine
Kurzschreibweise fur die relationale Definition durch Inferenzregeln auffassen.
Neben besserer Lesbarkeit hat die funktionale Definition mit struktureller Rekur-
sion gegentber der relationalen Definition den Vorteil, dass sie garantiert, dass V
eine totale Funktion auf Aus ist.

3.3 Strukturelle Induktion

Um zu zeigen, dass die relationale Definition von V eine Funktion in Aus —
P (Var) definiert, mussen wir drei Eigenschaften zeigen:

(1) V@, X)eV: acAus A X e £(Var)
(2) VaceAusaX e P(Var): (a,X) eV
B) VacAusvVXy, XoePMVar): (@, X)) eVAa@Xy)eV = X=X,

Die erste Eigenschaft kénnen wir mit Regelinduktion tber die Definition von
V zeigen. Die Eigenschaften (2) und (3) kénnen wir durch Induktion tber die
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Definition von Aus zeigen. Da Aus durch strukturelle Rekursion definiert ist,
konnen wir den Induktionsbeweis in einer speziellen Form aufschreiben, die als
strukturelle Induktion bezeichnet wird. Wir zeigen das am Beispiel der zweiten
Eigenschaft.

Proposition 3.3.1 Sei V durch die obigen Inferenzregeln definiert. Dann gilt:
VaeAusdX € P(Var): (a, X) eV

Beweis  Durch strukturelle Induktion tber a € Aus.

1. Sei (1,c¢) € Aus. Dann folgt ({1, c),?) € V mit der ersten Inferenzregel
fir V.

2. Sei (2, x) € Aus. Dann folgt ((2, x), {x}) € V mit der zweiten Inferenzre-
gel fur V.

3. Sei —a € Aus. Nach Induktionsannahme gibt es ein X e £ (Var) mit
(a, X) € V. Also folgt (—a, X) € V mit der dritten Inferenzregel fiir V.

4. Seia; + ay € Aus. Nach Induktionsannahme gibt es X, X, € & (Var) mit
(a1, X1) € V und (az, X5) € V. Also folgt (a; +az, X3 U X3) € V mit der
vierten Inferenzregel fur V.

5. Seia; x a; € Aus. Nach Induktionsannahme gibt es X4, X, € £ (Var) mit
(a1, X1) € V und (ap, X,) € V. Also folgt (a; x ap, X1 U X3) € V mit der
funften Inferenzregel fur V. -

Ein Beweis durch strukturelle Induktion ber eine durch strukturelle Rekursion
definierte Menge M besteht also aus einem Teilbeweis fur jede Variante von M.
Strukturelle Induktion ist offensichtlich ein Spezialfall von Regelinduktion.

3.4 Operationale Semantik

Wir Uberlegen uns jetzt, welche semantischen Objekte wir den Ausdriicke von
AA zuordnen wollen. Ausdriicken, die keine Variablen enthalten, kénnten wir
die Zahl zuordnen, die man durch ausrechnen bekommen kann. Fir Ausdriicke
mit Variablen miissen wir uns etwas mehr einfallen lassen, da wir diese erst aus-
rechnen kénnen, wenn wir Werte flir die Variablen vorgeben.

Zunachst definieren wir eine Menge

oceX=Var - Z Belegung
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von Funktionen, die wir Belegungen nennen. Eine Belegung gibt fiir jede Variable
einen Wert vor.

Als Néachstes definieren wir eine Relation
OS=% xAus x Z

S0, dass
(o,a,c) € OS

genau dann gilt, wenn der Ausdruck a mit der Belegung o zu der Zahl ¢ auswer-
tet. Bevor wir OS definieren, legen wir noch eine Notation fest:

cka=c¢c < (o0,a,c) € OS
Die Relation OS definieren wir jetzt durch Inferenzregeln:

oc€eXx ceKon ceXx XeVar c=o0(X)
ockCc=¢c okFEX=c¢

/

cka=c¢ c=—-c
ock—-a=c¢c

ckFa;=c¢ okFa=cCc C=C+C
ckFai+a=c¢c

ckFa;=>¢ oFa=Cc C=C-C
chaixa=c¢c

Die Definition von OS bezeichnet man als eine operationale Semantik fur AA. Als
semantische Objekte haben wir Zahlen und Belegungen. OS ist eine sogenannte
semantische Relation, die die syntaktischen mit den semantischen Objekten in
Verbindung bringt.

Wir erwarten, dass die folgende Proposition fur OS gilt:

Proposition 3.4.1 Fir jede Belegung o € ¥ und jeden Ausdruck a € Aus gibt es
genau eine Zahl ¢ € Z mito - a = c.

Der Beweis dieser Proposition kann durch Induktion tUber a € Aus erfolgen.
Einen dhnlichen Beweis haben wir im letzten Abschnitt fir V gesehen. Wir wer-
den die Proposition jedoch erst spater mit einer anderen Technik beweisen.

26 12.7.2000



3.5 Denotationale Semantik

3.5 Denotationale Semantik

Die obige Propostion garantiert uns, dass wir jedem Ausdruck genau eine Funk-
tion in

> 7Z

zuordnen konnen. Es gibt also eine Funktion
D eAus — (X —> 7Z)

die jedem Ausdruck genau ein semantisches Objekt zuordnet. Fir D muss
D=xracAus.{(o,cC)| (0,a,c)e0S}

gelten. Es besteht also die Moglichkeit, £ mit Hilfe der operationalen Semantik
OS zu definieren.

Mathematisch ist es jedoch viel eleganter, £ direkt durch strukturelle Induktion
uber Aus zu definieren und als Semantik fiir AA zu definieren.

Wir vereinbaren zwei Notationen

Dla] = D(a)
Dlalo = (D(@)) (o)

und definieren damit O durch strukturelle Induktion Uber Aus:

Dcl=r0€X.cC
Dx]=r0 € X.0(X)
D[-al =r0 € . — (D[alo)
Dlay+al =ro € ¥. D[arllo + Dlaz]o
Dlay x axl =10 € . D[aillo - Dlazlo

Dawir D durch strukturelle Induktion tiber Aus definiert haben, wissen wir sofort
das

DecAus — (X — 7)

gilt.

Wenn wir die Definition von D in Standard ML schreiben, bekommen wir eine
Prozedur, die £ berechnet:
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fun (Kon ¢) s c
| (Var x) s s X
~(d a s)

(Add(al, a2)) s
(Ml (a1, a2)) s

dal s +d a2 s

d
d
d (Neg a) s
d
d dal s * da2s

Das einem Ausdruck a € Aus durch O zugeordnete semantische Objekt D[a]
bezeichnet man als die Denotation von a. Eine durch strukturelle Rekursion de-
finierte Funktion, die so wie D syntaktische Objekte auf semantische Objekte
abbildet, bezeichnet man als denotationale Semantik.

Zwei Ausdriicke heillen aquivalent genau dann, wenn sie die gleiche Denotation
haben.

Machen Sie sich klar, dass fiir zwei Ausdriicke a1, a, € Aus stets
ataFata < agFa

gilt. Dagegen sind a; + a, und a, + a; stets dquivalent, da fir alle o € X
Dlar+az]lo = Dlar]lo + Dlazllc = Dlazllec + Dlaillc = Dllaz+ailo

gilt.

3.6 Ubereinstimmung von operationaler und
denotationaler Semantik

Proposition 3.6.1 Ya € AusVo € ¥ VceZ: D[a]lo =¢ = ok a=c.
Beweis  Durch strukturelle Induktion Uber a € Aus. Sei D[a]loc = c.

1. Seia = ¢’. Dann ¢ = ¢’ nach Definition von D. Also o - a = ¢ mit der
ersten Regel fir OS.

2. Sei a = x. Dann ¢ = o (X) nach Definition von D. Also ¢ - X = ¢ mit
der zweiten Regel flr OS.

3. Seia = —a’. Dannc = —DJ[a’]lo nach Definition von D. Also o - a' =
—c nach Induktionsanahme. Also o - a = ¢ mit der dritten Regel fur OS.

4, Seia = a; + a. Dann ¢ = D[ai1]lo + Dlax]lo nach Definition von D.
Sei ¢ = D[ai]lo und c; = D[az]lo. Die Induktionsanahme liefert o -
a; = cpund o F a, = cu. Also o F a; + a, = ¢ mit der vierten Regel
fiir OS.

5. Seia = a; x ap. Dann folgt o I a; x a; = ¢ analog zu (4). O
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Proposition 3.6.2 Va € AusVo e X Vce Z: oFa=¢c = D[a]o =c.
Beweis  Durch Regelinduktion tber die Definition von OS.
1. Seio € X und ¢ € Kon. Dann D[c]lc = ¢ nach Definition von D.

2. Seio € X, x e Varund ¢ = o (X). Dann D[x]jo = ¢ nach Definition von
D.

3. Seioc Fa = c undc = —c’. Dann D[a]o = ¢’ nach Induktionsanahme.
Also D[—a]lo = ¢ nach Definition von D.

4, Seioc Fa; = ¢, 0 Fa, = cund ¢ = ¢, + €. Dann Dfasflo = ¢;
und DJas]lo = ¢, nach Induktionsanahme. Also D[a; + ax]lo = ¢ nach
Definition von D.

5. Analog zu (4). O
Proposition 3.6.3 OS = { (0, a,c) | D[[aJo =c}.

Beweis Die Richtung ,,C* folgt aus Proposition [3.6.2 Die andere Richtung
folgt aus Proposition3.6.1! O

Aus Proposition 3.6.3 folgt tbrigens sofort Proposition [3.4.1.
Proposition 3.6.4 D = Xxa € Aus. {{(o,C) | {(0,a,c) € OS}.
Beweis Es genigt zu zeigen: Va € Aus: D[a] = { (o, c) | {(0,a,c) € OS}.

Seien a € Aus, 0 € X und ¢ € Z beliebig gewahlt. Dann folgt mit Propositi-

on(3.6.3
(0,c) € D[a] < Dlajlo =¢ < (o,a,c) € OS ]
Proposition 3.6.5 Seien a;, a, € Aus. Dann gilt:

Dlai] = Dlaz]l & Yo e ZVCceZ: (cF-ap=C < ot a;=r¢)

3.7 Diskussion

Am Beispiel einer sehr einfachen Sprache AA haben wir grundlegende logische
Methoden kennengelernt.

Zundchst haben wir gelernt, wie man Mengen von syntaktische Objekten mit
struktureller Rekursion definiert. Zusammengesetzte syntaktische Objekte (zum
Beispiel Ausdriicke) werden dabei als Tupel

(ivol,”’v On)
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représentiert, die aus einer Variantennummer und endlich vielen Teilobjekten
01, ..., 0y (n > 0) (den sogenannten Konstituenten) bestehen. Die fiir eine Spra-
che erforderlichen syntaktischen Mengen kdnnen zusammen mit passenden No-
tationen mittels einer abstrakten Grammatiken beschrieben werden.

Wir haben zwei Methoden, operationale und denotationale Semantik, kennen-
gelernt, mit denen man die Semantik von Sprachen beschreiben kann. Die ele-
gantere Methode ist die der denotationalen Semantik, bei der eine Denotations-
funktion den syntaktischen Objekten semantische Objekte zuordnet. Eine denota-
tionale Semantik macht explizit, dass syntaktische Objekte semantische Objekte
beschreiben. Die Denotationsfunktion muss dabei mit struktureller Rekursion be-
zuglich der Rekursionsstruktur der syntaktischen Objekte definiert werden. Diese
Forderung garantiert wichtige mathematische Eigenschaften und stellt eine gute
Grundlage fiir Aquivalenzbeweise dar. (Zwei syntaktische Objekte heiRen aqui-
valent, wenn sie das gleiche semantische Objekt beschreiben.)

Die Methode der operationalen Semantik definiert semantische Relationen mit
Hilfe von Inferenzregeln. Aufbauend auf den semantischen Relationen kann man
auch Denotationsfunktionen definieren. Gegenilber der denotationalen Definiti-
onsmethode hat die operationale Definitionsmethode den Nachteil, dass sie eine
weniger geeignete Grundlage fur das Beweisen von Eigenschaften der Denotati-
onsfunktionen liefert.

Durch Induktionsbeweise haben wir gezeigt, dass die operationale und die de-
notationale Semantik fur AA Ubereinstimmen. Das stérkt unser Vertrauen, dass
wir bei den operationalen und den denotationalen Definitionen keine Fehler ge-
macht haben. (Machen Sie sich klar, dass Definitionen falsch sein kénnen, weil
sie etwas anderes definieren als die zugrundeliegenden Konzepte.) Die Konstukti-
on verschiedener Charakterisierungen desselben Konzepts und das Beweisen der
Ubereinstimmung sind typisches mathematisches Vorgehen. Jede neue Charak-
terisierung liefert eine neue Sicht auf das zugrundeliegende Konzept und erdffnet
neue Beweismoglichkeiten.

Der Vorteil der operationalen Methode ist es, dass sie auch bei komplexen Pro-
grammiersprachen relativ leicht anwendbar ist. Beispielsweise wird Standard ML
durch eine operationale Semantik definiert, da eine denotationale Semantik zu
komplex wére. Noch schwieriger ist die Situation bei nebenldufigen Sprachen
(zum Beispiel Sprachen mit Threads), auf die die denotationale Methode (bisher)
nicht anwendbar ist. Das Problem der denotationalen Methode ist also, dass sie
nur auf verhdltnismé&Rig einfache Sprachen anwendbar ist.

Wir haben gesehen, dass man die syntaktischen und semantische Konstruktio-
nen fir AA direkt mit Standard ML programmieren kann. Syntaktische Mengen
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lassen sich durch Konstruktortypen beschreiben. Denotationsfunktionen werden
durch rekursive Prozeduren beschrieben. Dabei ist wichtig, dass Standard ML
Funktionstypen hoherer Ordnung wie zum Beispiel

Aus — ¥ — Z

direkt realisieren kann.

12.7.2000 31



3 Syntax und Semantik

32 12.7.2000



Kapitel 4

Rekursion und Fixpunktoperatoren

Rekursion ist eine wichtige Definitionstechnik. Im Rahmen dieser Vorlesung ha-
ben wir Rekursion benutzt, um die Syntax und die Semantiken der Sprache AA
zu definieren.

Aus mathematischer Sicht sind allgemeine rekursive Definitionen problematisch,
da nicht immer Klar ist, was sie definieren. Wir mussen also zwischen zulassigen
und unzuldssigen rekursiven Definitionsversuchen unterscheiden.

In Standard ML benutzen wir Rekursion um Prozeduren und Typen zu definieren.
Standard ML ist so konstruiert, dass rekursive Definitionen mathematisch immer
dann zul&ssig sind, wenn sie gemaR der statischen Semantik zuléssig sind. Damit
kann die Zulassigkeit von rekursiven Definitionen in Standard ML automatisch
durch ein Programmiersystem gepruft werden.

Wir entwickeln jetzt ein einfaches mathematisches Modell fur zul&ssige rekursive
Definitionen. Dieses Modell erklart rekursive Definitionen durch nicht-rekursive
Definitionen, deren Zul&ssigkeit offensichtlich ist. Viele der rekursiven Defini-
tionen, die wir spater in der Vorlesung bendtigen, werden wir innerhalb dieses
Modells ausfihren.

Lesematerial

[Winskel, Kapitel 4.1, 4.4 und 5.4]
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4.1 FP-Format und R-Strukturen

Sei X eine Menge und f € X — X eine Funktion. Dann kann man versuchen,
ein x € X als die Ldsung der rekursiven Gleichung

xd=eff(x)

zu definieren. Wir sagen, dass ein solcher rekursiver Definitionsversuch im FP-
Format vorliegt. Die Funktion f nennen wir das Funktional des Definitionsver-
suchs. Natrlich stellt sich sofort die Frage, ob es ein X mit

x = f(x)

gibt, und ob es mehrere solche x gibt. Eine rekursive Definition im FP-Format
ist offensichtlich nur dann zul&ssig, wenn die eindeutige Existenz eines solchen
X gesichert ist. Jedes x € X mit x = f(x) nennt man einen Fixpunkt von f.
Mit dieser Sprechweise ist eine rekursive Definition im FP-Format genau dann
zuléssig, wenn f genau einen Fixpunkt hat.

Das gerade vorgestellte Definitionsschema ist nicht sehr nltzlich, da die in der
Praxis auftretenden Funktionen f in der Regel mehr als einen Fixpunkt haben.
Dieses Problem k&nnen wir aber beseitigen, indem wir einen Mechanismus hin-
zufiigen, der fiir f genau einen Fixpunkt auswéhit.

Definition 4.1.1 Ein R-Struktur ist ein Tripel (X, F, fix) wie folgt:
e X ist eine Menge.
e FC X —> X,
o fixe F— XsodassVf € F: fix(f) = ffix(f)).
Die Funktion fix bezeichnen wir als den Fixpunktoperator der R-Struktur.

Sei (X, F, fix) eine R-Struktur und f € F. Dann legen wir fest, dass eine rekur-
sive Definition

x & f (%)
im FP-Format der nicht-rekursiven Definition
x % fix(f)

entspricht. Eine rekursive Definition im FP-Format wird also mithilfe einer pas-
senden R-Struktur als Notation flr eine nicht-rekursive Definition mit dem Fix-
punktoperator der R-Struktur interpretiert. Wir werden sehen, dass dieses einfa-
che Modell eine Vielzahl von rekursiven Definitionen erklaren kann.
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4.2 Ein Fixpunktoperator fir Standard ML

Wir zeigen jetzt, dass wir rekursive Prozedurdeklarationen in Standard ML so
umschreiben kdnnen, dass sie (fast) im FP-Format vorliegen. Weiter zeigen wir,
dass wir in Standard ML einen Fixpunktoperator definieren kbnnen, mit dem wir
rekursive Prozedurdeklarationen im FP-Format in nicht-rekursive Deklarationen
umschreiben kdnnen.

Wir betrachten die rekursive Deklaration

fun fac n = if n<2 then 1 else n * fac (n-1)
fac : int ->int

einer Fakutétsprozedur. Diese konnen wir zundchst zu
val rec fac = fnn =>if n<2 then 1 else n * fac (n-1)

umschreiben. Um diese Deklaration in FP-Format zu bringen, deklarieren wir
zuerst das passende Funktional

val fac’ = fn fac =>fnn =>if n<2 then 1 else n * fac (n-1)
fac’ : (int ->int) -> (int ->int)

und deklarieren dann

val rec fac’’ = fac’ fac'’
fac’” : int ->int

Die letzte Deklaration ist in Standard ML allerdings syntaktisch unzuldssig. Des-
halb weichen wir auf die zul&ssige Deklaration

val rec fac’’ = fn x => fac’ fac’’ x
fac’ : int ->int

aus. Uberzeugen Sie sich durch Experimente, dass fac™ in der Tat dieselbe
Funktion berechnet wie fac.

Wir kdnnen also zu jeder rekursiven Prozedurdeklaration

fun f x = a
f:@tg->1t

ein Funktional

val f' = fnf == fn x => a
frr (g ->1t) -> (t1 -> 1)

ohne Rekursion definieren. Mit dem Funktional kdnnen wir dann eine Prozedur
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val rec f'' =fn x == f’ '’ x
for ot -> 1t

deklarieren, die dieselbe Funktion wie F berechnet. Das liefert uns die Idee fiir
die Deklaration einer Prozedur

fun fix f' =1let val rec f'’' =fnx =f" f'7 xinf'" end
fix: (("a->"b) ->(a->"h) ->(a->"h

mit der wir ” ohne sichtbare Rekursion

val f'' = fix f’
foror ot -> 1t

deklarieren kénnen. Die fur ¥ erforderliche Rekursion ist in der Prozedur Fix
versteckt.

Machen Sie sich klar, dass Sie mit der gerade definierten Prozedur fix in der
Tat jede rekursive Prozedurdeklaration durch eine nicht-rekursive Deklarationen
ersetzen koénnen, in der Sie Fix auf dass der rekursiven Prozedurdeklaration ent-
sprechende Funktional anwenden. Beispielsweise kdnnen wir eine Prozedur, die
die Fakultatsfunktion berechnet, wie folgt deklarieren:

val fac = fix (fn fac =>fn n =>
if n<2 then 1 else n * fac (n-1))

Bei polymorphen Prozeduren muss man statt
val f'7 =fix f’

die etwas komplexere Deklaration
val f'' =fn x = (fix f’) x

schreiben, damit ¥~ polymorph getypt werden kann (siehe [Programmierung,
Kapitel 3.5, Transparenzbedingung]).

Gegeben zwei Typen t; und t,, verhalt sich das Triple
(tl — 1y, (t]_ —> tz) —> (tl —> tg), fiX)

wie eine R-Struktur. Durch Experimente kdnnen Sie sich davon (iberzeigen, dass
fiir jede Prozedur

f: (tl — t2) —> (tl — t2)

die zwei Prozeduren Fix f und f(Fix f) dieselbe Funktion berechnen. Die
Prozedur T x verhalt sich also wie ein Fixpunktoperator.

Man kann den Fixpunktoperator noch etwas eleganter deklarieren als wir das
oben getan haben:
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fun fix f' =fn x =>f" (fix f') x

4.3 Vollstandige partielle Ordnungen

Wir haben gesehen, wie man in Standard ML eine polymorphe Prozedur dekla-
rieren kann, die sich wie ein Fixpunktoperator verhélt. Dabei haben wir ohne Be-
weise gearbeitet und uns auf unsere Intuition als Programmierer verlassen. Jetzt
zeigen wir, wie man mit mathematischen Mitteln R-Strukturen konstruiert. Dazu
gehort natrlich ein Beweis, dass es sich auch wirklich um eine R-Struktur mit
einem Fixpunktoperator handelt.

Zundchst bendtigen wir das Konzept einer vollstandigen partiellen Ordnung, kurz
VPO genannt. Eine VPO ist ein Paar (X, <), das aus einer Menge X und einer
partiellen Ordnung < auf X besteht. Zusétzlich muss eine VPO die Eigenschaft
besitzen, dass jede aufsteigende Kette eine Kleinste obere Schranke hat. Die ge-
naue Definition von VPOs finden Sie in [Winskel, Kapitel 5.4].

Das Standardbeispiel fur VPOs sind Potenzmengen mit der Inklusionsordnung.

Sei (X, <) eine VPO. Eine Funktion f € X — X hei3t monoton genau dann,
wennvx,y e X: x<y= fx) < f(y).

Proposition 4.3.1 Sei (X, <) eine VPO und f € X — X monoton. Dann gilt
fir jede aufsteigende Kette xo < X3 < ... in X:

1) f(xg) < f(xq) <... isteine aufsteigende Kette in X.
@ [ ]foo =t ]
ieN ieN

Beweis Sei xp < X3 < ... eine aufsteigende Kette in X. Da f monoton ist,
gilt (1). Aus der Monotonie von f folgt auch, dass f(x,) < f ([l Xi) fir
alle n e N gilt. Also ist f(| [,y Xi) eine obere Schranke fiir die Kette f(xo) <
f(x1) <.... Da|]jy f(xi) die kleinste obere Schranke dieser Kette ist, folgt
(2). O

Sei (X, <) eine VPO. Eine monotone Funktion f € X — X heil’t stetig genau
dann, wenn fiir jede aufsteigende Kette xo < x; < ... in X die Ungleichung

f x <] | fon
ieN ieN

gilt. Die Menge aller stetigen Funktionen in X — X bezeichnen wir mit
[X — X].

12.7.2000 37



4 Rekursion und Fixpunktoperatoren

Proposition 4.3.2 Sei (X, <) eine VPO und f € X — X stetig. Dann gilt flr
jede aufsteigende Kette xg < X3 < ... in X:

f xo =] fo
ieN ieN
Diese Eigenschaft bezeichnen wir als Distributivitat.

Die Distributivitat von stetigen Funktionen folgt aus Proposition [4.3.1 und aus
der Definition von Stetigkeit.

Der Fixpunktsatz formuliert die wichtigste Eigenschaft von VPOs.

Satz 4.3.3 (Fixpunktsatz) Sei (X, <) eine VPO mit einem kleinsten Element
1L e X (sprich bottom) und f € X — X eine stetige Funktion. Dann hat f
einen eindeutig bestimmten kleinsten Fixpunkt xo. Zusétzlich gilt:

1. Xo = |_| (L)

ieN
2. Xp ist das kleinste x mit f(x) < x.

Sei (X, <) eine VPO mit einem kleinsten Element. Dann heil3t die Funktion, die
jeder Funktion in [X — X] ihren kleinsten Fixpunkt zuordnet, der Fixpunktope-
rator der VPO.

Korollar 4.3.4 Sei (X, <) eine VPO mit einem kleinsten Element und sei fix der
Fixpunktoperator der VPO. Dann ist

(X, [X = X], fix)

eine R-Struktur.

Die mit VPOs konstruierten Fixpunktoperatoren ermdglichen es, rekursive Defi-
nitionen

x & f (%)
im FP-Format als nicht-rekursive Definitionen der Form

x E ]

ieN

zu interpretieren. Wir zeigen mit zwei Fallstudien, dass diese Technik wichtige
Anwendungen hat.
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4.4 Fallstudie: Rekursive Definition von Mengen

Wir zeigen jetzt, wie man die rekursive Definition einer Menge mithilfe von In-
ferenzregeln auf eine nicht-rekursive Definition zurlickfiihren kann.

Bisher haben wir nicht genau erklart, was wir unter einer Inferenzregel verstehen
wollen. Um dies zu tun, missten wir eine logische Sprache einfuhren, mit der die
Pramissen und Konklusionen von Inferenzregeln formuliert werden kénnen. Das
ist nicht so einfach. Wir sind aber auch mit einfacheren Mittel in der Lage, mehr
uber die rekursive Definition von Mengen mit Inferenzregeln zu sagen.

Sei X eine Menge. Eine X-Regel ist ein Paar (A, x), dass aus einer endlichen
Menge A € X und einem x € X besteht. Beachten Sie, dass die Menge A
endlich sein muss.

Stellen Sie sich nun eine Menge von Inferenzregeln vor, mit denen eine Teilmenge
I € X definiert werden soll. Dann kdnnen wir uns jede Inferenzregel als ein
Schema vorstellen, dass eine Menge von X-Regeln definiert. Als Beispiel wéhlen
wir

XeP yeP z=x-y
3eP 5¢eP zeP

Hier ist X = Z. Die erste und zweite Inferenzregel definieren je genau eine
Z-Regel, ndmlich

(»,3) und (#,5)
Die dritte Inferenzregel definiert dagegen eine unendliche Menge von Z-Regeln:

{({X»y}’ZHX’yEZ/\Z:X‘y}

Beachten Sie, dass diese Z-Regeln im Gegensatz zur Inferenzregel entweder eine
oder zwei Pramissen haben.

Wir kdnnen jetzt die rekursive Definition einer Menge mit Inferenzregeln in zwei
Schritten beschreiben. Im ersten Schritt leiten wir aus dem Kontext und den Infe-
renzregeln eine Menge X und eine Menge R von X-Regeln ab. Dazu braucht man
mathematische Erfahrung, um die Inferenzregel richtig zu verstehen. Der zweite
Schritt legt zu R eine Menge Ig C X fest, die als die durch die Inferenzregel defi-
nierte Menge zu verstehen ist. Den zweiten Schritt kénnen wir vollstandig formal
beschreiben. Dabei werden wir die Menge I ohne Rekursion definieren. Wir
fihren also eine rekursive Definition mit Inferenzregeln auf eine nicht-rekursive
Definition zurlck.
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Sei X eine Menge und R eine Menge von X-Regeln. Dann definieren wir eine
Funktion

P(X) = P(X)
R(A)={x |3B: (B,x) e RABCA}
Die Menge R(A) enthalt offensichtlich genau die Elemente, die man durch ein-
maliges Anwenden einer Regel in R aus den Elementen von A ableiten kann.

Offensichtlich ist R beziiglich der Inklusionsordnung auf & (X) monoton. Also
haben wir

B < RW@) < R2@) C ...

Machen Sie sich jetzt klar, dass R"(#) genau die Elemente enthalt, fiir die man
einem Ableitungsbaum mit einer Tiefe kleiner als n angeben kann.

Die Menge Ir kdnnen wir jetzt wie folgt definieren:
Ik € JR'®)
ieN

Offensichtlich enthélt 1z genau die Elemente, die man mit den Regeln aus R
ableiten kann.

Proposition 4.4.1 Sei X eine Menge und R eine Menge von X-Regeln. Dann ist
R eine stetige Funktion £ (X) — &£ (X) (bezliglich der VPO (£ (X), C)).

Beweis  Wir wissen bereits, dass R monoton ist. Sei Ag € A; C ... eine
aufsteigende Kette in & (X). Wir missen die folgende Ungleichung zeigen:

R A) < [ JReAD
ieN ieN

Seix € R(UIeN Aj). Dann existiert eine Regel (B,x) € Rmit B C U,eN Ai.
Da B endlich ist, gibt es ein n, so dass B C A,. Also x € R(A,) C Uien R(A).
]

Beachten Sie, dass der Beweis ausnutzt, dass jede Regel nur endlich viele Pré-
missen hat.

Sei X eine Menge und R eine Menge von X-Regeln. Wir sagen dass eine Menge
A C X unter R abgeschlossen ist genau dann, wenn R(A) C A.

Der Fixpunktsatz liefert uns jetzt die folgende Proposition.
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Proposition 4.4.2 Sei X eine Menge und R eine Menge von X-Regeln. Sei fix
der Fixpunktoperator der VPO (£ (X), C). Dann gilt:

1. 1g = fix(R) = R(IR).

2. lg ist die kleinste Teilmenge von X, die unter R abgeschlossen ist.

4.5 Fallstudie: Rekursive Definition von partiellen
Funktionen

Seien X und Y Mengen. Da es mathematisch gesehen einfacher ist, mit tota-
len statt mit partiellen Funktionen zu arbeiten, représentieren wir die partiellen
Funktionen in

X =Y

durch die totalen Funktionen in
X—=>Y,

wobei
v, ¥yulL

und _L ein einmal gewdahltes Objekt ist, das kein Element von Y ist. Eine partielle
Funktion f € X — Y représentieren wir dabei durch die totale Funktion

freX —>YJ_
f'x)=ifdy e Y: f(x) =y then f(x)else L

Das bedeutet, dass
f'(x) =L

genau dann gilt, wenn f auf x undefiniert ist.

Wir definieren jetzt auf X — Y eine binédre Relation wie folgt:
f<g & vxeX: foO=1v X =gX).

Proposition 45.1 (X — Y, <) ist eine VPO mit dem Kleinsten Element

Ax e X.1l. Wenn fo < f; < ... eine aufsteigende Kette in X — Y, ist,
dann ist
falls3i: fi(x) = Y

1 fallsvi: fi(x) =L

die kleinste obere Schranke fir die Kette.
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Beweis Offensichtlich ist < eine partielle Ordnung auf X — Y. Es ist auch
klar, dass A x € X . L das kleinste Element ist. Sei

fo< fi<...

eine aufsteigende Kette in X — Y. Die Definition der Ordnung erzwingt, dass
sich die Glieder der Kette nur dadurch unterscheiden, dass spatere Glieder flr ein
X € X statt dem bisherigen L einy € Y liefern dirfen. Wenn ein Glied fir ein
X € X bereits ein y € Y liefert, mussen alle nachfolgenden Glieder fir x genau
dieses y liefern. Damit ist die Definition der Funktion f zulé&ssig und es muss
sich um die kleinste obere Schranke handeln. O

Stellen Sie sich jetzt vor, dass wir eine Funktion f € X — Y durch eine rekur-
sive Gleichung
fx) € a

definieren wollen. Wir haben bereits am Beispiel von Standard ML gesehen, dass
wir diese Definition mit dem Funktional

FeX—=Y)— X—=Y)

F(fy=AxeX.a

in eine rekursive Definition im FP-Format umschreiben kdnnen:

f ¥ Eh

Betrachten Sie nun die wie folgt definierten Funktionen f; € X — Y :

fi=F(xeX.Ll)

f,=F(f) =F2(Ax € X. 1)

fa=F(f) =F3AxeX. 1)

fo=F(fi_) =F"(Ax e X. 1)
Machen Sie sich klar, dass die rekursiv definierte Funktion f bis zur Rekursi-
onstiefe n — 1 genauso ,rechnet” wie die Funktion f,. Ab der Rekursionstiefe n
verwendet f, jedoch die Funktion A x € X . L anstelle von f. Wenn f(x) mit

einer Rekursionstiefe kleiner n ,,berechnet” wird, gilt folglich f,(x) = f(x). Je
groler wir also n wéhlen, desto besser approximiert f, die Funktion f.

Wir werden nur rekursive Definitionen betrachten, fiir die das Funktional F mo-
noton ist (beziglich der VPO (X — Y, <)). Dann haben wir eine aufsteigende
Kette

FOx e X. L)< FlaxeX.l)<F?’xeX.l)<...
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in X — Y. Aus der obige Uberlegung folgt jetzt, dass die kleinste obere Schran-
ke dieser Kette genau die Funktion ist, die wir intuitiv mit der Definition

fox) Ea

definieren wollen.

Damit konnen wir die rekursive Definition
fox) Ea
durch die nicht-rekursive Definition

f €] |Faxex. b
ieN
ersetzen. Dabei setzen wir voraus, dass das Funktional F monoton ist. Wenn wir
zusétzlich verlangen, dass F stetig ist, liefert uns der Fixpunktsatz
f € |FxeX. 1) = fix(F) = F(fix(F))
ieN

Dabei ist fix der Fixpunktoperator der VPO (X — Y, <).

4.6 Zusammenfassung

Wir haben drei Schemata kenngelernt, die rekursive Definitionen auf nicht-
rekursive Definitionen zuriickfihren:

1. Rekursive Prozedurdeklarationen in Standard ML kénnen mit einem Fix-
punktoperator auf nicht-rekursive Deklarationen zurlickgefiihrt werden.
Allerdings wird der Fixpunktoperator als rekursive Prozedur deklariert.

2. Rekursive Definitionen von Mengen mit Inferenzregeln kénnen auf nicht-
rekursive Definitionen der Form

g & R @)
ieN

zurUckqerhrt werden. Dabei wird vorausgesetzt, dass eine Grundmenge
XmitR € £(X) - £ (X) apriori gegeben ist. R ist stetig und I ist der
kleinste Fixpunkt von R.
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3. Rekursive Definitionen von Funktionen in X — Y koénnen auf nicht-
rekursive Definitionen der Form

f €] |Faxex. L
ieN

zuriickgefiihrt werden. Dabei muss das Funktional F monoton sein.
Wenn F zudem stetig ist, ist f der kleinste Fixpunkt von F.

Bei den Schemata (2) und (3) wir Rekursion auf die Iteration einer Funktion und
die Existenz von kleinsten oberen Schranken zuriickgefiihrt. Diese Iterationen
kann man auch als eine primitive Form von Rekursion ansehen, die mathematisch
gut beherrschbar ist.

Im Folgenden verwende wir 4 rekursive Definitionsprinzipien:

1. Definitionen von syntaktischen Mengen durch abstrakte Grammatiken.
Diese Definitionen lassen sich im Prinzip auf Schema (2) zurlickfuhren,
allerdings muss man dann eine Grundmenge X a priori angeben, wofir
man wieder Rekursion benétigt.

2. Definition von totalen Funktionen auf syntaktischen Mengen durch struktu-
relle Rekursion (siehe Abschnitt(3.2). Dieses Definitionsprinzip verwenden
wir stets fur denotationale Semantiken.

3. Definition von Mengen gemaR Schema (2). Dieses Definitionsprinzip ver-
wenden wir stets fur operationale Semantiken.

4. Definition von Funktionen gemaR Schema (3). Dieses Definitionsprinzip
verwenden wir zusatzlich zu Prinzip (2) fir denotationale Semantiken von
Sprachen, die ein Rekursionskonstrukt enthalten (zum Beispiel rekursive
Prozedurdeklarationen oder Schleifen).

Zu den Definitionsprinzipien (1) und (2) gehort die Beweistechnik strukturelle In-
duktion. Zu Definitionsprinzip (3) gehort Regelinduktion. Zu Definitionsprinzip
(4) gehort natarliche Induktion (also Induktion fur N).
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Kapitel 5

Programme mit Schleifen

Wir betrachten jetzt eine einfache imperative Programmiersprache IMP. IMP hat
keine Prozeduren und nur den Typ int. Verglichen mit AA hat IMP ein wichti-
ges neues Konzept, ndmlich Schleifen. Schleifen stellen eine einfache Form von
Rekursion zu Verfugung, die man Iteration nennt. Die Syntax und die opera-
tionale Semantik von IMP lassen sich ohne Schwierigkeiten mit den Konzepten
definieren, die wir bei AA kennengelernt haben. Dagegen erfordert die denotatio-
nale Semantik von IMP eine neue ldee, da die Denotation von Schleifen mithilfe
von rekursiv definierten Funktionen definiert werden muss. Diese Definitionen
haben wir in Abschnitt'4.5/gut vorbereitet. Es ist jetzt nicht mehr ganz so einfach,
die Ubereinstimmung der denotationalen und operationalen Semantik zu zeigen.

Lesematerial

[Winskel, Kapitel 2 und 5]

5.1 Syntax und operationale Semantik von IMP

Die Syntax von IMP definieren wir in Abbildung 5.1 bis auf Kleinigkeiten so wie
Winskel. Wir wollen IMP als eine Teilsprache von C oder Java verstehen.

Fir die Semantik von IMP bendtigen wir genau wie bei AA Funktionen
ceX=Lloc—Z Zustand

die wir diesmal Zustande nennen.

Die operationale und die denotationale Semantik von arithmetischen und bool-
schen Ausdriicken wird analog zu AA definiert. Dabei ist zu beachten, dass die
Semantik von boolschen Ausdriicken erst definiert werden kann, nach dem die
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n e Z Zahl
X € Loc Lokation
€ Aexp = Arithmetischer Ausdruck

n| x| —al ag+a

b € Bexp = Boolscher Ausdruck
true | false | a; <ay| —b|
bl AN bz

¢ € Com = Kommando

skip| X:=a| cy;Co |
if b then cq else ¢ |
whilebdoc

Abbildung 5.1: Syntax von IMP

Semantik von arithmetischen Ausdriicken definiert ist. Im folgenden werden wir
lediglich die Denotationsfunktionen

Aechexp—> X —7Z
BeBexp—> X —>B

verwenden. Dabei ist B = {0, 1}.

Die operationale Semantik von Kommandos definieren wir in Abbildung 5.2 als
eine Relation

ockFc=0 < {(0,6,6)e0SC ¥ xComx X

die genau dann erfullt sein soll, wenn die Ausfiihrung des Kommandos ¢ mit dem
Anfangszustand o mit dem Endzustand o’ terminiert. Mit Schleifen kénnen wir
offensichtlich divergierende Programme schreiben, zum Beispiel

while true do skip

Die Regeln in Abbildung 5.2 formulieren direkt unsere operationalen Vorstellun-
gen Uber die Ausfiihrung von Kommandos. Wir werden gleich sehen, dass die
denotationale Semantik nicht so einfach zu verstehen ist. Die operationale Se-
mantik eignet sich bei IMP also besonders gut als definierende Semantik.
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ocEX Alalo =n o' =o[n/X]
obkskip=o ocFX:=a=o0'

ockFci=0" o'Fcy=0"
ok C;Co=a”

Blblloc =0 otFcr=0’ Blblloc =1 oFci =0
o Fifbthencyelse ¢, = o’ o Fifbthencq else ¢c; = o’
Blblec =0

ocF~whilebdoc= o

Blbllo =1 oFc=0" ¢’ +whilebdoc= ¢"
o Fwhilebdoc = o”

Abbildung 5.2: Operationale Semantik von Kommandos

5.2 Denotationale Semantik von Kommandos mit
Standard ML

Bevor wir die denotationale Semantik von Kommandos mathematisch definieren,
werden wir sie zuerst in Standard ML implementieren. Das hat den Vorteil, dass
wir mit einer vertrauten Notation arbeiten und die Semantik ausfiihren kénnen.
Zudem konnen wir uns durch Experimente von der computationalen Korrektheit
der Semantik Uberzeugen.

Wir nehmen an, dass wir die Syntax und Semantik von Ausdriicken bereits im-
plementiert haben:

type |l oc

type state = loc -> int

val update : state * loc * int -> state
type aexp

type bexp

val evala : aexp -> state -> int

val evalb : bexp -> state -> boo

Die Syntax von Kommandos implementieren wir wie folgt:
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dat at ype com =
SKI P
| ASSICGN of loc * aexp
| SEQ of com* com
| IF of bexp * com* com
| WHILE of bexp * com

Wir schreiben jetzt eine Prozedur

evalc : com-> state -> state

deren Anwendung auf ein Kommando eine Prozedur liefert, die die Denotation
des Kommandos berechnet. Die Denotationen von Kommandos verstehen wir
vorerst als partielle Prozeduren

X=X

Wie flr eine denotationale Semantik erforderlich, definieren wir evalc durch
strukturelle Rekursion iber com:

fun while (beta, phi) =
| et
fun iter s = if beta s then iter (phi s) else s
in
iter
end

fun evalc SKIP
| evalc (ASSI G\(x, a))
| evalc (SEQ(c1,c2))
| evalc (I1F(b,cl,c2))

(fn s =>5s)

(fn s => update(s, x, evala a s))

(fn s => evalc c2 (evalc cl1 s))

(fn s = if evalb b s then evalc cl1 s
el se evalc c2 s)

while (evalb b, evalc c)

| evalc (WHI LE(b, c))

Die Anwendung der Hilfsprozedur whi le liefert ein rekursive Prozedur iter,
die die Denotation der entsprechenden Schleife berechnet.

Als Néchstes definieren wir 1ter mit dem Fixpunkt-Operator statt mit Rekursi-
on:

fun while (beta, phi) =
fix (fniter =>fn s =>if beta s then iter (phi s) else s)

Jetzt schieben wir die Anwendung von Fix in die Definition von evalc:

fun gamma (beta, phi) =
fniter =>fn s => if beta s then iter (phi s) else s
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fun evalc SKIP
| evalc (ASSI G\(x, a))
| evalc (SEQ(c1,c2))
| evalc (1F(b,cl,c2))

(fns =>5s)

(fn s => update(s, x, evala a s))

(fns => evalc c2 (evalc cl1 s))

(fns == if evalb b s then evalc cl1 s
el se evalc c2 s)

fix (ganmma (evalb b, evalc c))

| evalc (WHI LE(b, c))

Damit haben wir eine gute Vorlage fur die mathematische Definition der denota-
tionale Semantik von Kommandos.

5.3 Denotationale Semantik von Kommandos
mathematisch

Da es mathematisch gesehen einfacher ist, mit totalen statt mit partiellen Funktio-
nen zu arbeiten, repréasentieren wir die Denotationen von Kommandos jetzt durch
Funktionen

¢,1ﬁ€2—>2l
wobei
Y, =XUL

und _L ein einmal gewéhltes Objekt ist, das kein Element von X ist. Dabei bedeu-
tet

oo =L

dass die Ausfuhrung des Kommandos mit der Denotation ¢ fir den Anfangszu-
stand o divergiert.

In Abschnitt|4.5/haben wir eine partielle Ordnung auf ¥ — X, definiert, mit der
¥ — X, eine VPO bildet. Sei

fixe[(E=>Z)>E->Z)]—> (- X))

die Funktion, die jeder stetige Funktion ihren kleinsten Fixpunkt zuordnet. Damit
haben wir eine R-Struktur

=2, [(E—=>2)—> (- )] fix)

Abbildung 5.3 definiert die denotationale Semantik von Kommandos mathema-
tisch. Die Definition folgt der Implementierung in Standard ML, behandelt aber
Divergenz explizit. Damit die Definition zul&ssig ist, missen wir nattrlich noch
zeigen, dass wir den Fixpunkt-Operator fix tatséchlich auf eine stetige Funktion
anwenden.
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CeCom— (X — X))
Clskipl = Ao .o
CIX :=a] =Aro.ol[Ala]o/X]
Clici;col = Ao . if C[[c1]lo = L then L else C[[ca]I(Clici]lo)
C[lif bthen cq else ¢o]] = Ao . if B[b]lo = 0 then C[[c,]lo else Cl[c1]lo
C[while b do c] = fix (I'(B[b], Clcl))

Fre@—-BxEZ—->Z)>((Z—-2)—>&— X))
I'B,¢) =1y .ro.if Bo =0then o else if po = L then L else ¥ (¢po)

Abbildung 5.3: Denotationale Semantik von Kommandos

Proposition 5.3.1 Sei e X — Bund¢ € ¥ — X,. Dannist

ye(X—>X)—> (22— X))
yy = Ao .if Bo =0then o else if o = L then L else ¢ (¢po)

stetig.

Beweis Die Monotonie von y ist offensichtlich. Wir missen also nur noch die
Distributivitdt von y zeigen. Sei ¢9 < ¢1 < ... eine aufsteigende Kette und
o € X. Es genugt zu zeigen, dass

v(| [¢no =1 v v |eo = |yene
ieN ieN ieN
gilt. Sei
y(| oo # L ()
ieN
Wir unterscheiden zwei Félle:

1. Bo =0. Dann yyro = o fur alle . Also
y(| [¢no =0 =( |rene

ieN ieN
2. Bo = 1. Dann folgt po # L mit (x). Also yvo = ¥ (¢o) fur alle .
Also gibt es ein n mit

L#y( oo =( |o)(@0) = ¢n(d0) = y¢no = (|_|ydio

ieN ieN ieN U
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5.3 Denotationale Semantik von Kommandos mathematisch

Schauen Sie sich diesen Beweis genau an. Er benutzt viele wesentlichen Eigen-
schaften der VPO (X — X, <).

Da wir die Denotation von Schleifen auch mit
Clwhile b do c] = |_|(F(£[[b]], Clcl)' (ro e =. 1)
ieN
beschreiben kdnnen, ist der Einsatz der Konzepte Stetigkeit und Fixpunktopera-
tor nicht zwingend. Es genigt, die VPO (X — X, <) zu verstehen. Winskel

waéhlt diese mathematisch elementarere Beschreibung fiir seine denotationale Se-
mantik von IMP. Zudem verwendet er statt der VPO (X — X, <) die VPO
(¥ — X, C) der partiellen Funktionen von X nach X. Unsere Verwendung von
totalen Funktionen von ¥ nach ¥, und des Fixpunktoperators erfordert etwas
mehr mathematisches Ristzeug, liefert daftir aber eine Formulierung, die fiir Be-
weise besser geeignet ist. Hier ist eine Kostprobe.

Proposition 5.3.2 Sei b € Bexp und ¢ € Com. Dann
C[while b do c] = €fif b then c¢; while b do ¢ else skip]
Beweis Seio € X. Dann:

C[while b do cJlo = fix (I'(B[b], C[cD)) o

= (['(B[b], Clch) (fix (C(BIb], Clch)) o
= (I'(B[b], €elcl)) (ewhile b do c]) o
= if B[b]lo =0theno

else if G[[c]loc = L then L

else (C[while b do c])(Clclo)

= if B[b]lo = 0 then C[skip]o

else C[c; while b do cJo
= C[if b then c; while b do ¢ else skip]o

Die zweite Gleichung folgt aus der Fixpunkteigenschaft von fix, alle anderen
Gleichungen folgen direkt aus den Definitionen. O

Die Implementierung der denotationalen Semantik in Standard ML unterscheidet
sich gegenuber der mathematischen Formulierung dadurch, dass die Prozedur,
die die Denotation eines Kommandos berechnet, divergiert, falls das Komman-
do divergiert. Es stellt sich die Frage, ob man die denotationale Semantik so
implementieren kann, dass die fur ein Kommando berechnete Prozedur immer
terminiert, also fur den Fall, dass das Kommando divergiert, einen Wert liefert,
der L représentiert. Wir werden spater sehen, dass dies unmdglich ist, da das
Halteproblem von IMP unentscheidbar ist.
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5.4 Ubereinstimmung der operationalen und
denotationalen Semantik

Da wir die denotationale Semantik von IMP mit einigem neuerworbenen mathe-
matischen RUstzeug konstruiert haben, ist die Ubereinstimmung der denotatio-
nalen mit der operationalen Semantik jedenfalls nicht offensichtlich. Wir fuhren
den Beweis in zwei Teilen.

Proposition5.4.1 Vo e X Vce ComVo' € X: o ¢ = ¢’ = C[clloc =0’

Beweis  Durch Regelinduktion tber die Definition der operationalen Semantik.
Nur die Beweise fir die Regeln fiir Schleifen zeigen verglichen mit AA Neu-
es. Daher geben wir nur die Beweise fir diese beiden Regeln und die Regel fir
Sequentialisierung an.

1. Regel fur Sequentialisierung. Wir nehmen an:
Clcillo =0’ A Ccollo’ =a”
Wir miissen zeigen:
Clicy; c2llo = o”
Das folgt mit der Definition von ¢ und den Annahmen:

Cllcy; collo = if Cllc1]lo = L then L else C[call(Cllc1]lo)
= C[czl(Clcalo)

— O_//
2. Erste Regel fur Schleifen. Wir nehmen an:
B[blloc =0
Wir miissen zeigen:
Clwhilebdoc]o =0

Das folgt mit den Definitionen von €, der Fixpunkteigenschaft der Defini-
tion von I" und der Annahme:
Cliwhile b do cJlo = fix (['(B[b], Clcl)) o

= (I(B[b], elch) (fix (I'(Bbl, Clcl))) o
= if B[[b]lo =0theno else ---

=0
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5.4 Ubereinstimmung der operationalen und denotationalen Semantik

3. Zweite Regel fir Schleifen. Wir nehmen an:
Blbllo =1 A C[cllo =o' A C[while bdoc]o’ ="
Wir miissen zeigen:
C[while b do c]jo ="

Das folgt mit den Definitionen von €, der Fixpunkteigenschaft der Defini-
tion von I" und den Annahmen:
Cliwhile b do cJlo = fix ('(B[b], Clcl)) o
= (D(BIb], Clch) (fix (T(BIb], Clch)) o
= if B[[b]o =0theno
else if G[[c]o = L then L
else (fix (I'(BIbI, Clcl))) (Clclo)

= fix (C(B[b], Clcl)) o’

= C[while b do c]¢’

_ " O

Beachten Sie, dass dieser Beweis die Fixpunkteigenschaft verwendet. Wir profi-
tieren also davon, dass wir gezeigt haben, dass I" stetige Funktionen liefert (Pro-

position |5.3.1).

Proposition 5.4.2 Vo € ¥ Vc e ComVo’' € &: C[cllo =o' = o+ Cc= 0’

Beweis  Durch strukturelle Induktion tber Com. Wer benétigen also einen Be-
weisteil fur jede Gleichung der denotationalen Semantik. Interessant ist der Be-
weisteil fiir Schleifen, die restlichen Beweisteile sind einfach und analog zu AA.
Wir zeigen die Beweisteile fir Sequentialsierung und Schleifen.

1. Sei C[[cy; colo = o, Es genligt zu zeigen, dass ein o” € X existiert mit
cokFci=0"ANd"Fcy=0’
Mit der Annahme und der Definition von € folgt:
o' = C[cy; C2llo
= if C[[c1]lo = L then L else C[co](Clcilo)
= Clczl(Clcallo)
Also existiert ein o” mit
Clcillo =o” A Clcslloe” =06’
Jetzt liefert die Induktionsannahme

oFci=0"ANd"Fcy=0'
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2. Sei Cwhile b do c]jo = o’. Wir missen zeigen, dass
o Fwhilebdoc= o’

gilt. Zuerst bekommen wir mit der Annahme sowie der Definition von €
und des Fixpunktoperators:

o’ = C[while b do c]lo
= fix (C(B[b], Clcl)) o

= (_|r @bl eren)to. 1)) o

ieN
Folglich gibt es ein n € N mit
o' = (L(BIb], Clc)(ro. L))o
Also geniigt es zu zeigen

VneNVo e ¥ Vo' € X
o' = (T(B[b], Clc))"(Lo.L)o = o+ whilebdoc= o’

Dies Behauptung zeigen wir durch Induktion tber n € N.

a) Sein = 0. Dann ist die Implikation trivialerweise erfullt, da o’ # L.

b) Sein > 0. Dann

o' = (I'(B[b], Clc])"(ro. L))o
= ([(B[b], Clcl) (C(BIbl, el (o. L))o

Wir unterscheiden jetzt zwei Félle:

i. Sei B[[b]Jo = 0. Dann o = ¢’ nach Definition von I". Also folgt
o = while b do ¢ = o’ mit der ersten Regel fur Schleifen.

ii. Sei B[[b]o = 1. Dann folgt aus der Definition von I", dass ein
o’ existiert mit

o” = C[clo
und

o' = (I'(B[b], Clch)" *(ro.L)o”
Mit der duReren Induktionsannahme folgt

okc=0o"

54 12.7.2000



5.4 Ubereinstimmung der operationalen und denotationalen Semantik

Mit der inneren Induktionsannahme folgt
o” +whilebdoc= o’

Also haben wir ¢ = while b do ¢ = ¢’ mit der zweiten Regel
fur Schleifen.

O

Dieser Beweis kommt ohne die Fixpunkteigenschaft aus. Wir benétigen lediglich
die Konstruktion des kleinsten Fixpunktes.

Aus der Ubereinstimmung der Semantiken bekommen wir sofort eine wichtige
Eigenschaft der operationalen Semantik.

Korollar 5.4.3 Fur jedes Kommando ¢ € Com und jeden Zustand o € X gibt es
héchstes einen Zustand o’ € ¥ mito ¢ = o',
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Kapitel 6

Formeln mit Quantoren

Wir betrachten jetzt eine logische Sprache ASSN, mit deren Formeln man Aus-
sagen Uber ganze Zahlen formulieren kann. Hier ist ein Beispiel:

VXe€ZVYyeZIzel: X+1=Y

Die wichtigsten Konzepte, die wir am Beispiel von ASSN kennenlernen, sind
Quantifizierung, Abkurzungen, Expressivitat und Substitution. Auferdem fih-
ren wir die in der Logik gebrduchliche Unterscheidung zwischen Objekt- und
Metaebene ein. Schlieflich definieren wir die in der Logik gebrduchlichen |=-
Notationen und Sprechweisen ein. ASSN ist ein Vertreter der Familie der préadi-
katenlogischen Sprachen, die wir spéter genauer betrachten werden.

Lesematerial

[Winskel, Kapitel 6]

6.1 Definition von ASSN

Abbildung 6.1 zeigt die Definition von ASSN. Die Definition erfolgt relativ zu
einer Menge Loc, deren Elemente wir im Kontext von ASSN als Variablen be-
zeichnen. Die Syntax unterscheidet zwischen Termen und Formeln, die den arith-
metischen und booleschen Ausdriicken von IMP entsprechen. Neu ist die exis-
tenzielle Quantifizierung. Die Belegungen von ASSN entsprechen den Zusténden
von IMP. Die Semantik von Termen und Formel wird denotational definiert.

Die Formeln von ASSN sind alte Bekannte. Sie formalisieren Notationen, die wir
routinemé&Rig benutzen, wenn wir mathematische Aussagen aufschreiben. Neu ist
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6 Formeln mit Quantoren

n € Kon = Z
X,Y,Z € Loc
a e Ter =
n
| X
| ar+a
| ai*ap
A, B,C € Assn =
ap < ap
| AL A A
| —A
| XA
o € ¥ = Loc— 7Z
B = {0,1}

TeTer— X > 7

Konstante
Variable

Term

Konstante
Variable
Summe
Produkt

Formel

Vergleich

Konjunktion

Negation

existenzielle Quantifizierung

Belegung

boolescher Wert

TInlloc = n

TIXJe = oX
Tlar+azllc = Tlailloc + Tlazllo
Tlay xazllc = Tailo - T[azle

DeAssh— X — B

Dla; < az]lo = if T[aillo < T[az]lo then 1 else 0
DAL A Arllo = min {:D[[Aﬂ]o‘, i)[[Az]]O‘}

DI[—-Allec = 1-D[A]o

D[AXAJec = max { D[Al(c[n/X]D |neZ}
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Abbildung 6.1: Syntax und Semantik der Sprache ASSN
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6.2 Abkirzungen und Expressivitat

—-a — —lxa
true —» 0<1
false — 1<0
dp=a > ar<axAady=<a;
aa<a P~ a<aA—-(@ =ap
AiVvVA — —'(—1A1 AN —'Az)
A=A > —-AIVA
Al — A > Al AANA=S A
VXA +— —3IX(—A)

Abbildung 6.2: Abkiirzungen fiir ASSN

nur, dass wir diese Notationen jetzt als logische Sprache formalisiert haben. In
mathematischer Notation wirden wir statt

IXG+X=3)
allerdings
X eZ: 5+x=3

schreiben, um den Wertebereich der quantifizierten Variable x anzugeben. Bei
den Formeln von ASSN ist dies nicht erforderlich, da der Wertebereich Z in
ASSN eingebaut ist.

Mit ASSN konnen wir mathematische Aussagen als Formeln formulieren. Man
spricht von einer Formulierung auf Objektebene. Die direkte Formulierung von
mathematischen Aussagen mit den tiblichen mathematischen Notationen bezeich-
net man dagegen als Formulierung auf der Metaebene.

6.2 Abkirzungen und Expressivitat

Abbildung [6.2/zeigt einige Abkirzungen fir ASSN. Diese Abkiirzungen werden
fur die konkrete Syntax von ASSN vereinbart. Wenn wir beispielsweise die No-
tation

VXYY @EZ(X+Z =Y)))
als eine Formel von ASSN interpretieren, meinen wir damit stets die Formel

—3IX(=—3Y (=3IZ(X + Z =Y)))
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6 Formeln mit Quantoren

Alternativ konnen wir die Abkiirzungen in Abbildung [6.2/auch direkt als Terme
und Formeln von ASSN definieren. Das hat aber den Nachteil, dass alle auf
ASSN aufbauenden Definitionen und Beweise komplizierter werden, da sie die
zusétzlichen Varianten behandeln missen. Die zusétzlichen Varianten bringen
aber fir unsere Zwecke nichts Neues, da sich ihre Denotationen entsprechend
den Abkilrzungsregeln auch mit den Grundvarianten ausdriicken lassen.

Betrachten Sie die Menge
def
DA = {D[A] | A € Assn}

die aus allen Funktionen in ¥ — B besteht, die sich mit Formeln aus Assn be-
schreiben lassen. Aus mathematischer Sicht sind die Elemente von DA das We-
sentliche und die Formeln in Assn sind lediglich eine Hilfskonstruktion, mit der
sich die Elemente von DA beschreiben lassen. Wenn die Elimination einer syn-
taktischen Variante nicht dazu fuhrt, dass DA kleiner wird, ist diese Variante aus
mathematischer Sicht redundant. Die syntaktischen Varianten von ASSN (siehe
Abbildung sind in dem Sinne minimal gewahlt, dass das Weglassen einer
Variante stets dazu fihrt, dass DA echt kleiner wird. Die Menge DA kann man als
Expressivitat der Sprache ASSN bezeichnen. Weglassen von syntaktischen Va-
rianten kann also die Expressivitat verkleinern, Hinzufiigen kann sie vergrofiern
(gemaéR der Inklusionsordnung auf £ (X — B).

6.3 Notationen und Sprechweisen

Fir die Formeln von ASSN verwenden wir die folgenden Notationen und Sprech-
weisen:

oA & serfillt A & DAl =1

=A & Agilig &y Voes: o= A
AEB & AstarkeralsB & VoeX: o EA=oEB
AEHB & AaquivalentB <L 9[A] = DIB]

Machen Sie sich klar, dass = eine reflexive und transitive Relation auf Assn ist,
und dass H eine Aquivalenzrelation auf Assn ist. Offensichtlich gilt fiir beliebige
A, B € ASSN:

AEB «<— EA=B < VoeX: D[Aloc < D[Blo

Sei A € Assn und sei « die A entsprechende Aussage auf der Metaebene (also in
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6.4 Bindungsstruktur

normaler mathematischer Notation). Wir haben die Semantik von ASSN gerade
so definiert, dass @ genau dann gilt, wenn = A gilt. Die Semantik von ASSN
formalisiert also das Offensichtliche.

Angesichts dieser Tatsache werden Sie sich vielleicht fragen, warum wir tber-
haupt den Aufwand treiben, ASSN formal als logische Sprache zu definieren. Ein
Grund daftr ist, dass wir in den nichsten Kapiteln einige wichtige Eigenschaf-
ten von ASSN zeigen, die alles andere als intuitiv klar sind. Fir diese Beweise
bendtigen wir eine solide Grundlage. AuRerdem ist es so, dass der Vorrat an ma-
thematischen Notationen sehr groR ist, und gerade fiir den Anfanger nur bis zu
einem gewissen Grad prézise definiert ist. Dagegen haben wir mit ASSN eine
kleine Sprache zur Verfugung, deren Syntax und Semantik streng formal bis ins
letzte Detail definiert sind.

Die Metavariable V wird im Folgenden fiir eine Menge von Formeln stehen:
V e P (Assn)

Wir werden die folgenden Notationen und Sprechweisen benutzen:

oV & serfilltv & VAeV: o= A
EV & V giltig & voex: o=V
VieVe & vistarkeralsV, <& VoeI:iobEViso =V,

Vil Ve < viaquivalentV, <5 ViE VoAV =V
Machen Sie sich klar, dass = eine reflexive und transitive Relation auf # (Assn)
ist, und dass H eine Aquivalenzrelation auf & (Assn) ist.

6.4 Bindungsstruktur

Quantifizierung in Formeln flhrt eine Bindungsstruktur zwischen Variablen ein,
die wir bereits am Beispiel von Programmiersprachen kennengelernt haben. Le-
sen Sie dazu [Programmierung, Kapitel 11.2]. Man unterscheidet zwischen de-
finierenden und benutzenden Auftreten von Variablen. In ASSN werden definie-
rende Auftreten durch eine existenzielle Quantifizierung

XA

eingefihrt. Das Auftreten von X nach dem Existenzquantor 3 ist definierend und
bindet alle freie Auftreten von X in A. Freie Auftreten sind benutzende Auftreten,
die noch durch keine Quantifizierung gebunden sind.
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Die Bindungsstruktur einer Formel kann man durch Annotationen explizit ma-
chen. Zum Beispiel kdnnen wir die Bindungsstruktur der Formel

IXX <Y AFTY(X <Y ATIX(X ZY)))
wie folgt explizieren:
IX1(X1 <Y AFY1(X1 < Y1 A TX(X2 < Y1)

Dabei werden alle definierende Auftreten von Variablen Uberstrichen. Zusétzlich
wird jedes definierende Auftreten einer Variablen mit einem fur diese Variable
eindeutigen Index versehen. Alle benutzenden Auftreten, die durch ein definie-
rendes Auftreten gebunden sind, werden mit dem Index dieses definierenden Auf-
tretens annotiert. Freie Variablenauftreten erkennt man nach dieser Annotation
daran, dass sie keinen Index tragen. In der obigen Formel gibt es also genau ein
freies Auftreten einer Variablen. Dabei handelt es sich um das erste Auftreten der
Variablen Y.

Syntaktische Varianten, die ein definierendes Auftreten einer Variable einfiihren,
heilRen Variablenbinder. ASSN hat genau einen Variablenbinder, ndhmlich exis-
tenzielle Quantifizierung. Programmiersprachen haben in der Regel viele Varia-
blenbinder. IMP ist eine triviale Programmiersprache, die keinen Variablenbinder
hat.

Durch strukturelle Rekursion kann man eine Funktion
VT € Ter — Psn(Loc)

definieren, die zu jedem Term a die Menge aller Variablen liefert, die in a auftre-
ten (vergleiche die Definition von V in Kapitel [3.2). Mit der gleichen Vorgehens-
weise kann man eine Funktion

VA € Assn — $in(Loc)

definieren, die zu jeder Formel A die Menge aller Variablen liefert, die in A auf-
treten (gebunden oder ungebunden). Wir definieren jetzt eine Funktion FV, die
zu jeder Formel A die Menge aller Variablen liefert, die in A frei auftreten:

FV € Assn — Psn(Loc)

FV(ai <a) =VT(ay) UVT(ap)
FV(A]_ AN Az) = FV(Al) U FV(Az)
FV(=A) =FV(A)
FV@E@XA) =FV(A) —{X}
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SchlieBlich definieren wir eine Funktion BV, die zu jeder Formel A die Menge
aller Variablen liefert, die in A ein definierendes Auftreten haben:

BV € Assn — $n(Loc)

BV(ay <apy) =90
BV(A]_ AN A2) = BV(A]_) @) BV(Az)
BV(—=A) =BV(A)
BV@AXA) =BV(A)U (X}

Eine Formel A heilit bereinigt genau dann, wenn die folgenden Bedingungen
erfillt sind:

1. Keine Variable hat in A mehr als ein definierendes Auftreten.

2. Keine Variable hat in A sowohl ein definierendes als auch ein freies Auf-
treten.

6.5 Substitution

Sei A € Assn eine Formel, a € Ter ein Term und X € Loc eine Variable. Dann
bezeichnen wir mit

Ala/X]

die Formel, die wir aus A erhalten, indem wir alle freien Auftreten der Varia-
ble X durch den Ausdruck a ersetzen (wir sagen auch substituieren). Hier ist ein
Beispiel:

A= XxY <Y
ALY —=1/Y]= X% =1 <(Y -1

Fur Sprachen ohne Variablenbinder ist Substitution ein sehr einfaches Konzept.
Fur Sprachen mit Variablenbindern ist Substitution jedoch etwas komplizierter,
da dann das Problem des Kaperns auftritt. Betrachten Sie dazu die Formel

A=3Y(Y +1<X)

und nehmen Sie an, wir wollen alle freien Auftreten von X durch Y ersetzen, also
ALY / X] bestimmen. Wenn wir naiv vorgehen, bekommen wir die Formel

A=Y +1<Y)
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Diese Substitution ist jedoch unzuldssig, da das von auflen kommende Auftre-
ten von Y durch den Quantor der Formel gekapert wird. Der Grund, dass man
Substitution ohne Kapern definieren will, liegt darin, dass fur Substitution aus
prinzipiellen Griinden immer die sogenannte Substitutionseigenschaft gelten soll:

VA e AssnVa € Ter VX € Loc Vo € X:
D[Ala/X]llo = D[Ale[T [allo/ X])

Fur das obige unzuléssige Beispiel ist die Substitutionseigenschaft verletzt, da fir
alleo € X:

DIEAYY +1 =<Yoo =04£1=D[FYY +1 < X)][TLYIo/X]
Wir definieren Substitution zuerst mittels struktureller Rekursion fuir Terme. Das
ist einfach, da hier das Problem des Kaperns nicht auftritt.

nfa/X] =n

Y[a/X] = ifY =XthenaelseY
(@ +ax)a/X] = aifa/X]+azfa/X]
(a1 x ap)[a/X] = azla/X] x az[a/X]

Proposition 6.5.1 Seiena,a’ € Ter, X € Locund o € ¥. Dann:
Tla@’/Xlo = Tlal(e[T [a'lo/X])
Beweis  Durch strukturelle Induktion tber a € Ter. Ubung! O

Jetzt definieren wir mittels struktureller Rekursion eine vorlaufige Substitutions-
funktion fur Formeln wie folgt:

S € Assn x Ter x Loc — Assn

S(ap < az,a,X) = afa/X] < azla/X]
S(A1 A Az, a, X) = S(Ag,a, X) AS(Aya, X)
S(—A,a, X) = —=S(A,a, X)
SAYA,a, X) = ifY = X then3Y Aelse Y (S(A, a, X))

Proposition 6.5.2 Seien A € Assn, a € Ter, X € Locund ¢ € X. Dann:
BV(A)NVT@) =0 = DI[S(A,a, X)]lo = D[Al(c[T [alle/X])

Beweis  Durch strukturelle Induktion Gber A € Assn. Wir zeigen nur den Be-
weisteil fir existenzielle Quantifizierung.

Sei A =3Y A’ und BV(A) N VT (a) = @. Wir missen
DIS(A, a, X)Jo = DIAl(c[T [allo/ X])
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zeigen. Dazu unterscheiden wir zwei Félle.
Sei X =Y. Dann:
DIS(A, a, X)]o

= D[Alo Def. von S
=ifan e Z: D[AT(o[n/Y]) then Lelse 0 Def. von D
=ifan e Z: DA T(o[T[alo/X][n/Y]) thenlelse0 daX =Y
= D[3IY Al(c[T [alle/X]) Def. von D
= DAl [T [allo/ XD

Sei X £Y. Dann:
D[S(A, a, X)]o
= DAY (S(A,a, X))o Def. von S
=ifan e Z: D[S(A,a, X)I(o[n/Y]) then 1 else O Def. von D
=ifan e Z: DA T /YT Tal(e[n/Y])/X]) then 1 else 0 Induktionsannahme
=ifan e Z: D[A1(o[n/Y][T[alo/X]) then 1 else 0 Y € VT(a)
=ifdn e Z: DA T(o[T[alo/X][n/Y]) then 1 else O X #Y
= D[3IY Al(c[T [alle/X]) Def. von D
= DAl [T [allo/ XD O

Wir haben jetzt eine Substitutionsfunktion fur Formeln, die unter gewissen Vor-
bedingungen die Substitionseigenschaft erfllt. Aus technischen Grinden ist es
aber wunschenswert, eine Substitutionsfunktion zu haben, fur die die Substituti-
onseigenschaft immer gilt.

Das Problem I&Rt sich mittels konsistenter Umbenennung von gebundenen Varia-
blen I6sen. Beispielsweise ist

3Z(Z+1<Y)
eine konsistente Umbenennung von
IX(X+1<Y)

Wir werden zeigen, dass Formel, die bis auf konsistente Umbenennung von ge-
bundenen Variablen gleich sind, die gleiche Denotation haben. Wenn wir also
einer Substitutionsfunktion erlauben, bei Bedarf gebundene Variablen konsistent
umzubenennen, kann sie die Substitutioneigenschaft uneingeschrankt erfiillen.
Allerdings miissen wir noch voraussetzen, dass es unendlich viele Variablen gibt.

Wir definieren jetzt eine Relation CR (consistent renaming)

A~A & Avariante von A’ <& (A, A') € CR C Assn x Assn
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durch die folgenden Inferenzregeln:

S(A,Y,X)=A" Y &VA(A)

IXA~3IY A
A~ A, A~ A, A~ A A~ A
ALA A, ~ A A A, —A~=A IXA ~ IXA
A/’\’A ANA// A”’\’A/
A~A A~ AN A~ AN

Die Relation ,,A ~ A’ formalisiert unsere intuitive Idee von konsistenter Um-
benennung in dem Sinne, dass A ~ A’ genau dann gilt, wenn A und A’ bis auf
konsistente Umbenennung von gebundenen Variablen gleich sind. Das gilt aller-
dings nur dann, wenn es unendlich viele Variablen gibt.

Proposition 6.5.3 Die Relation ,,A ~ A’* ist eine Aquivalenzrelation. Fur alle
A, A" € Assn gilt:

A~ A = D[A] = DIA]

Beweis Die letzten drei Inferenzregeln erzwingen, dass ,,A ~ A’* eine Aqui-
valenzrelation ist. Die zweite Behauptung folgt mit Regelinduktion und Proposi-
tion|6.5.2. 0

Definition 6.5.4 Eine Substitutionsfunktion flir ASSN ist eine Funktion
s € Assn x Ter x Loc — Assn
die die folgenden Bedingungen erfullt:

VA € Assn Va € Ter YX € Loc JA’ € Assn:
A~ A ABV(A)NVT(@) =0 = s(A,a, X) ~S(A", a, X)

Proposition 6.5.5 Wenn Loc eine unendliche Menge ist, gibt es eine Substituti-
onsfunktion fiir ASSN. Jede Substitutionsfunktion s fir ASSN erflllt die Substitu-
tionseigenschaft:

VA € AssnVa € Ter VX € Loc Vo € X:
D[s(A,a, X)Jlo = DIAl([T [allo/ X])

Wir werden im Folgenden voraussetzen, dass wir eine Substitutionsfunktion
Ala/ X] fur ASSN festgelegt haben. Welche das ist, spielt keine Rolle. Beispiele
konnen wir wie folgt schreiben:

@AYY +1=X)OIY/X]~3Z(Z+1=Y)
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6.5 Substitution

Ubrigens umgeht Winskel in seinem Buch das Kaper-Problem fiir Substitutionen
dadurch, dass er mit zwei Arten von Variablen arbeitet. Quantifizieren darf man
nur Uber die eine Art von Variable, und die zu substituierenden Terme diirfen nur
die zweite Art von Variablen enthalten.
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Kapitel 7

Programmverifikation

Eine Spezifikation sagt, was gemacht werden soll. Eine Implementierung sagt,
wie etwas gemacht werden soll. Unter einer Verifikation verstent man eine Ar-
gumentation, die zeigt, dass eine Implementierung macht was eine Spezifikation
vorschreibt.

Diese grundlegende Idee, die auf Hardware und Software angewendet werden
kann, machen wir jetzt am Beispiel der Programmiersprache IMP konkret. Dabei
sind Implementierungen stets Kommandos gemal IMP. Spezifikationen formu-
lieren wir mit den Formeln von ASSN. Gegeben IMP und ASSN koénnen wir
definieren, was es heil’t, dass eine Implementierung (ein Kommando in IMP) ei-
ne Spezifikation (ein syntaktisches Objekt von ASSN) erfullt. Damit haben wir
eine Grundlage fur Verifikationstechniken, mit denen wir beweisen kénnen, dass
eine Implementierung eine Spezifikation erfillt.

Da wesentliche Ideen dieser Konstruktion von C.A.R. Hoare entwickelt wurden
(um 1970), bezeichnet man sie auch als Hoare-Logik.

Lesematerial

[Winskel, Kapitel 6 und 7]

7.1 Spezifikationen und Korrektheit

Far IMP verwenden wir Spezifikationen, die aus einer Vorbedingung und einer
Nachbedingung bestehen. Hier ist ein Beispiel:

Vorbedingung: X>1AY >0
Nachbedingung: Z =X +Y
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7 Programmverifikation

Sei das Kommando ¢ ein Kandidat fur die Implementierung dieser Spezifikation.
Die Vorbedingung legt fest, auf welche Zustédnde ¢ angewendet werden soll. Die
Nachbedingung legt fest, welche Eigenschaften die Endzustdnde haben sollen,
die die Ausfliihrung von ¢ mit einem Anfangszustand gemaR der Vorbedingung
liefert. Wenn wir annehmen, dass ¢ die Lokationen X und Y nicht &ndert, legt die
obige Spezifikation gerade fest, dass ¢ die Summe X + Y berechnen und in der
Lokation Z ablegen soll.

Es ist zweckméRig, zwischen Termination und partieller Korrektheit zu trennen.
Partielle Korrektheit 14B8t zu, dass ein Kommando fiir zuldssige Anfangszustande
divergiert. Nur fur den Fall, dass der Anfangszustand die Vorbedingung erflllt
und das Kommando fiir diesen Zustand terminiert, muss der gelieferte Endzu-
stand die Nachbedingung erfullen. Unter totaler Korrektheit versteht man partiel-
le Korrektheit plus Termination fr alle Anfangszustande, die die Vorbedingung
erflllen. Hoare-Logik behandelt partielle Korrektheit und ignoriert Termination.

Im Kontext von Verifikation bezeichnet man die Formeln von ASSN auch als
Zusicherungen oder Assertionen. Flr Zusicherungen werden wir die folgenden
Metavariablen verwenden:

A, B,C, I € Assn

Aus technischen Griinden ist es sinnvoll, darauf zu bestehen, dass die folgenden
Beziehungen gelten:

1. Aexp C Ter und Va € Ter: «Afa] = 7 [a].
2. Bexp € Assnund Vb € Bexp: B[b] = D[b].

Bisher haben wir die Ausdriicke von IMP jedoch so definiert, dass die obigen Be-
ziehungen nicht gelten. Dieses Problem I&sst sich jedoch leicht beheben, indem
wir die Syntax von IMP an ASSN anpassen:

achAexp=n| X| ar+ay| az*xay
beBexp=a;<a;| AtAA| —A

In der Praxis ist es sinnvoll, flr Zusicherungen weitere arithmetische Operatio-
nen (zum Beispiel Exponentiation n) zur Verfiigung zu stellen. Es ist einfach,
ASSN entsprechend zu erweitern. Alle Ergebnisse dieses Kapitels gelten auch
fur entsprechende Erweiterungen von ASSN.

Eine Spezifikation ist ein Paar (A, B) aus zwei Zusicherungen A, B € Assn.
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7.1 Spezifikationen und Korrektheit

Definition 7.1.1 Ein Kommando ¢ € Com erfillt eine Spezifikation (A, B) genau
dann, wenn:

Vo,0' e X: (c=A A Ccllo =0') = o' =B

Wir fihren eine Notation ein:
= (Alc{B) <& (A)c(B)istgilig <5 cerfillt (A, B)

Die Tripel aus Assn x Com x Assn nennen wir Hoare-Tripel und schreiben sie als
{A}c{B}.

Um die Giiltigkeit von Hoare-Tripeln kompakter charakterisieren zu kénnen, de-
finieren wir eine Relation auf X, x Assn wie folgt:

Vs € X VA € Assn:
sEA & 41 = DAIs =1)

Diese Relation stimmt auf X x Assn mit der flir ASSN eingefiihrten Relation
»o = A* berein. Jetzt kdnnen wir die Giltigkeit von Hoare-Tripeln wie folgt
charakterisieren:

VA € Assn Yc € Com VB < Assn:
= {Alc{B} «—= (Mo e X: 0 = A= C[clo = B)

Wir konnen jetzt die Begriffe partielle und totale Korrektheit definieren. Ein
Kommando c¢ heil3t partiell korrekt fir eine Spezifikation (A, B) genau dann,
wenn = {A}c{B}. Ein Kommando c heif3t total korrekt flir eine Spezifikation
(A, B) genau dann, wenn = {A}c{B} und

YVoeX: oA = C[clo #L

Expressivitat von Spezifikationen

Sei ¢ ein Kommando mit
= {true}c{false}

Da die Nachbedingung false von keinem Zustand erfullt wird, bedeutet dies, dass
c fur alle Zustande divergiert. Wir haben also

Yce Com: (Vo € X: C[c]lo = 1) < [ {true}c{false}
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Nehmen Sie jetzt fur einen Augenblick an, dass die Menge Loc endlich ist. Dann
koénnen wir flr jeden Zustand o eine Zusicherung A, angeben, so dass o der
einzige Zustand ist, der A erfillt. Sei beispielsweise Loc = {X, Y} und

oc={X—1 Y2}
Dann kénnen wir
A, =(X=1AY =2
wéhlen. Damit gilt fur c € Comund 0,0’ € Z:
Clcllo = L < = {A,}c{false}
Clclle =0’ < = {A,}c{A,} A = = {A,]c{false}

Da Kommandos immer nur endlich viele Lokationen enthalten, bekommen wir
diese Aquivalenzen auch bei unendlichem Loc. Allerdings missen wir A, dann
relativ zu der endlichen Menge von Lokationen konstruieren, die in ¢ vorkommen.

7.2 Hoare-Regeln

Wir definieren jetzt mithilfe von Inferenzregeln, die als Hoare-Regeln bezeichnet
werden, eine Menge von Hoare-Tripeln. Wir werden zeigen, dass diese Menge
genau die Menge der gultigen Hoare-Tripel ist. An dieser Definition ist inter-
essant, dass sie unabhdngig von den bisherigen Semantiken fur IMP erfogt. Da
man mit der Menge der gultigen Hoare-Tripeln die Semantik von IMP beschrei-
ben kann (siehe oben), kann man die Hoare-Regeln als eine weitere Semantik fiir
IMP ansehen. Man spricht von einer axiomatischen Semantik.

Wir definieren also eine Menge AS
= {A}c{B} & (A, c, B) € AS C Assn x Com x Assh

rekursiv durch die folgenden Inferenzregeln (Hoare-Regeln):

F {A}skip{A} F{Bla/X]}X := a{B}

F{Alci{C} F {Clco{B} F{AAbjci{B} F {AA—bjcy(B}
F {A}cq; co{B} F {A}if b then ¢4 else c,{B}
{1 Ablc{l} A=A +{A){B} B EB

F {I}while b do c{l A —=b} F {A}c{B}

72 12.7.2000



7.3 \erifikationsbedingungen

Diese Definition erfolgt nach Schema (3) in Abschnitt/4.6/ Da wir AS als Teilmen-
ge der Grundmenge Assn x Com x Assn definieren, verzichten wir auf Pramissen
der Bauart A € Assn.

Die Zusicherung | in der Regel fur Schleifen nennt man Invariante. Die zuletzt
angegebene Hoare-Regel heilit Abschwachungsregel.

Satz 7.2.1 (Korrektheit der Hoare-Regeln)
Vc e ComVA, B € Assn: + {A}c{B} = &= {A}c{B}
Beweis  Wir zeigen

Vc € Com VA, B € Assn:
F{A}c{B} = (Vo,0'€Z: o A A C[cllo =0’ = o' =B)
durch Regelinduktion (ber .

1. Regel fir Sequentialisierung. Sei &= {A}c1{C} und = {C}c,{B} (Induk-
tionsannahmen). Weiter sei C[[Cy;Collo = o' und o &= A. Wir mis-
sen o’ = B zeigen. Mit der Definition von € haben wir ein o” mit
Clcillo = o” und C[collo” = o’. Mit der ersten Induktionsannahme
folgt o” = C. Mit der zweiten Induktionsannahme folgt o’ = B.

2. Regel fur Schleifen. Sei = {I A b}c{l} (Induktionsannahme). Weiter sei
Cwhile b do cJlo = o’ und o &= |. Wir missen o’ = 1 A —b zeigen.
Nach Definition von € genligt es zu zeigen:

vVneNVo € X2
o' = ([(B[b]l, Clc)"ho.L))o Aokl = =1A-Db

Dies Behauptung zeigt man leicht durch Induktion tber n € N. Ubung!

3. Die Beweisteile fir die restlichen Regeln sind leicht. Ubung! 0

7.3 \Verifikationsbedingungen

Wir entwickeln jetzt eine Methode, mit der man Kommandos verifizieren kann.
Wir geben einen Algorithmus an, der zu einem Kommando ¢ und einer Spezifi-
kation (A, B) eine endliche Menge V von Zusicherungen berechnet, so dass

=V = {Alc{B}

gilt. Die Zusicherungen in V nennt man Verifikationsbedingungen. Den Algorith-
mus nennt man Verifikationsbedingungsgenerator. Der Algorithmus funktioniert
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7 Programmverifikation

VC’' € Com x Assn — Assn x Pin (Assn)

VC'(skip, B) = (B, @)
VC'(X :=a, B) — (Bla/X], %)
VC/(C]_; Co, B) = let (A2,V2> VC/(Cz, B)

A1, V1) = VC'(c1, Ap)
A1, V1 U Vy)
A1, V1) = VC'(cy, B)

(
in (
t(
(A2, Vo) =VC'(c2, B)
(
(A
(I,

VC'(if b thencq else ¢, B) = let

in(bA A1V —=bA Ay, ViU Vy)

VC'({l}while b do ¢, B) = let
in

V)=VC'(c, I)
VU{I/\b:>A I A=b= B})

VC € Assn x Com x Assn — Psin (AssSh)
VC(A,c,B) = let (A',V)=VC'(¢c,B)inVU{A= A"}

Abbildung 7.1: Verifikationsbedingungsgenerator fur IMP

allerdings nur, wenn man jede Schleife von Hand mit einer Invariante annotiert.
Annotierte Schleifen schreiben wir als

{I}whileb do c

Zu einem Kommando ¢ mit n Schleifen berechnet der Algorithmus 2n + 1 Veri-
fikationsbedingungen. Fir jede Schleife bekommt man genau zwei Verifikations-
bedingungen.

Sei ComA die Menge der annotierten Kommandos. Um unsere Notation einfach
zu halten, benutzen wir die Metavariable ¢ sowohl fir einfache wie fiir annotierte
Kommandos. Zudem lassen wir annotierte Kommandos auch tberall da zu, wo
einfache Kommandos verlangt werden. Dabei werden die annotierten Invarianten
automatisch geltscht. Dieser notationale Trick spart uns viel Schreibarbeit.

Abbildung 7.1]zeigt den Verifikationsbedingungsgenerator fir IMP und Assn.

Satz 7.3.1 (Korrektheit von VC’) Sei VC'(c, B) = (A,V) und = V. Dann
F {A}c{B}.

Beweis  Durch strukturelle Induktion iber ¢ € Com. Sei VC'(c, B) = (A, V)
und = V. Wir geben nur die Beweisteile fiir Konditionale und Schleifen an.

1. Sei ¢ =ifbthenc; else c,. Sei VC'(cy, B) = (A1,V7) und
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7.4 VC-Methode

VC/(Cz, B) = (A,, V,). Dann A = bAAIV=DAAYUNDY =VUV,
(Definition von VC'). Also:

= {A1}c1{B} Induktionsannahme

F {Az}co{B} Induktionsannahme
F{AAb}ci{B}  Abschwéachungsregel
F {A A =b}co{B} Abschwachungsregel
F {A}c{B} Regel fir Konditionale

2. Sei ¢ ={l}whilebdoc’. Sei VC'(c/,1)=(A,V'). Dann A = | und
V=V U{l Ab= A, | A—=b= B} (Definition von VC'). Also:

= {A} {1} Induktionsannahme
F{l Ab}c/{l}  Abschwéachungsregel
F {l}c{l A —=b} Schleifenregel

F {A}c{B} Abschwéchungsregel O
Korollar 7.3.2 (Korrektheit von VC) Sei = VC(A, ¢, B). Dann - {A}c{B}.
Beweis Satz|7.3.1. O

7.4 VC-Methode

Wir kdnnen jetzt die Gultigkeit eines Hoare-Tripels wie folgt zeigen:
1. Annotiere alle Schleifen des Kommandos mit Invarianten.
2. Zeige, dass alle Verifikationsbedingungen gultig sind.

Wir bezeichnen dieses Vorgehen als VC-Methode. Als Beispiel verifizieren wir
das Hoare-Tripel:

A= {Y >0}

N:=Y;

Z =1,

while N >1do (N;=N—-1; Z:=Z7Z=xX)
B= {Z=X"}

Fir dieses Beispiel haben wir die Terme von ASSN um Exponentiation erweitert.
Als Invariante wahlen wir:

l=X"=ZxXNAN>0)

Jetzt zeigen wir die Gultigkeit der drei Verifikationsbedingungen:
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1. 1 A=(N > 1) = B. Gilt, da:

IA-(N>1) H X"=Z«XVAN=0E B

2. 1 AN>1EI1[Zx%X/Z][N —1/N]. Gilt, da:
I[Z*X/Z]IIN—=1/N]1 H (X' =(@Zx«X)* XN AN >0)[N —1/N]

H XY =@Z«X)«XN1TAN=-1>0
H XY =Z«XNAN=>1

3. A= I[1/Z][Y/N]. Gilt, da:

[[L/ZIY/N]T B XY =1 XN AN > 0)[Y/N]
H X =1xX"AY >0
HY>0

7.5 Volistandigkeit der VC-Methode

Satz 7.5.1 (Monotonie von VC’) Sei VC'(c, By) = (A1, V1), VC'(c, By) = (As, Va),
und B; = B,. Dann A; = Ao und Vq = Vo.

Beweis Durch strukturelle Induktion Uber ¢ € Com. Sei
VC'(c, B1) = (A1, V1), VC'(c, By) = (A, V), und By = By, Wir geben nur
die Beweisteile fiir Konditionale und Schleifen an.

1. Sei c = if b then c; else c,. Sei

(A1, V1) = VC'(cy, By)
(A12, V12) = VC'(c1, By)
(Az1, Vo1) = VC'(C2, B1)
(Ag2, V23) = VC'(C2, Bo)

Nach Induktionsannahme gilt A;; &= Agp und Vg = Vio sowie Ay = Ag
und Va1 = Vao. AuBerdem liefert die Definition von VC’:

(A1, V1) = (b A A v =b A Agg, Vi1 U Vyp)
(A2, Vo) = (b A A v =b A Ay, VipU V)

Also A1 = Ao und V, = V.
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7.5 \VWollstandigkeit der VC-Methode

2. Seic = {l}while b do ¢’. Sei VC'(c’, I) = (A, V). Die Definition von VC’
liefert:

(A,V) = (I, VU{l Ab= A, | A=b = B}
(A, Vo) = (I, VU{l Ab= A, | A—b = By}

Also A; = A und V4 = Vo.
]

Satz 7.5.2 (Vollstéandigkeit von VC’) Sei - {A}c{B}. Dann kann man c so mit
Invarianten notieren, dass gilt:

VA VV: VC'(c,B) = (A,V) = (AEAAEV)

Beweis  Durch Regelinduktion Uber die Hoare-Regeln. Wir geben nur die Be-
weisteile fiir die Regeln fur Sequentialisierung, Schleifen und Abschwéchung an.
Dabei bendtigen wir die gerade gezeigte Monotonie-Eigenschaft von VC'.

1. Regel flr cq;co. Sei = {A}c {C} und - {C}co{B}. Wir annotieren c,
und c, gemaB der Induktionsannahme. Sei VC’(cy, C) = (Ag, V1) und
VC'(cy, B) = (A, V,). Nach Induktionsannahme gilt = Vi U V5 sowie
A= Ajund C = Ay. Sei VC'(ca, Az) = (AL, V/). Dann

VC'(cy; €z, B) = (AL, V[ U Vy)

Nach Satz[7.5.1 gilt A; = Aj und V; = V,. Damit folgt A = A} und
= VUV,

2. Regel fir while b doc. Sei - {I ADb}c{l}. Wir annotieren ¢ geméal der
Induktionsannahme. Sei VC'(c, 1) = (A, V). Dann
VC'({I}whilebdoc, | A=b)=(l,VU{lAb= A, I A=b= | A=b})

Damit gilt die Behauptung, da die Induktionsannahme fir
VC'(c, 1) = (A, V) liefert,dass | Ab = Aund = V.

3. Abschwéchungsregel. Sei A = A’, + {A’}c{B’} und B’ = B. Wir an-
notieren ¢ gemaR der Induktionsannahme. Sei VC'(c, B’) = (A”, V) und
VC'(c, B) = (A”,V’). Nach Satz[7.5.1/gilt A” = A” und V = V'. Damit
gilt die Behauptung, da die Induktionsannahme fiir VC'(c, B’) = (A", V)
liefert, dass A’ = A” und = V. .

Korollar 7.5.3 (Vollstandigkeit von VC) Sei - {A}c{B}. Dann kann man ¢ so
mit Invarianten annotieren, dass = VC(A, c, B).

Wir wissen jetzt, dass wir der VC-Methode genau die Hoare-Tripel verifizieren
konnen, die wir mit den Hoare-Regeln ableiten kdnnen.
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7.6 Schwachste Vorbedingungen

Ein W € Assn heifst schwachste Vorbedingung (SVB) fur ¢ € Com und B € Assn
genau dann, wenn:

VoeX: (c EW < CJc]o &= B)

Eine SVB-Funktion ist eine Funktion
w € Com — Assn — Assn
flr die gilt:
Vce ComVB e AssnVo € X: (06 =wcB <= CJc]o &= B)

Proposition 7.6.1 Sei w eine SVB-Funktion. Dann gilt fir alle ¢, ¢’ € Com und
A, B, B’ € Assn:

1. = {A}c{B} < A k= wcB.
2. (Clcl = Clc'T A DIBI = DIB'l) = DlwecB] = Dwc’B].
Die Behauptungen der Proposition folgen direkt aus den Definitionen.

Wir werden zeigen, dass eine SVB-Funktion existiert. Der Beweis dieser Tat-
sache ist nicht einfach. Ein entsprechendes Resultat wurde erstmals 1978 von
Stephen A. Cook publiziert. Cook verwendete dabei Techniken, die der Logiker
Kurt Gddel um 1930 entwickelt hat.

Proposition 7.6.2 Seien w und w’ zwei SVB-Funktionen. Dann:
Vc € Com VB € Assn: wcB H w'cB

Proposition 7.6.3 Sei w eine SVB-Funktion. Dann gilt fur alle ¢, c;, ¢, € Com,
X € Loc, a € Aexp und B € Assn:

1. w(skip)B H B.
2. w(X:=a)B H Bla/X].
3. w(cy; ¢2)B H w(cy)(wezB).

w(if b thency else ¢;)B H b A weciB v —=b A we,B.

S

w(while bdo c)B H b A wc(w(while b do ¢)B) v —=b A B.
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7.6  Schwiéchste Vorbedingungen

Beweis Jede Behauptung folgt durch einfaches Rechnen. Wir zeigen hier nur
die Teilbehauptungen (2), (3) und (5). Seio € X.

Behauptung (2)

c Ew(X:=a)B <<= C[X:=aJo =B Definition von w
< o[A[a]lo/X] &= B Definition von C

<— o = Bla/X] Substitutions-Lemma
Behauptung (3)

o = w(cy;C2)B

< CJcy;c0]o =B Def. von w

<= C[ci]lo # L = Clcol(Clcillo) = B Def. von @

<= C[ci]lo # L = C[c1]lo &= wcoB Def. von w

<= C[ci]lo = wc,yB

<— o0 = wcy(wc,B) Def. von w

Behauptung (5)

o = w(while b do ¢)B

<= o = w(if b then c; while b do ¢ else skip)B Prop(7.6.1 und5.3.2
<= o =EbAw(;whilebdoc)Bv—-bAw(skip)B Teil (4)

< o E=bAw(;whilebdoc)Bv—-bAB Teil (1) 0

Satz 7.6.4 Sei w eine SVB-Funktion. Dann:
Yc e ComVB € Assn: + {wcB}c{B}

Beweis  Durch Induktion ber c € Com. Wir zeigen die Beweisteile fiir Zuwei-
sung, Sequentialisierung und Schleifen.

c=(xx:=a)
F {B[a/X]}c{B} Regel fur :=
F{w(X :=a)B}c{B} Prop.[7.6.3
¢ = (C1;C2)

F {wc,B}co{B} Induktionsannahme

F {wcq(weaB)}e{wes,B)  Induktionsannahme

F {wci(wcyaB)}cy; c2{B}  Regel fiir ;

F {w(cy; c2)B)}cy; co{B} Prop(7.6.3 und Abschwachungsregel
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¢ = (whileb do ¢’

def
| = wcB

bAalEHbAwcl Propl7.6.3

-bAl H-bAB Prop7.6.3

F{wc’l}c'{1} Induktionsannahme

= {I ADb}c'{l} Abschwéchungsregel

F{l}c{l A —=b} Regel fur while

F {wcB}c{B} Abschwachungsregel 0

Korollar 7.6.5 Wenn eine SVB-Funktion existiert, dann:

VA € AssnVc € Com VB € Assn: = {Ajc{B} = {A}c{B}

Beweis Sei w eine SVB-Funktion und = {A}c{B}. Dann A = wcB mit Pro-
position Mit dem obigen Satz folgt - {wcB}c{B}. Also folgt - {A}c{B}
mit der Abschwéchungsregel. O

Im Folgenden verwenden wir die Funktion
LC € Com — &sn(Loc)

die uns zu jedem Kommando c die Menge aller Lokationen liefert, die in ¢ vor-
kommen.

Ein Transformator fir ein Kommando ¢ € Com ist eine Funktion
T € Assn — Assn

fur die gilt:
1. VB € Assn: tB ist SVB fir c, B.
2. VB € Assn: FV(tB) C FV(B) U LC(c).

Ein Schleifenkombinator ist eine Funktion
w € Bexp x (Assn — Assn) — (Assn — Assn)
fur die gilt:

V¢ € Com Vt € Assn — Assn Vb € Bexp:
7 Transformator fiir c = w(b, t) Transformator fur while b do ¢
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7.7 Konstruktion eines Schleifenkombinators

Satz 7.6.6 Sei w ein Schleifenkombinator und sei w wie folgt definiert:

w € Com — Assn — Assn
w(skip)B =B
w(X :=a)B = Bla/X]
w(C1;C2)B = wer(wezB)
w(fbthencielsec;)B =b AweiB v —bAwcB
w(whilebdoc)B = w(b, wc)B

Dann ist wc fur alle ¢ € Com ein Transformator fir c.

Beweis  Machen Sie sich zuerst klar, dass w ordnungsgemal mittels struktu-
reller Rekursion tber ¢ € Com definiert ist. Wir beweisen durch strukturelle
Induktion tiber ¢ € Com, dass

Vce ComVB e AssnVo € X: (0 =wcB <= CJc]o E B)

Wir beschréanken uns auf die Teilbeweise fur Zuweisungen, Sequentialisierung
und Schleifen:

c=(X:=a)
o =wcB <<= o | Bla/X] Definition von w
< o[Alalo/X] = B Substitutionseigenschaft
<— C[cllc =B Definition von €
C = (C1:;C2)
o = wcB
<= o0 = wc(wc,B) Def. von w
< CJc1]lo E wcyB Induktionsannahme fiir ¢;

< C[ci1]lo # L = C[c1]lo &= wcoB
<= C[cillo # L = C[c2l(Cllcilo) = B  Induktionsannahme fiir ¢,
< C[clloc =B Definition von G

¢ = (while b do ¢’)

o0 =wctB <<= o Ew(,wc)B Def.vonw
& CJ[cJo =B Induktionsannahme fiir ¢’ O

7.7 Konstruktion eines Schleifenkombinators

Im Folgenden nehmen wir an, dass eine endliche Menge

L € Pin (LOC)
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7 Programmverifikation

von Lokationen und eine bijektive Funktion
rel—{1,...,|L]}

gegeben sind. Dabei ist |L| die Anzahl der Lokationen in L. Wir bendtigen die
folgende Notationen:
def
Yp={oeX|VXeloc—L: cX =0}
Com_ o {c € Com | ¢ enthélt nur Lokationen in L }
Assn. Z (A e Assn | FV(A) C L}
Bexp, & (b e Bexp | FV(b) C L}

Wir definieren eine Funktion

Z e X — Assng
Za:(/\X:UX)

XelL

Diese Definition ist etwas schlampig, da wir die Glieder der Konjunktion in einer
bestimmten Reihenfolge anordnen missen. Das ist aber kein Problem, da A eine
totale Ordnung auf L induziert, die wir fur die Anordnung benitzen kénnen.

Proposition 7.7.1 Vo,0' € X.: 0 =0’ < o' = Zo.
Proposition 7.7.2 Sei t ein Transformator fiir c € Com_. Dann:
Vo,0' € Z.: Clcllo =0’ < E (Zo = (1(Zo') A —t(false)))
Lemma 7.7.3 (Generatorfunktion) Es gibt eine Funktion g € Z3 — Z so dass:
VK> 1V(Xq,..., X) €Z¥Fu,v e ZVie{l,....k}: xi =g(u,v,i)
Mithilfe einer Generatorfunktion kann jedes Tupel von Zahlen durch nur zwei
Zahlen u und v reprasentiert werden (*** eine Zahl wirde reichen ***), Die
Konstruktion einer Generatorfunktion findet man in [Winskel, Kapitel 7.2]. Sie

basiert auf Godels g-Prédikat. Im Folgenden nehmen wir an, dass eine Genera-
torfunktion g gegeben ist.

Jetzt definieren wir eine Funktion

Se Zs — XL
S(u,v,i)X =if X e L then g(u, v, (i —1)|L| + A X) else O
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7.7 Konstruktion eines Schleifenkombinators

Proposition 7.7.4 Seik > 1und {0y, ..., o) € > k. Dann existieren u,v € Z
sodass oj = S(u, v, i) furallei € {1, ..., k}.

Die Proposition sagt, dass sich jedes Tupel von Zustanden in X, durch zwei Zah-
len représentieren l&sst.

Wir definieren eine Funktion

T €78 — Assn,

T, v.i)=/\ X=gU,v,({ —DIL|+1X)
XelL

Proposition 7.7.5 Seienu, v,i € Z und o € ¥, . Dann:
1. o =SWU,v,i) <= o =T(U,u,li).
2. Z(S(u,v, i) H T, v,i).
3. VAeAssn : S(u,v,i) EA < E=(TU,v,i)= A).
Der Ausgangspunkt fur die Konstruktion des Schleifenkombinators ist:

Lemma 7.7.6 Seien b € Bexp,,c € Com_, B € Assn_ und o € . Dann
Clwhile bdoc]o = B
genau dann, wenn

Vk > 1V(o1,..., oy) € If:
(o EZoi A
Vie{l,...,k—1}:

oi =b A Clcloi =0i1)
= ok =bvVvB

Beweis Die zwei Richtungen der Aquivalenz miissen getrennt gezeigt werden.
Die Richtung ,,=* zeigt man durch Induktion tber die Fixpunktkonstruktion (sie-
he den Beweisteil fiir Schleifen bei Proposition 5.4.2). Die andere Richtung zeigt
man durch Induktion Gber k. O

Wir formen jetzt die Aussage auf der rechten Seite der Aquivalenz des Lemmas
schrittweise um. Schlie8lich werden wir eine Zusicherung A € Assn_ konstru-
ieren, so dass die Aussage genau dann gilt, wenn o = A gilt. Damit ist A eine
schwéchste Vorbedingung fir while b do ¢ und B.
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Als erstes machen wir Gebrauch von der Generatorfunktion und eliminieren da-
mit die Quantifizierung Uber die Zusténde oj.

Yk >1Vu,v eZ:
[ EZ(S(U,v, ) A

Viell,...,k—1}:

Su,v,i) Eb A CLcI(S(,v,i)) =S, v,i+1)]
= Su,v,k)=bvB

Um die Aussage besser lesbar zu machen, verwenden wir auch eckige Klam-

mern. Sei  ein Transformator fiir c. Mithilfe der Propositionen und
bekommen wir:

Vk > 1Vu,v e Z:
[oc=ET,v,) A
Viell,...,k—1}:
ETuU,v,i)=bA E(TWU,v,i1)= (z(T(u,v,i+1)) A—-t(false))) ]
= ETWU,v,k)= (bvB)

Diese Aussage lasst sich noch etwas vereinfachen:

Yk >1Vu,veZ:
[c ETU,v,1) A
Vie{l,...,k—1}:
ETWu,v,i)= bAt(TWU,v,i+1)A-—-1(false))) ]
=ETU,v,k)= (bvB)

Als néchstes wollen wir die Metaquantifizierung fur i durch eine Objektquantifi-
zierung ersetzen. Dazu nehmen wir an, dass wir eine Funktion

T e Ter® — Assn,
konstruieren konnen, fir die gilt:
Vay, 8y, a3 € Ter: T (Alaillo, Alazllo, Alaslo) H T (@1, a, as)

Die Konstruktion von T gelingt mit Godels B-Pradikat (siehe [Winskel, Kapi-
tel 7.2]).

Jetzt wahlen wir eine Variable X; € Loc — L und eliminieren damit die Me-
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7.8 Zusammenfassung

taquantifizierung fur i:

Vk >1Vu,veZ:
[c ETU,v,1) A
EVX1 (L<X1A X <k—=1AT(@U, v, X))
= (b A (T, v, X1+ 1) A —z(false))) ]
= E=T®u,v,k) = (bv B)

Die in den Objektformeln frei auftretetenden Variablen sind alle in L. Wir schrei-
ben VL als Abkulrzung fir

VY]_ o .. VYm

wobei L = {Yy,..., Ym} gelten soll. Damit kénnen wir die obige Aussage wie
folgt umschreiben:

Vk >1Vu,v eZ:
coE([TW,v,)A
VLVYX1 (1< XgA Xy <k—=1AT(U, v, X1))
= (b A T(T(u, v, X1+ 1)) A =z (false)) ) |
= VL T(,v,k)=(bVvB))
Wenn wir jetzt noch die Metaquantifizierungen fir k, u, v wie vorher fur i auf die

Objektebene schieben, haben wir eine schwéchste Vorbedingung A € Assn_ fur
while b do c und B konstruiert. Also haben wir das folgende Lemma bewiesen:

Lemma 7.7.7 Seien b € Bexp,, c € Com_, B € Assn__ und t ein Transformator
fir c. Dann kann man eine Formel A € Assn_ konstruieren, so dass A eine
schwéchste Vorbedingung fiir while b do ¢ und B ist.

Satz 7.7.8 Man kann einen Schleifenkombinator konstruieren.

7.8 Zusammenfassung

Wir haben gesehen, das wir mit den Formeln von ASSN Spezifikationen fir die
Kommandos von IMP schreiben kénnen. Spezifikationen bestehen dabei aus ei-
ner Vor- und Nachbedingung. Den Begriff der partiellen Korrektheit haben wir
basierend auf der denotationalen Semantik von IMP wie folgt definiert:

= {Alc{B} < (Vo: 0 = A= CJc]o = B)
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Mit den Hoare-Regeln haben wir unabhangig von den beiden Semantiken fiir IMP
eine Relation

= {A}c{B}
definiert. Wir haben gezeigt, dass
E {Ajc{B} <= F {A}c{B}

gilt. Die Richtung von rechts nach links heil3t Korrektheit und ist einfach zu zei-
gen. Die andere Richtung heiRt Vollstandigkeit und ist nicht einfach zu zeigen.
Die Schwierigkeit kommt daher, dass wir die Semantik von Schleifen (ein Re-
kursionskonstrukt) mithilfe einer Sprache (ASSN) charakterisieren missen, die
kein Rekursionskonstrukt hat. Die Charakterisierung der Semantik von Schleifen
gelingt mithilfe von Quantifizierung.

Fir die Vollstandigkeit der Hoare-Regeln haben wir gezeigt, dass man zu jedem
Kommando ¢ und jeder Nachbedingung B eine schwéchste Vorbedingung A kon-
struieren kann, die wie folgt charakterisiert ist:

Vo: 0 = A < C|clJo =B

Mithilfe von schwéchsten Vorbedingungen kann man zu ¢, o, o’ stets eine Formel
A von IMP konstruieren (Proposition [7.7.2), fiir die gilt:

Clcllo =0’ <= E=A

Man kann also die Sematik von IMP mithilfe der Formeln von ASSN beschreiben.

Um die Verifikation der Gultigkeit von Hoare-Tripeln praktikabel zu machen,
haben wir einen Verifikationsbedingungsgenerator VC angegeben, der zu einem
mit Schleifeninvarianten annotierten Kommando ¢ und zu Formel A, B endlich
viele Formeln berechnet, so dass gilt:

= {A}c{B} <= 3JAnnotierung vonc: = VC(A,c, B)
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Kapitel 8

Berechenbarkeit

Auf den ersten Blick sieht es nicht so aus, dass man mit IMP sehr viel berechnen
kann. Dieser Eindruck ist falsch. In der Tat kann man mit IMP alles berechnen,
was Uberhaupt berechenbar ist. Das liegt im Wesentlichen daran, dass IMP mit
beliebig groRen Zahlen rechnen kann und dass Zahlen geniigen, um den Zustand
beliebiger Datenstrukturen zu codieren.

Mithilfe von IMP kodnnen wir die grundlegenden Konzepte der Berechbarkeits-
theorie formal definieren. Wir zeigen, dass das Halteproblem fiir IMP unent-
scheidbar ist und dass die Menge der gultigen Formeln von ASSN nicht testbar
ist (Godels Unvollstandigkeitssatz).

Lesematerial

[Winskel, Anhang A]

8.1 Goddelisierung

Wir zeigen jetzt, wie man Paare von Zahlen als Zahlen codieren kann. Dazu
geben wir 4 Funktionen

pair € Z x Z — N*

firsteZ - Z
second € Z — 7Z
ispair e Z — B
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8 Berechenbarkeit

an, die die folgenden Eigenschaften erftllen:

(1) Vny,ny € Z: first(pair(ng, ny)) = ng
(2) Vni,ny € Z: second(pair(ny, np)) =n,
(3) VneZ: ispair(n) =1 <= (Iny,np € Z: n = pair(ny, ny))

Wir definieren pair wie folgt:

pair(nl’ n2) — ZSg(nl) . 3|n1| . 539(n2) . 7‘”2‘
waobei

sg(n) =ifn > 0thenlelse 0

Wegen der Eindeutigkeit der Primzahlzerlegung konnen wir jetzt die restlichen
3 Funktionen wie gewiinscht definieren. Man Uberzeugt sich leicht, dass alle 4
Funktionen mit IMP berechnet werden kdnnen.

Mit derselben Technik kénnen wir auch Tupel mit mehr als zwei Komponenten
codieren. Auch Listen lassen sich als Zahlen codieren. Dazu ordnen wir der
leeren Liste die Zahl 0 zu und erinnern uns daran, dass nichtleere Listen Paare
sind.

Die gerade vorgestellte Codierungstechnik bezeichnet man als Gddelisierung
(nach dem Logiker Kurt Godel, der diese Technik entdeckt hat). Die einem Ob-
jekt o durch die Codierung zugeordnete Zahl bezeichnen wir mit #o0 und nennen
sie die Godelnummer von o.

In Kapitel 3/ haben wir syntaktische Objekte durch Tupel représentiert, die man
ausgehend von Zahlen und den Elementen von vorgegeben Mengen wie Var oder
Loc erhalten kann. Wenn wir Loc = N festlegen, sind alle syntaktischen Objekte
von IMP und ASSN Tupel, die man ausgehend von Zahlen konstruieren kann.
Das bedeutet, dass wir alle syntaktischen Objekte von IMP und ASSN mithilfe
von Godelisierung als Zahlen codieren kénnen. Wir verwenden die folgenden
Notationen:

#Com = {#c | c € Com}
#Assn = {#A | A € Assn}

8.2 Berechenbare Funktionen

Da man immer gddelisieren kann, gendigt es, Programme (das heit Kommandos
von IMP) zu betrachten, die zu einer Eingabezahl eine Ausgabezahl berechnen
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8.2 Berechenbare Funktionen

(oder divergieren). Damit wir diese Idee formal fassen kdnnen, legen wir eine
Lokation

Xo € Loc
fest und nehmen an, dass L so gewahlt wurde, dass L ¢ Z. Wir definieren

Z, =7ZU{l}
op=AXxeloc.0

FeCom—>Z—>7Z,
Flcln = if C[cl(og[n/ Xol) # L then (C[cl(ogln/ Xol)) Xp else L

Definition 8.2.1 Eine Funktion f € Z — 7, heilit berechenbar genau dann,
wenn es ein ¢ € Com gibt mit f = F[c].

Satz 8.2.2 (Universelles Kommando) Es gibt ein Kommando U € Com, so
dass:

Vce ComVn e Z: FIUJ#®#c,n)) = F[c]n

Beweis Bei U handelt es sich offensichtlich um einen Interpreter fur IMP, der
in IMP geschrieben ist. Die Konstruktion von IMP gelingt mit Standardtechniken
aus der Implementierung von Programmiersprachen. O

Beachten Sie, dass das universelle Kommando wie jedes Kommando nur endlich
viele Lokationen enthdlt. Das bedeutet, dass die Menge der berechenbaren Funk-
tionen nicht kleiner wird, wenn man fiir Loc eine hinreichend groRe aber endliche
Teilmenge von N verwendet.

Das Standardmodell fir die Formalisierung von Berechenbarkeit sind Turing-
Maschinen.  Alle bisher bekannten Berechnungsmodelle lassen sich durch
Turing-Maschinen simulieren. Das gilt auch fur Berechnugsmodelle, die realen
Computern entsprechen. Daher geht man davon aus, dass alles was berechen-
bar ist, durch Turing-Maschinen berechenbar ist (sogenannte Churchsche These).
Berechnungsmodelle, die beliebige Turing-Maschinen simulieren kénnen, nennt
man Turing-vollstandig.

Wir Giberzeugen uns jetzt davon, dass IMP Turing-vollstindig ist. Sei also eine be-
liebige Turing-Maschine gegeben. Wir kdnnen annehmen, dass die Symbole der
Turing-Maschine Zahlen sind, da es fur die Berechnung einer Turing-Maschine
keine Rolle spielt, was fir mathematische Objekte die Symbole sind. Das Band
reprasentieren wir durch zwei Listen xs und ys, so dass rev(xs)@ys dem Band
entspricht und der Kopf auf das erste Element von xs zeigt. Mithilfe von Godeli-
sierung ist es nun einfach, ein Kommando von IMP anzugeben, dass die Turing-
Maschine simuliert. Damit haben wir:
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Satz 8.2.3 Es gibt eine endliche Menge M C Z, so dass IMP mit Loc = M
Turing-vollstandig ist.

8.3 Abzahlbare Mengen

Seien X und Y Mengen. Eine Funktion f € X — Y heil3t

e injektiv genau dann, wenn fiir alle x4, X, € X gilt:

X1 # X2 = F(x1) # f(X2)

e surjektiv genau dann, wenn flralley € Y einx € X existiert mit f (x) = .

Eine Menge M heil3t abzahlbar genau dann, wenn es eine surjektive Funktion
a € N — M gibt. Eine abz&hlbare Menge enthalt also mindestens ein Element.
Offensichtlich ist jede nichtleere Teilmenge von Z abzéhlbar.

Proposition 8.3.1 Eine nichtleere Menge M ist genau dann abzahlbar, wenn es
eine injektive Funktion in M — N gibt.

Mithilfe von Gddelisierung bekommen wir injektive Funktionen in Com — N
und Assn — N. Folglich sind Com und Assn abzahlbar. Da Com abzahlbar ist,
ist auch die Menge der berechenbaren Funktionen abzéhlbar.

Proposition 8.3.2 Die Menge der berechenbaren Funktionen ist abzéhlbar.
Proposition 8.3.3 Die Menge Z — Z, ist nicht abz&hlbar.
Beweis Durch Widerspruch. Seia € N — (Z — Z, ) surjektiv. Wir definieren

f EZ_)ZJ_
f(n) = if (an)n =0 then 1 else 0

Offensichtlich gilt
vn e N: (an)n # f(n)

Das ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass « surjektiv ist. O

Die gerade verwendete Beweistechnik wird als Cantors Diagonalargument be-
zeichnet.

Wir wissen jetzt, dass es unendlich viele Funktionen in Z — Z, gibt, die nicht
berechenbar sind.
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8.4 Entscheidbare und testbare Mengen

Sei M C Z. Ein Kommando ¢ € Com heil3t

e Entscheider fur M genau dann, wenn gilt:

Fllcl=AneZ.ifn e M then 1else 0

e Tester fir M genau dann, wenn gilt:

M={neZ|Flcln £ L}

Eine Menge M C Z heilit
1. entscheidbar genau dann, wenn es einen Entscheider fir M gibt.
2. unentscheidbar genau dann, wenn es keinen Entscheider fiir M gibt.

3. testbar genau dann, wenn es einen Tester fir M gibt. Statt testbar sagt man
auch rekursiv aufzahlbar.

Fir eine unentscheidbare Menge M konnen wir kein Programm schreiben, dass
fur beliebige N e Z terminiert und genau dann 1 liefert, wenn n € M. Fir eine
nicht testbare Menge M kdnnen wir kein Programm schreiben, dass flr beliebige
N € Z genau dann terminiert, wenn n € M. Wir werden zeigen, dass es testbare
Mengen gibt, die unentscheidbar sind.

Proposition 8.4.1 Die Mengen #Com und #Assn sind entscheidbar.
Proposition 8.4.2 £ (Z) ist nicht abzahlbar.
Proposition 8.4.3 Es gibt Teilmengen von Z, die nicht testbar sind.

Proposition 8.4.4 Seien M; und M, entscheidbare Mengen. Dann sind die Men-
gen M; U My, M; N M, und My — M, entscheidbar.

Ein steuerbarer Tester fir eine Menge M C Z ist ein Kommando ¢ € Com wie
folgt:

QD vneZ: Flcln # L
2) VneZ: neM < Tk eN: Flcl#n, k) =1
@) VneZVk e N: Flcl#(n, k) =1=Vm>k: Flc]#nh,m)) =1

Proposition 8.4.5 Sei ¢ € Com ein Tester fir M. Dann kann man aus ¢ einen
steuerbaren Tester fiir M konstruieren.
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Beweis  Den steuerbaren Tester erhdlt man dadurch, dass man einen Zahler
einbaut, der die Anzahl der Schleifendurchldufe zéhlt. Zusatzlich werden die
Schleifenbedingungen so verstarkt, dass nach Uberschreiten der durch das zwei-
te Argument vorgegebenen Maximalanzahl keine weiteren Schleifendurchlaufe
mehr moglich sind.

Seien Z und S zwei Lokationen, die nicht in c vorkommen. Sei ¢’ das Kommando,
das man aus c wie folgt erhélt:

1. Ersetze jede Schleifenbedingung b durchb A Z < S.
2. Ersetze jeden Schleifenrumpfc¢” durchZ :=2Z +1; ¢”.

Der steuerbare Tester sieht jetzt wie folgt aus:

if ispair(Xg) then S := second(Xp); Xg := first(Xp) else S := —1;
Z :=0;
c’;
if Z<Sthen Xg:=1else Xg:=0

O

Proposition 8.4.6 Seien M; und M, testbare Mengen. Dann sind die Mengen
M7 U M5 und M1 N M5 testbar.

Beweis  Aus steuerbaren Testern fiir My und M, kann man Tester fir M, U M,
und M; N M5 konstruieren. Dabei erh6ht man mit einer Schleife schrittweise die
maximale Anzahl von mdglichen Schleifendurchldufen und fuhrt jeweils beide
steuerbaren Tester aus. O

Das Komplement einer Menge M C Z beziiglich Z bezeichnen wir mit

Proposition 8.4.7 Eine Menge M C Z ist genau dann entscheidbar, wenn M
und M testbar sind.

Proposition 8.4.8 Sei M C E C Z und sei E entscheidbar. Dann:

M testbar «— M N E testbar

Beweis GiltdaM = E U (M N E). O
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8.5 Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Wir definieren zwei Mengen:

#H % (#c | c e Com A FlCl#e) # L)
#Ho @ (#c | c e Com A FC](0) # L}

Wir werden zeigen, dass beide Menge unentscheidbar sind. Diese Tatsache be-
zeichnet man als die Unentscheidbarkeit des Halteproblems.

Proposition 8.5.1 Die Mengen #H und #H, sind testbar.
Beweis Folgt aus Proposition(8.4.1 und Satz|8.2.2 O
Proposition 8.5.2 Die Menge #H ist nicht testbar.

Beweis  Durch Widerspruch. Sei T ein Tester fiur #H. Dann haben wir den
folgenden Widerspruch:

FITIHT) =1L <« #T ¢ #H Definition von #H
— #T e #H
— FITIHT) £ L T Tester fur #H O

Satz 8.5.3 (Halteproblem) Die Menge #Hy ist nicht testbar.
Beweis  Durch Widerspruch. Sei T ein Tester fiir #Ho. Wir definieren:
0e”Z— 7,

M) = #(Xg:=#c; c) fallsc e Comundn = #c
9t = sonst

Sei G ein Kommando, dass die Funktion g berechnet. Wir wéhlen G so, dass bei
Termination alle von Xq verschiedenen Lokationen, die in T vorkommen, auf 0
gesetzt werden.

Fur alle c € Com gilt:

#oe#H <« Flcl@#c) =L Definition von #H
& F[Xo:=#c; c]0=_L
< #(Xo:=1#c; ¢) € #Ho Definition von #Hg
— FTIHXo:=#c; c)) # L T Tester fiir #Hg
<— FITI(FIGI#Hc) £ L Definition von G
& FIG;Tl#c) £ L

Also ist G; T ein Tester fiir #H N #Com. Also ist #H wegen Proposition
testbar. Das widerspricht Proposition 8.5.2| 0
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8.6 Godels Unvollstandigkeitssatz

Sei M C Z eine testbare Menge. Dann ist ein Tester fir M eine endliche Re-
présentation von M. Diese Eigenschaft ist interessant, wenn M eine unendliche
Menge ist. Am Anfang des zwanzigsten Jahrhunderts vertraten viele Logiker die
Ansicht, dass die Menge

4G X (#A | AcAssn A = A)

testbar und damit endlich reprasentierbar ist. Der Logiker Kurt Godel zeigte um
1930, dass dies nicht der Fall ist. Dieses flr die Logik fundamentale Ergebnis ist
als Godels Unvollstdndigkeitssatz bekannt. Aus Godels Unvollstandigkeitssatz
folgt, dass kein Computerprogramm das Wissen Uber die Zahlen, das man mit
den gultigen Formeln von ASSN formulieren kann, vollstdndig repréasentieren
kann.

Satz 8.6.1 (Gdodels Unvollstandigkeitssatz) Die Menge #G ist nicht testbar.
Beweis  Durch Widerspruch. Sei T € Com ein Tester fiir #G. Weiter sei w eine
SVB-Funktion fir IMP. Wir definieren:

z € Com — Com
zic)=let{Yy, ..., Yo} =LC@©) in(Y1:=0; ...; Y, =0)

Dabei liefert LC(c) alle Lokationen, die in ¢ vorkommen. Dann gilt fir alle
c € Com:

# e #Hy < Fclo= L Definition von #Hq
& Vo €X: Clz(c);cllo =L Definition von &
< = w(z(c); ¢)(false) w ist SVB-Funktion

— FITI#Hw(z(c); c)(false))) # L

In Kapitel (7] haben wir gezeigt, dass man fir jedes Paar (c, B) eine schwéchste
Vorbedingung konstruieren kann (in dem Sinne, dass sich die Konstruktion bei-
spielsweise mit einem in Standard ML geschriebenen Programm ausfiihren l&sst).
Daraus folgt, dass man #(w(z(c); ¢)(false)) im formalen Sinne aus #c berechnen
kann. Damit haben wir einen Tester fiir #Ho N #Com. Also ist #H, wegen Propo-
sition[8.4.8 testbar. Das widerspricht Satz 8.5.3. O

Korollar 8.6.2 Die Menge #G ist nicht testbar.
Beweis  Durch Widerspruch. Sei T ein Tester fir #G. Dann gilt fir alle
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8.6 Gdadels Unvolisténdigkeitssatz

A € Assn:
#A e#G <«— EA Definition von #G
<— E VA
— = VA
= #(—VA) € #G Definition von #G

— FITIH=YA) £ L T Tester fur #G

Dabei bezeichnet VA eine Formel VX1...VXy: Amit FV(A) = {Xq1, ..., Xu}.
Die obigen Aquivalenzen geben uns einen Tester fir #G N #Assn. Also ist #G
wegen Proposition [8.4.8 testbar. Das widerspricht Satz[8.6.1! O
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Kapitel 9

Aussagenlogik

In diesem Kapitel behandeln wir fiir Techniken zum Ldsen von Booleschen Glei-
chungen (zum Beispiel x Ay = x Vv y). Boolesche Gleichungen sind dadurch
ausgezeichnet, dass ihre Variablen nur zwei Werte annehmen kénnen. Das Wis-
sensgebiet, dass sich mit Booleschen Gleichungen beschaftigt, wird als Aussa-
genlogik bezeichnet. Aussagenlogik hat in der Informatik viele Anwendungen.
Ein prominentes Beispiel ist die Beschreibung von Schaltkreisen.

Die Sprache der Aussagenlogik ist eine Teilsprache jeder prédikatenlogischen
Sprache (zum Beispiel ASSN). Daher bilden die Ergebnisse und Methoden der
Aussagenlogik eine wichtige Grundlage der prédikatenlogischen Sprachen.

Lesematerial

[Schoning, Kapitel 1], [Fitting, Kapitel 2+3]

9.1 Zweiwertige Boolesche Algebra

Unser Ausgangspunkt ist die bereits eingefiihrte zweielementige Menge
B = {0, 1}

Im Kontext der Aussagenlogik nennen wir die Elemente von B Boolesche Wer-
te und die Funktionen in B" — B Boolesche Funktionen (n > 1). Hier sind
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9 Aussagenlogik

Beispiele fur bekannte Boolesche Funktionen:

—eB—>B Negation
(—x)=1-x

A €eB xB—B Konjunktion
(X A'y) = min{x, y}

veBxB—B Disjunktion
(X V'y) = max{x, y}

= ecBxB— B Implikation
X =y) =max{l—x,y}

Das Tupel (B, —, A, V) bezeichnet man als die zweiwertige Boolesche Algebra.

Die Wahl der Zahlen 0 und 1 als Boolsche Werte ist willkirlich. Man kann auch
beliebige andere mathematische Objekte als Boolesche Werte wéhlen. Wichtig
ist nur, dass B eine zweielementige Menge ist. Die Booleschen Werte 0 und 1
bezeichnet man auch als die ,,Wahrheitswerte* ,wahr* und ,,falsch*.

Abbildung 9.1 zeigt einige gultige Boolesche Gleichungen. Offensichtlich ver-
halten sich Konjunktion und Disjunktion symmetrisch. Diese Symmetrie be-
zeichnet man auch als Dualitét.

Um die Gultigkeit der Gleichungen in Abbildung 9.1 zu zeigen, rechnet man sie
am besten fur alle Werte der in ihnen vorkommenden Variablen nach. Dieses
Nachrechnen lasst sich mithilfe sogenannter Wahrheitstafeln Gbersichtlich dar-
stellen. Wir zeigen dies am Beispiel der ersten de Morganschen Gleichung:

X y|-(xAy) | =xv-y
0 0 1 1
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 0

Damit wir nicht so viele Klammern schreiben missen, priorisieren wir die Bool-
schen Infixoperatoren wie folgt: A, v, =. Damit kénnen wir beispielsweise

(XAY)VZ)= (XAY)
ohne Klammern schreiben:

“XAYVZI=XAY
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9.1

Zweiwertige Boolesche Algebra

XAYAZ=XA(YAZ)
Xvy)vzi=xv(yvi

XAY=YAX
XVYy=yVX

XAX =X
XVX=X

XA(YVZ)=XAY)V(XAZ)
XV(YAZ)=XVY)AXVI)

XAKXVY) =X
XV(XAY) =X

(X AY) =XV oy
(X VYY) ="XA-y

X=y==XVYy

XA—X =0
Xxv-ox =1
XALl=xX
XVv0=x

(Assoziativitat)

(Kommutativitat)

(Idempotenz)

(Distributivitat)

(Absorption)

(de Morgan)

(Doppelnegation)
(Implikation)

(0 und 1)

Abbildung 9.1: Einige gultige Boolesche Gleichungen (z, y, z € B)

12.7.2000
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9 Aussagenlogik

9.2 Eine Denksportaufgabe

Mit Booleschen Gleichungen kann man einfache Sachverhalte reprdsentieren.
Wir zeigen dies am Beispiel einer Denksportaufgabe.

»Worin besteht das Geheimnis lhres langen Lebens?* wird ein
Hundertjahriger gefragt. ,,Ich halte mich streng an drei Diatregeln:
Wenn ich kein Bier zu einer Mahlzeit trinke, dann esse ich immer
Fisch. Immer wenn ich sowohl Fisch und Bier zur selben Mahlzeit
esse, verzichte ich auf Eiscreme. Wenn ich Eiscreme esse oder kein
Bier trinke, dann esse ich keinen Fisch.” Konnen Sie diese Regeln
vereinfachen?

Die Diétregeln lassen sich durch Boolesche Gleichungen formalisieren. Dazu
fiihren wir drei Boolesche Variablen ein:

e B =1 genau dann, wenn zu einer Mahlzeit Bier getrunken wird.
e F =1 genau dann, wenn zu einer Mahlzeit Fisch gegessen wird.
e E =1 genau dann, wenn zu einer Mahlzeit Eiscreme gegessen wird.
Jetzt konnen wir die Didatregeln wie folgt formalisieren:
(—-B=F)=1
(FAB=-E)=1
(EV-B=-F)=1
Diese Gleichungen kdnnen wir zu einer Booleschen Gleichung zusammenfassen:
(@-B=F) A (FAB=-E) A (EV-B=-F)) =1

Mithilfe einer Wahrheitstafel Giberzeugt man sich leicht, dass die folgende Glei-
chung qilt:

(H-B=F) A (FAB=—-E) A (EVv-B=-F)) = (BA=(FAE))

Also kann man die Diatregeln des Hundertjahrigen auch wie folgt formulieren:
»Trinke zu jeder Mahlzeit Bier und esse zu keiner Mahlzeit sowohl Fisch und
Eiscreme®.

9.3 Die logische Sprache AL

Abbildung|9.2/definiert relativ zu einer Menge Var eine logische Sprache AL. Die
Formel von AL formalisieren Boolesche Ausdriicke, die sich mit Variablen sowie
Negation und Konjunktion bilden lassen.
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9.3 Die logische Sprache AL

X,Y € Var
A, B € For
X

| —A
| AL A A Konjunktion

Variable

= Formel

Atom
Negation

o € X = Var > B Belegung

FekFor—-X—>B
FlXJlo = oX
Fl-Alo = 1- F[Alo
FIALA Allo = min{F[Alo, FIAo}

Abbildung 9.2: Syntax und Semantik der Sprache AL

A1 v A
A= A
A1<:> A2

P11 11

Xo AN —'Xo

=0

—(=A1 A —A2)

-AL VA

(A1 = A A (A2 = Ay)

Abbildung 9.3: Abkiirzungen fiir AL

Auf den ersten Blick erscheint AL etwas karg, da nur fir Negation und Kon-
junktion Syntax vorhanden ist. Alle anderen Boolschen Funktionen sowie die
Booleschen Werte lassen sich jedoch mit Negation und Konjunktion ausdriicken.
Entsprechende Abkirzungen werden in Abbildung (9.3 definiert. Dabei ist Xq
eine festgewéhlte Variable in Var.

12.7.2000
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Fur AL definieren wir die folgenden Sprechweisen und Notationen:

Al B <& Aaquivalent B <L FA] = FIB]

=A &L Agiltig & Vo ex: FlAJo =1

A unerfillbar 4% Vo eX: F[Alo =0

A erfiillbar & ey FIAle =1

oA & erfllt A oy FAJe =1
Giiltige aussagenlogische Formeln bezeichnet man auch als Tautologien.

Proposition 9.3.1 Fr jede Formel A € For gilt:

Agiltiy <= —Aunerfillbar «— AH1
A unerfillbar <«— —A gultig — AHO
AHB <<= A& Baqiiltig

Die drei Eigenschaften Gultigkeit, Unerfiillbarkeit und Aquivalenz kénnen sich
also wechselseitig ausdriicken.

Da jede Formel nur endlich viele Variablen enthélt und fir jede Variable nur zwei
Werte mdglich sind, kann man die gerade definierten Eigenschaften alle entschei-
den, indem man die beteiligten Formeln fir alle relevanten Variablenbelegungen
ausrechnet und die Ergebnise in einer Wahrheitstafel vermerkt. Im Folgenden
entwickeln wir Techniken, mit denen sich die obigen Eigenschaften in der Regel
effizienter entscheiden lassen als mit der naiven Enumerationsmethode. Aller-
dings gibt es fur jede dieser Techniken immer ,,worst case* Beispiele, fir die sie
nicht effizienter als die Enumerationsmethode sind. Der folgende Satz aus der
Komplexitétstheorie sagt, dass dies nicht uberraschend ist.

Satz 9.3.2 (Cook 1971) Das Problem ,,gegeben A e For, entscheide ob A er-
fallbar ist* ist NP-vollstandig.

Seien A, B Formeln und X eine Variable. Dann bezeichnen wir mit
A[B/X]

die Formel, die wir aus A erhalten, wenn wir jedes Auftreten der Variable X durch
die Formel B ersetzen. Eine rekursive Definition der entsprechenden Substituti-
onsfunktion sieht wie folgt aus:

Y[B/X]=if X =Y then B else Y
(=A)[B/X]=—(A[B/X]
(A1 A A)[B/X]T= A[B/X]A Ax[B/X]
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9.4 Boolesche Operationen als Mengenoperationen

M e For > P(X2)
MIX] = {oeX|oX=1)
M[-A] = X — M[A]
MIALA Azl = MIALT N MIA]

Abbildung 9.4: Die mengenwertige Denotationsfunktion

Satz 9.3.3 (Ersetzung) Seien A1, Ay, B € For und X e Var. Dann:
A1 H A2 = B[A1/X]H B[Az/X]

Beweis  Durch strukturelle Induktion tiber B € For. O

9.4 Boolesche Operationen als Mengenoperationen

Sei M eine Menge. Dann ist die Funktion

CFe (M) - (M — B)
CFU)=Ax e M.ifx €U then 1else 0

bijektiv. Man bezeichnet CF(U) als die charakteristische Funktion von U.

Die bijektive Korrespondenz zwischen ¥ — B und £ (%) versetzt uns in die
Lage, die Denotation einer Formel A statt durch eine Funktion in ¥ — B durch
eine Teilmenge von X zu beschreiben. Die Denotation einer Formel ist dann ge-
rade die Menge aller Belegungen, die die Formel erfullen. Mit dieser Sichtweise
entpuppen sich die Booleschen Operationen Negation, Konjunktion und Disjunk-
tion als die Mengenoperationen Komplement, Durchschnitt und Vereinigung. Wir
realisieren diese Idee mit der in Abbildung 9.4/ definierten Denotationsfunktion.
Offensichtlich gelten die folgenden Gleichungen:

MIAV B = M[A] U M[B] (fir alle A, B € For)
M[1] = =
M0 =0

Die Denotationsfunktionen & und M liefern dieselbe Aquivalenzbeziehung zwi-
schen Formeln:

Proposition 9.4.1 Seien A, B € For und o € X. Dann:

12.7.2000 103



9 Aussagenlogik

1. M[A] ={o e X | Fl[Alo =1).
2. AH B < F[A] = FIB] < M[A] = M[B].

Beweis Die erste Aussage zeigt man mithilfe von struktureller Induktion Gber
A e For. Die zweite Aussage folgt aus der ersten. O

Die Losungsmenge einer Gleichung A = B ist die Menge M[A < B]:
Proposition 9.4.2 Seien A, B € For. Dann:

{0 €2 | FlAlo = F[BJo} = M[A & B]

Damit gentigen zum L&sen von Gleichungen Techniken, die zu einer Formel eine
hinreichend explizite Darstellung ihrer M-Denotation berechnen. Solche Tech-
niken werden wir im Folgenden betrachten. Insbesondere wollen wir fir eine
Formel A entscheiden konnen, ob M[A] = @ (A unerfillbar) oder M[A] = X

(A gultig) gilt.

9.5 Klauseln

Konjunktion und Disjunktion sind assoziative, kommutative und idempotente
Operationen (siehe Abbildung [9.1). Folglich kénnen wir die Denotation einer
konjunktiven Formel

AL A A A,
(Klammerung beliebig) auch durch die Menge
{A1, ..., An}

représentieren. Entsprechendes gilt fur disjunktive Formeln. Die Mengenrepra-
sentation von Konjunktion und Disjunktion ist interessant, da sie die Formulie-
rung von Loésungstechniken erheblich vereinfacht.

Abbildung 9.5 fiihrt eine mengenorientierte Syntax fiir AL ein. Eine Klausel ist
eine endliche Menge von Formeln. Fir Klauselnmengen geben wir zwei symme-
trische Denotationsfunktionen an. Die disjunktive Denotationsfunktion D ver-
knupft die Klauseln einer Menge disjunktiv und die Formeln einer Klausel kon-
junktiv. Die konjunktive Denotationsfunktion X verknipft die Klauseln einer
Menge konjunktiv und die Formeln einer Klausel disjunktiv.

Proposition 9.5.1 Zu jeder endlichen Klauselmenge S existieren Formeln A und
B mit D[S] = Aund KX[S] = B.
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9.5 Klauseln

C,D e Cla = #,(For) Klausel

S € £(Cla) Klauselmenge

D e P(Cla) — P(T)
DISI={ceT|3CecSYAeC: o e M[A]}

K € P(Cla) - P(X)
KISl={oceXZ |VCeS3IAecC: o e M[A]}

Abbildung 9.5: Syntax und Semantik von Klauseln

Proposition 9.5.2 VA € For: M[A] = D[{{A}}1 = K[{{A}}].
Proposition 9.5.3 (Leere Klauselmenge) D[?] = @ und KX[@] = X.

Proposition 9.5.4 (Leere Klausel) Sei ¥ € S < Cla. Dann D[S] = ¥ und
K[S] = 9.

Eine Klausel C heift trivial genau dann, wenn es eine Formel A gibt, so dass
AeCund—-AeC.

Die Denotation einer Klauselmenge andert sich nicht, wenn man triviale Klauseln
I6scht:

Proposition 9.5.5 (Triviale Klauseln) Sei S eine Klauselmenge und C eine tri-
viale Klausel. Dann D[S U {C}] = D[S] und KX[S U {C}] = K[S].

Eine Klausel C subsumiert eine Klausel D genau dann, wenn C C D.

Die Denotation einer Klauselmenge andert sich nicht, wenn man subsumierte
Klauseln l6scht:

Proposition 9.5.6 (Subsumierte Klauseln) Sei S eine Klauselmenge und C eine
Klausel. Wenn S eine Klausel D enthélt mit D € C, dann D[S U {C}] = DI[S]
und KX[S U{C}] = KI[SI.

Sei S eine Klauselmenge. Wir definieren
Ber(S) & {C e S| C nichttrivial und¥D € S: DCC = D =C}
Offensichtlich gilt Ber(S) C S und Ber(Ber(S)) = Ber(S).

Eine Klauselmenge S heift bereinigt genau dann, wenn Ber(S) = S.
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Proposition 9.5.7 (Bereinigung) Fur jede Klauselmenge S gilt:

Ber(S) €S und D[Ber(S)] =D[S] und X[Ber(S)] = KI[S]
Ein Literal ist eine Formel A € For, so dass eine Variable X e Var existiert mit
A = X oder A = —=X.

Eine Klausel heif3t literal genau dann, wenn sie nur Literale enthalt. Eine Klau-
selmenge heift literal genau dann, wenn sie nur literale Klauseln enthalt.

Eine Klausel heit normal genau dann, wenn sie literal und nichttrivial ist. Eine
Klauselmenge heilt normal genau dann, wenn sie nur normale Klauseln enthalt.

Proposition 9.5.8 (Normale Klauseln) Sei C eine normale Klausel. Dann ist

old:ekaeVar.ierCthenleIseO

eine Belegung mit oy, € DI{C}]. Weiter ist

azdéfxx eVar.if X e CthenOelse 1

eine Belegung mit o, € K[{C}].

Proposition 9.5.9 Fir jede normale Klauselmenge S gilt:
D[S =0 < X[S]=X < S=90

Eine endliche und normale Klauselmenge S heilt eine disjunktive Normalform
fiir eine Formel A genau dann, wenn M[[A] = D[S]. Eine endliche und normale
Klauselmenge S heif3t eine konjunktive Normalform fur eine Formel A genau
dann, wenn M[A] = K[S].

Aus der obigen Proposition folgt:
e () ist die einzige disjunktive Normalform fur unerfullbare Formeln.
e () ist die einzige konjunktive Normalform fir gultige Formeln.

Fur Klauselmengen existieren Vereinfachungsregeln, mit denen man jede Klau-
selmenge auf eine normale Klauselmenge mit derselben Denotation (iberfiihren
kann. Eine denotationserhaltene Uberfilhrung in eine normale Klauselmenge ist
interessant, da damit disjunktive und konjunktive Normalformen berechnet wer-
den kdnnen.

Wir unterscheiden zwischen interner und externer Syntax. Die interne Syntax
ist durch die Formeln in For gegeben. Die externe Syntax ist durch Klauseln
und Klauselmengen gegeben. Die Vereinfachungsregeln ersetzen interne Syn-
tax schrittweise durch externe Syntax. Bei normalen Klauselmengen kommt die
interne Syntax nur noch in der Form von negierten Variablen vor.
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9.6 Disjunktive Vereinfachung

@) S, C, ——A) 2 s, @C, A

) S, (C, AAAAY) 2 S, (C, AL Ay

3) S, (C, A, =A) % s

@ S, (C, ~(ALAA)) 2 S, (C, =A), (C, ~Ay)

Abbildung 9.6: Die disjunktiven Vereinfachungsregeln
9.6 Disjunktive Vereinfachung

Abbildung(9.6/zeigt die disjunktiven Vereinfachungsregeln fiir Klauselmengen in
schematischer Darstellung. Dabei ist S, C als Abkirzung fiir die Klauselmenge
S U{C} und C, A als Abkirzung fir die Klausel C U {A} zu verstehen. Wenn
die Notationen S, C beziehungsweise C, A auf der linken Seite einer Vereinfa-
chungsregel benutzt werden, soll zudem C ¢ S beziehungsweise A ¢ C gelten.

Die erste Regel eliminiert Doppelnegationen, die bei Formeln in Klauseln ganz
oben auftreten. Die zweite Regel ersetzt eine konjunktive Formel in einer Klausel
durch ihre zwei Konstituenten. Die dritte Regel eliminiert triviale Klauseln. Die
vierte Regel unterscheidet sich von den bisherigen, da sie eine Klausel durch zwei
Klauseln ersetzt. Sie basiert auf der Aquivalenz

AA=(ALAA) HAA-AD V (AA-AY)

Ohne die in Abbildung (9.6 verwendeten Abkirzungen kénnen wir die disjunk-
tiven Vereinfachungsregeln wie folgt definieren: Eine Klauselmenge S kann zu
einer Klauselmenge

1. (S—{C}) U{(C — {—=—=A}) U{A}} vereinfacht werden, wenn C € S und
—-—AeC.

2. (S—{CHUC —{ALAA}) U{Ay, Ay}} vereinfacht werden, wenn C € S
und A; A Ay € C.

3. S — C vereinfacht werden, wenn C € S und C trivial ist.

4. (S—{CHU{C —{=(Ar A ADDH U{=A1}, (C—{=(ALn A} U{—=Az}}
vereinfacht werden, wenn C € S und —=(A; A Ay) € C.

Wir schreiben S -5 &’ genau dann, wenn die Klauselmenge S’ aus der Klausel-
menge S durch die Anwendung einer disjunktiven Vereinfachungsregel erhalten
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werden kann. Die wesentlichen Eigenschaften der disjunktiven Vereinfachungs-
regeln werden durch den folgenden Satz formuliert.

Satz 9.6.1 (Disjunktive Vereinfachung) Sei S eine Klauselmenge. Dann:
1. Wenn S 4 S/, dann D[S] = DIS'].
2. S ist normal genau dann, wenn es kein S’ mit S Y gibt.

3. Wenn S endlich ist, dann gibt es keine unendliche Kette
d d d d
S — Sl—> Sz—) Sg—)
Beweis Die ersten zwei Behauptungen des Satzes sind leicht zu verifizieren.
Fir die dritte Behauptung machen wir uns klar, dass die Vereinfachungsregeln ei-
ne Klausel entweder eliminieren oder durch ein oder zwei echt kleinere Klauseln
ersetzen. Als GroRe einer Klausel wahlen wir

ICl=>_IA

AeC
wobei die GroRe einer Formel rekursiv wie folgt definiert ist:
IX|=1
I=Al=1+][A|
A1 A Azl =1+ [Ag + | Az O

Fur die Terminierung der Vereinfachungsregeln (Teil (3) des Satzes) haben wir
ein Argument verwendet, dass eine explizite Formulierung verdient:

Lemma 9.6.2 (Terminierung) Sei M eine Menge, y ¢ M — N und
> C Pin(M) x Psin(M). Wenn fiir alle U, V € P5,(M)

UV = JuelU-VVvVveV-U: yUu) >y
gilt, dann gibt es keine unendliche Kette U; > Uy > Uz > --- .

Beweis Es erfordert etwas Aufwand, das Lemma ausgehend von einfacheren
Tatsachen zu beweisen. Das Lemma folgt aus einem Ergebnis fiir wohlfundierte
Ordnungen auf Multimengen (siehe z.B. [Baader/Nipkow, Kapitel 2.5]). O

Der obige Satz liefert ein Entscheidungsverfahren fur die Unerfllbarkeit von
Formeln. Gegeben eine Formel A, wenden wir auf {{A}} solange disjunktive
Vereinfachungsregeln an, bis wir eine normale Klauselmenge S erreichen. Dann
ist A genau dann unerfullbar, wenn S leer ist.

Wir schreiben S -3+ & genau dann, wenn es eine Kette wie folgt gibt (n > 1):

s=5, 25, 2% .. %5 =¢
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9.7 Tableau-Notation

Korollar 9.6.3 Sei A € For. Dann: A unerfillbar < {{A}} LY @.

Korollar 9.6.4 Zu jeder Formel existiert mindestens eine disjunktive Normal-
form.

Die Vereinfachungsregeln lassen sicht leicht anpassen, wenn man die interne Syn-
tax &ndert oder erweitert. Allerdings muss die interne Syntax stets Negation ent-
halten. Fir Disjunktion bekommen wir beispielsweise die folgenden Vereinfa-
chungsregeln:

S, (C, ALV A) S S, (C, A, (C, Ay

S, (C. =(A;V Ay)) > S, (C, =AL. —Ay)

9.7 Tableau-Notation

Wir wollen jetzt genauer verstehen, wie die disjunktiven Vereinfachungsregeln
arbeiten. Zunéchst unterscheiden wir zwischen den einfachen Regeln (die ersten
drei) und der verzweigenden Regel (die vierte). Die verzweigende Regel ist die
einzige Regel, die die Anzahl der Klauseln erhéhen kann. Fir die meisten Klau-
selmengen fihrt die verzweigende Regel zu einem explosiven Anwachsen der
Klauseln. Wenn man disjunktive Vereinfachung effizient realisieren will, wird
man die verzweigende Regel nur dann anwenden, wenn keine einfache Regel
mehr anwendbar ist.

Ohne notationale Tricks ist es mihsam, eine konkrete disjunktive \ereinfa-
chungskette aufzuschreiben. Die sogenannte Tableau-Notation erweist sich auch
flir gréRere Beispiele als handhabbar.®

Als Beispiel betrachten wir eine Formel A wie folgt
XVZA(=ZV=X)VY)A(RY AX)VaZ)A (=X V(ZAY))

und nehmen an, dass die interne Syntax neben Negation und Konjunktion auch
Disjunktion zur Verfiigung stellt. Das Tableau in Abbildung 9.7 zeigt die Essenz

einer disjunktiven Vereinfachungskette {{A}} 4 @. Das Tableau ist als Baum
organisiert. Jede Verzweigung des Baumes représentiert eine Anwendung der
verzweigenden Regel. Die Anwendung der einfachen Regeln erfolgt stillschwei-
gend und ist im Tableau nicht vermerkt.

1 Die Tableau-Notation geht auf Hintikka (1955) zuriick und wird auch von Schiitte (1956), Beth
(2959) und Smullyan (1968) benutzt.
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1) Xvz

2 (=Zv-=X)v-Y
B) (=YAX)v—Z
4) —=XVv(ZAY)

/4\2

Y
/.\ /3\
X z =Y —Z
A X
=Y —-Z
X

Abbildung 9.7: Ein geschlossenes Tableau

Die Wurzel des Baumes ist mit den Formeln markiert, die man aus {{ A}} durch
Anwendung der einfachen Regeln erhélt. Die erste Anwendung der verzweigen-
den Regel eliminiert die disjunktive Formel (4). Durch die Baumreprésentation ist
es maoglich, den gemeinsamen Teil der zwei neuen Klauseln nur einmal zu repré-
sentieren (das ist die entscheidende Idee der Tableau-Notation). Auf der rechten
Seite wurde die Konjunktion sofort durch die Anwendung der entsprechenden
einfachen Regel eliminiert.

Die maximalen Pfade des durch das Tableau dargestellen Baumes (das sind die
Pfade von der Wurzel zu den Bléattern) reprasentieren Klauseln. Offensichtlich
kénnen wir die entsprechende Klauselmenge von {{A}} ausgehend mithilfe der
disjunktiven Vereinfachungsregeln erreichen. Da auf jedem Pfad ein komplemen-
tares Paar von Formeln liegt, enthalt diese Klauselmenge nur triviale Klauseln.
Also konnen wir {{ A}} sogar zu der leeren Klauselmenge vereinfachen. Folglich
ist A unerfillbar.

Ein Tableau hei8t geschlossen genau dann, wenn auf jedem maximalen Pfad ein
komplementares Paar von Formeln liegt (so wie im Beispiel). Ein geschlosse-
nes Tableau fur eine Ausgangsformel A reprdsentiert eine disjunktive Vereinfa-

chungskette {{A}} e @ und folglich einen Beweis daftr, dass A unerfullbar
ist.
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9.8 Konjunktive Vereinfachung

@) S, (C, ——A) 5 s, (C, A

2 S, (C, ~(ALAAY)) S S, (C, =An —AY)
3) S, (C, A, =A) 5 s

@) S, (C, AAAAY) 5 S, (C, A, (C, Ay

Abbildung 9.8: Die konjunktiven Vereinfachungsregeln
9.8 Konjunktive Vereinfachung
Die konjunktiven Vereinfachungsregeln sind symmetrisch zu den disjunktiven

Vereinfachungsregeln. Sie sind in Abbildung (9.8 angegeben.

Wir schreiben $ -5 genau dann, wenn die Klauselmenge S’ aus der Klausel-
menge S durch die Anwendung einer konjunktiven Vereinfachungsregel erhalten
werden kann. Die wesentlichen Eigenschaften der konjunktiven Vereinfachungs-
regeln werden durch den folgenden Satz formuliert.

Satz 9.8.1 (Konjunktive Vereinfachung) Sei S eine Klauselmenge. Dann:
1. Wenn S 5 8/, dann X[S] = X[S'].
2. S ist normal genau dann, wenn es kein S’ mit S Ky gibt.
3. Wenn S endlich ist, dann gibt es keine unendliche Kette
sKs K, K K.

Beweis Analog zu dem Satz uber disjunktive Vereinfachung. O

Der obige Satz liefert ein Entscheidungsverfahren fiir die Gultigkei von Formeln.
Gegeben eine Formel A, wenden wir auf {{ A}} solange konjunktive Vereinfa-
chungsregeln an, bis wir eine normale Klauselmenge S erreichen. Dann ist A
genau dann gultig, wenn S leer ist.

Wir schreiben S 5+ &/ genau dann, wenn es eine Kette wie folgt gibt (n > 1):
s=5, 35,3 ... 2 s=¢

Korollar 9.8.2 Sei A  For. Dann: A giiltig <= {{A}} -5* ¢.
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Korollar 9.8.3 Zu jeder Formel existiert mindestens eine konjunktive Normal-
form.

Die Tableau-Notation kann natiirlich auch fir konjunktive Vereinfachungsketten
verwendet werden.

9.9 Sequenten

Mit den Vereinfachungsregeln fir Klauseln kann man bis auf Negation alle inter-
ne Syntax eliminieren. Wenn wir jede Klausel in einen postiven und negativen
Teil aufteilen und die Formel im negativen Teil implizit mit einer Negation verse-
hen, kénnen wir auch interne Negationen elimieren. Diese Idee geht auf Gentzen
zurtick und liefert sehr elegante Vereinfachungsregeln.

Zweigeteilte Klauseln nennt man Sequenten. Sequenten kénnen wir als ein Paar
(C, D) aus zwei Klauseln formalisieren.

Fir Sequenten betrachten wir hier nur die konjunktiven Vereinfachungsregeln.
Das bedeutet, dass die Formeln eines Sequenten disjunktiv verknupft sind. Als
den negativen Teil eines Sequenten wéhlen wir die linke Klausel. Die Denotation
eines Sequenten

({A1,..., An}, {B1,..., Bn})

ist dann gleich der Denotation der Formel
—“A V.- V=oALV BV VB,

Wir kénnen die Denotation des Sequenten also auch durch die Formel
AN ANAy = BrVv---V By

beschreiben. Dieser Darstellung entsprechend schreibt man fir einen Sequenten
(C, D) meistens (C = D). Diese Notation macht explizit, dass der negative Teil
des Sequenten links steht.

Abbildung 9.9/ definiert die Syntax und Semantik von Sequenten entsprechend
den obigen Ausflhrungen.

Proposition 9.9.1 VA € For: M[A] = S[{(@ = {AD]].
Proposition 9.9.2 (Leere Sequentenmenge) S[7] = X.

2 Natirlich kann man genausogut die disjunktive Vereinfachungsregeln betrachten.
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9.9 Sequenten

C,D e Cla = #,(For) Klausel
(C=D) € ClaxCla Sequent

G € P(ClaxCla) Sequentenmenge

8§ e P(ClaxCla) > (%)

S[Gl={oce X |V(C=D)eG:
WVAeC: o e M[A]) = @A eD: ¢ € M[AD}

Abbildung 9.9: Syntax und Semantik von Sequenten

Proposition 9.9.3 (Leerer Sequent) Sei ( = ) € G < Cla x Cla. Dann
S[G] =0.

Ein Sequent (C = D) heiRt trivial genau dann, wenn C N D # @.

Proposition 9.9.4 (Triviale Sequenten) Sei G eine Sequentenmenge und
(C = D) ein trivialer Sequent. Dann $[G — {(C = D)}l = $[G].

Ein nichttrivialer Sequent (C = D) heif’t normal genau dann, wenn jede Formel
in C U D eine Variable ist. Eine Sequentenmenge G heilst normal genau dann,
wenn jeder Sequent in G normal ist.

Proposition 9.9.5 Fir jede normale Sequentenmenge G gilt:

S[G]l =% < G =9

Abbildung|9.10/zeigt die Vereinfachungsregeln fur Sequenten. Beachten Sie, dass
pro Boolescher Verkniipfung immer genau zwei Regeln bendtigt werden, die die
Verkniipfung links beziehungsweise rechts eliminieren.

Wir schreiben G > G/ genau dann, wenn die Sequentenmenge G’ aus der Se-
quentenmenge G durch die Anwendung einer Vereinfachungsregel erhalten wer-
den kann. Die wesentlichen Eigenschaften der Vereinfachungsregeln fur Sequen-
ten werden durch den folgenden Satz formuliert.

Satz 9.9.6 (Vereinfachung von Sequenten) Sei G eine Sequentenmenge. Dann:
1. Wenn G => G/, dann $[G] = $[G'].

2. G ist normal genau dann, wenn es kein G’ mit G 3G gibt.
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(T) G, (C,A=D,A > G

(L=) G, (C,~-A=D) > G, (C=D,A)

(R—) G, (C=D,-A) > G, (C,A= D)

(LA) G, (C,ALAA;, = D) > G, (C,A,A;= D)

(RA) G, (C=D,AAA) > G, (C=D,Ay), (C=D,Ay)

Abbildung 9.10: Vereinfachungsregeln flir Sequenten

3. Wenn G endlich ist, dann gibt es keine unendliche Kette
G336, >G,>G3> -

Beweis Analog zu dem Satz uber disjunktive Vereinfachung von Klauseln. [

Der obige Satz liefert ein Entscheidungsverfahren fur die Giltigkeit von Formeln.
Gegeben eine Formel A, wenden wir auf {(# = {A})} solange Vereinfachungs-
regeln an, bis wir eine normale Sequentenmenge G erreichen. Dann ist A gultig
genau dann wenn G leer ist.

Wir schreiben S >* S” genau dann, wenn es eine Kette wie folgt gibt (n > 1):

s=5, 25, 2% .. %5 =¢

Korollar 9.9.7 Sei A € For. Dann: A gilltig < {(@ = {A}} 3.

Die Inferenzregeln in Abbildung [9.11 heilen Beweisregeln fiir Sequenten und
definieren eine Menge von Sequenten. Die Beweisregeln entsprechen genau den
Vereinfachungsregeln flr Sequenten, wobei die linke Seite einer Vereinfachungs-
regel der Konklusion und die rechte Seite den Pramissen der Beweisregel ent-
spricht. Die Beweisregeln sind also umgedrehte Vereinfachungsregeln, die alle
glltigen Sequenten generieren.

Proposition 9.9.8 (Korrektheit) Sei - (C = D). Dann $[[{(C = D)}] = X.
Beweis Durch Regelinduktion. O

Lemma 9.9.9 Sei G; = ... > G, und G, = ¥. Dann gilt - (C = D) fiir alle
(C = D) € Gy.

Beweis  Durch Induktion Uber n. O

Satz 9.9.10 (Vollstandigkeit) Sei 8[{(C = D)}] = . Dann+ (C = D).
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9.10 Resolution

CND#£9
H(C = D)
+(C = D, A F(C,A= D)
H(C,-A=D) F(C = D,—-A
F(C, A, Ao = D) F(C = D, A) F(C =D, Ay
F(C,ALAA, = D) F(C = D, A1 A Ay

Abbildung 9.11: Beweisregeln flir Sequenten

CeS A € C; € Res(S) —A e C, € Res(S)
C € Res(S) (C1—{AHh U (Co —{—A}) € Res(S)

Abbildung 9.12: Resolutionsabschluss Res(S) einer Klauselmenge S

Beweis Korollar|9.9.7 liefert eine Kette
{(C=D)}=G; > ... > Gy=0

Damit folgt — (C = D) mit dem obigen Lemma. O

9.10 Resolution

Resolution ist eine Methode, mit der man fiir endliche und normale Klauselmen-
gen S entscheiden kann, ob D[S] = X oder KX[S] = @ gilt. Resolution erwei-
tert eine Klauselmenge solange um neue Klauseln (sogenannte Resolventen), bis
entweder die leere Klausel generiert wird oder keine neue Klausel mehr hinzuge-
fligt werden kann.

Abbildung definiert mithilfe zweier Inferenzregeln den Resolutionsab-
schluss Res(S) einer Klauselmenge S. Die durch die zweite Inferenzregel ein-
gefuhrten Klauseln heilen Resolventen.

Proposition 9.10.1 Sei S eine Klauselmenge. Dann D[S] = DH[Res(S)] und
K[ST = K[Res(S)].
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Beweis Die Behauptung folgt aus der Giltigkeit der Formeln:

(1) (AABy) vV (AABy) & B1AB;
2 (AvB) A (—AVB) = BiVvB; H

Lemma 9.10.2 Sei S eine Klauselmenge, A € For und
D eRes({C —{A}|C eSS}

Dann D € Res(S) oder D U {A} € Res(S).
Beweis  Durch Regelinduktion Gber Res({C — {A} | C € S}}). O

Lemma 9.10.3 Sei S eine endliche und literale Klauselmenge mit X[S] = @.
Dann @ € Res(S).

Beweis Durch Induktion Uber die Anzahl n der in S vorkommenden Variablen.

Sei n = 0. Die leere Klausel ist die einzige Klausel, die keine Variablen enthalt.
Da X[@] = X, folgt S £ @. Also @ € S. Also ¥ € Res(S).

Sein > 0. Sei X eine Variable, die in S vorkommt. Wir definieren S; und S, wie
folgt:

Si={C—-{X}|CeS, = X¢C}
S, ={C—-{=X}|CeS§, X¢C}

Dann X[S:] = K[S2] = @. Also gilt nach Induktionsannahme @ € Res(S;)
und @ € Res(S,). Mit Lemma|9.10.2|folgt

B e Res(S) v ({X} € Res(S) A {—X} € Res(9))

Also ¥ € Res(S). O

Lemma 9.10.4 Sei S eine endliche und literale Klauselmenge mit D[S] = X.
Dann ¢ € Res(S).

Beweis Analog zu Lemmal9.10.3| O

Satz 9.10.5 (Resolution) Sei S eine endliche und literale Klauselmenge. Dann

DS =% < X[S] =9 < @ € Res(S)

Beweis  Proposition9.10.1 und Lemmata/9.10.3/und9.10.4. O

Abbildung 9.13| zeigt eine Graphdarstellung des Ableitungsbaums (siehe Kapi-
tel2) fir @ € Res(S) mitS = {{=X,Y}, {X, Z}, {X,=Z}, {=X, Z}, {=Y,—=Z}}.
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9.11  Primdarstellungen

{—=X,Y} {X,Z} {X, =7} {—=X, Z} (=Y, -7}

{=Y}

i
{Y}/ \{Z} /
\ ~
VJ/

Abbildung 9.13: Ein Resolutionsgraph

Man spricht von einem Resolutionsgraphen fiir S. Dieser Resolutionsgraph ist
ein Beweis fir D[S] = X und KX[S] = 4.

Offensichtlich kénnen die Klauseln in Res(S) nur Formeln enthalten, die in min-
destens einer Klausel von S enthalten sind. Also haben wir:

Proposition 9.10.6 Wenn S eine endliche Klauselmenge ist, dann ist Res(S)
ebenfalls endlich.

Also konnen wir den Resolutionsabschluss einer endlichen Menge berechnen.
Damit liefert uns Resolution fur literale und endliche Klauselmengen S ein Ent-
scheidungsverfahren fir H[S] = X und KX[S] = 4.

9.11 Primdarstellungen

Eine endliche und normale Klauselmenge S heil’t Primdarstellung genau dann,
wenn S = Ber(Res(S)).

Wir werden zeigen, dass zu jeder Formel A genau eine disjunktive beziehungs-
weise konjunktive Normalform existiert, die eine Primdarstellung ist. Wir spre-
chen von der disjunktiven beziehungsweise konjunktiven Primdarstellung von A.
Wir werden zeigen, dass zwei Formeln genau dann &quivalent sind, wenn sie
dieselbe disjunktive beziehungsweise konjunktive Primdarstellung haben. Die
zwei Primdarstellungen einer Formel kann man mit Resolution bestimmen. Prim-
darstellungen haben wichtige Anwendungen beim Schaltkreisentwurf und in der
Kiinstlichen Intelligenz.

3 Es scheint noch kein Logik-Lehrbuch zu geben, in dem Primdarstellungen behandelt werden.
Eine interessante Arbeit Uber die Berechnung von Primdarstellungen ist: Alex Kean und Ge-
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Um eine von Resolution unabhdngige Charakterisierung von Primdarstellungen
angeben zu koénnen, bendétigen wir eine starkere Version des Resolutionssat-

zes9.10.5.

Sei L ein Literal. Mit L bezeichnen wir das zu L komplementére Literal. Fiir
jedes Literal L gilt L = —L oder =L = L.

Lemma 9.11.1 Sei S eine Klauselmenge und C eine normale Klausel. Weiter sei
DeRes(SU{{L}|LeC)h—{{L}|LeC}

Dann existiert C’ € C mit D U C’ € Res(S).

Beweis  Durch Regelinduktion iiber Res(SU{{L} | L € C}). ([
Satz 9.11.2 (Resolution) Sei S eine endliche und literale Klauselmenge und C
eine normale Klausel. Dann:

DI{CI] € DIS] = XS] € KX[{C}] <« 3IC’ eRes(S): C' CC

Beweis Da D[S] = D[Res(S)] und KX[S] = K[Res(S)], folgt aus der
rechten Aussage die linke und die mittlere Aussage. Wir zeigen, dass aus der
mittleren Aussage die rechte Aussage folgt. Analog kann man zeigen, dass aus
der linken Aussage die rechte Aussage folgt.

Sei XS] < KX[{C}]. Dann X[S U {{L} | L € C}] = @. Also folgt ¢ €
Res(SU {{L} | L € C}) mit dem ersten Resolutionssatz. Also existiert mit
Lemmal9.11.1lein C' € C mit C’ € Res(S). ]

Korollar 9.11.3 Sei S eine endliche und literale Klauselmenge. Dann

Ber(Res(S)) = Ber({C e Cla | C normal und D[{C}1} <€ D[S
= Ber({C € Cla| C normal und X[S] € X[{C}1})

Korollar 9.11.4 Seien S und S’ endliche und literale Klauselmengen. Dann:
D[S = D[S'1 «— KI[S] = K[S'] — Ber(Res(S)) = Ber(Res(S"))

Beweis  Folgt aus Korollar|9.11.3 und der Tatsache, dass Bereinigung und Re-
solution denotationserhaltend sind. O

Korollar 9.11.5 Sei S eine endliche und literale Klauselmenge. Dann ist
Ber(Res(S)) eine Primdarstellung.

orge Tsiknis, An Incremental Method for Generating Prime Implicants/Implicates. Journal of
Symbolic Computation (1990) 9, 185-206.
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9.11  Primdarstellungen

Beweis Folgt aus Korollar|9.11.4 und der Tatsache, dass Bereinigung und Re-
solution denotationserhaltend sind. OJ

Die disjunktive und die konjunktive Primdarstellung einer Formel A definieren
wir wie folgt:

DPD(A) ¥ Ber({C < Cla | C normal und D[{C}] < M[A]})

KPD(A) o Ber({C € Cla | C normal und M[A] € KX[{C}1}

Die Klauseln in DPD(A) nennt man die Primimplikanten von A, und die Klauseln
in KPD(A) die Primimplikate von A.

Satz 9.11.6 (Primdarstellung) Seien A und B Formeln. Dann:

1. Fur jede disjunktive Normalform S von A gilt: DPD(A) = Ber(Res(S)).
Fir jede konjunktive Normalform S von A gilt: KPD(A) = Ber(Res(S)).
M[A] = DIDPD(A)] = KX[KPD(A)].

DPD(A) ist eine disjunktive Normalform von A und KPD(A) ist eine kon-
junktive Normalform von A.

AH B <= DPD(A) =DPD(B) « KPD(A) = KPD(B).
A glltig <= DPD(A) = {#} <= KPD(A) = #.
A unerflllbar <= DPD(A) =@ <= KPD(A) = {/}.

Fir jede disjunktive Normalform S von A gilt: Ber(DPD(A) U S) =
DPD(A).

9. Fir jede konjunktive Normalform S von A gilt: Ber(KPD(A) U S) =
KPD(A).

M L

©© N o o

Beweis Folgt aus Korollar|9.11.3 und der Tatsache, dass Bereinigung und Re-
solution denotationserhaltend sind. O

Wir sind jetzt in der Lage, die zwei Primdarstellungen einer Formel zu berechnen
(Primdarstellungssatz (1) und (2)). Als Beispiel bestimmen wir die konjunktive
Primdarstellung einer Formel A wie folgt:

("X=Z2)ANZAX=Y)A Y VaX=Z)

Diese Formel entspricht der Formel in Abschnitt wobei wir jetzt allerdings
die Buchstaben X, Y und Z anstelle von B, E und F fiir die Variablen benutzen.
Die obige Formel ist dquivalent zu

XVZ) AN (—=ZV=aXVAY) A ((RY AX)V L)
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Das sieht man schnellsten durch &quivalente Umformung von Teilformeln (Erset-
zungssatz). Durch Ausniitzung der Distributivitat bekommen wir die &quivalente
Formel

XVZY AN (—ZVaXVY) A EYVaZ) A(XV L)

Also ist Klauselmenge
{X, Z}, {=X, =Y, =2}, {=Y, =2}, {X,=~Z}}

eine konjunktive Normalform flr A. Das gilt auch fiir die Klauselmenge
{{X, 2}, {=Y, =2}, {X, =Z}}

die wir durch Streichen der subsumierten Klausel {—X, =Y, —=Z} erhalten. Wenn
wir die Resolvente {X} hinzufiigen, bekommen wir eine weiter konjunktive Nor-
malform fur A:

(X} {X, 2}, (=Y, =2}, {X, =Z}}

Jetzt 16schen wir alle von {X} subsumierte Klauseln und bekommen eine kon-
junktive Normalform S fur A:

{{X}, {=Y.~Z}}

Da S = Ber(Res(S)), ist S die konjunktive Primdarstellung von A.

Sei A eine Formel. Die konjunktive Primdarstellung von A ist nicht notwendi-
gerweise eine groenmalig minimale konjunktive Normalform fiir A. Aus dem
Primdarstellungssatz (9) folgt aber immerhin, dass jede groRenmaRig minimale
konjunktive Normalform flr A eine Teilmenge der konjunktiven Primdarstellung
von A ist. Im Allgemeinen gibt es jedoch mehr als eine groRenméBig minimale
konjunktive Normalform fur A. Betrachten Sie dazu die Klauselmenge

S={{=X,Z}, (=Y. Z}, {=X, Y}, {Y. =2}, {X,=Z}, {X,=Y}}

Da S = Ber(Res(S)) gilt, ist S eine konjunktive Primdarstellung einer geeignet
gewahlten Formel A. Betrachten Sie nun die beiden Teilmengen

Sl = {{_'Y’ Z}’ {_'X’ Y}v {Xv _'Z}}
So={{=X,Z}, {Y, =2}, {X,=Y}}

Da Res(S) = Res(S1) = Res(Sy) gilt, sind S; und S, konjunktive Normalformen
von A, die kleiner sind als S. Man Uberlegt sich leicht, dass S; und S, beides
groRenmalig minimale konjunktive Normalformen von A sind.
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9.12 Kompaktheit

9.12 Kompaktheit

Seio € ¥ und M C For. Wir definieren:

cerfilt M <& 6 =M &5 VAeM: o = A

Eine Menge M C For heif3t erfiillbar genau dann, wenn es ein o € X gibt, das
M erfiillt. Eine Menge M C For heif3t unerfillbar genau dann, wenn sie nicht
erftllbar ist.

Wir werden jetzt zeigen, dass es zu einer unerfillbaren Menge M C For stets
eine endliche Teilmenge gibt, die unerfillbar ist. Dieses Ergebnis ist als Kom-
paktheitseigenschaft der Aussagenlogik bekannt und wird fur die Beweise einiger
wichtiger pradikatenlogischer Sétze benétigt.

Da es bei der Kompaktheitseigenschaft offensichtlich um die Unerftllbarkeit un-
endlicher Formelmengen geht, bendtigen wir neue Beweistechniken. Unser Be-
weis der Kompaktheitseigenschaft folgt [Fitting, Kapitel 3.6]. In [Schoning, Ka-
pitel 1.4] findet man einen konstruktiveren Beweis.

Eine Hintikka-Menge ist eine Menge M C For, fur die die folgenden Eigenschaf-
ten gelten:

1. Wenn —A € M, dann A ¢ M.

2. Wenn ——A € M, dann A € M.

3. Wenn A1 A A; € M, dann A; € M und A, € M.

4. Wenn —=(A1 A A)) € M, dann —A; € M oder —=A, € M.
Proposition 9.12.1 Jede Hintikka-Menge ist erfullbar.

Beweis Sei M eine Hintikka-Menge. Wir definieren eine Belegung

a(jikaeVar.ierMthenlelseO

und zeigen durch Induktion Uber A: VA e For: Ae M = F[AJo = 1. O

Eine Konsistenzeigenschaft ist eine Menge € C & (For), so dass fur jede Menge
M e C die folgenden Eigenschaften gelten:

1. Wenn —A € M, dann A ¢ M.

2. Wenn ——A € M, dann (M U {A}) € C.

3. Wenn Ay A Ay € M, dann (M U {A1, Ay}) € C.

4. Wenn =(A1 A A1) € M, dann (M U {=Ay)} € M oder (M U {=A,)} € M.
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Proposition 9.12.2 Jedes maximale Element einer Konsistenzeigenschaft ist eine
Hintikka-Menge und folglich erfillbar.

Eine Konsistenzeigenschaft heil3t finitdr genau dann, wenn fiir alle M C For gilt:
MeC << Pin(M)CC
Die folgende Proposition sagt, dass jede finitire Konsistenzeigenschaft unter Teil-
mengen und Vereinigung von aufsteigenden Ketten abgeschlossen ist.
Proposition 9.12.3 Sei C eine finitare Konsistenzeigenschaft. Dann gilt:
1L.YMeCVM CM: M e¢C.
2. Fir jede Kette Mo € M1 S My C ... inCist Y.y Mi € C.

Jede Konsistenzeigenschaft kann zu einer finitdren Konsistenzeigenschaft erwei-
tert werden.

Proposition 9.12.4 Zu jeder Konsistenzeigenschaft C existiert eine finitéare Kon-
sistenzeigenschaft €’ mit ¢ C €.

Beweis Sei C eine Konsistenzeigenschaft. Wir definieren
C'={M|IMeC: MM}

Dann ist C’ eine unter beliebigen Teilmengen abgeschlossene Konsistenzeigen-
schaft mit € € ¢’. Als Néachstes definieren wir

C"={M c For | (M) < €'}

C"” erweitert ¢’ genau um die unendlichen Mengen, deren endliche Teilmengen
alle in ¢’ sind. Man uberzeugt sich leicht davon, dass C” eine finitdre Konsisten-
zeigenschaft ist. O

Annahme: Fir den Rest des Kapitels nehmen wir an, dass Var abzéhlbar ist.

Proposition 9.12.5 Sei € eine finitdre Konsistenzeigenschaft. Dann existiert zu
jedem Element M € € ein maximales Element M’ € € mit M C M’.

Beweis Da Var abzédhlbar ist, ist auch For abzahlbar (Godelisierung). Sei
A1, Az, Agz, ... eine Aufzdhlung von For. Sei M e ¢. Wir definieren eine auf-
steigende Kette

M=MgCMCTMCMzC ---
in C wie folgt:

Mo =M
M; = if Mj_1 U {A;} € C then M;_1 U {A;} else M;_4
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Wegen Proposition 9.12.3/ gilt [ J;.y Mi € €. Man uberlegt sich leicht, dass
Uien Mi sogar ein maximales Element von € ist. O

Satz 9.12.6 (Modellexistenz) Jede Konsistenzeigenschaft enthalt nur erfullbare
Mengen.

Beweis  Sei € eine Konsistenzeigenschaft und M € €. Mit Proposition [9.12.4/
bekommen wir eine finitdre Konsistenzeigenschaft ¢’ mit M € ¢ C €¢’. Mit
Proposition[9.12.5/bekommen wir ein maximales Element M’ € €’ mit M € M.
Mit Proposition [9.12.2/folgt jetzt, dass M’ erfiillbar ist. Also ist M erfiillbar. O

Proposition 9.12.7 Die Menge {M C For | VF € Pi,(M): F erfillbar } ist
eine Konsistenzeigenschatft.

Satz 9.12.8 (Kompaktheit) Eine Formelmenge ist erfullbar genau dann, wenn
jede ihrer endlichen Teilmengen erfullbar ist.

Beweis Folgt aus dem Modellexistenzsatz und Proposition 9.12.7 O

Korollar 9.12.9 Eine Formelmenge ist unerfullbar genau dann, wenn sie eine
unerfullbare endlichen Teilmenge hat.

Satz 9.12.10 (Testbarkeit) Sei Var eine entscheidbare Menge. Dann ist die Un-
erflllbarkeit von testbaren Formelmengen testbar.

Beweis  Sei ein Tester fiir eine Formelmenge M gegeben. Aus dem Tester
kénnen wir einen Aufzahler fir M konstruieren. Damit kdnnen wir eine Kette
Mg € M; C ... von endlichen Teilmengen von M aufzéhlen, so dass zu jeder
endlichen Teilmenge M’ von M ein n € N existiert mit S’ € S,. Da die Uner-
fullbarkeit der S; entscheidbar ist, haben wir damit wegen Korollar [9.12.9/eine
Prozedur, die genau dann terminiert, wenn M unerfillbar ist. O

Korollar 9.12.11 Sei S eine Klauselmenge. Dann K[ S] = ¥ genau dann, wenn
es eine endliche Teilmenge S’ von S gibt, so dass K[S'] = @.

Satz 9.12.12 (Resolution) Fdr jede literale Klauselmenge S gilt:

KIS =0 < 0 € Res(S)

Sei M C For und A < For. Wir definieren:
MEA (g) NVMoeX: oEM=0EA
Korollar 9.12.13 Sei M C For und A € For. Dann:

MEA & IMCP(M): M EA
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Kapitel 10

Pradikatenlogik

In diesem Kapitel behandeln wir die Familie der pradikatenlogischen Sprachen
erster Ordnung. Mit ASSN haben wir bereits eine solche Sprache kennengelernt.
Eine préadikatenlogische Sprache erster Ordnung ist durch eine Menge U (das
sogenannte Universum, bei ASSN Z) und durch eine Menge von Funktionen des
Typs UM — U oder U" — B gegeben. Die Funktionen des zweiten Typs nennt
man Pradikate (ASSN hat das Prédikat <).

Lesematerial

[Schoning, Kapitel 2]

10.1 Syntax

Abbildung definiert die Syntax von prédikatenlogischen Sprachen. Aus-
gangspunkt sind die drei Mengen Var, Fun und Pre, die die benétigten Symbole
zur Verfligung stellen. Jedem Funktions- und Pradikatensymbol ist durch die Stel-
ligkeitsfunktion eine feste Anzahl von Argumenten zuordnet. Nullstellige Funk-
tionssymbole bezeichnet man auch als Konstanten. Aufbauend auf den Symbolen
werden Terme und Formeln definiert. Die Funktion dieser syntaktischen Objekte
ist aus ASSN bekannt.

Die Konstruktion der Symbole sorgt dafiir, dass es unendlich viele Variablen und
fur jede Stelligkeit unendlich viele Funktions- und Pradikatensymbole gibt. Aus-
serdem sind die Mengen Ter und For godelisierbar und entscheidbar.

Eine atomare Formel ist eine Formel der Form p(ty, ..., t,).

Eine Signatur X ist eine nichtleere und entscheidbare Teilmenge von Fun U Pre.

125



10 Prédikatenlogik

X,y € Var = N Variable
f,g € Fun = {0} x Nx N Funktionssymbol
p,g € Pre = {1} xNxN Préadikatensymbol
|-] e FunUPre - N Stelligkeit
|(k,m,n)[ =n
S, t e Ter = Term
X
| f(tla ) t|f\)
A,B e For = Formel
p(tlv R t\pl) Atom
| —A Negation
| A1 A A Konjunktion
| IxA existenzielle Quantifizierung

Abbildung 10.1: Prédikatenlogische Syntax

Ein X-Term ist ein Term, in dem neben Variablen nur Funktions- und Pradika-
tensymbole aus ¥ vorkommen. Eine X-Formel ist eine Formel, in der neben
Variablen nur Funktions- und Pradikatensymbole aus X vorkommen. Die Men-
gen aller X-Terme und X-Formeln bezeichnen wir mit Ters und Fory. Wenn M
eine Menge syntaktischer Objekte ist, bezeichen wir mit My, die grofite Teilmen-
ge von M, deren Objekte neben Variablen nur Funktions- und Prédikatensymbole
aus X enthalten.

Die Syntax einer konkreten prédikatenlogischen Sprache wird durch eine Signa-
tur festgelegt. Beispielsweise enthélt eine Signatur fiir ASSN die folgenden Sym-
bole:

1. Fur jede ganze Zahl eine Konstante (also ein nullstelliges Funktionssym-
bol).

2. Fur 4 und x je ein zweistelliges Funktionssymbol.
3. Fir < ein zweistelliges Prédikatensymbol.
Welche Symbole dabei genau gewahlt werden spielt keine Rolle.

Beachten Sie, dass Abbildung10.1/die abstrakte Syntax von prédikatenlogischen
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A1V A — —'(—1A1 AN —'Ag)
A=A —» —-AIVA
Al Ay > (A= A)A (A= A
VXA1 — —3Ix—-A

Abbildung 10.2: Abkirzungen fir pradikatenlogische Sprachen

Sprachen definiert. Fur die konkrete Syntax verwendet man je nach Anwendung
unterschiedliche Notationen. Eine Mdglichkeit haben wir am Beispiel von ASSN
gesehen.

Wenn s ein nullstelliges Funktions- oder Prédikatensymbol ist, werden wir im
Folgenden stets s statt s() schreiben. Fir nullstellige Funktionssymbole verwen-
den wir in der Regel die Metavariablen a und b. Ausserdem verwenden wir die
Abkiirzungen in Abbildung 10.2. Damit wir nicht so viele Klammern schreiben
mussen, priorisieren wir die logischen Operatoren wie folgt: A, v, =, <. Damit
kénnen wir beispielsweise

(FAAB)VA) = (AAB)) & (AvB)
ohne Klammern schreiben:

-AABVA=AAB& AVB

Die freien Variablen FV (A) einer Formel A sind analog zu ASSN definiert. Eine
Formel heif3t geschlossen genau dann, wenn sie keine freien Variablen hat.

Sei A € For eine Formel mit FV(A) = {X4, ..., Xpjund Xy < -+ < xn Wir
definieren:

vA Y VX1...VXpA Allabschluss von A

A ¥ X ... 3IX, A Existenzabschluss von A

10.2 Semantik

Die Semantik einer konkreten prédikatenlogische Sprache mit der Signatur X gibt
man durch eine nichtleere Menge U (das sogenannte Universum) und durch Inter-
pretationen fir die Funktions- und Pradikatensymbole in X vor. Dabei muss ein

1 Die Variablen X1y vnns Xn sind natiirliche Zahlen.
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n-stelliges Funktionssymbol durch eine Funktion in U™ — U und ein n-stelliges
Pradikatensymbol durch eine Funktion in U" — B interpretiert werden. Die
Menge U zusammen mit den Interpretationen flr die Symbole in X bezeichnet
man als eine Struktur. Der Ordnung halber wollen wir Strukturen noch explizit
definieren.

Eine Struktur ist ist ein Paar (U, 1) wie folgt:
e U ist eine nichtleere Menge.
e | ist eine Funktion.
e Dom | ist eine Signatur.
e Firalle f e Dom I NFunist1(f)eU!fl - U.
e Firalle p e Dom I NPreist 1(p) e UPl - B.
Gegeben eine Struktur 4, verwendet wir die folgenden Notationen:
o U, bezeichnet das Universum von +A.

e X, bezeichnet die Signatur von 4 (also die Menge aller Funktions- und
Pradikatensymbole, fur die 4 Interpretationen vorgibt).

e S, bezeichnet die Interpretation, die A dem Funktions- oder Pradikaten-
symbol s € X4 zuordnet.

e Val, bezeichnet die Menge Var — U,. Die Elemente dieser Menge be-
zeichnet man als Valuationen oder Belegungen.

Eine X-Struktur ist ein Struktur A mit X 4, = .
Jede Struktur legt also genau eine prédikatenlogische Sprache fest.

Abbildung [10.3 definiert zu einer Struktur die Denotationsfunktionen fir Terme
und Formeln. Statt . T[t] und AF[A] schreiben wir kiirzer A[[t] und A[A].

Eine Struktur passt zu einem Term oder einer Formel genau dann, wenn sie alle
Funktions- und Prédikatensymbole des Terms oder der Formel interpretiert.

Zwei Strukturen A und B unterscheiden sich nur auf ¥ genau dann, wenn
Uy=Ug, X4 — X = Xg — X, und wenn + und B alle Symbole in X, — =
gleich interpretieren.

Proposition 10.2.1 Seien ¥ und X’ Signaturen. Dann existiert zu jeder Struktur
A mit T C X, N X eine X'-Struktur, die sich von 4 nur auf Symbolen unter-
scheidet, die in X nicht vorkommen.
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AT € TerEA — VaI,A, — Uy
AT[XJo = ox
ATt ... t)lo = fa(ATTtlo, ..., ATt ]o)

AF e Forg, — Val, — B
AP, ..., t)lo = palATTtido, ..., A [t]o)
A=Al = 1— AT[A]o
AT[AL A Al = min {AT[A]lo, AT[AL]o}
AF[AxAllo = max { AF[A](o[u/x]) |u e Uy}

Abbildung 10.3: Die Denotationsfunktionen einer Struktur -4

Proposition 10.2.2 (Signaturwechsel) Seien A und &  Strukturen mit
¥ C ¥4 N Xg, die sich nur auf Symbolen unterscheiden, die in X nicht vorkom-
men. Dann:

1. VaIA = Valjg
2. Vt € Ters Vo € Val,: A[t]lo = B[t]o.
3. VAcFory Vo € Val,: A[Allc = B[Aloc.

Beweis  Durch strukturelle Induktion (ber t € Ters und A € Fors. O

Substitution

Am Beispiel von ASSN haben wir gezeigt, wie man eine Substitutionsfunkti-
on fiir pradikatenlogische Formeln definiert (Abschnitt [6.5). Das war nicht ganz
einfach. Glucklicherweise lasst sich die Konstruktion leicht auf beliebige pra-
dikatenlogische Sprachen Ubertragen. Also gehen wir im Folgenden davon aus,
dass wir eine Substitutionsfunktion

For x Ter x Var — For

mit den folgen Eigenschaften haben:
1. VA e Forg Vt € Tery VX € Var: A[t/x] € Forg.
2. Fur jede X-Struktur «A:

VA € Fory Vt € Ters VX € Var Vo € Val,:
A[A[t/s]llo = A[Al(o[A[tlo/X])
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Aquivalenz

Zwei Formel A und B heilRen &quivalent (wir schreiben A = B) genau dann,
wenn A[[A] = A[B] fur jede Struktur « gilt, die zu A und B passt. Selbstver-
standlich ist Aquivalenz von Formeln eine Aquivalenzrelation, die die folgende
Ersetzungseigenschaft hat:

Proposition 10.2.3 (Ersetzung) Sei A H A’ und sei B’ aus B durch das Erset-
zen eines Auftretens der Teilformel A durch A’ erhaltbar. Dann B’ H B.

Abbildung [10.4 zeigt einige hilfreiche pradikatenlogischen Aquivalenzen.

Pranex- und Skolem-Form
Eine Formel ist in Prénexform genau dann, wenn sie die Form

lel oo ann A

hat, wobei n > 0, jedes Q; fiir 3 oder V steht, und A eine quantorenfreie Formel
ist. Eine Formel ist in Skolem-Form genau dann, wenn sie die Form

VX1...VXp A
hat, wobei n > 0 und A eine quantorenfreie Formel ist.

Proposition 10.2.4 Zu jeder Formel in For 5 existiert eine aquivalente Formel in
Forys in Pranexform.

Beweis Folgt mit den Aquivalenzen in Abbildung O

Modelle, Allgemeingultigkeit und Erfillbarkeit

Eine Struktur + heillt Modell einer Formel A genau dann, wenn A zu A passt
und A[AJo = 1 fir jede Belegung o € Val, gilt. Eine Formel A ist in einer
Struktur 4 giltig genau dann, wenn A ein Modell von A ist.

Eine Formel A heif3t allgemeingultig genau dann, wenn jede zu A passende Struk-
tur ein Modell von A ist.

Proposition 10.2.5 VA,B e For: AH B <= (A < B) allgemeingdiltig.

Eine Formel A heil3t erfullbar genau dann, wenn es eine zu A passende Struk-
tur 4 und eine Belegung o € Val, gibt, so dass A[[Allo = 1. Eine Formel heif3t
unerfillbar genau dann, wenn sie nicht erfullbar ist.

Eine Struktur 4 heillt Modell einer Formelmenge M genau dann, wenn « ein
Modell jeder Formel in M ist. Eine Formelmenge heif3t erfullbar genau dann,
wenn sie ein Modell hat. Eine Formelmenge heil3t unerfullbar genau dann, wenn
sie nicht erfillbar ist.
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—3IxA H Vx—A
—VXxA H 3Ix—A
-3A H V-A
VA H 3-A
XA H —Vx—A
VXA H —3Ix—A
XA H A falls x € FV(A)
VXA H A falls x € FV(A)
XA H Ay(ALy/x]) fallsy ¢ FV(A)
VXA H Vy(ALly/x)) fallsy ¢ FV(A)
@xA)AB H IX(AAB) falls x ¢ FV(B)
(VxA)v B H Vx(Av B) falls x ¢ FV(B)
@xA)vB H Ix(AvB) falls x ¢ FV(B)
(VxA) AB H Vx(AAB) falls x ¢ FV(B)
3xA) v AxB) H Ix(A v B)
(VxXA) A (YXB) H VX(AAB)
VXVYyA H VyvxA
Ix3ayA H 3Jy3axA

Abbildung 10.4: Einige pradikatenlogische Aquivalenzen
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Proposition 10.2.6 Fir jede Formel A sind die folgenden Aussagen aquivalent:
1. A allgemeingiltig.
2. VA allgemeinglltig.
3. —A unerfullbar.
4. 3—=A unerfullbar.
5. {3—A} unerflllbar.

Wir schreiben M =5 A genau dann, wenn M U {A} C Fory, und jedes X-Modell
von M ein Modell von A ist. Wenn M =5 A gilt, bezeichnet man A als eine
logische Konsequenz von M.

Proposition 10.2.7 Sei M U {A} C Fory. Dann:

MEs A < M U{3—-A} unerfiillbar

In diesem Kapitel werden wir zeigen, dass die Menge der allgemeingultigen For-
meln testbar und unentscheidbar ist. Die Testbarkeit von Allgemeingiiltigkeit ist
keineswegs offensichtlich, da Allgemeingultigkeit mit einer Quantifizierung Gber
alle Strukturen definiert ist.

10.3 Variablenfreie Formeln

Eine Term oder eine Formel heil3en variablenfrei genau dann, wenn sie keine Va-
riablen enthalten. Variablenfreie Terme und Formeln nennt man auch Grundterme
und Grundformeln. Wir definieren:
def . .
GTer = {t € Ter | t variablenfrei }
GFor @ { A € For | A variablenfrei }

AGFor & { A e GFor | A atomar}

Wir werden zeigen, dass variablenfreie pradikatenlogische Formeln auch aussa-
genlogische Formeln sind, und dass fur solche Formeln pradikatenlogische Er-
fullbarkeit mit aussagenlogischer Erflllbarkeit identisch ist.

Wir haben die aussagenlogische Sprache AL so definiert, dass wir die Menge der
Variablen frei wéhlen kénnen. Flr den Kompaktheitssatz haben wir einschran-
kend verlangt, dass die Menge der Variablen abzéhlbar ist. Damit haben wir
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die Mdglichkeit, die Menge AGFor der variablenfreien atomaren pradikatenlo-
gischen Formeln als die Menge der aussagenlogische Variablen zu wahlen. Das
werden wir ab sofort tun. Wenn wir jetzt die Definition der prédikatenlogischen
Syntax (Abbildung [10.1) mit der Definition der aussagenlogischen Syntax (Ab-
bildung vergleichen, stellen wir fest, dass die Menge der aussagenlogischen
Formeln genau die Menge GFor der variablenfreien pradikatenlogischen Formeln
ist. Wir werden zeigen, dass eine aussagenlogische Formel genau dann gltig [er-
flllbar] ist, wenn sie als prédikatenlogische Formel gultig [erfiillbar] ist.

Sei A eine X-Struktur, o € Val,, t € GTerg und A € GFory. Da A[t]o und
A[Allo nicht von o abhangt, definieren wir:

ACI] ¥ Aft]o

ACIA] ¥ A[AJo

Sei A eine X-Struktur. Dann ist
0. 2% A e AGFor. if A € AGFory then AC[[A] else 0

eine aussagenlogische Belegung.

Lemma 10.3.1 Fir jede X-Struktur 4 gilt: YA € GForg: F[Alos, =
AC[A].

Beweis  Beweis durch strukturelle Induktion tiber A € GFory. O
Eine Termstruktur ist eine Struktur 4 wie folgt:

o U, =GTerg,.

o Vt € GTery,: A°[t] =t.

Termstrukturen nennt man auch Herbrand-Strukturen. Ein Termmodell fir eine
Formel A ist eine Termstruktur, die ein Modell von A ist.

Lemma 10.3.2 Sei X eine Signatur mit mindestens einem Konstantensymbol.
Dann existiert fiir jede aussagenlogische Belegung o € AGFor — B eine Term-
struktur 4 mit X, = X, so dass o und o, auf AGFory, Ubereinstimmen.

Beweis Seio € AGFor — B. Sei « die Termstruktur mit X 4, = X und
Vpe X NPre: py=Aa(ty,..., tp) € GTer . o(p(ta, ..., tp))

Dann stimmen o und o4, auf AGFory;, tberein. Il

Satz 10.3.3 (Transfer) Sei A € GFor. Dann:
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1. Aisterfillbar genau dann, wenn A aussagenlogisch erfillbar ist.
2. Aist allgemeingultig genau dann, wenn A aussagenlogisch gultig ist.

Beweis  Sei A erflllbar. Dann existiert eine zu A passende Struktur A4 mit
AC[A] = 1. Also F[[A]o., = 1 mit Lemma/10.3.1. Also ist A aussagenlogisch
erfullbar.

Sei A aussagenlogisch erfullbar. Dann existiert ein o € AGFor — B mit
F[Alo = 1. Wirwéhlen eine Signatur X mit mindestens einem Konstantensym-
bol, so dass A € GForyx. Nach Lemma/10.3.2]existiert eine Termstruktur - mit
Y4 = X, S0 dass o und o, auf AGFory Ubereinstimmen. Also F[[Allos = 1.
Also AC[A] = 1 mit Lemma|10.3.1. Also ist A erfiillbar.

Die zweite Behauptung folgt aus der ersten:
A allgemeingiiltig <= —A unerfillbar
<= —A aussagenlogisch unerfillbar
<= Aaussagenlogisch giiltig O

Korollar 10.3.4 Die Allgemeingiiltigkeit und Erfullbarkeit von variablenfreien
pradikatenlogischen Formeln ist entscheidbar.

10.4 Aussagenlogisch gultige Formeln

Auch auf Formeln mit Variablen lassen sich aussagenlogische Ergebnisse (ber-
tragen. Sei A eine allgemeingdiltige variablenfreie Formel. Sei A" aus A dadurch
erhalten, dass man atomare variablenfreie Teilformeln konsistent durch irgend-
welche Formeln ersetzt. Dann ist A" allgemeinglltig. Aus dieser Behauptung
folgt beispielsweise, dass die Formel

(AfAA)VB & (AivB)A(A v B)
fur beliebige Formeln Az, A, und B allgemeingultig ist.

Um diese Behauptung beweisen zu kdénnen, missen wir prézise sagen, was wir
unter konsistenter Ersetzung meinen. Jede Funktion

y € AGFor — For
lasst sich wie folgt auf GFor erweitern:
vy e GFor — For

VF(p(th tn)) - y(p(tl’v tn))
yF=A) = =@F(A)
YF(ALAA) = yF(A) A YF(AY)
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Lemma 10.4.1 (Substitution) Sei y € AGFor — For und A eine Struktur, die
zu jeder Formel passt. Dann:
YA € GFor Vo € Val 4 :
AllyT (Ao = FIANL B € AGFor. A[y(B)]o)

Beweis  Durch strukturelle Induktion tber A € GFor. O

Eine Struktur 4’ heif8t konservative Erweiterung einer Struktur 4 genau dann,
wenn U, = Uy, T4 € X und 4 und A alle Symbole in X4 gleich interpre-
tieren.

Satz 10.4.2 (Transfer) Sei A € GFor allgemeingdltig und y € AGFor — For.
Dann ist yF(A) allgemeingiiltig.

Beweis Sei + eine Struktur, die zu yT(A) passt. Sei 4’ eine konservative
Erweiterung von s, die zu allen Formeln passt. Dann folgt mit Lemma [10.4.1,
dem ersten Transfersatz und der Allgemeingultigkeit von A, dass 4’ ein
Modell von yF(A) ist. Also ist 44 ein Modell von yF(A). O

Damit gelten wegen Proposition [10.2.5 alle aussagenlogischen Aquivalenzen
auch fiir pradikatenlogische Sprachen. Insbesondere gilt dies fir die Aquiva-
lenzen in Abbildung(9.1.

10.5 Berechnung von Skolemformen

Wir zeigen jetzt, dass man zu jeder Formel A eine Formel B in Skolemform be-
rechnen kann, so dass A genau dann erfullbar ist, wenn B erfillbar ist. Dafir
bendtigen wir eine Technik zur Elimination von Existenzquantoren. Das in die-
sem Abschnitt entwickelte Verfahren zur Elimination von Existenzquantoren ist
der erste Teil eines Verfahrens zum Testen von Allgemeingultigkeit.

Lemma 10.5.1 (Skolem) Sei A eine Formel mit FV(3xA) = {Xi1,..., Xp} und
sei f ein n-stelliges Funktionssymbol, das nicht in A vorkommt. Dann:

1. Fr jede Struktur, die zu A[ f (X1, ..., Xn)/X] passt, gilt:
Vo € Val,: A[A[f(X1,..., Xp)/X]lo =1 = A[IXAJo =1
2. Fur jede Struktur A, die zu 3x A passt, existiert eine Struktur B, die zu
A[f (X, ..., Xp)/X] passt, wie folgt:
a) «+ und B unterscheiden sich nur auf { f}.

b) Vo € Val,: A[IXAllo =1 = B[A[f(X1,..., Xp)/X]lo = 1.
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Beweis (1) Sei » eine Struktur, die zu A[ f (X1, ..., Xn)/X] passt. Seio € Val 4
mit AJA[ f (X1, ..., X5)/X]]lo = 1. Dann:

AIXAJlo = max{ A[AI(o[u/x]) |u e Uy}
> A[AN([A[L f (X1, ..., Xp)lo/X])
— ATALf (X1, ..., Xn)/X]]o
—1

(2) Sei A eine Struktur, die zu Ix A passt. Dann existiert flr jedes o € Val,
mit A[IxAJlo = 1einu € U, mit A[A](o[u/x]) = 1. Dabei hangt u nur von
o (X1), ..., o (Xn) ab. Also gibt es eine Funktion ¢ € U} — U, (Auswahlaxiom)
mit:

Vo e Val,: A[IXAllo =1 = A[Al(cl¢p(o(X1),...,0(Xn))/X]) =1

Sei B die Struktur mit fg = ¢, die sich nur auf {f} von 4 unterscheidet. Sei
o € Val, mit A[3xAJo = 1. Da f in A nicht vorkommt, gilt:

BIALT (X1, ..., Xn)/X]llo = BIAI(G[BILf (X1, ..., Xn)lo/X])
= A[Al(e[¢(o(X1), ..., o (Xn))/X])
=1
(]

Die fir die Elimination des Existenzquantors eingeflihrte Funktion nennt man
eine Skolem-Funktion.

Satz 10.5.2 (Skolem) Zu jeder Formel A kann man eine Formel B in Skolemform
berechnen, so dass gilt:

1. Aist genau dann erfullbar, wenn B erflllbar ist.
2. Jedes Modell von B ist ein Modell von A.

3. Zu jedem Modell + von A existiert ein Modell 8 von B, so dass 4 und B8
sich nur auf Funktionssymbolen unterscheiden, die in A nicht vorkommen.

Beweis  Zuerst bringt man A in Pranexform. Dann eliminiert man den &ulers-
ten Existenzquantor von A gemaR Lemma 10.5.1. Dabei sind eventuelle All-
quantoren (ber dem Existenzquantor kein Problem, da Modelle freie Variablen
implizit allquantifizieren. Dies wiederholt man solange, bis alle Existenzquanto-
ren eliminiert sind. O
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10.6 Quantorenfreie Klauseldarstellung

Wir geben jetzt ein detailliertes Verfahren zur Berechnung von Skolem-Formen
an, dass mit einer prédikatenlogischen Klauseldarstellung arbeitet. Insgesamt be-
kommen wir ein Verfahren, mit dem Klauselmengen in quantorenfreie Klausel-
mengen Uberfihrt werden kénnen. Dabei ist die Ausgangsmenge genau dann
erfullbar, wenn die quantorenfreie Ergebnismenge erftllbar ist.

Eine Klausel ist eine endliche Menge von Formeln. Wir vereinbaren die folgende
Notation:

C,D € Cla o Prin(For) Klausel

S € Prn(Fory) Klauselmenge

Fvc) ¥ U FV(A) Freie Variablen
AeC

Wir werden mit der konjunktiven Interpretation von Klauselmengen arbeiten. Zu-
satzlich definieren wir die Semantik von Klauselmengen so, dass eine Klausel die
Variablen, die in ihren Formeln frei vorkommen, allquantifiziert. Eine Klausel

{Aq, ..., An}
wird also wie die Formel
VX1 ooo YXm (AL V- VA

interpretiert, wobei {X1, ..., Xn} = FV(AD) U--- UFV(A)).

Eine Struktur 4 heit Modell einer Klausel C genau dann, wenn 4 zu jeder
Formel in C passt und

Vo e Val, A € C: AAllo =1

gilt. Eine Struktur 4 heillt Modell einer Klauselmenge S genau dann, wenn 4
ein Model jeder Klausel in S ist.

Eine Klauselmenge heif3t erfullbar genau dann, wenn sie mindestens ein Modell
hat. Eine Klauselmenge heif3t unerfiillbar genau dann, wenn sie kein Modell hat.

Proposition 10.6.1 Zu jeder endlichen Klauselmenge S C Clay existiert eine
geschlossene Formel A € Fory, die dieselben Modelle wie S hat.

Proposition 10.6.2 Sei M eine Formelmenge. Dann haben M und die Klausel-
menge { {A} | A € M } dieselben Modelle.
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Q) S, (C, =——A) 2 S, (C, A
2 S, (C, ~(ALAA)) > S, (C, —AL, =AY

) S, (C, A,AA) > S, (C, A, (C, A

S

4 S, (C, =-3axA) — S, (C, —Aly/x))
fallsy ¢ FV(C) A X =y vy ¢FV(A)

S

®) S, (C, IxA) = S, (C, A[f(X1,..., Xn)/X]D)

falls FV(3x A) = {Xq, ..., Xp} und f ein n-stelliges
Funktionssymbol ist, das in S, C und A nicht vorkommt

Abbildung 10.5: Vereinfachungsregeln fur pradikatenlogische Klauselmengen

Proposition 10.6.3 Jede Klauselmenge, die die leere Klausel enthdlt, ist uner-
fullbar.

Eine Klausel C heif3t trivial genau dann, wenn es eine Formel A gibt, so dass
AeCund—-AeC.

Proposition 10.6.4 (Triviale Klauseln) Sei S eine Klauselmenge und C eine tri-
viale Klausel. Dann haben S U {C} und S dieselben Modelle.

Ein Literal ist entweder eine atomare Formel p(ty,..., ty) oder eine negierte
atomare Formel —p(ty, ..., ty).

Eine Klausel heif3t literal genau dann, wenn sie nur Literale enthalt. Eine Klau-
selmenge heift literal genau dann, wenn sie nur literale Klauseln enthalt.

Abbildung [10.5 zeigt die Vereinfachungsregeln fir pradikatenlogische Klausel-
mengen. Die ersten drei Regeln entsprechen den konjunktiven Vereinfachungsre-
geln fiir aussagenlogische Klauselmengen. Wir verzichten diesmal auf die Elimi-
nationsregel fir triviale Klauseln, damit bei der Vereinfachung keine Funktions-
und Préadikatensymbole verloren gehen. Die vierte Regel vereinfacht interne ne-
gierte Existenzquantifizierung zu externer Allquantifizierung. Die funfte Regel
eliminiert interne Existenzquantoren durch die Einfihrung von Skolemfunktio-
nen.

Wir schreiben S > S’ genau dann, wenn die Klauselmenge S’ aus der Klausel-
menge S durch die Anwendung einer Vereinfachungsregel erhalten werden kann.

Wir schreiben S = S’ genau dann, wenn die folgenden Aussagen gelten:
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1. Jedes Modell von S’ ist ein Modell von S.

2. Zu jedem Modell 4 von S existiert ein Modell 8 von S’, so dass 4 und B
sich nur auf Funktionssymbolen unterscheiden, die in A nicht vorkommen.

Die wesentlichen Eigenschaften der Vereinfachungsregeln werden durch den fol-
genden Satz formuliert.

Satz 10.6.5 (Vereinfachung) Sei S eine Klauselmenge. Dann:
1. Wenn'S > S',dann S = §.
2. S ist literal genau dann, wenn es kein S’ mit S 3y gibt.
3. Wenn S endlich ist, dann gibt es keine unendliche Kette
$3535355 ...

Beweis Behauptung (1) folgt mit dem Skolem-Lemma[10.5.1| Behauptung (2)
gilt offensichtlich. Behauptung (3) folgt mit ahnlichen Argumenten wie bei den
aussagenlogischen Vereinfachungsregeln. O

Eine Klauselmenge S heif3t sparsam genau dann, wenn zu jedem n € N unendlich
viele n-stellige Funktionssymbole existieren, die nicht in S vorkommen.

Lemma 10.6.6 Zu jeder sparsamen Klauselmenge S existiert eine literale Klau-
selmenge S’ mit S = S’. Zudem gibt es eine berechenbare Funktion, die zu einem
Tester fur S einen Tester fir S’ berechnet.

Beweis Da die Menge aller Formeln abzahlbar ist, hat jede Klauselmenge nur
abzahlbar viele Klauseln. Damit kann man die Klauseln einer Klauselmenge
Schritt far Schritt vereinfachen. Diese eventuell unendliche Berechnung kon-
vergiert gegen eine literale Klauselmenge. O

Eine Formelmenge M heift sparsam genau dann, wenn die M entsprechende
Klauselmenge {{A} | A € M} sparsam ist. Wir schreiben M = S genau dann,
wenn {{A} | Ae M} & Sgilt.

Satz 10.6.7 (Elimination) Zu jeder sparsamen Formelmenge M existiert eine li-
terale Klauselmenge S mit M = S. Zudem gibt es eine berechenbare Funktion,
die zu einem Tester fir M einen Tester fiir S berechnet.

Beweis Folgt aus Proposition[10.6.2/und Lemma/10.6.6 O

Der obige Satz heifit Eliminationssatz, da er die Elimination aller Quantoren der
internen Syntax erlaubt.

Proposition 10.6.8 Mithilfe einer konsistenten Umbenennung
A(0,m,n) € Fun. (0,2m,n)
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der Funktionssymbole kann man jede Formelmenge M in eine sparsame Formel-
menge Uberfahren, die bis auf diese Umbenennung dieselben Modelle wie M hat.

10.7 Der Expansionssatz

Sei S eine quantorenfreie Klauselmenge. Die Menge aller Grundinstanzen der
Klauseln in S heift die Expansion von S und ist eine aussagenlogische Klau-
selmenge. Wir zeigen, dass eine quantorenfreie Klauselmenge genau dann un-
erfullbar ist, wenn ihre Expansion unerftllbar ist. Mit diesem Ergebnis lassen
sich die Kompaktheits- und Testbarkeitseigenschaften der Aussagenlogik auf die
Prédikatenlogik tbertragen. Insbesondere erhalten wir ein Testverfahren fur die
Allgemeingltigkeit von Formeln.

Satz 10.7.1 Sei S < Clayg eine variablenfreie und nichtleere Klauselmenge.
Dann sind die folgenden Aussagen &quivalent:

1. S erfillbar.
2. S hat ein X-Termmodell A.
3. K[S] # 9.

Beweis X enthélt mindestens ein Konstantensymbol, da S variablenfrei und
nichtleer ist.

(1) = (3). Sei S erfullbar. Dann hat S ein X-Modell 4 (Proposition [10.2.2).
Damit gilt

VC e SIAeC: A°[A] =1
Mit Lemmal10.3.1/folgt
VCeS3aAeC: FlAlo,=1

Also o4 € KX[S].
3) = (2). Sei KX[S] # @. Dann gibt es ein 0 € AGFor — B mit

VCeS3AeC: FlAlo =1

Lemma|10.3.2 liefert uns zu o eine X-Termstruktur » und der Eigenschaft, dass
o4 und o auf AGFory lbereinstimmen. Also gilt

VCeS3aAeC: FlAlo,=1
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Mit Lemma/10.3.1/folgt
VC e S3IAeC: A°[A]l =1
Also ist 4 ein Termmodell von S.
(2) = (1). Trivial. (I
Wir definieren:
QFor o { A € For | A quantorenfrei }
Fur jede Funktion o € Var — GTery definieren wir zwei Funktionen:
o' € Tery — GTeryg
o'(X) = oX
oT(fty, ..., ) = foT(ty),...,0(t))
oF e QFory, — GForg

OF(p(tl’ ceey tn)) = p(GT(tl)’ ceey UT(tn))
oF(=A) = =(cF(A)
cF(AMiAA) = oF(A) AGT(AY)

Lemma 10.7.2 (Substitution) Sei 4 eine X-Struktur und o € Var — GTery.
Dann:

1. Vt e Ters: AC[oT ()] = A[tT(Ax € Var. A%[o (x)])
2. YA € QFory: AC[oc"(A)] = A[AI X € Var. A%[o (X)]).
Beweis  Durch strukturelle Induktion Uber t € Tery und A € QFory. g
Lemma 10.7.3 (Substitution) Sei + eine Z-Termstruktur und o € Val 4. Dann:
1. Vt e Terg: Altlo =o'(t).
2. YA € QFory: A[Alo = AC[aF(A)].
Beweis  Folgt unmittelbar aus dem allgemeineren Lemma[10.7.2. O

Eine Klauselmenge heift quantorenfrei genau dann, wenn alle ihre Klauseln nur
quantorenfreie Formeln enthalten.

Die X-Expansion einer quantorenfreien Klauselmenge S < Clay ist wie folgt
definiert:

Exps(S) ® ({oF(A) |AeC}|C eSundo e Var — GTers }

Offensichtlich ist Expy, (S) eine variablenfreie Teilmenge von Clay. Die Klauseln
in Expy (S) nennt man auch die X-Grundinstanzen der Klauseln in S.
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Lemma 10.7.4 Sei S C Clag eine quantorenfreie Klauselmenge und 4 ein X-
Termmodell von Expy(S). Dann ist » ein Modell von S.

Beweis SeiC € Sund o € Val,. Es geniigt zu zeigen, dass ein A € C existiert
mit A[AJlo = 1.

Offensichtlich ist {cF(A) | A € C} € Exps(S). Also ist 4 ein Modell dieser
variablenfreien Klausel. Also existiert ein A € C mit AC[oF(A)] = 1. Mit dem
Substitutionslemma [10.7.3 folgt A[Allo = 1. O

Proposition 10.7.5 Sei S C Clag eine erfullbare quantorenfreie Klauselmenge.
Dann ist Expy. (S) erfullbar.

Beweis Wenn X kein Konstantensymbol enthélt, dann ist Expy(S) leer und
folglich erfiillbar.

Enthalte X mindestens ein Konstantensymbol und sei #4 ein Modell von S. We-
gen Proposition [10.2.2| kdnnen wir annehmen, dass ¥, = X. SeiC € S
und o € Var — GTery. Es geniigt zu zeigen, dass ein A € C existiert mit
AC[oF(A)] = 1.

Da 4 ein Modell von S ist, gibt es ein A € C mit
A[AI(Lx € Var. A®[o (X)])

Also gilt A°[o"(A)] = 1 mit Lemma/10.7.2 O

Satz 10.7.6 (Expansion) Sei S C Clay eine quantorenfreie Klauselmenge und
enthalte X mindestens ein Konstantensymbol. Dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

1. S erfillbar.
2. S hat ein X-Termmodell.
3. K[Exp(S)s] # 0.

Beweis (1) = (3). Sei S erfullbar. Dann ist Exp(S)y erfullbar (Propositi-
on[10.7.5). Also KX [Expx(S)] # @ mit Satz 10.7.1

3) = (2). Sei X[Exps(S)] # ¢. Dann liefert Satz|10.7.1/ein X-Termodell A
fur Expy (S). Mit Lemmal10.7.4 folgt, dass + ein Modell von S ist.

(2) = (1). Trivial. O

Satz 10.7.7 (Herbrand) Sei S € Clay eine quantorenfreie Klauselmenge und
enthalte X mindestens ein Konstantensymbol. Dann ist S unerfiillbar genau dann,
wenn es eine endliche Teilmenge S’ € Expy(S) gibt mit X[S'] = @.
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Beweis  Folgt aus dem Expansionssatz |10.7.6/ und dem aussagenlogischen
Kompaktheitssatz 9.12.11| O

Eine Struktur heiflt abzéhlbar genau dann, wenn ihr Universum abzahlbar ist. Da
die Menge aller Terme abzahlbar ist, ist jedes Termmodell abzahlbar.

Satz 10.7.8 (Léwenheim-Skolem) Jede erfiillbare Formelmenge hat ein abzahl-
bares Modell.

Beweis  Folgt aus dem Eliminationssatz [10.6.7, Proposition [10.6.8/ und dem
Expansionssatz [10.6.7, da jede Termstruktur abz&hlbar ist. g

Satz 10.7.9 (Kompaktheit) Eine Formelmenge ist erfullbar genau dann, wenn
jede ihrer endlichen Teilmengen erfullbar ist.

Beweis  Folgt aus dem Eliminationssatz 10.6.7, Proposition [10.6.8' und dem
Satz von Herbrand (10.7.7). O

Satz 10.7.10 (Testbarkeit) Die Unerfullbarkeit von testbaren Formelmengen ist
testbar.

Beweis Folgt aus dem Eliminationssatz [10.6.7, Proposition [10.6.8, dem Ex-
pansionssatz |10.7.6/und dem aussagenlogischen Testbarkeitssatz [9.12.10 O

Korollar 10.7.11 Allgemeingultigkeit von Formeln ist testbar.

10.8 Unifikation

Unifikation ist eine Operation, die allgemeinste Lésungen flir Termgleichungen
berechnet. Wir bendtigen Unifikation als Baustein fur einen praktisch brauchba-
ren pradikatenlogischen Resolutionsbeweiser. Dariiber hinaus ist Unifikation ein
wichtiger Baustein fur einen Typableiter fur Standard ML.

Im Folgenden legen wir eine Signatur X zugrunde, die mindestens ein Konstan-
tensymbol enthélt. Wir werden ausschlieBlich mit syntaktischen Objekten arbei-
ten, in denen nur Funktions- und Prédikatensymbole aus X vorkommen. Um
unsere Notation (bersichtlich zu halten lassen wir bei Tery, Fors und so weiter
den Index X weg und schreiben einfach Ter, For und so weiter.

Eine Substitution ist eine endliche Funktion 6 € Var n Ter, die die folgende
Bedingung erfullt: vx € Dom 6: 6x # x. Diese Bedingung sorgt dafiir, dass
beispielsweise {x > x} keine Substitution ist. Sie ist notwendig, damit Proposi-
tion|10.8.1/gilt. Die Menge aller Substitutionen bezeichnen wir mit Sub.

Die Erweiterungen einer Substitution & auf Terme und quantorenfreie Formeln
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und Klauseln ist wie folgt definiert:

0T € Ter — Ter
0T(x) = ifx € Dom 6 then 0x else x
OT(f(ty, ..., 1) = f@OT(ty),...,07(ty))
6F € QFor — QFor

OF(p(ty, ..., t) = pOT(t),....0(t))
6F(=A) =(OF(A))
OF(ALA A = OF(AD AOF(AY)

6C € QCla — QCla
6°(C) = {6F(A)|AeC}

Da 6 immer eine Substitution bezeichnen wird, schreiben wir statt 67 (t), 67(A)
und 6€(C) kiirzer 6t, A und 6C.

Proposition 10.8.1 Seien 61 und 6, Substitutionen. Dann gilt:
61 =0, < VteTer: 6:t =6t

Proposition 10.8.2 Seien 61,0, € Sub. Dann existiert genau ein & € Sub mit
67 = At e Ter. 6,(65t). Die Substitution 6 heiRt die Komposition 6,1 nach 6, und
wird mit 8, o 6, bezeichnet.

Sei S € Sub. Dann heillt 6 € S ein allgemeinstes Element von S genau dann,
wennVy € S3¢ € Sub: ¥ = ¢ o0.

Eine Umbenennung ist eine Substitution 6 mit @ = 6 o 6. Wenn 6 eine Umbe-
nennung ist, dann ist 67 eine bijektive Funktion Ter — Ter die sich selbst als
Umkehrfunktion hat. Fiir eine Umbenennung 6 gilt also Vt € Ter: t = 6(6t).

Lemma 10.8.3 (Substitution) Fir jede X-Struktur 4 gilt:
(1) VteTerVe € Sub Vo € Val,:
A0t]lo = A[tT(A X € Var. A[0x]o)
(2) VA e QFor VO € Sub Vo € Val 4:
A0 Allc = A[AT(ALX € Var. A[0x]o)
Beweis  Durch strukturelle Induktion Uber t € For und A € For. O

Satz 10.8.4 (Instanzen) Sei + ein X-Modell einer Klauselmenge S < Cla.
Dann: VC € S VO € Sub: « ist Modell von 6C.
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Beweis SeiC € S,60 € Subund o € Val,. Da A Modell von S ist, existiert
ein A € C mit A[AJ(AX € Var. A[6x]o) = 1. Mit Lemma 10.8.3 folgt
A0 Ao = 1. Also ist A eine Modell von 6C. O

Eine Gleichungsmenge ist eine endliche Menge von Paaren (s, t), die aus zwei
Termen bestehen. Wir vereinbaren die folgende Notation:

EcGM¥ Piin(Ter x Ter) Gleichungsmenge
s=tekE Gleichung
Die Unifikatoren einer Gleichungsmenge sind wie folgt definiert:

U € GM — Sub
UIE] ={0 €Sub |Vs =t e E: s =0t}

Die Elemente von U[E] heilRen die Unifikatoren von E. Eine Gleichungsmenge
E heit unifizierbar genau dann, wenn U[E] # 0.

Sei E eine Gleichungsmenge. Eine Substitution 6 € U[E] heilt allgemeinster
Unifikator von E genau dann, wenn 6 ein allgemeinstes Element von U[E] ist.
Eine Substitution & € U[E] heiflt prinzipaler Unifikator von E genau dann,
wenn die folgenden Bedingungen gelten:

1. 6 ist ein allgemeinster Unifikator von E.
2. 6 = 0 o 6 (Idempotenz).
3. InDom 8 und Ran 8 kommen nur Variablen vor, die auch in E vorkommen.

Eine Gleichung heil3t widerlegt genau dann, wenn sie eine der folgenden zwei
Formen hat:

1. f(sg,..., Sm) =9g(ty, ..., ty) mit f #£g.
2. x = f(ty, ..., ty) mit x kommt in einem der Terme t4, ..., t,. vor.

Eine Gleichungsmenge E heiflt widerlegt genau dann, wenn sie eine widerlegte
Gleichung enthalt.

Proposition 10.8.5 Widerlegte Gleichungsmengen sind nicht unifizierbar.
Eine Gleichungsmenge E heil3t geldst genau dann, wenn sie die Form

E={Xlitla---,xnitn}

hat mit
1. X1,..., X, paarweise verschieden.
2. Vi, je{l,...,n}: x; kommt nichtin t; vor.
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1) E.t=t - E
2 E, f(p,....8)="f(t,...,t) — E,si=ty, ..., S =1
3) E, x=t — E[t/x], x=t

falls x in E vorkommt und in t nicht vorkommt

4) E, f(t,....,t) =X — E, x=f(t,...,t)

Abbildung 10.6: Unifikationsregeln

Proposition 10.8.6 Sei E = {x; =11, ..., Xy = t,} eine geldste Gleichungsmen-
ge. Dann ist
{XlHtl,...,Xn }_)tn}

ein prinzipaler Unifikator von E.

Abbildung [10.6] zeigt Vereinfachungsregeln fiir Gleichungsmengen, die man als
Unifikationsregeln bezeichnet. Wir schreiben E 5 E genau dann, wenn die
Gleichungsmenge E’ aus der Gleichungsmenge E durch die Anwendung einer
Vereinfachungsregel erhalten werden kann.

Satz 10.8.7 (Unifikation) Sei E eine Gleichungsmenge. Dann:
1. Wenn E 5 E’, dann UILET] = UTE'T.
2. E ist widerlegt oder gelost genau dann, wenn es kein E’ mit E S E gibt.
3. Es gibt keine unendliche Kette E > E; —> Ep —> - -

Gegeben eine Gleichungsmenge E, kann man mit den Unifikationsregeln ent-
scheiden, ob E unifizierbar ist. Dazu wendet man die Unifikationsregel solange
auf E an, bis man eine Gleichungsmenge E’ bekommt, die nicht weiter verein-
facht werden kann. Dann hat E’ genau dieselben Unifikatoren wie E. AulRerdem
ist E’ entweder widerlegt oder geldst. Wenn E’ widerlegt ist, dann ist E nicht
unifizierbar. Wenn E’ gelést ist, dann liefert E’ gemaR Proposition [10.8.6 einen
prinzipalen Unifikator fur E.

Es kann passieren, dass das vereinfachte Gleichungssystem exponentiell groRer
ist als das Ausgangssystem (wegen Regel (3)). Die Aufblahung kann man in der
Praxis leicht vermeiden, indem man die Terme durch die Knoten eines Graphens
représentiert. Man kann zeigen, dass man die Unifizierbarkeit einer Gleichungs-
menge mit linearer Zeit entscheiden kann.
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CeS
C e Res(S)

Ae C1 € RE‘S(S) -B e Cz € RE‘S(S) 61A = 6,B 61,6- € Sub
(01C1 — {01A}) U (6:C2 — {—62B}) € Res(S)

Abbildung 10.7: Naiver pradikatenlogischer Resolutionsabschluss
10.9 Préadikatenlogische Resolution

Wir verallgemeinern jetzt die aussagenlogische Resolventenbildung so, dass man
damit die Unerfillbarkeit von pradikatenlogischen Klauselmengen zeigen kann.

Wie im Abschnitt tiber Unifikation lassen wir den Signaturindex % der Ubersicht-
lichkeit halber weg und nehmen an, dass alle syntaktischen Objekte gemal einer
Signatur X gebildet sind, die wenigstens eine Konstante enthélt.

Agquivalenz von zwei Klauselmengen S, S’ € Cla definieren wir wie folgt:

SHY &, 5 und S’ haben dieselben =-Modelle

Die Menge der quantorenfreien Klauseln bezeichnen wir mit QCla.

Abbildung [10.7 definiert mithilfe zweier Inferenzregeln den naiven préadika-
tenlogischen Resolutionsabschluss Res(S) einer quantorenfreien Klauselmenge
S € QCla. Die durch die zweite Inferenzregel eingefihrten Klauseln heilRen wie
im aussagenlogischen Fall Resolventen. Fur variablenfreie Klauselmengen ist der
naive pradikatenlogische Resolutionsabschluss identisch mit dem aussagenlogi-
schen Resolutionsabschluss.

Proposition 10.9.1 Sei S eine quantorenfreie Klauselmenge. Dann Res(S) H S.
Beweis  Folgt aus Satz10.8.4 und der Tatsache, dass

(AvBy) AN (—mAVvBy) = Bi1VvB;
aussagenlogisch gultig ist. O

Satz 10.9.2 (Resolution) Eine literale Klauselmenge S ist unerfullbar genau
dann, wenn @ € Res(S).

Beweis  Folgt aus Proposition [10.9.1, dem Expansionssatz [10.7.6, der Glei-
chung Res(Expy (S)) = Res(S) U Expy (S) und dem aussagenlogischen Resoluti-
onssatz|9.12.12. O
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{p(Y)} {=p@.x), ~q(x)} {=py), =p(f@), q(y)}

y = g(b, x)

{=a ()}

y— f() XYy

{=p(y), =p(f (@)}

y— f(a)

Abbildung 10.8: Ein prédikatenlogischer Resolutionsgraph

Abbildung [10.8| zeigt einen pradikatenlogischen Resolutionsgraphen. Der Reso-
lutionssatz garantiert uns, dass die Unerfiillbarkeit jeder literalen Klauselmenge
durch einen endlichen Resolutionsgraphen gezeigt werden kann.

Ein Beweiser ist ein Programm, das versucht, zu einer literalen Klauselmen-
ge einen Resolutionsgraphen zu konstruieren, der zeigt, dass die Klauselmenge
uenerfillbar ist. Der Resolutionssatz sagt, dass ein solcher Graph genau dann
existiert, wenn die Klauselmenge unerfillbar ist. Die Resolutionsregel in Abbil-
dung hat in Bezug auf eine praktikable Realisierung des Beweisers jedoch
das Problem, dass sie zu zwei Klauseln im Allgemeinen unendlich viele Resol-
venten generiert. Der Informatiker J.A. Robinson hat 1964 entdeckt, dass man
die zu betrachtenden Resolventen auf endlich viele allgemeinste Resolventen ein-
schranken kann, die man mithilfe von Unifikation aus den beiden Elternklauseln
berechnen kann. Aufbauend auf dieser Grundlage kann man mit weiteren Tech-
niken praktikable Beweiser realisieren.

Mit GCla bezeichnen wir die Menge aller variablenfreien Klauseln. Die Funktion

GR € GCla x GCla — £(GCla)
GR(C1,C) ={(C1 —{ADU(Co—{=A}D) | A Cy, ~AcCy}

liefert zu zwei variablenfreien Klauseln die Menge aller ihrer Resolventen.

Mit LCla bezeichnen wir die Menge aller literalen Klauseln. Ein Resolvierer ist
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10.9 Prédikatenlogische Resolution

CeS C1 € Res(r, S) C, e Res(r, S) C er(Cq,Cy
C e Res(r, S) C e Res(r, S)

Abbildung 10.9: Resolvierer-basierter Resolutionsabschluss

eine Funktion
r € LCla x LCla — £ (LCla)

die zu zwei literalen Klauseln eine Menge von literalen Klauseln wie folgt liefert:

Exp(r (C1, C2)) = |_J {GR(Cy, C)) | C; € Exp{Ca}, C € Exp{C2}}

Abbildung10.9/definiert zu einem Resolvierer r und einer literalen Klauselmenge
S eine literale Klauselmenge Res(r, S).

Der triviale Resolvierer

ro(C1, C2) = { (61C1 — {01A}) U (62C2 — {—62B}) |
A € C, e Res(S), =B € C, € Res(S),
61A =6,B, 6, € SUb, 0o € SUb}

entspricht der Resolutionsregel in Abbildung [10.7. Offensichtlich gilt:
VS C LCla: Res(S) = Res(rg, S)

Satz 10.9.3 (Resolution) Sei r ein Resolvierer. Dann ist eine literale Klausel-
menge S genau dann unerfillbar, wenn ¢ € Res(r, S).

Eine Substitution 6 heiflt Unifikator einer literalen Klausel C genau dann, wenn
6C aus genau einem Literal besteht. Ein Unifikator 6 einer literalen Klausel C
heilt allgemeinster Unifikator von C genau dann, wenn fiir jeden Unifikator
von C eine Substitution ¢ mit = ¢ o 6 existiert. Offensichtlich kann man das
Unifikationsproblem fir Klauseln auf das Unifikationsproblem fiir Gleichungs-
mengen zuruckfihren. Wir wissen also, wie man die Unifizierbarkeit einer Klau-
selmenge entscheidet und wie man gegebenfalls einen allgemeinsten Unifikator
berechnet.

Wir wéhlen ein Objekt L ¢ Sub. Ein Unifizierer ist eine Funktion (mgu steht ftr
most general unifier)

mgu € LCla — Sub U {}

so dass fr jede literale Klausel C gilt:
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1. C unifizierbar genau dann, wenn mgu(C) # L

2. Wenn C unifizierbar ist, dann ist mgu(C) ein allgemeinster Unifikator
von C.

Ein Klausel C € QCla heifit Variante einer Klausel D € QCla genau dann, wenn
es eine Umbenennung 6 gibt mit C = 6D.

Zwei Klausel heilRen variablendisjunkt genau dann, wenn es keine Variable gibt,
die in beiden Klauseln vorkommt. Ein Umbenenner ist eine Funktion

ren € LCla x LCla — LCla

so dass fir alle literalen Klauseln C4 und C» die Klausel ren(C4, C,) eine Variante
von C; ist, die variablendisjunkt zu C, ist.

Satz 10.9.4 (Resolution) Sei mgu ein Unifizierer und ren ein Umbenenner. Dann
ist

r(C:,Cy) ={(¥#C1—60C)) U (6C, —6Cy)) |
¥ # Cy Cren(Cy, Co),
§#Ch={=By,..., =By} € C;
6 =mgu(CyU({By,..., Bp})) # L}

ein Resolvierer.

Der in diesem Satz angegebene Resolvierer hat die fur die Realisierung eines
Beweisers wichtige Eigenschaft, dass er zu zwei Klausel nur endlich viele Resol-
venten liefert.

10.10 Allgemeingultigkeit ist unentscheidbar

Satz 10.10.1 (Unentscheidbarkeit) Sei X eine Signatur mit mindestens einer
Konstante, zwei einstelligen Funktionssymbolen, und einem zweistelligen Pradi-
katensymbol. Dann ist die Menge { A € Fory | A allgemeingltig } unentscheid-
bar.

Die Satz wurde um 1936 erstmals von Alonzo Church gezeigt. Er gilt auch fur
Signaturen ohne Funktionssymbole, die genigend viele Prédikatensymbole ha-
ben.

Um den Unentscheidbarkeitssatz zu zeigen, bendtigen wir ein unentscheidbares,
aber testbares Problem, dass wir auf das Allgemeingultigkeitsproblem reduzieren
kdnnen (das Allgemeingiiltigkeitsproblem ist testbar, siehe Satz 10.7.10). Daflr
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eignet sich beispielsweise das Halteproblem fiir IMP (Satz [8.5.3). Wir konnen
aber viel Arbeit sparen, wenn wir ein anderes als unentscheidbar aber testbar
bekanntes Problem wahlen, das sich einfacher mit pradikatenlogischen Formeln
codieren lasst. Zum Beispiel ist das Postsche Korrespondenzproblem dafiir gut
geeignet. Einen entsprechenden Beweis finden Sie in [Schoning, Kapitel 2.3].

Ein Beweissystem fiir eine Menge U ist ein Paar (B, B) wie folgt:
1. B ist eine in polynomialer Zeit entscheidbare Menge.

2. B € B — U ist eine in polynomialer Zeit berechenbare surjektive
Funktion.

Dabei heilit b € B Beweis fur u € U genau dann, wenn g(b) = u. Offensichtlich
ist jede Menge, zu der ein Beweissystem existiert, testbar.

Fir die Menge der allgemeingultigen Formeln kénnen wir ein Beweissystem wie
folgt konstruieren. Als Beweise (die Elemente der Menge B) wahlen wir Tripel
wie folgt:

1. Eine Formel A.

2. Eine Ableitung {{3—A}} > --- > S, so0 dass S eine literale Klauselmenge
ist.

3. Ein Resolutionsgraph, der aus S die leere Klausel ableitet.

10.11 Theorien und Axiomatisierung

In diesem Abschnitt arbeiten wir wieder mit mehr als einer Signatur.
Eine X-Theorie ist eine Formelmenge T C Fory, so dass
T={Aeborg | T =5 A}
gilt. Eine Theorie ist also eine unter logischer Konsequenz abgeschlossene For-

melmenge. Eine X-Theorie T heift vollstdndig genau dann, wenn fir jede ge-
schlossene Formel A € Fory gilt: Ae T oder —AeT.

Sei 4 eine X-Struktur. Dann bezeichnen wir die Formelmenge
def T
Th(A) = { A € Forg | A gultig in 4}

als die Theorie von . Offensichtlich ist Th(-4) eine vollstandige X-Theorie.
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Sei M C Forx. Dann bezeichnen wir
The(M) € (A cForg | M =5 A)

als die von M erzeugte Theorie.

Proposition 10.11.1 Sei M C Forg. Dann M C Thg(M) = Thg(Thg(M)).
AuBerdem ist M genau dann eine X-Theorie, wenn M = Thg (M) gilt.

Satz 10.11.2 (Testbarkeit) Sei M C Fory testbar. Dann ist Thy (M) testbar.
Beweis Folgt aus Proposition[10.2.7/und Satz|10.7.10 O

Proposition 10.11.3 Eine vollstandige Theorie ist testbar genau dann, wenn sie
entscheidbar ist.

Beweis Sei T eine testbare und vollstdndige X-Theorie. Sei A € Fory eine
geschlossene Formel. Wir kdnnen einen steuerbaren Tester fir T abwechselnd
auf A und —A anwenden. Da T vollstandig ist, wissen wir nach endlich vielen
Schritten, ob A oder —Ain T ist. O

Eine Axiomatisierung einer X-Theorie T ist eine entscheidbare Formelmenge

Proposition 10.11.4 Sei M eine Axiomatisierung einer X-Theorie T. Dannist T
testbar. Wenn T vollstandig ist, dann ist T sogar entscheidbar.

Beweis Folgt aus Satz/10.11.2 und Proposition[10.11.3 O

Von besonderem Interesse sind minimale Axiomatisierungen. Dabei heilt eine
Formelmege M C Fors minimal genau dann, wenn

VA e M: Thg(M — {A}) # Thg(M)

Um 1900 glaubten viele Logiker (zum Beispiel David Hilbert), dass sich die tb-
lichen mathematischen Theorien in Préadikatenlogik erster Stufe axiomatisieren
lassen. Dieser Glaube war etwas verwegen, da man das Konzept der Berechen-
barkeit noch gar nicht formal definieren konnte (das gelang erst Church und Tu-
ring um 1937). Godel zeigte um 1933 mit seinem Unvollstandigkeitssatz 8.6.1,
dass die Theorie der ganzen Zahlen mit der Signatur {0, 1, —1, +, %, =} nicht
axiomatisierbar ist.

Es gibt aber durchaus interessante Strukturen, deren Theorie axiomatisierbar ist.
Beispielweise ist die Theorie der natiirlichen Zahlen mit der Signatur {0, 1, 4+, =}
entscheidbar (sogenannte Presburger Arithmetik). Dieses Ergebnis wurde von
Presburger, einem Diplomanden Tarskis, mit der Methode der Quantorenelimina-
tion gezeigt.
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Auch die Theorie der reellen Zahlen mit der Signatur {0, 1, —1, +, %, =} ist ent-
scheidbar. Dieses Ergebnis wurde von Tarski ebenfalls mit der Methode der
Quantorenelimination gezeigt. Der Satz von Léwenheim-Skolem [10.7.8| liefert
uns das auf den ersten Blick tiberraschende Ergebnis, dass die Theorie der reellen
Zahlen auch ein abzahlbares Modell hat.

Die gerade aufgefiihrten Resulte fiir die Theorie der reellen Zahlen sind nur auf
den ersten Blick verbliffend. Sie sagen im Wesentlichen, dass die Expressivitét
(Aussdrucksstarke) von pradikatenlogischen Sprachen erster Stufe begrenzt ist in
dem Sinne, dass ihre Formeln wesentliche Eigenschaften der reellen Zahlen nicht
ausdriicken konnen. Diese Schwierigkeit verschwindet, wenn man mit pradika-
tenlogischen Sprachen hoherer Ordnung arbeitet, die auch (ber Funktionen und
Préadikate quantifizieren kénnen.

Wir kdnnen also einerseits feststellen, dass die Expressivitat der Pradikatenlogik
erster Stufe eingeschrénkt ist. Andererseits ist sie aus der Sicht der Berechen-
barkeit nicht gerade bescheiden: die Theorie der ganzen Zahlen ist nicht testbar
und Allgemeingultigkeit ist immerhin unentscheidbar. Wenn man zu expressiver-
en Sprachen ubergeht, bezahlt man damit, dass Allgemeingdltigkeit nicht mehr
testbar ist.

Bisher haben wir nur die vollstdndigen Theorien konkreter Strukturen wie Z
und R betrachtet. Beim mathematischen Arbeiten verwendet man jedoch oft
Abstraktionen wie Gruppen oder partielle Ordnungen. Diese Abstraktionen ent-
sprechen unvollstandigen Theorien und lassen sich oft mit prédikatenlogischen
Sprachen erster Stufe axiomatisieren. Dabei verwendet man typischerweise pra-
dikatenlogische Sprachen mit Gleichheit. Diese stellen atomare Formeln's =t
bereit, die als Gleichheitsaussagen interpretiert werden. Man kann zeigen, dass
man das eingebaute Gleichheitspradikat mithilfe eines zweistelligen Pradikaten-
symbols axiomatisieren kann, ohne dass sich der Begriff der Gultigkeit andert.
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Kapitel 11

Ruckblick

Wir haben eine Reihe von logischen Sprachen betrachtet: die Programmierspra-
che IMP, die Sprache AL der Aussagenlogik, und die Familie der pradikatenlo-
gischen Sprachen erster Ordnung (zum Beispiel ASSN). Fr jede dieser Sprache
haben wir syntaktische und semantische Objekte definiert. Wir haben stets ei-
ne denotationale Semantik angegeben, die syntaktische Objekte auf semantische
Obijekte abbildet.

Syntaktische Objekte

Syntaktische Objekte haben wir als sehr einfache mathematische Objekte forma-
lisiert, die die Struktur von Baumen haben. Die Baumstruktur ergibt sich dadurch,
das groRRere syntaktische Objekte durch Tupelbildung aus kleineren syntaktischen
Objekten konstruiert werden. Diese Darstellung macht die hierarchische Struk-
tur von syntaktischen Objekten explizit. Mit der Technik der Godelisierung las-
sen sich syntaktische Objekte auch als natiirliche Zahlen représentieren. Wenn
man logische Sprachen auf Computern realisiert, verwendet man eine Darstellung
durch Zeichenreihen und spricht von konkreter Syntax. Die Baumdarstellung be-
zeichnet man dagegen als abstrakte Syntax.

Denotationale Semantik

Die fiir eine Sprache erforderlichen syntaktischen Mengen (zum Beispiel Kom-
mandos, Terme und Formeln) wurden durch strukturelle Rekursion definiert. Ent-
sprechend wurden die erforderlichen Denotationsfunktionen durch strukturelle
Rekursion Uber die Konstruktion der syntaktischen Objekte definiert. Die Deno-
tationsfunktion fiir eine syntaktische Menge liefert stets eine Aquivalenzrelation

SHS < DIS]=2[51
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die die Ersetzungseigenschaft hat: Wenn S 5 S’ und das syntaktische Objekt T’
aus dem syntaktischen Objekt T erhalten wird, indem ein Auftreten des Teilob-
jekts S durch S’ ersetzt wird, dann T | T’. Damit erhalten wir eine abstrakte
Gleichheitsrelation, mit der wir nach den wohlvertrauten Regeln fur Gleichheit
rechnen koénnen.

Bis auf die Kommandos von IMP war die Definition der Denotationsfunktionen
immer offensichtlich. Die Schwierigkeit bei IMP war, dass die Denotation einer
Schleife eine Funktion ist, die durch eine etwas allgemeinere Rekursion definiert
werden muss. Fir solche rekursive Definitionen haben wir durch VPOs und Fix-
punktoperatoren eine mathematische Grundlage bereitgestellt.

Operationale Semantik

Da die denotationale Semantik fir IMP fiir den mathematisch Naiven nicht sofort
verstandlich ist, haben wir fiir IMP eine alternative operationale Semantik ange-
geben, die unmittelbar versténdlich ist. Wir haben dann gezeigt, dass die beiden
Semantiken &quivalent sind. Die denotationale Semantik hat gegeniiber der ope-
rationalen Semantik den groRen Vorteil, dass sie die Aquivalenz von Kommandos
so direkt wie nur moglich definiert.

Hoare-Logik

Die pradikatenlogische Sprache ASSN versetzte uns in die Lage, Spezifikationen
flr die Kommandos von IMP zu formulieren. Unser Hauptinteresse galt der Veri-
fikation von partieller Korrektheit. Die Hoare-Regeln versetzen uns in die Lage,
die partielle Korrektheit eines Kommandos zu verifizieren, ohne auf die Definiti-
on der Semantik von IMP zuriickgreifen zu missen. Fur eine Verifikation muss
man geeignete Schleifeninvarianten angeben. Aus dem annotierten Programm
lassen sich dann die sogenannten Verifikationsbedingungen berechnen. Dabei
handelt es sich um Formeln von ASSN. Die partielle Korrektheit ist verifiziert,
wenn alle Verifikationsbedingungen gltig sind.

Wir haben gezeigt, dass die durch die Hoare-Regeln gegebene Verifikationsme-
thode vollstdndig ist. Dazu haben wir einen nichttivialen Algorithmus angeben,
der zu einer Nachbedingung und einem Kommando eine schwachste Vorbedin-
gung berechnet. Die Existenz der Vorbedingung bedeutet, dass die Spezifikati-
onssprache ASSN hinreichend expressiv ist, um die fir ein Kommando und eine
Nachbedingung zuldssigen Eingaben zu charakterisieren.
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Berechenbarkeit

Aufbauend auf IMP haben wir die grundlegenden Begriffe der Berechenbarkeit
formalisiert. Mit der Eindeutigkeit der Primzahlzerlegung und dem Konzept der
Godelisierung sieht man leicht, dass IMP Turingmaschinen simulieren kann. Da-
mit entsprechen die mit IMP definierten Berechnungskonzepte den Ublichen. Die
Existenz schwachster Vorbedingungen lieferte uns dann die Erkenntnis, dass die
Menge der giiltigen Formeln von ASSN nicht testbar ist (Godels Unvollstandig-
keitssatz).

Aussagenlogik

Bei der Aussagenlogik galt unser Hauptinteresse algorithmischen Methoden, um
die Gultigkeit, Erfullbarkeit und Aquivalenz von Formeln zu entscheiden. Dafiir
haben wir zwei Vereinfachungssystemeﬁ angegeben, die Formeln in disjunktive
beziehungsweise konjunktive Normalform tberfiihren. Im Zusammenhang damit
haben wir Tableaus und Sequenten betrachtet. Zusatzlich haben wir Resoluti-
on betrachtet, mit der wir eindeutige disjunktive und konjunktive Normalformen
berechnen kdnnen (sogenannte Primdarstellungen). Schlielflich haben wir die
Kompaktheitseigenschaft unendlicher Formelmengen kennengelernt, die fur die
Préadikatenlogik eine wichtige Rolle spielt.

Pradikatenlogik

Fir die Pradikatenlogik haben wir zuerst gezeigt, dass die aussagelogische Spra-
che eine Teilsprache jeder pradikatenlogischen Sprache ist. Damit sind alle aussa-
genlogischen Methoden fir die Pradikatenlogik verwendbar. Als Ndchstes haben
wir gezeigt, dass die Menge der allgemeingultigen Formeln testbar und unent-
scheidbar ist. Fir die Testbarkeit haben wir Unerflllbarkeit betrachtet. Der erste
Schritt beim Testen ist die Uberfithrung einer Formel in quantorenfreie Klausel-
form. Dies gelingt durch die Einfilhrung von Skolem-Funktionen. Wir haben
dann gezeigt, dass eine quantorenfreie Klauselmenge genau dann unerftllbar ist,
wenn die (unendliche) Menge ihrer Grundinstanzen unerfullbar ist. Aussagen-
logische Kompaktheit und Resolution liefern uns dann den zweiten Schritt eines
Testers auf Unerfillbarkeit. Mithilfe der Unifikationsoperation kann man eine
pradikatenlogische Version der Resolution angeben, die eine Grundlage fiir prak-
tikable Beweiser liefert.

L In der Literatur heien Vereinfachungssysteme meistens Reduktionssysteme.
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