Kapitel 8

Programmverifikation

Eine Spezifikation sagt, was gemacht werden soll. Eine Implementierung sagt,
wie etwas gemacht werden soll. Unter einer Verifikation versteht man eine Ar-
gumentation, die zeigt, dass eine Implementierung macht was eine Spezifikation
vorschreibt.

Diese grundlegende Idee, die auf Hardware und Software angewendet werden
kann, machen wir jetzt am Beispiel der Programmiersprache IMP konkret. Spe-
zifikationen formulieren wir mit den Formeln von ASSN, als Implementierungen
verwenden wir die Kommandos von IMP. Auf dieser Grundlage entwickeln wir
Verifikationstechniken, mit denen wir zeigen konnen, dass ein Kommando eine
Spezifikation implementiert.

Da wesentliche Ideen dieser Konstruktion von C.A.R. Hoare entwickelt wurden
(um 1970), bezeichnet man sie auch als Hoare-Logik.

Lesematerial

[Winskel, Kapitel 6 und 7]

8.1 Spezifikationen und Korrektheit
Fur IMP verwenden wir Spezifikationen, die aus einer Vorbedingung und einer
Nachbedingung bestehen. Hier ist ein Beispiel:

Vorbedingung: X>1AY >0
Nachbedingung: Z =X +Y

Sei das Kommando c ein Kandidat fiir die Implementierung dieser Spezifikation.
Die Vorbedingung legt fest, auf welche Zustande ¢ angewendet werden soll. Die
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Nachbedingung legt fest, welche Eigenschaften die Endzustande haben sollen, die
die Ausflihrung von ¢ mit einem Anfangszustand gemaR der Vorbedingung liefert.
Wenn wir annehmen, dass c die Lokationen X und Y nicht &ndert, legt die obige
Spezifikation gerade fest, dass ¢ die Summe X +Y berechnen und in der Lokation
Z ablegen soll.

Es ist zweckmaRig, zwischen Termination und partieller Korrektheit zu trennen.
Partielle Korrektheit 18Rt zu, dass ein Kommando flr zuldssige Anfangszusténde
divergiert. Nur fur den Fall, dass der Anfangszustand die Vorbedingung erfillt und
das Kommando fur diesen Zustand terminiert, muss der gelieferte Endzustand die
Nachbedingung erflillen. Unter totaler Korrektheit versteht man partielle Korrekt-
heit plus Termination fur alle Anfangszustande, die die Vorbedingung erfllen.
Hoare-Logik behandelt partielle Korrektheit und ignoriert Termination.

Im Kontext von Verifikation bezeichnet man die Formeln von ASSN auch als
Zusicherungen oder Assertionen. Fur Zusicherungen werden wir die folgenden
Metavariablen verwenden:

A,B,C, | € Assn

Aus technischen Grinden ist es sinnvoll, darauf zu bestehen, dass die folgenden
Beziehungen gelten:

1. Var = Loc.
2. Aexp C Terund Va € Ter: «A[a]l = 7 [al.
3. Bexp € Assn und Vb € Bexp: B[b] = D[b].

Wir haben IMP und ASSN mit Bedacht so definiert, dass die Erfillung der Bedin-
gung (1) die Erfillung der Bedingungen (2) und (3) nach sich zieht.

In der Praxis ist es sinnvoll, fiir Zusicherungen weitere arithmetische Operatio-
nen (zum Beispiel Exponentiation n*) zur Verfiigung zu stellen. Es ist einfach,
ASSN entsprechend zu erweitern. Alle Ergebnisse dieses Kapitels gelten auch fir
entsprechende Erweiterungen von ASSN.

Eine Spezifikation ist ein Paar (A, B) aus zwei Zusicherungen A, B € Assn.

Definition 8.1.1 Ein Kommando ¢ € Com erflillt eine Spezifikation (A, B) genau
dann, wenn:

Vo,6' e Z: (c=A A C[cllo =0) = o' =B
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8.1 Spezifikationen und Korrektheit

Die Tripel aus Assn x Com x Assn nennen wir Hoare-Tripel und schreiben sie als
{A}c{B}. Wir definieren:

= (Alc(B} <& (A)c(B)istgiltig < cerfillt (A, B)
Um die Gultigkeit von Hoare-Tripeln kompakter charakterisieren zu kdnnen, de-
finieren wir eine Relation auf X, x Assn wie folgt:
Vs € X, VA € Assn:
sEA & s£ 1= DIAIs = 1)

Diese Relation stimmt auf X x Assn mit der fiir ASSN eingefthrten Relation
»,0 = A" Uberein. Jetzt kdnnen wir die Glltigkeit von Hoare-Tripeln wie folgt
charakterisieren:

VA € Assn Vc € Com VB € Assn:
= {Alc{B} < (Vo eX: 0 = A= CJ[cllo =B)

Partielle und totale Korrektheit

Ein Kommando c heift partiell korrekt fur eine Spezifikation (A, B) genau dann,
wenn = {A}c{B}. Ein Kommando c heif3t total korrekt fir eine Spezifikation
(A, B) genau dann, wenn = {A}c{B} und

VoeX: oA = C[clo #L

Expressivitat von Spezifikationen

Sei ¢ ein Kommando mit
= {truelc{f al se}

Da die Nachbedingung f al se von keinem Zustand erflllt wird, bedeutet dies,
dass c fur alle Zusténde divergiert. Wir haben also

Vc e Com: (Vo € X: C[cllo = 1) < = {truejc{fal se}

Nehmen Sie jetzt fir einen Augenblick an, dass die Menge Loc endlich ist. Dann
koénnen wir fir jeden Zustand o eine Zusicherung A, angeben, so dass o der
einzige Zustand ist, der A erfullt. Sei beispielsweise Loc = {X, Y} und

oc={Xr—1, Y2}
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Dann kdnnen wir
A, =(X=1AY =2)
wahlen. Damit gilt fir c € Comund o, 0’ € %:
Clclloe = L < = {A}c{f al se}
Clcllo =0’ < = {A,}c{As} A = = {A,}c{f al se}

Da Kommandos immer nur endlich viele Lokationen enthalten, bekommen wir
diese Aquivalenzen auch bei unendlichem Loc. Allerdings missen wir A, dann
relativ zu der endlichen Menge von Lokationen konstruieren, die in ¢ vorkommen.

8.2 Hoare-Regeln

Wir definieren jetzt mithilfe von Inferenzregeln, die als Hoare-Regeln bezeichnet
werden, eine Menge von Hoare-Tripeln. Wir werden zeigen, dass diese Menge
genau die Menge der giltigen Hoare-Tripel ist. An dieser Definition ist inter-
essant, dass sie unabhdngig von den bisherigen Semantiken fur IMP erfogt. Da
man mit der Menge der gultigen Hoare-Tripeln die Semantik von IMP beschrei-
ben kann (siehe oben), kann man die Hoare-Regeln als eine weitere Semantik fiir
IMP ansehen. Man spricht von einer axiomatischen Semantik.

Wir definieren also eine Menge AS
F {Alc{B} 4% (A, c, B) € AS C Assn x Com x Assn

rekursiv durch die folgenden Inferenzregeln (Hoare-Regeln):

+ {A}ski p{A} - {Bla/X]}X := a{B}
H{A}Jc{C}  F {C}co{B} F{AAb}ci{B} F {AA—bjc{B}
F {Alcy; co{B} F{A}i f bthenc, el se cy{B}
{1 Ab}c{l} AEA F{A}k{B} B EB
F{lI}whi |l e bdo c{l A —=b} F {Alc{B}

Da wir AS als Teilmenge der Grundmenge Assn x Com x Assn definieren, ver-
zichten wir auf Pramissen der Bauart A € Assn.

Die Zusicherung | in der Regel fur Schleifen nennt man Invariante. Die zuletzt
angegebene Hoare-Regel heillt Abschwachungsregel.
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8.3 \Verifikationsbedingungen

Satz 8.2.1 (Korrektheit der Hoare-Regeln)
Vc e ComVA, B € Assn: + {A}c{B} = = {Alc{B}
Beweis  Wir zeigen

Vc € Com VA, B € Assn:
F{A}c{B} = (Vo,0' € Z: o =A A Ccllo =0’ = o' =B)

durch Regelinduktion tber .

1. Regel fur Sequentialisierung. Sei = {A}c1{C} und = {C}co{B} (Induk-
tionsannahmen). Weiter sei C[[Ccy; Collo = o’ und o = A. Wir mis-
sen o’ = B zeigen. Mit der Definition von € haben wir ein ¢” mit
Clcillo = o” und C[collo” = o’. Mit der ersten Induktionsannahme
folgt o” = C. Mit der zweiten Induktionsannahme folgt o’ = B.

2. Regel fur Schleifen. Sei &= {I A b}c{l} (Induktionsannahme). Weiter sei
Cwhilebdocllo =0¢"undo = |. Wirmissen o’ = | A =b zeigen.
Nach Definition von € genligt es zu zeigen:

VneNVo € X
o' = T (B[b], Clc))"(Ao. L))o Aol=l = o' =1 A=b

Dies Behauptung zeigt man leicht durch Induktion tiber n € N. Ubung!

3. Die Beweisteile fur die restlichen Regeln sind leicht. Ubung! 0

8.3 Verifikationsbedingungen

Wir entwickeln jetzt eine Methode, mit der man Kommandos verifizieren kann.
Wir geben einen Algorithmus an, der zu einem Kommando ¢ und einer Spezifika-
tion (A, B) eine endliche Menge V von Zusicherungen berechnet, so dass

=V = {A}c{B)}

gilt. Die Zusicherungen in V nennt man Verifikationsbedingungen. Den Algorith-
mus nennt man Verifikationsbedingungsgenerator. Der Algorithmus funktioniert
allerdings nur, wenn man jede Schleife von Hand mit einer Invariante annotiert.
Annotierte Schleifen schreiben wir als

{I'whilebdoc
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VC’' € Com x Assn — Assn x Psin(Assn)

VC'(ski p, B) = (B, )
VC'(X :=a, B) — (Bl[a/X], %)
VC/(Cl; Co, B) = |et(A2, Vz) VC/(Cz, B)

A1, V1) =VC'(cy, Ap)
A1, V1 U V)
A1, V1) = VC'(c1, B)

(
in (
t(
(A2, V2) = VC'(c2, B)
{
(A
(I,

VC'(if bthencielsec, B) = let

in(bA A1V —=bA Ay, ViU V)

VC'({I}whil ebdoc, B) = let
in

V) =VC'(c, 1)
VU{I/\b:>A I A=b= B})

VC € Assn x Com x Assn — Psin (Assn)
VC(A,c,B) = let (A, V)=VC'(c,B)inV U{A= A’}

Abbildung 8.1: Verifikationsbedingungsgenerator fir IMP

Zu einem Kommando ¢ mit n Schleifen berechnet der Algorithmus 2n + 1 Veri-
fikationsbedingungen. Fur jede Schleife bekommt man genau zwei Verifikations-
bedingungen.

Sei ComA die Menge der annotierten Kommandos. Um unsere Notation einfach
zu halten, benutzen wir die Metavariable ¢ sowohl fiir einfache wie fiir annotierte
Kommandos. Zudem lassen wir annotierte Kommandos auch tberall da zu, wo
einfache Kommandos verlangt werden. Dabei werden die annotierten Invarianten
automatisch geldscht. Dieser notationale Trick spart uns viel Schreibarbeit.

Abbildung[8.1] zeigt den Verifikationsbedingungsgenerator fiir IMP und Assn.

Satz 8.3.1 (Korrektheit von VC’) Sei VC'(c, B) = (A,V) und V. Dann
~ {A}c{B}.

Beweis  Durch strukturelle Induktion tiber c € Com. Sei VC'(c, B) = (A, V)
und &= V. Wir geben nur die Beweisteile fur Konditionale und Schleifen an.

1. Sei c=if bthencyel sec,. Sei VC'(cy, B) = (A1, V1) und
VC/(Cz, B) = (A5, V,). Dann A = (b A ALV —=bA As) undV =V, UV,
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8.4 VC-Methode

(Definition von VC'). Also:

F {Ai}c.:{B} Induktionsannahme

F {As}co{B} Induktionsannahme
F{A Ab}ci{B}  Abschwachungsregel
F{A A —=b}co{B} Abschwéchungsregel
F {A}c{B} Regel fur Konditionale

2. Seic={lwhilebdoc. SeiVC'(c,I)= (A, V). Dann A = | und
V=V U{l Ab= A, | A—=b = B} (Definition von VC’). Also:

F{A} {1} Induktionsannahme

F{lI Ab}c’{l}  Abschwéchungsregel

F {l}c{l A =b} Schleifenregel

- {Alc{B} Abschwachungsregel U

Korollar 8.3.2 (Korrektheit von VC) Sei = VC(A, c, B). Dann - {A}c{B}.
Beweis Satz O

8.4 VC-Methode

Wir kénnen jetzt die Gultigkeit eines Hoare-Tripels wie folgt zeigen:
1. Annotiere alle Schleifen des Kommandos mit Invarianten.
2. Zeige, dass alle Verifikationsbedingungen gltig sind.

Wir bezeichnen dieses Vorgehen als VC-Methode. Als Beispiel verifizieren wir
das Hoare-Tripel:

A= (Y >0
N:=Y;
Z =1,
whileN>1do(N;=N—-1; Z:=Z%X)
B= {Z=X"}

Fur dieses Beispiel haben wir die Terme von ASSN um Exponentiation erweitert.
Als Invariante wahlen wir:

l=X"=ZxXNAN>0)

Jetzt zeigen wir die Glltigkeit der drei Verifikationsbedingungen:

2. 6. 2001 © G. Smolka 7
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1. 1 A—~(N > 1) = B. Gilt, da:

IA=(N>1) H X'=Z«XVAN=0FE B

2. I AN >1[ I[Z % X/Z][N — 1/N]. Gilt, da:
1[Z % X/ZIIN —1/N]T H XY =(@Z X)* XN AN > 0)[N — 1/N]

H XY =@Z«X)«XN"1TAN=-1>0
H X' =Z«XNAN=>1

3. Ak I[1/Z][Y/N]. Gilt, da:
I1/Z1Y/N]T H XY =1+« XN AN = 0)[Y/N]

H X' =1xX"AY >0
= Y=>0

8.5 \ollstandigkeit der VC-Methode

Satz 8.5.1 (Monotonie von VC’) Sei VC'(c, By) = (A1, V1), VC'(c, By) = (Az, Va),
und B4 = B,. Dann A; = A, und V4 = V..

Beweis  Durch strukturelle Induktion tiber c € Com. Sei VC'(c, B1) = (Aq, V1),
VC'(c, By) = (A, Vo), und By = B,. Wir geben nur die Beweisteile fir Kondi-
tionale und Schleifen an.

1. Seic=if bthenc;el sec,. Sei

(A11, V1) = VC'(cy, By)
(A12, V12) = VC'(cy, By)
(Az1, Va1) = VC'(cz, By)
(A2, V22) = VC'(C2, B2)

Nach Induktionsannahme gilt A1 = A2 und Vi3 = Vi sowie Ay = A
und Va1 = Vao. AuBerdem liefert die Definition von VC':

(A1, V1) = (b A A vV =b A Agq, Vi1 U V)
(A2, Vo) = (b A A vV =b A Az, Vi U Vo)

Also A; = A und V4 = V..
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8.5 \Wllstandigkeit der VC-Methode

2. Seic={lwhilebdoc. SeiVC'(c/,1)=(A,V). Die Definition von
VC' liefert:
(AL,V) =, VU{l Ab= A, | A=b= By}
(A, Vo) = (I, VU{l Ab= A, | A=b= By}

Also A1 ': A, und V1 ': V.
g

Satz 8.5.2 (Vollstandigkeit von VC’) Sei - {A}c{B}. Dann kann man ¢ so mit
Invarianten notieren, dass gilt:

VA'VV: VC'(c,B)=(A,V) = (AEAAEYV)

Beweis Durch Regelinduktion tber die Hoare-Regeln. Wir geben nur die Be-
weisteile fur die Regeln flr Sequentialisierung, Schleifen und Abschwéchung an.
Dabei benétigen wir die gerade gezeigte Monotonie-Eigenschaft von VC'.

1. Regel fir cq;co. Sei = {A}c1{C} und  {C}co{B}. Wir annotieren c;
und c, gemaR der Induktionsannahme. Sei VC'(cy, C) = (A, Vi) und
VC'(cz, B) = (Az, V2). Nach Induktionsannahme gilt = Vi U V, sowie
A = Apund C = A,. Sei VC'(cq, Ap) = (A}, V]). Dann

VC'(cy; 2, B) = (AL, V[ U Vy)

Nach Satz gilt A; = A} und V; = V{. Damit folgt A = A} und
= ViUV,

2. Regel firwhi | e bdo c. Sei - {I ADb}c{l}. Wir annotieren ¢ geméal der
Induktionsannahme. Sei VC'(c, 1) = (A, V). Dann
VC'({Iwhilebdoc, IA=b)=(l,VU{lAb= A, IA=b= 1A=b})
Damit gilt die Behauptung, da die Induktionsannahme fir
VC'(c, 1) = (A, V) liefert,dass | Ab = Aund = V.

3. Abschwéchungsregel. Sei A = A, = {A’}¢{B’} und B’ &= B. Wir an-
notieren ¢ gemaR der Induktionsannahme. Sei VC'(c, B’) = (A”,V) und
VC'(c, B) = (A”,V’). Nach Satz[8.5.1]gilt A” = A” und V = V'. Damit
gilt die Behauptung, da die Induktionsannahme fiir VC’(c, B’) = (A", V)
liefert, dass A’ = A” und = V. 0

Korollar 8.5.3 (Volistandigkeit von VC) Sei F {A}c{B}. Dann kann man ¢ so
mit Invarianten annotieren, dass = VC(A, ¢, B).

Wir wissen jetzt, dass wir der VC-Methode genau die Hoare-Tripel verifizieren
kénnen, die wir mit den Hoare-Regeln ableiten kénnen.
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8.6 Schwachste Vorbedingungen

Ein W e Assn heil3t schwéchste Vorbedingung (SVB) fiir c € Com und B € Assn
genau dann, wenn:

Vo€ ¥: (6 EW <= CJclo E B)

Eine SVB-Funktion ist eine Funktion
w € Com — Assn — Assn
flr die gilt:
YVce ComVB e AssnVo € ¥: (6 EwcB < CJcJo &= B)

Proposition 8.6.1 Sei w eine SVB-Funktion. Dann gilt fir alle c, ¢’ € Com und
A, B, B’ € Assn:

1. ={A}c{B} < A k= wcB.
2. (Clc] = Cc'TA D[B] =D[B'T = D[wcB] = D[wc'B'].

Die Behauptungen der Proposition folgen direkt aus den Definitionen.

Wir werden zeigen, dass eine SVB-Funktion existiert. Der Beweis dieser Tatsache
ist nicht einfach. Ein entsprechendes Resultat wurde erstmals 1978 von Stephen
A. Cook publiziert. Cook verwendete dabei Techniken, die der Logiker Kurt Go-
del um 1930 entwickelt hat.

Proposition 8.6.2 Seien w und w’ zwei SVB-Funktionen. Dann:

Vc € Com VB € Assn: wcB H w'cB

Proposition 8.6.3 Sei w eine SVB-Funktion. Dann gilt fur alle c, ¢4, ¢, € Com,
X € Loc, a € Aexp und B € Assn:

1. w(ski p)B H B.

2. w(X :=a)B H B[a/X].

3. w(cy; C2)B H w(cy)(wezB).

4, w(if bthencyelsecy,)BHbAwe,Bv—=bAwc,B.

5. wiwhilebdoc)BHbAwc(wwhilebdoc)B)v—bAaB.
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8.6 Schwiéchste Vorbedingungen

Beweis Jede Behauptung folgt durch einfaches Rechnen. Wir zeigen hier nur
die Teilbehauptungen (2), (3) und (5). Seio € X.

Behauptung (2)

o =Ew(X:=a)B <<= C[X:=a]o =B Definition von w
< o[A[a]lo/X] = B Definition von C

<— o = Bla/X] Substitutions-Lemma
Behauptung (3)

o = w(Cy;C2)B

< C[cy;co]lo =B Def. von w

< C[c1]lo # L = C[cal(Cllcillo) = B Def. von €

< C[c1]lo # L = C[c1]lo &= wc,B Def. von w

< C[c1]lo &= wcoB

< o0 = wcy(wc,B) Def. von w

Behauptung (5)

o =wMWwhilebdoc)B

< ok=w(if bthenc;whilebdocel seskip)B PropB.6.17und[6.1.2]
< oEbAw(;whilebdoc)Bv—-bAw(skip)B Teil (4)

< okEbAw(C;whilebdoc)Bv—-bAB Teil(1) O

Satz 8.6.4 Sei w eine SVB-Funktion. Dann:
Vc e ComVB € Assn: + {wcB}c{B}

Beweis Durch Induktion tber c € Com. Wir zeigen die Beweisteile fur Zuwei-
sung, Sequentialisierung und Schleifen.

c=(x:=a)
F {B[a/X]}c{B} Regel fur :=
F{w(X :=a)B}c{B} Prop.[8.6.3
c=(C1;C2)

F {wc,B}co{B} Induktionsannahme

F {wci(wcaB)}e{we,B}  Induktionsannahme

[ {wCl(wCzB)}Cl; Cz{B} Regel fur )

F {w(cy; c2)B)}cy; c2{B} Prop[8.6.3lund Abschwéchungsregel

2. 6. 2001 © G. Smolka 11
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c=MWhilebdoc)

def
| = wcB

bAal HbAwcl PropB.6.3
-bAl H-bAB Prop8.6.3

F{wc'l}c'{1} Induktionsannahme

= {1 Ab}c/{I} Abschwéchungsregel

= {l}c{l A —=b} Regel furwhi | e

~ {wcB}c{B} Abschwéchungsregel 0

Korollar 8.6.5 Wenn eine SVB-Funktion existiert, dann:
VA € Assn Vc € ComVB € Assn: = {A}jc{B} = I {A}c{B}
Beweis Sei w eine SVB-Funktion und = {A}c{B}. Dann A &= wcB mit Pro-

position Mit dem obigen Satz folgt - {wcB}c{B}. Also folgt -~ {A}c{B}
mit der Abschwéachungsregel. O

Im Folgenden verwenden wir die Funktion
LC € Com — #rn(Loc)

die uns zu jedem Kommando c¢ die Menge aller Lokationen liefert, die in ¢ vor-
kommen.

Ein Transformator fiir ein Kommando ¢ € Com ist eine Funktion
T € Assn — Assh

flr die gilt:
1. VB € Assn: =B ist SVB fir c, B.
2. VB € Assn: FV(zB) € FV(B) ULC(c).

Ein Schleifenkombinator ist eine Funktion
w € Bexp x (Assn — Assn) — (Assn — Assn)
flr die gilt:

VYc € Com Vt € Assn — Assn Vb € Bexp:
7 Transformator firc = w(b, t) Transformator firwhi | e bdo c
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8.7 Konstruktion eines Schleifenkombinators

Satz 8.6.6 Sei w ein Schleifenkombinator und sei w wie folgt definiert:

w € Com — Assn — Assh
w(skip)B =B
w(X :=a)B = Bla/X]
w(C1; C2)B = wcr(wezB)
w(if bthencielsec)B =bAwcBv—=bAwc,B
wWwWhilebdoc)B =w(, wc)B

Dann ist wc fur alle c € Com ein Transformator fir c.

Beweis  Machen Sie sich zuerst Kklar, dass w ordnungsgemaR mittels struktu-
reller Rekursion Uiber ¢ € Com definiert ist. Wir beweisen durch strukturelle
Induktion tiber ¢ € Com, dass

YVce ComVB e AssnVo € X: (6 = wcB < C[c]o k= B)

Wir beschréanken uns auf die Teilbeweise fiir Zuweisungen, Sequentialisierung
und Schleifen:

c=(X:=a)
o EwctB <<= o = Bla/X] Definition von w
<= o[Alallo/X] = B Substitutionseigenschaft
<= CJclloc =B Definition von €
C=(C1;C2)
o = wcB
< o0 = wcy(wc,B) Def. von w
<= C[c1]lo = wc,yB Induktionsannahme fiir ¢,

< C[ci1]lo # L = €[c1]lo = wc,B
<= C[c1]lo # L = C[col(Cllcillo) = B Induktionsannahme fir ¢,
< C[clo =B Definition von €

c=MWhilebdoc)

c =EwcB <= o Ew,wc)B Def. vonw
&= C[clo =B Induktionsannahme fiir ¢’/ O

8.7 Konstruktion eines Schleifenkombinators

Im Folgenden nehmen wir an, dass eine endliche Menge

L e Piin (LOC)
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von Lokationen und eine bijektive Funktion
rel— {1, ..., IL|}

gegeben sind. Dabei ist |L| die Anzahl der Lokationen in L. Wir bendtigen die
folgende Notationen:

s ¥isex|VXeloc—L: oX =0)
Com, o {c € Com | ¢ enthdlt nur Lokationen in L }
Assn, & (A e Assn | FV(A) C L}

Bexp, & (b e Bexp | FV(b) C L}

Wir definieren eine Funktion

Z e X — Assng
Za:(/\X:oX)

XelL

Diese Definition ist etwas schlampig, da wir die Glieder der Konjunktion in einer
bestimmten Reihenfolge anordnen missen. Das ist aber kein Problem, da A eine
totale Ordnung auf L induziert, die wir fur die Anordnung benitzen kdnnen.

Proposition 8.7.1 Vo,0' € X|: 0 =0’ < o' = Zo.
Proposition 8.7.2 Sei t ein Transformator fiir c € Com,. Dann:

Vo,0' € X: C[cllo =0’ < E (Zo = (t(Zo') A —z(f al se)))
Lemma 8.7.3 (Generatorfunktion) Es gibt eine Funktion g € Z3 — Z so dass:

VK> 1V(Xq,..., X) €Z¥u,v e ZVie{l,....k}: xi =g(u,v,i)

Mithilfe einer Generatorfunktion kann jedes Tupel von Zahlen durch nur zwei
Zahlen u und v reprasentiert werden (*** eine Zahl wirde reichen ***), Die
Konstruktion einer Generatorfunktion findet man in [Winskel, Kapitel 7.2]. Sie
basiert auf Godels S-Pradikat. Im Folgenden nehmen wir an, dass eine Genera-
torfunktion g gegeben ist.

Jetzt definieren wir eine Funktion

S e Zg — 2L
Su,v, )X =if X e Ltheng(u, v, (i —1)|L|+AX)else 0
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8.7 Konstruktion eines Schleifenkombinators

Proposition 8.7.4 Seik > 1und (o1, ..., o) € . X. Dann existieren u,v € Z
sodass oj = S(u, v,i) furallei € {1, ..., k}.

Die Proposition sagt, dass sich jedes Tupel von Zustanden in X durch zwei Zah-
len reprasentieren l&sst.

Wir definieren eine Funktion

T € Z% — Assn,

T, v.i)=/\ X=g@U. v, (i —DIL|+1X)
Xel

Proposition 8.7.5 Seienu, v,i € Zund o € ¥, . Dann:
1. o =SU,v,i) < o E=TU,v,i).
2. Z(S(u,v, 1)) H T(u,v,i).
3. VAeAssn : S(U,v,i) A < = (TWU,v,i)= A).

Der Ausgangspunkt fiir die Konstruktion des Schleifenkombinators ist:

Lemma 8.7.6 Seienb € Bexp,,c € Com_, B € Assn_ und o € X. Dann
Cwhilebdoclo =B

genau dann, wenn

vk > 1V(oq,..., oy) € =F:
(o0 =2Zoy A
Vie{l,...,k—1}:
oi =b A Clclo =0i41)
= ok=bVvB

Beweis Die zwei Richtungen der Aquivalenz miissen getrennt gezeigt werden.
Die Richtung ,,.=* zeigt man durch Induktion Gber die Fixpunktkonstruktion (sie-
he den Beweisteil fir Schleifen bei Proposition [6.3.2). Die andere Richtung zeigt
man durch Induktion Gber k. O

Wir formen jetzt die Aussage auf der rechten Seite der Aquivalenz des Lemmas
schrittweise um. Schlielich werden wir eine Zusicherung A € Assn, konstru-
ieren, so dass die Aussage genau dann gilt, wenn o = A gilt. Damit ist A eine
schwachste Vorbedingung fur whi | e b do c und B.
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8 Programmverifikation

Als erstes machen wir Gebrauch von der Generatorfunktion und eliminieren damit
die Quantifizierung lber die Zustande ;.

VK >1Vu,v eZ:
[c EZ(S(u,v,1) A

Vie{l,...,k—1}:

S, v, i) Eb A CICT(S(U, v,i)) =SU,v,i+1)]
= SUu,v,k)=bvB

Um die Aussage besser lesbar zu machen, verwenden wir auch eckige Klammern.
Sei 7 ein Transformator fir c. Mithilfe der Propositionen und bekom-
men wir:

VK >1Vu,v eZ:
[c ET,v, D) A

Vie{l,...,k—1}:

ETu,v,i)y=bA ETWU,v,i)= (t(TWU,v,i+1)A-t(fal se)))]
=ETWU,v,k)= (bvB)

Diese Aussage lasst sich noch etwas vereinfachen:

VK >1Vu,v eZ:
[c ET,v, D) A
Vie{l,...,k—1}:
ETU,vi)=bAat(TU,vi+1)A-1(alse))]
= E=T®U, v,k = (bVvB)

Als nachstes wollen wir die Metaquantifizierung fir i durch eine Objektquantifi-
zierung ersetzen. Dazu nehmen wir an, dass wir eine Funktion

T € Ter® — Assn,
konstruieren kénnen, fiir die gilt:
Vai, 8, a3 € Ter: T(Alaillo, Allazllo, Allasllo) H T (a1, az, as)

Die Konstruktion von T gelingt mit Godels B-Pradikat (siehe [Winskel, Kapi-
tel 7.2]).
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8.8 Zusammenfassung

Jetzt wahlen wir eine Variable X, € Loc— L und eliminieren damit die Metaquan-
tifizierung fur i:
Vk >1Vu,v eZ:
[0 =T, v 1) A
E=VX: (1< X1 A Xy <k—=1AT(U,v, X1)
= b AT(TWU,v, X1+ 1) A—z(fal se))) ]
= E=T(U,v,k)= (bvB)

Die in den Objektformeln frei auftretetenden Variablen sind alle in L. Wir schrei-
ben VL als Abkiirzung fur

YY1 ... VY

wobei L = {Yq,..., Y} gelten soll. Damit kénnen wir die obige Aussage wie
folgt umschreiben:
Vk >1Vu,v eZ:
oE([TWU,v,1) A
VLVX1 (A< XiAX1<k—1AT(U,uv, X1)
= bAT(TU,v,X1+1))A—-t(fal se)))]
= VL TU,v,k)= (bvB))

Wenn wir jetzt noch die Metaquantifizierungen fiir k, u, v wie vorher flr i auf die

Objektebene schieben, haben wir eine schwachste Vorbedingung A € Assn flr
whi | e b do ¢ und B konstruiert. Also haben wir das folgende Lemma bewiesen:

Lemma 8.7.7 Seien b € Bexp,, ¢ € Com., B € Assn,_ und 7 ein Transformator
fur c. Dann kann man eine Formel A € Assn, konstruieren, so dass A eine
schwachste Vorbedingung fir whi | e b do ¢ und B ist.

Satz 8.7.8 Man kann einen Schleifenkombinator konstruieren.

8.8 Zusammenfassung

Wir haben gesehen, das wir mit den Formeln von ASSN Spezifikationen fur die
Kommandos von IMP schreiben kénnen. Spezifikationen bestehen dabei aus ei-
ner Vor- und Nachbedingung. Den Begriff der partiellen Korrektheit haben wir
basierend auf der denotationalen Semantik von IMP wie folgt definiert:

= {Alc{B) <= (Yo: o = A= C[clo & B)
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8 Programmverifikation

Mit den Hoare-Regeln haben wir unabh&ngig von den beiden Semantiken fir IMP
eine Relation

- {A}c{B}
definiert. Wir haben gezeigt, dass
= {Ajc{B} <= F {A}c{B}

gilt. Die Richtung von rechts nach links hei8t Korrektheit und ist einfach zu zei-
gen. Die andere Richtung heifit Vollstdndigkeit und ist nicht einfach zu zeigen.
Die Schwierigkeit kommt daher, dass wir die Semantik von Schleifen (ein Re-
kursionskonstrukt) mithilfe einer Sprache (ASSN) charakterisieren mussen, die
kein Rekursionskonstrukt hat. Die Charakterisierung der Semantik von Schleifen
gelingt mithilfe von Quantifizierung.

Fur die Vollstdndigkeit der Hoare-Regeln haben wir gezeigt, dass man zu jedem
Kommando ¢ und jeder Nachbedingung B eine schwéchste Vorbedingung A kon-
struieren kann, die wie folgt charakterisiert ist:

YVo: o EA < C|c]o =B

Mithilfe von schwéchsten Vorbedingungen kann man zu ¢, o, o’ stets eine Formel
A von IMP konstruieren (Proposition[8.7.2), fur die gilt:

Clclo =0’ <= E=A

Man kann also die Sematik von IMP mithilfe der Formeln von ASSN beschreiben.

Um die Verifikation der Gultigkeit von Hoare-Tripeln praktikabel zu machen, ha-
ben wir einen Verifikationsbedingungsgenerator VC angegeben, der zu einem mit
Schleifeninvarianten annotierten Kommando ¢ und zu Formel A, B endlich viele
Formeln berechnet, so dass gilt:

= {A}c{B} <= 3JAnnotierungvonc: = VC(A,c, B)
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