Kapitel 4

Aussagenlogik

Aussagenlogik war das erste logische System, das als mathematische Logik for-
muliert werden konnte (George Boole, Laws of Thought, 1854). Aussagenlogik
ist die einfachste Logik und findet sich als Teillogik in den meisten anderen Logi-
ken. Aussagenlogik hat wichtige Anwendungen in der Informatik, zum Beispiel
bei der Beschreibung und Analyse von Schaltkreisen oder bei der Realisierung
effizienter Datenstrukturen fur endliche Mengen.

4.1 Boolesche Algebren

Das Konzept der Booleschen Algebra ist eine algebraische Abstraktion, das wich-
tige Aspekte der Aussagenlogik formuliert. Die Idee der algebraischen Abstrakti-
on ist Ihnen bereits durch die Beispiele ,,Gruppe* und ,,Kdrper* vertraut.

Eine Boolesche Algebra ist ein Tupel (B, 0, 1, A, v, =) wie folgt:
1. B isteine Mengeund 0,1 € B.
2. Aund v sind Funktionen B x B — B.
3. Die Gleichungen in Abbildung[4.1]gelten fiir alle x, y, z € B.

Die Gleichungen in Abbildung bezeichnet man als die Axiome fir Boolesche
Algebrenﬂ Die Funktionen A, v und — bezeichnet man als Konjunktion, Disjunk-
tion und Negation. Die Menge B bezeichnet man als den Trager der Algebra. Den
Trager einer Algebra B bezeichnet man auch mit |8]. SchlieRlich bezeichnet man

1 Die Klasse der Booleschen Algebren kann kompakter mit den Gleichungen fiir Kommutativitét,
Distributivitit, Komplementierung und Identitat beschrieben werden, da die anderen Gleichun-
gen in Abbildung[4.1]aus diesen folgen. Die Beweise dafir findet man in: J. Eldon Whitesitt,
Boolean algebra and its gpplications, Addison Wesley, 1961.



4 Aussagenlogik

XAYAZ=XA(YAZ) (Assoziativitat)
XVy)vzi=xv(yvi

XAY=YAX (Kommutativitat)
XVYy=YyVX

XAX =X (Idempotenz)
X VX=X
XAWYVZL=XAY)V(XALZ (Distributivitat)

XVIYAZL)=XVY)AKXVI)

XA(XVY)=X (Absorption)
XV(XAY) =X

(X AY) ==XV -y (de Morgan)
(X VYY) ==X Ay

—=X = X (Doppelnegation)
XA=X=0 (Komplemente)
Xv-ox=1

XALl=x (Identitaten)

XVv0=x

Abbildung 4.1: Axiome fur Boolesche Algebren

die Objekte 0 und 1 als die Konstanten der Algebra, und die Funktionen A, v und
— als die Operationen der Algebra.

Wir benutzen die Symbole 0, 1, A, v und — fur Boolesche Algebren, obwohl
wir diese auch fur andere Zwecke verwenden (zum Beispiel 0 fur die Zahl 0).
Die richtige Lesart eines Auftretens dieser Symbole muss also aus dem Kontext
seiner Verwendung abgeleitet werden. Die Mehrfachverwendung von Symbolen
bezeichnet man im Zusammenhang mit Programmiersprachen als Uberladung.

Die Theorie der Booleschen Algebren bezeichnet man als Boolesche Algebra.

Beachten Sie, dass alle Axiome, die A, Vv, 0 oder 1 enthalten, jeweils in einer
zweiten Version vorkommen, die A mit v und 0 mit 1 vertauscht. Man sagt, dass
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4.1 Boolesche Algebren

die eine Version dual zur anderen ist. Die perfekte Symmetrie zwischen A und v
einerseits und 1 und 0 andererseits bezeichnet man als das Dualitatsprinzip der
Booleschen Algebra.

Die zweiwertige Boolesche Algebra 7

Die zweielementigen Meng(ﬂ
B ¥ (0,1}

wird durch die folgenden Festlegungen zu einer Booleschen Algebra
(B,0,1, A, v, =)t

0=0
1=1
X A'Y = min{x, y}
X Vy = max{x, Yy}
—X=1-X

Diese Algebra nennen wir die zweiwertige Boolesche Algebra und bezeichnen sie
mit 7.

Die Potenzmengenalgebren £y

Sei M eine Menge. Dann wird die Potenzmenge & (M) durch die folgenden Fest-
legungen zu einer Booleschen Algebra (£ (M), 0, 1, A, Vv, —):

0=¢

1=M
XAYy=XxNYy
XVy=xUy

—X=M —X

Die Boolesche Algebra (£ (M), 0, 1, A, v, —) bezeichnen wir mit £y.

Machen Sie sich klar, dass die zweiwertige Boolesche Algebra 7 genau diesel-
be Struktur hat wie die Potenzmengenalgebra #;. Man sagt, dass 7 und P,
isomorph sind. Isomorphie von zwei Booleschen Algebren bedeutet, dass es eine
Bijektion zwischen den Tragern der Algebren gibt, so dass sich die Konstanten

2 Statt 0 und 1 kann man auch andere mathematische Objekte als Elemente fir B wahlen (zum
Beispiel @ und {#}). Wichtig ist nur, dass B eine zweielementige Menge ist. Die Wahl der Zahlen
0 und 1 ist bequem, da wir damit auf die Notationen fiir Zahlen zuriickgreifen kénnen.
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4 Aussagenlogik

0 und 1 und die Operationen A, v und — auf beiden Seiten genau entsprechen.
M. Stone hat 1936 gezeigt, dass die Booleschen Algebren bis auf Isomorphie ge-
rade die Potenzmengenalgebren sind.

Boolesche Gleichungen und Tautologien

Ein Boolescher Ausdruck ist ein Ausdruck, der nur mit Variablen sowie 0, 1, A,
V, und — gebildet ist. Eine Boolesche Gleichung ist eine Gleichung, die aus zwei
Booleschen Ausdriicken gebildet ist. Eine Boolesche Gleichung ist in einer Boo-
leschen Algebra B giiltig, wenn beide Seiten der Gleichung fiir alle Variablenbe-
legungen in B den gleichen Wert liefern.

Eine Boolesche Gleichung ist gultig, wenn sie in jeder Booleschen Algebra giiltig
ist. Die Axiome fiir Boolesche Algebren und alle daraus abgeleiteten Booleschen
Gleichungen sind gultig.

Eine Tautologie ist eine Boolesche Gleichung, die die in der zweiwertigen Boole-
schen Algebra gultig ist. Jede gliltige Boolesche Gleichung ist eine Tautologie (da
T eine Boolesche Algebra ist). Wenn eine Boolesche Gleichung keine Tautologie
ist, dann ist sie nicht gultig.

Wir werden spéter zeigen, dass jede Tautologie eine gultigen Booleschen Glei-
chung ist. Das bedeutet, dass eine Boolesche Gleichung genau dann in allen Boo-
leschen Algebren gultig ist, wenn sie in der zweiwertigen Booleschen Algebra
gultig ist. Dieser sogenannte Tautologiesatz ist ein spektakuldres Resultat. Bei-
spielsweise sind wir damit in der Lage, Gleichungen fir Mengen mithilfe von
Wahrheitstafeln zu verifizieren. Natlrlich werden wir den Tautologiesatz erst be-
nutzen, nachdem wir ihn bewiesen haben.

Verifikation von Tautologien

Da eine Variable in der zweiwertigen Booleschen Algebra nur die Werte 0 und 1
annehmen kann, kann man fur eine Boolesche Gleichung durch mechanisches
Ausrechnen feststellen, ob es sich um eine Tautologie handelt. Dieses Nachrech-

nen l&sst sich mithilfe sogenannter Wahrheitstafeln bersichtlich darstellen. Wir
zeigen dies am Beispiel der Gleichung

(FXVY)AXVZY) =XAY)V(ZXATY)

flr die wir die folgende Wahrheitstafel erhalten:
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4.1 Boolesche Algebren

X Y[ (xvy)Axv=y) [ (XAY) V(=X ADY)
0 0 1 1
0 1 0 0
10 0 0
11 1 1

Jede der vier Zeilen im Rumpf der Tabelle entspricht einer Variablenbelegung,
wobei nur die in der Gleichung vorkommenden Variablen betrachtet werden. Da
die linke und die rechte Seite der Gleichung fir alle Variablenbelegungen den
gleichen Wert liefern, ist die Gleichung eine Tautologie.

Notationen

Fur Boolesche Algebren fuhren wir die folgenden Notationen ein:

X—Yy © XA -y Differenz
X=Yy ® xv y Implikation
Xy ¥ x= YAy =X Agquivalenz

Man rechnet leicht nach, dass in der zweiwertigen Booleschen Algebra fir alle
X,y € B gilt:

x—y = ify=0thenxelse0
X=y = ifx=1thenyelsel
X<y = ifx=ythenlelseO

Damit wir nicht so viele Klammern schreiben miissen, legen wir eine Rangfolge
fiir die Booleschen Infixoperatoren fest: A, v, —, =, < (aufsteigend). Damit
kdnnen wir den Ausdruck

(=XAY)VZI)= (XAY)
auch ohne Klammern beschreiben:
“XAYVZI=>XAY

AuBerdem legen wir fest, dass die Booleschen Infixoperatoren rechtsassoziativ
geklammert werden.

Oft ist es praktisch, die folgenden Notationen fiir Negation, Konjunktion und Dis-
junktion zu verwenden:

o def
X = —X

def
X-y =

X+Yy

XAY

def
= XVy
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4 Aussagenlogik

Wenn man x - y wie bei Zahlen noch zu xy verkirzt, kann man Boolesche Aus-
driicke kompakt und ubersichtlich schreiben. Zum Beispiel:

KX+ T) +YX+T) = =X A XV 1Y) VYA XV y)

Einige gultige Boolesche Gleichungen

Wir demonstrieren an Beispielen, wie man mithilfe der Axiome zeigen kann, dass
eine Gleichung in allen Booleschen Algebren gultig ist. Einige der hier gezeigten
Gleichungen bendtigen wir flr spétere Beweise.

Proposition 4.1.1 In jeder Booleschen Algebra gelten folgende Gleichungen:

XA0=0, xvl1i=1 -0=1, —-1=0

Beweis Die erste Gleichung kann man wie folgt zeigen:

XAQ=XA(XA=X) Komplemente
= (X AX) A =X Assoziativitat
=X A =X Idempotenz
=0 Komplemente

Die zweite Gleichung folgt analog. Die dritte Gleichung erh&lt man wie folgt:

-0 = —=(0 A —=0) Komplemente
=-=0v—-—0 de Morgan
==0vO0 Doppelnegation
=0v -0 Kommutativitat
=1 Komplemente

Die vierte Gleichung folgt analog. O

Da wir mit Assoziativitdt und Kommutativitt von Operationen von den Zahlen
her bestens vertraut sind, werden wir die Anwendung der entsprechenden Axiome
nicht mehr erwahnen.
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4.1 Boolesche Algebren

Proposition 4.1.2 In jeder Booleschen Algebra gilt:

XY + XZ =Xy + Xz +Yyz (Resolution)
Xy+xz=X+2)(X+Y)

X &y =Xy+Xy

Xy + X2)(Xu 4 xv) = Xyu + XzZv

o & wbdp P

XY + X2 =XV 4 XZ

Beweis Gleichung (1) zeigen wir wie folgt:

XYy +XZ=X(X+2)y +X(X +Y)z Absorption
= XY + Xz + Xyz + xyz
=Xy +XZ+ X+ X)yz
=Xy +Xz+yz

Gleichung (2) folgt aus (1). Gleichung (3) folgt aus (2). Gleichungen (4) ist ein-
fach. Gleichung (5) folgt mit (2). O

Konditionale

Wir fiihren die folgende Notation fliir Boolesche Algebren ein:

(X,Y,2) o XY + Xz Konditional

Proposition 4.1.3 In der zweiwertigen Booleschen Algebra 7 gilt fir alle
X,VY,z € B:

(X,y,2) =ifx =0thenyelsez

Mit der Konditionalnotation kdnnen wir eine kanonische Form fiir Boolesche
Ausdriicke formulieren, die die Grundlage fir effiziente Lésungsalgorithmen fir
Booleschen Gleichungen liefert. Die Ideen dafiir stammen von Claude Shannon
(1938) und Randal Bryant (1986).
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4 Aussagenlogik

Proposition 4.1.4 In jeder Booleschen Algebra gilt:

X, y,y) =y

x,y,2) = (X, 7,2
X,y,2)-u=(X,y-u,z-u

X,¥,2) - (X, u,v) =(X,y-U,z-v)
X,¥,2))+u=(X,y+u,z4+u)

X, ¥,2)+ X, u,v) =X,y+Uu,z+v)
Xy, 1) =X+2)(X+Yy)

©® N o a0 k~ oD e

(X? y? Z) = (7’ 7’ Z)

Beweis  Behauptung (1) ist einfach. Behauptung (2) folgt sofort aus Propositi-
on[4.1.2] (5). Behauptung (3) ist einfach. Behauptung (4) folgt sofort aus Propo-
sition (4). Behauptungen (5) folgt mit x + y = Xy aus Behauptung (3).
Behauptungen (6) folgt ebenfalls mit x + y = Xy aus Behauptung (4). Behaup-
tung (7) folgt mit Proposition[4.1.2] (1). Behauptung (8) folgt aus (7). O

Aus dem Beweis fir die Behauptungen (5) und (6) sieht man, dass fur jede bi-
nére Operation o, die mit A und — ausdriickbar ist (analog zu x + y = XY), die
folgenden Gleichungen gelten:

(X,Y,Z)ou=(X,yoU,ZoU)

X,¥,2)o(X,U,v) =(X,yoU,Zov)

Reduktion auf 1, A und —
Aus der Gliltigkeit der Gleichungen

0=-1
X VY = =(=X A =)

folgt, dass man zu jedem Booleschen Ausdruck a einen Booleschen Ausdruck a’

bestimmen kann, sodass a = a’ glltig ist und a’ nur mit 1, A, — und in a vorkom-
menden Variablen gebildet ist.

Analog kann man auch auf 0, v und — reduzieren.
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4.1 Boolesche Algebren

Bedingte Gleichungen

Proposition 4.1.5 In jeder Booleschen Algebra gilt:
1. X=y & —Xx=-y
2. XAy=1 << x=1lundy=1
3. xvy=0 < x=0undy=0

Beweis  Wir beginnen mit der Richtung ,,<=* der ersten Behauptung. Sei
=X = —y. Dann —=—x = ——=y. Also x = y mit dem Doppelnegationsaxiom.

Als Néchstes zeigen wir die Richtung ,,=“ der ersten Behauptung. Sei x = vy.
Das Doppelnegationsaxiom liefert ——x = ——vy. Jetzt folgt =x = —y mit der
bereits bewiesenen Richtung ,,<" von Behauptung (1).

Die Richtung ,,<<* der zweiten Behauptung folgt mit dem Identitatsaxiom fiir
Konjunktion. Die Richtung ,,=* zeigen wir wie folgt. Sei x A y = 1. Dann:

X=xA1 Identitét
=XAXAY) Annahme
=XAY Idempotenz
=1 Annahme

Also x = 1. Die Gleichung y = 1 folgt analog.
Behauptung (3) lasst sich analog zu Behauptung (2) zeigen. O

Normalisierung

Proposition 4.1.6 (Normalisierung) Fur jede Boolesche Algebra gilt:
X=y < xX&y=1

Beweis Sei x = y. Dann (=x 4+ y)(X + =y) = 1. Also (x < y) = 1 nach
Definition von <.

Sei (x & y) = 1. Dann (X + y)(X +Y) = 1 nach Definition von <. Also
X+y = 1und x+y = 1 nach Proposition[4.1.5] Folglichx = x-1 = x(X+Yy) =
X-X+X-y=x-yundy=y-1=yX+y)=y-x+y-Yy=Xx-y.Alsox =y.
O

Proposition 4.1.7 (Normalisierung) Zu jedem endlichen System S von Boole-
schen Gleichungen kann man einen Booleschen Ausdruck a bilden, sodass die
Gleichungen in S genau dann gelten, wenn die Gleichung a = 1 gilt (in jeder
Booleschen Algebra).
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4 Aussagenlogik

Beweis  Zuné&chst bringen wir die Gleichungen von S mithilfe von Propositi-
on[4.1.6lin die Form a; = 1. Jetzt folgt mit Proposition[4.1.5] dass die Gleichungen
a; =1,...,a, = 1lgenaudann giltig sind, wenn die Gleichung (a;A- - -Aap) =1
gultig ist. O

4.2 Subsumtionsordnung

Die Elemente einer Potenzmengenalgebra £y sind durch die Inklusionsordnung
X C Y fur Mengen partiell geordnet. Interessanterweise kann man allgemein fur
Boolesche Algebren eine partielle Ordnung definieren, die fur die Potemzmen-
genalgebren mit der Inklusionsordnung fiir Mengen tibereinstimmt.

Sei B eine Boolesche Algebra. Dann definiert

def
X<y < XAYy=X

eine binare Relation < auf |8], die wir als die Subsumtionsordnung von 8 be-
zeichnen. Da wir keine weiteren Ordnungen auf Booleschen Algebren betrachten
werden, sprechen wird auch kurz von der Ordnung von 8.

Sei M eine Menge. Die Ordnung der Potenzmengenalgebra &y ist offensichtlich
wie angekiindigt gerade die Inklusionsordnung der Potenzmenge & (M).

Die Ordnung der zweiwertigen Booleschen Algebra 7 ist die Menge
{(0,0), (0,1), (1,1)}. Esgiltalso0 < 1.

Proposition 4.2.1 Sei B eine Boolesche Algebra. Dann ist die Ordnung von 8B
eine partielle Ordnung fur |8, die fiir alle x, y € |8] die folgenden Eigenschaf-
ten erfullt:

1. 0O ist das kleinste Element von |B]|.
2. 1ist das groRte Element von | B]|.
3. X Ay istdas Infimum von {x, y}.
4. x vy ist das Supremum von {x, y}.

Beweis  Zundchst zeigen wir, dass die Ordnung von B eine partielle Ordnung
ist. Reflexivitat und Antisymmetrie sind leicht zu zeigen. Wir zeigen die Transiti-
vitdt. Seix <yundy <z.Dannx Ay =x und y A z =y. ES genigt zu zeigen,
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4.2 Subsumtionsordnung

dass x A z = x. Das gelingt wie folgt:

XAZ=XAYAZ daxAy=x
=XAY dayAanz=y
=X daxAy=x

Eigenschaft (1) folgt mit Proposition [4.1.1] Eigenschaft (2) folgt direkt aus dem
Identitatsaxiom flr 1.

Wir zeigen, dass X Ay das Infimum von {x, y} ist. Die Beziehungen x Ay < x und
X Ay <y folgen direkt aus der Idempotenz der Konjunktion. Sei z eine untere
Schranke fur {x, y}. DannzAXx =zundzAy = z. Wirmiissen z < x Ay zeigen.
Dafiir genugt die Gleichung z A (x A'y) = z, die direkt aus den Annahmen folgt.

Behauptung (4) folgt analog. d

Proposition 4.2.2 Fir jede Boolesche Algebra 8 und fir alle x, y € |8] sind die
folgenden Aussagen paarweise aquivalent:

y X-y=X X-y=0 X—y=0
X X+y=Yy X+y=1 Xx=y=1

INTA

< X

Beweis  Wir nummerieren die Aussagen von links nach rechts, erste Zeile vor
zweiter Zeile, durch.

»(1) < (2)“. Gilt nach Definition von <.
,(3) < (4)“. Gilt nach Definition von —.
»(7) < (8)“. Gilt nach Definition von =.
2(2)= 3)“. Seix-y=x.Dannx-y=x-y-y=x-0=0.

»3) = 5)“.Seix-y=0.Danny-X =
1. y=V.Alsoy <X.

.7+0:7.7+x.7:(7+x)7:

<|

.7:
20)=> (M. Seix+y=y.DamnX+y=X+x+y=1+y=1.

<l

-5 = 6)“.Seiy<X.Danny-X =V.Alsox +y=X+Yy

W7 = 2)"“.Seix+y=1Dannx -y=0+X-y=X-X+X-y=XX+Yy) =
X-1l=x. O

Die néchste Proposition stellt fest, dass man in jeder Booleschen Algebra Unglei-
chungen des Typs a < a’ und Gleichungen des Typs a = a’ auf Gleichungen des
Typs a = 1 zuriickfuhren kann.
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X,Y € Var Variable
A,B € For = Formel
0 Null
| 1 Eins
| X Atom
| —A Negation
| A1 A A Konjunktion
| A1V Ay Disjunktion
| A — A Differenz
| A1 = A Implikation
| AL A, Aquivalenz
|

(A1, Az, A3z) Konditional

Abbildung 4.2: Boolesche Formeln
4.3 Boolesche Formeln

Unser Ziel ist die Entwicklung von Prozeduren, die zu einer vorgelegten Bool-
schen Gleichung entscheiden, ob sie giltig ist. Um eine tragfahige Grundlage
flr die Entwicklung und Analyes solcher Prozeduren zu haben, formalisieren wir
Boolesche Ausdriicke als mathematische Objekte. Wir gehen dabei so vor, wie
wir es in Kapitel [3lam Beispiel von arithmetischen Ausdriicken gelernt haben.

Sei also eine Menge Var gegeben, deren Elemente als Variablen dienen sollen.
Darauf aufbauend definieren wir wie in Abbildung gezeigt eine Menge For
von Formeln. Die Formeln entsprechen Booleschen Ausdriicken, wobei wir auch
fiir die abgeleiteten Notationen fiir Differenz, Implikation, Aquivalenz und Ex-
pansion explizite Darstellungen vorgesehen haben.

Die Funktionen

VWV e For — Pjn(Var) vorkommende Variablen
_[_/_1 € For x For x Var — For Substitution

werden so wie man es erwartet durch strukturelle Rekursion definiert. Da diese
Definitionen vollig offensichtlich sind, verzichten wir auf ihre Wiedergabe.

Fur jede Boolesche Algebra 8 = (|8, 0%, 18, A%, v8, =%) definieren wir eine
Denotationsfunktion

B € For —» (Var — |8B|) — |B]
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4.3 Boolesche Formeln

B € For —» (Var — |B|) — |B|

B(0)o = 0%
B(lo = 1%
B(X)o = o X

B(—=Ao = =3 (B(A)o)
B(A1V Ao = B(A)o vE B(Ayo
B(A1— Ao = B(Ao —* B(Axo
B(A1 = Ao = B(ADo =% B(A)o
B(A1 & Ao = B(Ayo &% B(Ayo
B(A1, Az, Ag)o = (B(A1)o, B(Az)o, B(A3)o)®

Abbildung 4.3: Denotationsfunktion einer Boolesche Algebra B

durch strukturelle Rekursion wie in Abbildung gezeigt. Dabei benutzen wir
fiir die Denotationsfunktion dasselbe Symbol wie fir die Algebra (also 8). Die
Denotationsfunktion 8 formalisiert die Denotation von Booleschen Ausdriicken
in der Algebra 8. Wieder folgen wir der Methode, die wir in Kapitel[3lam Beispiel
von arithmetischen Ausdriicken kennengelernt haben. Die Funktionen Var — |B|
bezeichnen wir wieder als Belegungen.

Der Methode aus Kapitel [3/folgend konnten wir jetzt fiir jede Boolesche Algebra
eine Aquivalenzrelation fir Formeln definieren. Da wir jedoch in erster Linie an
der Gultigkeit von Gleichungen in allen Booleschen Algebren interessiert sind,
definieren wir stattdessen eine starkere bindre Relation H wie folgt:

AH B <d:ef> V Boolesche Algebra 8: B(A) = B(B)

Die Aussage A H B gilt also genau dann, wenn die Gleichung ,,A = B“ in
jeder Boolesche Algebra giiltig ist. Offensichtlich ist | eine Aquivalenzrelation
auf For. Wir nennen zwei Formeln A und B &quivalent, wenn A H B gilt.

Auch die signifikanten Variablen einer Formel definieren wir in Bezug auf alle
Booleschen Algebren. Fir jede Formel A € For definieren wir die Menge der
signifikanten Variablen von A wie folgt:

SV(A) ¥ (X evVar|VBeFor: AHB= X eVW(B)}

Die signifikanten Variablen von A sind also genau die Variablen, die in allen zu A
aquivalenten Formeln vorkommen. Offensichtlich gilt SV (A) C VV(A).
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4 Aussagenlogik

Damit ist die Formalisierung der Syntax und Semantik von Booleschen Aus-
driicken abgeschlossen. Da wir der Methode aus Kapitel [3] weitgehend gefolgt
sind, gelten wieder entsprechende Propositionen zu Substitution, Kongruenz und
Variablenunabhangigkeit. Die Beweise sind analog zu denen in Kapitel [3]

Lemma 4.3.1 (Substitution) Seien A, B € For und X € Var. Sei 8 eine Boole-
sche Algebra und o € Var — |8|. Dann:

B(A[B/x])o = B(A)(a[(B(B)o)/X])
Proposition 4.3.2 (Kongruenz) Seien A1, Ay, By, B, € Forund X € Var. Dann:
AiH A2 A BiH By = A1[By/X]T H Az[B2/X]

Proposition 4.3.3 (Variablenunabhangigkeit) Sei A € For eine Formel und 8B
eine Boolesche Algebra. Seien 0,6’ € Var — |8| Belegungen, die auf VV (A)
Ubereinstimmen. Dann B(A)o = B(A)o’.
Proposition 4.3.4 (Variablenunabhangigkeit) Sei Var’ € Var. Dann:

l. FOrVar’ g FOrVar.

2. Fur jede Boolesche Algebra 8 gilt:

VA, B e l:OIPVar’: £Var’(A) = £Var’(B) — £Var(A) = £Var(B)

3. VA, B € FOrVar/: A '=|Var/ B < A ':|Var B.

Einige Begriffe

AbschlieRend definieren wir noch eine Reihe von Begriffen, die im Zusammen-
hang mit Aussagenlogik gebrauchlich sind. Wir werden jedoch auf den Gebrauch
dieser Begriffe verzichten, da sie nicht wirklich essentiell sind.

Seien A und B Formeln. Wir definieren:
e A gultig, wenn A H 1.
e A unerftllbar, wenn A H 0.
e A erfullbar, wenn nicht A H 0.

e Aimpliziert B, wenn AA B H A.
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4.4 Boolesche Funktionen und Boolesche Mengen

Fur die praktischen Anwendungen der Aussagenlogik geniigt die zweiwertige
Boolesche Algebra 7. Es ist ohne weiteres maoglich, auf das abstrakte Konzept der
Booleschen Algebra zu verzichten und die erforderlichen computationalen Metho-
den nur in Hinblick auf die zweiwertige Boolesche Algebra zu entwickeln. Damit
verschenkt man allerdings wichtige theoretische Einsichten. Da man zudem keine
Arbeit spart, werden wir weiter der abstrakten Entwicklungslinie folgen. Bevor
wir damit fortfahren, wollen wir jedoch die fur praktische Anwendungen relevan-
ten Sichtweisen formulieren. Dabei stellen wir uns absichtlich naiv und versuchen
zu vergessen, was wir bereits Uber Boolesche Algebren wissen.

Wir nehmen an, dass eine Menge Var gegeben ist. Die Elemente von Var nennen
wir Variablen und bezeichnen sie mit X. Was die hier zu entwickelnde konkrete
Sichtweise angeht, kénnte man Variablen treffender als Mermale bezeichnen.

Eine Boolesche Belegung ist eine Funktion Var — B, die jeder Variablen einen
Wert in B zuordnet. Die Menge aller Booleschen Belegungen bezeichnen wir
mit X, und einzelne Boolesche Belegungen mit o:

ces ¥ var— B Boolesche Belegungen
Wir kdnnen uns Belegungen als eine Variante von Tupeln vorstellen, bei der die
Konstituenten durch Variablen identifiziert werden. Betrachten Sie dazu das Tupel
(1,0,0)
Dieses Tupel kdnnen wir auch als eine Funktion
11, 2~ 0, 3+ 0}

des Typs {1, 2, 3} — B darstellen. Dabei agieren die Zahlen 1, 2, 3 als Namen fir
die Konstituenten des Tupels. Wenn wir Var = {1, 2, 3} setzen, entsprechen die
Tupel in B2 genau den Belegungen in X. Dabei agieren die Variablen als Namen
flr die Konstituenten der Tupel.

Proposition 4.4.1 Sei Var eine n-elementige Menge (n > 0). Dann X = B".

Beweis Sei X; < .-+ < X, eine totale Ordnung fur Var. Dann definiert
f(o) = (0 Xy,..., 0 Xp) eine Bijektion ¥ — B". O

Belegungen sind flexibler als Tupel, da man die Namen fur die Konstituenten
durch die Vorgabe der Variablen frei wéhlen kann[3 Zudem erhalten wir durch die

3 Diese Idee findet man auch in Programmiersprachen. Zum Beispiel in der Form von Records in
Pascal und Standard ML, und in der Form von Structures in C.
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Vorgabe von unendlich vielen Variablen Belegungen mit unendlich viele Konsti-
tuenten.

Man kann Variablen als Merkmale und Belegungen als Zustande bezeichnen. Ein
Zustand legt fur jedes Merkmal einen Wert fest.

Wir nehmen jetzt an, dass die Menge For der Booleschen Formeln und die Deno-
tationsfunktion

Te For—-YX—B

flr die zweiwertige Boolesche Algebra wie im letzten Abschnitt definiert sind.
Booleschen Formeln fassen wir als Beschreibungen fiir Funktionen des Typs
¥ — B auf. Die Denotationsfunktion 7 liefert zu jeder Formel die durch sie
beschriebene Funktion. Es stellt sich die Frage, ob wir jede Funktion des Typs
>~ — B mit einer Booleschen Formel beschreiben kénnen. Wir werden zeigen,
dass dies genau dann der Fall ist, wenn die Menge der Variablen (Var) endlich
ist (was bei praktischen Anwendungen immer der Fall ist). Die Funktionen, die
wir mit Booleschen Formeln beschreiben kénnen, bezeichnen wir als Boolesche
Funktionen.

Fir die Hardware von Computern verwendet man Schaltkreise, die Boolesche
Funktionen berechnen. Solche Schaltkreise werden heute mithilfe von CAD-
Systemen entwickelt. Dabei verwendet man Boolesche Formeln sowohl zur Be-
schreibung der zu berechnenden Funktion (Spezifikation) als auch zur Beschrei-
bung des berechnenden Schaltkreises (Implementierung)ﬂ Um zu verifizieren,
dass ein Schaltkreis die spezifizierte Funktion berechnet, benétigt man ein Verfah-
ren, das entscheidet, ob zwei Boolesche Formeln dieselbe Funktion beschreiben.
Wir werden solche Verfahren entwickeln.

Wir sagen, dass eine Boolesche Belegung o eine Boolesche Formel A erfiillt,
wenn 7 (A)o = 1 qilt.
Boolesche Mengen

Sei M eine Menge. Da B genau zwei Elemente hat, 143t sich jede Funktion
f €e M — B durch die Menge aller x € M darstellen, fir die f(x) = 1 gilt.
Umgekehrt lasst sich jede Teilmenge N von M durch die Funktion M — B dar-
stellen, die genau fir die Elemente von N das Ergebnis 1 liefert (die sogenannte
charakteristische Funktion von N).

Proposition 4.4.2 Sei Var eine n-elementige Menge (n > 0). Dann:

PB") = P(X) = T B

4 Fiir die Beschreibung von Schaltkreisen bendtigt man Boolesche Formeln mit let X=A in B.
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Beweis Die erste Isomorphie folgt aus Proposition [4.4.1] die zweite haben wir
gerade argumentiert. O

Wir kénnen Boolesche Formeln also auch als Beschreibungen von Teilmengen
von B" auffassen. Diese Sicht erdffnet viele interessante Anwendungen, da jede
endliche Menge nach Bindrcodierung als eine Teilmenge von B" aufgefasst wer-
den kann (fiir hinreichend grof3es n). Fur grof3e endliche Menge erweist sich die
aussagenlogische Darstellung als auferordentlich effizient. Die daflr benétigten
Techniken werden wir spater kennenlernen (sogenannte OBDD-Darstellung).

Wir nehmen jetzt die Sicht ein, dass Boolesche Formeln Mengen von Booleschen
Belegungen beschreiben. Wie wir gleich sehen werden, ist die damit verbundene
Interpretation von Booleschen Formeln besonders leicht zu verstehen.

Wir definieren die Funktion

M e For > P(X)
MA)={ceX|T(Ao =1}

Diese liefert zu jeder Booleschen Formel die Menge aller Booleschen Belegun-
gen, die die Formel erfullen.

Eine Boolesche Menge ist eine Menge D, fiir die eine Boolesche Formel A mit
D = M(A) existiert. Die Menge aller Booleschen Mengen bezeichnen wir mit

BS € [ M(A)| AcFor}

Machen Sie sich klar, dass die Booleschen Funktionen gerade die charakteristi-
schen Funktionen der Booleschen Mengen sind.

Fir X € Var und b € B definieren wir die Literalmenge Dy wie folgt:
Dxp ¥ (s eT|oX =b)

AuRerdem verwenden wir fur Teilmengen M € X die Komplementnotation:
—ME3_M

Offensichtlich gilt fir alle X € Var: Dx 1 = —Dx o und Dx o = —Dx 1. AulRer-

demgiltfiralleo € =: {o} = ] Dxox.
XeVar
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Proposition 4.4.3 Fir alle A, B € For und X € Var:

MO) =0
MA) =X
M(X) = Dx 1

M(=A) = —M(A)
M(A A B) = M(A) N M(B)
M(AV B) = M(A) U M(B)
M(A — B) = M(A) — M(B)

M(A = B) = —M(A) UM(B)

Wir machen also die interessante Entdeckung, dass .M die Booleschen Opera-
tionen durch die entsprechenden Mengenoperationen interpretiert. Die Variablen
spielen jetzt die Rolle von Konstanten, die die entsprechenden Literalmengen de-
notieren.

Die Gleichungen aus Proposition [4.4.3] zeigen, dass wir .M auch unabhangig von
T definieren kénnen.

Obwohl mit der Funktionsinterpretation 7~ und der Mengeninterpretation M von
Booleschen Formeln recht unterschiedliche Intuitionen verbunden sind, sind sie
technisch gesehen vollig isomorph. Insbesondere haben wir:

Proposition 4.4.4 VA, B € For: M(A) = M(B) < T (A) = 7(B).

Proposition 4.4.5 Die Menge BS der Booleschen Mengen enthalt ¢, ¥ und die
Literalmengen. AuBerdem ist BS unter Komplementen, Durchschnitten, Vereini-
gungen und Differenzen abgeschlossen.

Beweis Folgt aus Proposition[4.4.3] O

Fur praktische Anwendungen kommt man immer mit endlich vielen Variablen
aus. In diesem Fall kann jede Teilmenge von X durch eine Boolesche Formel
beschrieben werden.

Proposition 4.4.6 Wenn Var endlich ist, dann { M(A) | A € For} = P(2).
Beweis Sei M C X. Dann

w= Y= U (N o]

oceM oceM XeVar

Sei Var endlich. Dann ist ¥ = Var — B endlich. Also ist M endlich. Die obige
Gleichung stellt M als die Vereinigung von endlich vielen Durchschnitten von
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endlich vielen Literalmengen dar. Also folgt mit Proposition [4.4.5] dass M < BS.
Il

Proposition 4.4.7 Wenn Var endlich ist, dann { 7 (A) | Ae For} = X — B.
Beweis Folgt aus Proposition[4.4.6 O

4.5 Modellierung mit Booleschen Mengen

George Boole (Laws of Thought, 1854) suchte nach einem mathematischen Sys-
tem, das die Kombination von logischen Aussagen (im philosophischen Sinne) be-
schreibt. Er betrachtete Boolesche Ausdriicke und interpretierte sie im obigen Sin-
ne als Beschreibungen von Mengen. Allerdings gab es die kleine Schwierigkeit,
dass damals der Begriff der Menge als mathematisches Objekt noch gar nicht er-
funden war. Deswegen war Boole gezwungen, Boolesche Ausdriicke als abstrakte
Ausdriicke zu betrachten und die fur sie geltenden Gleichungen durch Axiome
zu beschreiben. Das war revolutionadr, da Mathematiker bis dahin nur mit arith-
metischen Ausdriicken gerarbeitet hatten. Aus heutiger Sicht hat Boole also mit
dem abstrakten Begriff der Booleschen Algebra gearbeitet, und dafiir die heute
allgemein verwendete axiomatische algebraische Methode erfundenfd

Am Beispiel einer sogenannten Denksportaufgabe zeigen wir, wie man logische
Aussagen mit Booleschen Ausdriicken beschreiben kann.

~Worin besteht das Geheimnis lhres langen Lebens?* wird ein
Hundertjéhriger gefragt. ,,Ich halte mich streng an drei Diatregeln:
Wenn ich kein Bier zu einer Mahlzeit trinke, dann esse ich immer
Fisch. Immer wenn ich sowohl Fisch und Bier zur selben Mahlzeit
esse, verzichte ich auf Eiscreme. Wenn ich Eiscreme esse oder kein
Bier trinke, dann esse ich keinen Fisch.”“ Kénnen Sie diese Regeln
vereinfachen?

Zundchst gehen wir davon aus, dass Mabhlzeiten hinreichend genau durch Bele-
gungen beschrieben werden kdnnen. Dafiir verwenden wir drei Variablen B, E
und F mit den folgenden Bedeutungen:

e B =1 genau dann, wenn zu der Mahlzeit Bier getrunken wird.

e E =1 genau dann, wenn zu der Mahlzeit Eiscreme gegessen wird.

5 Sie sollten unbedingt einen Blick in George Booles faszinierendes Buch ,,An Investigation of
the Laws of Thought* (1854) werfen (in Bibliotheken finden Sie Nachdrucke). Danach werden
Sie Mathematik mit anderen Augen sehen.
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e F =1 genau dann, wenn zu der Mahlzeit Fisch gegessen wird.

Die Beschreibung von Mahlzeiten durch Belegungen stellt eine radikale Abstrak-
tion dar. Wenn wir uns auf die Variablen B, E und F beschrénken, werden nur
die Aspekte einer Mahlzeit dargestellt, die fir die Regeln relevant sind. Insgesamt
kénnen damit nur 22 = 8 verschiedene Typen von Mahlzeiten dargestellt werden.

Jede Diétregel fassen wir als die Beschreibung der Menge von Mahlzeiten auf, die
die Regel erflllen. Technisch bedeutet das, dass wir jede Diétregel als einen Boo-
leschen Ausdruck auffassen, der eine Menge von Belegungen beschreibt (geman
der Funktion ). Damit entsprechen die Diatregeln den folgenden Booleschen
Ausdricken:

RRE BoF
R,E¥ FAB= —E
def

Rs= Ev—-B=-F

Bei den Symbolen R;, R, und Rs handelt es sich nicht um Variablen, sondern
um Namen fiur Ausdriicke. Machen Sie sich klar, dass die durch M formulierte
Interpretation von implikativen Booleschen Ausdriicken

M(AL = Az) = —M(A) UM(A)
tatséchlich dem natiirlichsprachlichem ,,wenn Aj, dann Ay* entspricht.
Der Ausdruck
D¥ R,ARyARs

beschreibt die Menge aller Belegungen, die Mahlzeiten beschreiben, die alle drei
Regeln erfillen.

Man Uberzeugt sich leicht davon, dass die Belegung
(B—~1 F—0, E— 1}

den Ausdruck D erfullt. Das bedeutet, das eine Mahlzeit, bei der Bier getrunken,
kein Fisch gegessen, und Eiscreme genossen wird, die Diatregeln erfillt.

Die Denksportaufgabe verlangt nach einer vereinfachten Darstellung der Didtre-
geln. Auf unser Modell Ubertragen bedeutet dies, einen méglichst einfachen Boo-
leschen Ausdruck zu bestimmen, der dieselbe Belegungsmenge wie D beschreibt.
Man kann zeigen, dass in allen Booleschen Algebren

D =B A (=F v =E)
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gilt. Wegen Proposition [4.4.4] bedeutet dies, dass der Ausdruck B A (=F v —E)
genau dieselbe Belegungsmenge wie D beschreibt. Also kann man die Diétregeln
des Hundertjahrigen auch wie folgt formulieren: ,, Trinke zu jeder Mahlzeit Bier
und esse zu keiner Mahlzeit sowohl Fisch und Eiscreme*.

Wir werden Algorithmen entwickeln, die zu D den oben angegebenen verein-
fachten Ausdruck berechnen kénnen. In diesem Zusammenhang werden wir auch
klaren, was unter einer ,,einfachsten Darstellung* eines Ausdrucks zu verstehen
ist.

4.6 Unendlich viele Variablen

Einige theoretische Anwendungen der Aussagenlogik bendtigen unendlich viele
Variablen[8 In diesem Fall gibt es Teilmengen von X = Var — B, die nicht durch
Boolesche Formeln beschrieben werden kdnnen. Betrachten Sie dazu die Menge
Mo, die alle Belegungen enthalt, die fur unendlich viele Variablen 0 liefern. Da
jede Formel immer nur eine Aussage (ber die endlich vielen in ihr enthaltenen
Variablen machen kann (Proposition [4.3.3), ist klar, dass Mg durch keine Formel
beschrieben werden kann.

SeienV C Var, 0,0’ € ¥,und M C 3. Wir definieren:

o=y o & vXeV:aX)=0o(X)
V entscheidet M 4% VoeX: (ceM < Jo'eM: 0 =y 0o

M endlich entscheidbar é Es gibt eine endliche Menge V C Var,

die M entscheidet

Wegen Proposition[4.3.3]ist jede Boolesche Menge endlich entscheidbar. Wir wer-
den zeigen, dass auch umgekehrt jede endlich entscheidbare Menge eine Boole-
sche Menge ist. Das bedeutet, dass das Konzept der Booleschen Menge auch ohne
das Konzept der Booleschen Formel charakterisiert werden kann.

Proposition 4.6.1 Sei V C Varund M C X. Dann gilt:
V entscheidetM < VoeMVo' €¢X: c=y0o = o' €M

Proposition 4.6.2 Seien M, M’ € X und V C Var. Dann:

6 Beispielsweise benétigt man fiir den Beweis des Herbrandschen Satzes der Pradikatenlogik die
im Folgenden bewiesene Kompaktheitseigenschaft fiir aussagenlogische Formeln mit unendlich
vielen Variablen.
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1. V entscheidet M <= V entscheidet —M.
2. V entscheidet M und M’ = V entscheidet M "M’ und M U M’.

Beweis  Wir beweisen die erste Behauptung. Da —(—M) = M, genigt es, die
Richtung von links nach rechts zu zeigen. Dazu nehmen wir an, dass V die Menge
M entscheidet. Weiter wahlen wirc € —M und ¢’ € ¥ mito =y o’. Wir zeigen
durch Widerspruch, dass ¢’ € —M.

Seio’ ¢ —M.Danno € M. DaV die Menge M entscheidet und o =y o', folgt
o' € M. Also o’ ¢ —M. Widerspruch.

Die zweite Behauptung folgt mit &hnlichen Argumenten. O

Proposition 4.6.3 (Abschlusseigenschaften) Die Mengen @ und X sind endlich
entscheidbar. Auch die Literalmengen Dy p sind endlich entscheidbar. Wenn D
und D’ endlich entscheidbar sind, dann sind —D, D N D’ und D U D’ endlich
entscheidbar.

Beweis  Die erste und zweite Behauptung sind offensichtlich. Die restlichen
Behauptungen folgen mit Proposition [4.6.2] O

Sei M € ¥ und V C Var eine nichtleere Variablenmengeﬂ Wir definieren die
V -Projektion von M wie folgt:

ProM,V) ® (seV 5> B|doeM: sCa}
Wenn V eine endliche Menge ist, dann ist auch Pro(M, V) eine endliche Menge.
Proposition 4.6.4 SeiM € X und ¥ # V C Var. Dann:

V entscheidetM & M={oc e X |3sePro(M,V): sCo}

Satz 4.6.5 (Boolesche Mengen) Eine Menge M C X ist genau dann eine Boole-
sche Menge, wenn sie endlich entscheidbar ist.

Beweis  Wegen Proposition [4.3.3]ist jede Boolesche Menge endlich entscheid-
bar.

Sei M C X eine Menge, die durch eine endliche Menge V C Var entschieden
wird. Dann folgt mit Proposition[4.6.4t

M = U {ceX|sCo} = U <ﬂ Dx,s(X))

sePro(M,V) sePro(M,V) XeV

7 Projektionen auf die leere Variablenmenge funktionieren nicht, da Pro(M, @) = @ flr alle
M C ¥ gelten wiirde.
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Diese Gleichung stellt M als die Vereinigung von endlich vielen Durchschnitten
von endlich vielen Literalmengen dar. Also folgt mit Proposition dass M
endlich entscheidbar ist. O

Proposition 4.6.6 Sei V C Var eine n-elementige Menge (n > 0). Dann gibt es
genau 22" verschiedene Teilmengen von =, die von V entschieden werden.

Beweis Wennn = 0 ist, dann V = @. Man sieht leicht, dass ¢ und = die zwei
einzigen Mengen sind, die von @ entschieden werden. Also gibt es genau 27 =2
Mengen, die von V entschieden werden.

Wenn n > 1 ist, dann ist die Funktion

fe{MCZX]|V entscheidet M} - PV — B)
f(M) =Pro(M, V)

eine Bijektion. Also werden genau soviele Mengen von V entschieden wie
P (V — B) Elemente hat. Also gibt es genau 22" Mengen, die von V entschieden
werden. O

Eine Menge F C £ () von endlich entscheidbaren Mengen heilt erfullbar,
wenn ein o € X existiert, sodass VM € F: o € M. Der nachste Satz for-
muliert eine als Kompaktheit bezeichnete Eigenschaft von endlich entscheidbaren
Mengen, die wir spater flr den Beweis eines wichtigen pradikatenlogischen Sat-
zes (Herbrandscher Satz) benétigen.

Satz 4.6.7 (Kompaktheit) Sei Var eine abzahlbare Menge und sei F eine Menge
von endlich entscheidbaren Mengen. Dann ist F erflillbar genau dann, wenn jede
endliche Teilmenge von F erfllbar ist.

Beweis Die Richtung von links nach rechts ist trivial.

Sei jede endliche Teilmenge von F erfullbar. Wir werden eine Belegung o kon-
struieren, die in jeder Menge von F enthalten ist.

Sei X, X1, X2, - - - eine Aufzéhlung der Variablen von Var. Sei F, C F die Men-
ge aller Mengen in F, die von der Variablenmenge {Xo, ..., Xn} entschieden wer-
den. Da alle Mengen in F endlich entscheidbar sind, gilt:

FochckCc .- EFZUFn

Sein € N. Daalle Mengen in F, von {Xo, ..., X,} entschieden werden, folgt mit
Proposition[4.6.6] dass F, endlich ist. Also existiert nach Annahme fiir allen € N
eine Belegung oy, die F, erfillt.
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Wir werden eine Belegung o konstruieren, fiir die gilt: Fir alle n € N gibt es
unendlich viele k € N, so dass o mit oy auf {Xg, ..., X,} Ubereinstimmt.

Bevor wir o konstruieren, zeigen wir, dass o die Menge F erflllt. Sei M € F.
Dann existiert ein n € N mit M € F,. Also existiert ein k > n, so dass o mit oy
auf Xo, ..., X, Obereinstimmt. Da M € F¢ und oy die Menge Fy erfullt, gilt
ok € M. Da M von {Xg, ..., X} entschieden wird, gilt o € M. Also erfiillt o
die Menge F.

Wir konstruieren jetzt o. Dazu konstruieren wir rekursiv eine Folge

SoEs1ESLC -

.
von Funktionen Var — B wie folgt:

1. Doms, = {Xo, ..., Xn}.

2. Furalle n € N existieren unendlich viele k € N mits, C o.

Jetztisto = U s, eine Belegung mit der angekindigten Eigenschaft. O
neN

4.7 Dualitatssatz

Wir setzen jetzt unsere Entwicklung der Theorie der Booleschen Algebren fort.

Wir haben bereits erwéhnt, dass Boolesche Algebren eine als Dualitét bezeichnete
Symmetrie zwischen A und Vv einerseits und 1 und 0 andererseits aufweisen. Der
sogenannten Dualitatssatz formuliert einen wichtigen Aspekt dieser Symmetrie.

Wir betrachten zunédchst nur Formeln, die mit Variablen, 0, 1, —, v und A gebil-
det sind. Die Menge aller dieser Formeln bezeichnen wir mit For;. Jede Formel
lasst sich nach For tibersetzen. Wir definieren eine Funktion, die zu einer Formel
in For, die duale Formel liefert:

“e For; — Fory

X = X
—A=-A

0=1

1=0
AVB=AAB
ArB=AVEB
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Offensichtlich ist die Dualisierungsfunktion selbstinvertierend, das heif3t, A=A
flr jede Formel A € For;. Der Dualitétssatz stellt fest, dass eine Boolesche Glei-
chung genau dann gdiltig ist, wenn die dazu duale Gleichung gultig ist.

Satz 4.7.1 (Dualitat) YA, B € For;: A B < A K B.

Beweis Da die Dualisierungsfunktion selbstinvertierend ist, genugt es, eine
Richtung der Aquivalenz zu beweisen:

(x) VA,BeFor;: AHB=AHKHB
Sei B eine Boolesche Algebra. Wir werden eine Funktion
S e (Var — |8]|) — |B|) — ((Var — |B|) — |B))

definieren, die die Dualisierung von Formeln auf der Ebene der Denotationen si-
muliert;

(x%) VA e Fory: 8(A) = 8(B(A))
Offensichtlich folgt aus der Existenz einer solchen Funktion §
VA, B € For;: B(A) = 8(B) = B(A) = 8(B)

und damit (x).

Wir kommen jetzt zur Definition der semantischen Dualisierungsfunktion §. Da
in jeder Booleschen Algebra die Gleichungen

0=1 1=0, XVYy=XAY, XAy=XVYy

gelten, hat die zu einer Formel A duale Formel A dieselbe Denotation wie A,
wobei wir A" aus A bilden, indem wir jede Variable X durch =X ersetzen. Also
definieren wir

sfo ¥ —B(f(=0)) mit mo B A X e Var. =20 X)

und zeigen (xx) durch Induktion tber A.
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Wir betrachten den Fall A = A; A A,. Sei o € Var — |8]. Dann gilt:

B(A)o = B(ALA Ar)o

= O‘B’(A\l Y, ’A\z)a Definition A
= B(A)o V2 B(A)o Definition B8
= 8(B(A1)o VE §(B(A))o Induktionsannahme
= =% (B(A)(—0)) V¥ =B(B(A2)(—0)) Definition 8
= =B (B(A1)(=0) A% B(A)(—0)) De Morgan
= =B (B(A1L A Ay)(—0)) Definition B
=§(B(AL A Ax)o Definition §
= §(B(A)o
Die anderen Falle folgen analog. O

Wir versuchen jetzt, Dualisierung auf Formeln mit —, =, < und Konditionalen
zu erweitern. Fir Differenz und Implikation gelten die Booleschen Gleichungen

X—y=y=X, X=y=y—-X

Also sind die Operationen x — y und y = x zueinander dual (beachten Sie das
Vertauschen der Argumente). Also erweitern wir die Dualisierungsfunktion fur
Formeln wie folgt:

A_B=B=A
A-B=B-A

Der Beweis des Dualitétssatzes lasst sich problemlos auf die neuen Formelvarian-
ten erweitern (wegen der obigen Gleichungen).

Fir Konditionale gilt die Boolesche Gleichung
X,y,2) =(X,Z,Y)

Also haben Konditionale Konditionale als duale Form. Also erweitern wir die
Dualisierungsfunktion fir Formeln wie folgt:

— ~

(A,B,C)=(A,C,B)

Damit I&sst sich der Beweis des Dualitatssatzes problemlos auf Konditionale er-
weitern.
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4.8 Ubersetzung und Vereinfachung

Fur Aquivalenzen existiert keine duale Formelvariante. Trotzdem haben wir die
Maglichkeit, die Dualisierungsfunktion und den Dualitatssatz auf Aquivalenzen
auszudehnen, indem wir auf die glltige Boolesche Gleichung

XSy=X-Y)+{F—-X%

zurtickgreifen. Wenn wir die Dualisierungsfunktion entsprechend mit

— -~ ~

AesB=A-B)+(B-A

erweitern, kénnen wir den Beweis des Dualitatssatzes problemlos auf Aquivalen-
zen erweitern. Allerdings ist die so erweiterte Dualisierungsfunktion nicht mehr
selbstinvertierend.

4.8 Ubersetzung und Vereinfachung

Eine Ubersetzungsfunktion ist eine Funktion f € For — For mit f C <.

Seien M, N C For Formelmengen. Wir sagen, dass M in N Ubersetzbar ist, wenn
es eine Ubersetzungsfunktion M — N gibt.

Eine Formelmenge K C For heif3t kanonisch, wenn
VA,BeK: A#B=7(A) #7(B)

Dabei bezeichnet 7 (A) die Denotation der Formel A in der zweiwertigen Boole-
schen Algebra 7. Offensichtlich ist die Formelmenge {0, 1} kanonisch.

Proposition 4.8.1 Seien M, K < For mit K kanonisch. Dann gibt es hdchstens
eine Ubersetzungsfunktion M — K.

Beweis Seien f,g € M — K Ubersetzungsfunktionen und A e For. Wir miis-
sen zeigen, dass f (A) = g(A) gilt. Da f (A), g(A) € K und K kanonisch, genligt
es zu zeigen, dass 7 (f (A)) = 7(g(A)). Diesistder Fall, da f (A) H A H g(A)
gilt (f und g sind Ubersetzungsfunktionen). O

Proposition 4.8.2 (Kanonische Ubersetzungsfunktion) Sei f eine Uberset-
zungsfunktion mit Ran f kanonisch. Dann gilt fur alle A, B € Dom f:

AHB << f(A)=f(B) & T(A) =7(B)
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Beweis Seien A,B € Dom f. Da f eine Ubersetzungsfunktion ist, gilt
AH f(A)und B H f(B). Also gilt

f(A)=f(B)=AHB

Die Implikation
AH B = 7(A) = T(B)

folgt sofort aus der Definition von . Da Ran f kanonisch ist, gilt
TA)=7B)= f(A) = 1(B) ]

Wir werden im ndchsten Abschnitt eine kanonische Formelmenge K und eine
Ubersetzungsfunktion f e For — K definieren. Proposition [4.8.2sagt uns einer-
seits, dass wir mit der Ubersetzungsfunktion f die Aquivalenz von beliebigen
Formeln entscheiden kdénnen. Andererseits stellt sie fest, dass aus der Existenz
von K und f folgt, dass eine Boolesche Gleichung genau dann giiltig ist, wenn
sie in der zweiwertigen Booleschen Algebra 7 gultig ist.

Sei Forg die Menge der variablenfreien Formeln. Da {0, 1} kanonisch ist, gibt
es hochstens eine Ubersetzungsfunktion Forg — {0, 1} (Proposition [4.8.1). Wir
werden zeigen, dass eine solche Ubersetzungsfunktion existiert, indem wir sie
mithilfe sogenannter Vereinfachungsregeln beschreiben. Diese Beschreibung lie-
fert gleichzeitig ein Berechnungsverfahren fiir die Ubersetzungsfunktion.

Abbildung4.4]zeigt einige Vereinfachungsregeln fiir Formeln Mit diesen Regeln
kdnnen wir Formeln schrittweise vereinfachen. Zum Beispiel:

(LX,0v¥)A(Z=2)—> OVvY)A(Z=2Z) da(l,X,00—0
- OvY)Aal da(Z=272)-1
— 0vY

— Y

Vereinfachung bedeutet also, dass wir einen Teilformel der zu vereinfachenden
Formel geméR einer der Regeln ersetzen. Die zwei ersten Schritte des Beispiels
ersetzen jeweils eine echte Teilformel.

Proposition 4.8.3 Seien A und B Formeln, sodass B aus A durch Anwen-
dung einer der Regeln in Abbildung [4.4] erhalten werden kann. Dann A H B,
VV(B) € VV(A), und B ist echt kleiner als A.

8 Die gezeigte Auswahl ist etwas willklrlich. Unter anderem haben wir auf Regeln wie
A A=A — 0 verzichtet.
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4.8 Ubersetzung und Vereinfachung

-0—->1 -1—-0 -——A > A
OANA—0O INA— A AAO0O—0 AAnl— A AANA— A
OVA— A 1vVA->1 AvOo— A Avli—>1 AvVvA— A
0—-A—>0 1-A— —=A A-0— A A-1-0 A—-—A—0
0=>A->1 l1==A—-> A |[A=0—> —-A A=1—->1 A=>A->1
OcA->-A| 1&6A—>A [A0—>-A] Acl—> A AsA—1
0,A,B)—- A|(1,A,B)—-B|(A,001)— A |(A,1,00—>—-A | (A,B,B)—> B
Abbildung 4.4: Vereinfachungsregeln fur Formeln
Beweis Beide Behauptungen kénnen getrennt fir jede Regel verifiziert werden.

Wegen der Kongruenzeigenschaft (Proposition [4.3.2) genugt es, fiir jede Instanz
jeder Regel zu zeigen, dass die linke Seite dquivalent zu rechten ist. Das ist nicht
schwer. ]

Proposition 4.8.4 Jede variablenfreie Formel A l&sst sich durch Anwenden der
Regeln in Abbildung in eine &quivalente Formel B mit B € {0, 1} vereinfa-
chen.

Beweis  Auf eine variablenfreie Formel ist nur dann keine der Regeln anwend-
bar, wenn es sich um 0 oder 1 handelt. Da jede Regel die Formel echt kleiner
macht (Proposition [4.8.3), sind ausgehend von einer Formel nur endlich viele
Regelanwendungen maoglich. Da jede Regel eine Formel durch eine &quivalen-
te Formel ersetzt (Proposition [4.8.3), ist die vereinfachte Formel aquivalent zur
Ausgangsformel. O

Wir wissen jetzt, dass es genau eine Ubersetzungsfunktion f € Forg — {0, 1}
gibt, und dass wir zu einer Formel A die Ubersetzung f (A) berechnen kénnen,
indem wir die Vereinfachungsregeln solange anwenden, bis wir entweder 0 oder
1 erhalten. Dabei spielt es keine Rolle wie wir die Vereinfachungsregeln im Ein-
zelnen anwenden (welche Regel auf welche Teilformel).

Wir wissen jetzt auch, dass zwei variablenfreie Formeln A, B genau dann dquiva-
lent sind, wenn 7 (A) = 7 (B) gilt. Das folgt mit Proposition [4.8.2

SchlieRlich haben wir jetzt ein Verfahren, mit dem wir entscheiden kénnen, ob
zwei variablenfreie Formeln dquivalent sind. Dabei vereinfachen wir beide For-
meln mit den Regeln in Abbildung Wenn wir flr beide Formeln dasselbe
Endergebnis erhalten, sind die Formeln &qgivalent. Wenn wir dagegen verschiede-
ne Endergebnisse erhalten, sind die Formeln nicht dquivalent.
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X
Z/\Y
7/ \ / N\
1 0 o0 Z
/ \
1 0

Abbildung 4.5: Der Entscheidungsbaum (X, (Z, 1, 0), (Y, 0, (Z, 1,0)))
4.9 Entscheidungsbdume

Wir definieren jetzt eine kanonische Formelmenge, in die jede Formel (bersetzt
werden kann.

Zunachst definieren wir eine Formelmenge DT C For mithilfe von struktureller
Rekursion:

1. 0e DT und1 e DT.
2. Wenn X € Varund A, B € DT, dann (X, A, B) € DT.

Die Elemente von DT bezeichnen wir als Entscheidungsbaume. Dieser Name ist
aus zwei Grinden sinnvoll. Einerseits kdnnen wir die Elemente von DT wie in
Abbildung gezeigt als geordnete Bindrbdume auffasen, deren Blatter mit 0
oder 1 und deren andere Knoten mit Variablen markiert sind§ Andererseits gilt
die folgende Proposition, die jeden mit einer Variablen markierten Knoten mit
einer Entscheidung assoziiert:

Proposition 4.9.1 Fur jeden Entscheidungsbaum (X, A, B) und jede Funktion
o € Var — B gilt:

T(X,A,B)o = ifoX =0then 7(A)o else T(B)o

Beweis Folgt mit Proposition[4.1.3 O

Ein Entscheidungsbaum A € DT heiflt reduziert, wenn fir jeden Teilbaum
(X, Ag, Ap) von A gilt: die Unterbdume Ap und Az sind verschieden.

Im Folgenden nehmen wir an, dass eine totale Ordnung < flr die Menge Var der
Variablen gegeben ist.

9 Entscheidungsbdume sind geordnete Bindrbdumen, bei denen man zwischen linken und rechten
Unterbdumen unterscheidet.
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4.9 Entscheidungsbdume

Ein Entscheidungsbaum A € DT heilit geordnet, wenn fiir jeden Teilbaum
(X, Ao, Ap) von A gilt: X ist echt kleiner als jede Variable, die in einem der Un-
terbdumen Ap oder A; vorkommt. Anschaulich gesprochen heildt das, dass die
Variablen auf einem Pfad von der Wurzel zu einem Blatt aufsteigend geordnet
sind.

Ein Entscheidungsbaum heit Primbaum genau dann, wenn er reduziert und ge-
ordnet ist.

Der Entscheidungsbaum in Abbildung[4.5]ist reduziert. Wenn wir annehmen, dass
X <Y < Z gilt, ist er auch geordnet und folglich ein Primbaum.

Proposition 4.9.2 Fr alle Entscheidungsbaume Ag, A; und fiir jede Variable X
sind die folgenden Bedingungen aquivalent:

1. (X, Ag, Ay) istein Primbaum.

2. Ao und A, sind verschiedene Primbaume und X ist echt kleiner als jede der
in Ag oder A; vorkommenden Variablen.

Lemma 4.9.3 Sei (X, Ag, Aq) eine Formel, sodass die Variable X in Agund A;
nicht vorkommt, und sodass 7 (Ag) # 7 (A;). Dann existiert o € Var — B mit
T (Ao # T (A)(a[1/X]).

Beweis Proposition[4.9.7]und[4.3.3] O

Lemma 4.9.4 (Kanonizitat) Seien A und B verschiedene Primbdume. Dann
T(A) #T(B).

Beweis Durch Induktion iber das Maximum n der Grofien von A und B.
n=21 Dann A, B € {0, 1}. Also 7 (A) # 7(B),da A £ B.
n > 1. Wir unterscheiden 4 Falle:

A = (X, Ag, Ay und X kommt in B nicht vor. Nach Induktionsannahme
gilt 7(Ag) # T (A1). Also existiert nach Lemma gino € Var - B
mit 7(A)o # T (A)(o[1/X]). Da X in B nicht vorkommt, gilt 7(B)o =
T (B)(a[1/X]). Also T (A) # T(B).

B = (X, Bo, B1) und X kommt in A nicht vor. Analog.

A = (X, Ag, A und B = (X, Bg, By) und Ag # Bo. Nach Induktionsannahme
gilt 7 (Ag) # T (Bp). Also existiert ein o € Var — B mit 7 (Ag)o # T (Bg)o.
Da X weder in Ag noch A; vorkommt,folgt 7 (A)(o[0/X]) = T(B)(a[0/X]).
Also 7 (A) # T (B).

A = (X, Ag, Ap) und B = (X, By, B1) und A; # B;. Analog. O
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4.10 Bestimmung des dquivalenten Primbaums

Wir zeigen jetzt, dass man zu jeder Formel einen &quivalenten Primbaum berech-
nen kann. Wegen der gerade gezeigten Kanonizitat von Primbaumen erhalten wir
damit eine Entscheidungsprozedur fir die Aquivalenz von Formeln. AuRerdem
folgt, dass eine Boolesche Gleichung genau dann in jeder Booleschen Algebra
gultig ist, wenn sie in der zweiwertigen Algebra giiltig ist.

Proposition 4.10.1 Jeder geordnete Entscheidungsbaum kann mit der Regel
X,AA) - A
zu einem aquivalenten Primbaum vereinfacht werden.

Beweis Die Regel fuihrt geordnetet Baume in geordnete Baume Uber. Sie ist
genau dann auf einen Baum anwendbar, wenn er nicht reduziert ist. Da sie die
Grolle eines Baums echt verkleinert, kann sie auf einen Baum nur endlich oft
angewendet werden. Da sie einen Teilbaum durch eine &quivalenten Teilbaum
ersetzt (fur jede Formel (X, A, A) gilt (X, A, A) H A), Uberfiihrt sie jeden Baum
in einen aquivalenten Baum (Kongruenzeigenschaft). d

Proposition 4.10.2 (Shannon Expansion) Fur jede Formel A und jede Variable
X gilt:

1. XAAHXAA[L/X].
2. =X AAH XA A[0/X].
3. A K (X, A[0/X], A[1/X]).
Beweis
1. Durch strukturelle Induktion Gber A.
X ¢ VW (A). Dann A[1/X] = A. Also X A A | X A A[1/X].
A=X.Dann X AAH X AX H X ALH AA[L/X].
A = = A, Zuerst stellen wir fest, dass
(%) XAY=XA—-(XAY)

eine gultige Boolesche Gleichung ist. Damit haben wir:

XAAHEHXA=XAA) (%)
H X A=(X AA[1/X]) Induktionsannahme und Kongruenz
H X A=AT1/X] ()

H X A ALL/XD)
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A = A1 A A,. Zuerst stellen wir fest, dass
(k%) XA(YAZ)=XA((XAY)AXALZ))

eine gultige Boolesche Gleichung ist. Damit haben wir:

XAAHXA(XAA)DAXAAY) (%)
H XA (X AALLL/ XD A (XA A2[L/X])  Induktionsannahme
H X A (A1/XT A A2[1/X]) ()

H X A ALL/XD)

Die restlichen Falle folgen analog.
2. Analog zu (1).
3. Mit (2) und (1) folgt:
AEH-XAAVXAA
H =X A A[0/X]V X A A[1/X]
H (X, A[0/X], A[1/XT]) O

Lemma 4.10.3 Zu jeder Formel A kann man einen &quivalenten Primbaum B mit
VV(B) € VV(A) berechnen.

Beweis Durch Induktion {iber die Anzahl n der in A vorkommenden Variablen.
n = 0. Dann bekommt man den Primbaum B mit Proposition[4.8.4]

n > 1. Sei X die kleinste in A vorkommende Variable. Die Induktionsannahme
liefert uns Primb&ume Bg und By wie folgt:

Bo H AL0/X] A VV(Bo) € V(A) — {X}

Bi1 H All/X] A VW(By) € W(A) —{X}
Proposition[4.10.2] liefert A = (X, Bo, B1). Wenn By # By, dann ist (X, By, B1)
ein Primbaum mit den behaupteten Eigenschaften (Proposition [4.9.2). Falls

Bo = By, gilt (X, Bg, B1) H Bj. Also ist By ein Primbaum mit den behaupte-
ten Eigenschaften (Proposition [4.10.1). O

Satz 4.10.4 (Primbaume) Die Menge der Primb&ume ist kanonisch und zu jeder
Formel existiert genau ein aquivalenter Primbaum. Der zu einer Formel aquiva-
lente Primbaum enthalt nur Variablen, die in der Formel vorkommen.

Beweis Lemmata[4.9.4/und[4.10.3] O
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Den zu einer Formel A dquivalenten Primbaum bezeichnen wir mit i A.

Korollar 4.10.5 (Signifikante Variablen) Die signifikanten Variablen einer For-
mel A sind genau die Variablen, die in = A vorkommen.

Satz 4.10.6 (Tautologie) VA, B e For: AH B < 7 (A) = T7(B).

Beweis  Folgt mit Proposition[4.8.2]aus Satz[4.10.4] O
Korollar 4.10.7 Eine Boolesche Gleichung ist genau dann in allen Booleschen
Algebren glltig, wenn sie in der zweiwertigen Booleschen Algebra gultig ist.
Beweis Folgt als Satz[4.10.6! O

Eine Variable X heif3t signifikant fiir eine Funktion f € (Var - B) — B, wenn
eine Belegung o € Var — B und ein b € B existieren mit f (o) # f (o [b/ X]).

Korollar 4.10.8 (Signifikante Variablen) Sei A eine Formel und X eine Varia-

ble. Dann ist X genau dann signifikant fiir A, wenn X signifikant fiir 7 (A) ist.

Beweis  Wir zeigen, dass X genau dann nicht signifikant fir A ist, wenn X nicht
signifikant fur 7 (A) ist.

Sei X fir A nicht signifikant. Dann gibt es eine zu A &quivalente Formel B mit
X ¢ VV(B). Mit Proposition[4.3.3|folgt, dass X fiir 7 (B) nicht signifikant ist. Da
T (A) = 7 (B), folgt, dass X nicht signifikant fir 7 (A) ist.

Sei X fur 7 (A) nicht signifikant. Dann folgt mit dem Substitutionslemma [4.3.1]
dass 7 (A) = 7 (A[0/ X]). Mit dem Tautologiesatz[4.10.6/folgt A = A[0/ X]. Da
X ¢ VV(A[0/ X]), folgt, dass X nicht signifikant fir A ist. 0

Die folgende Proposition fasst wichtige Eigenschaften von Primbdumen zusam-
men:

Proposition 4.10.9 Fir alle Formeln A, B gilt:
1. A A
2. W(rA) = SV(A) C W (A)
3. tA=A <<= APrimbaum
4. AHB < nA=nB

Methode zur Bestimmung des &aquivalenten Primbaums

Gegeben eine Formel A, kann = A wie folgt bestimmt werden:
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1. Wabhle eine zu A &quivalente Formel B wie folgt:

a) VW (B) € W(A).

by W(B)=¢¥ = B=0vB=1.
2. Wenn VWV (B) = ¢, dann 7 A = B.
3. Wenn VV (B) # @, bestimme die kleinste in B vorkommende Variable X.
4. Bestimme durch Rekursion: Ag = 7 (B[0/X]) und A; = 7 (B[1/X]).
5. Wenn Ag = Aj,dann 7 A = Ag.
6. Wenn Ag £ Ap, dann 7 A = (X, Ao, Ap).

Die Methode terminiert, da die rekursiven Aufrufe Formeln mit weniger vorkom-
menden Variablen bearbeiten. Die flir Schritt 1 erforderliche Vereinfachung kann
durch die Vereinfachungsregeln in Abbildung erledigt werden. Die Korrekt-
heit der Methode folgt mit den Argumenten aus dem Beweis von Lemma [4.10.3]

Wir demonstrieren die Methode an der Formel
A= X+2)X+Y +2)XY +2)

und der Variablenordnung X <Y < Z. Wir expandieren A nach X und vereinfa-
chen:

Al0/X]=0+Z2)0+Y+2)OY +Z2)HZ-1-ZH0
AlL/X1=A+2)A+Y+ DAY+ D HIY + DY +2) HY +Z
Links sind wir fertig. Rechts expandieren wir nach Y und vereinfachen:
A[1/X][0/Y]=0+Z =1
AlL/XI[1/Y1=14+Z=2Z
Links sind wir fertig. Rechts expandieren wir nach Z:
A[1/X][1/Y][0/2]1 =1
A[1/X][1/Y][0/2]1 =0

Damit ist 7w A der folgende Baum:

X
7/ \
0o Y
/ N\
1z

/ \
1 0
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Methoden zur Verifikation der Giltigkeit von Booleschen Gleichungen

Wir haben bisher drei Methoden, um zu verifizieren, ob eine Boolesche Gleichung
gultig ist:

1. Wir kdnnen versuchen, die Gleichung mithilfe der Axiome fir Boolesche
Algebren beweisen. Falls die Gleichung ungultig ist, liefert dieses Vorgehen
kein brauchbares Ergebnis.

2. Wir konnen die Gleichung fiir alle Belegungen Var — B nachrechnen.
Dabei kénnen wir uns auf die endlich vielen Variablen beschranken, die in
der Gleichung vorkommen. Falls die Gleichung ungultig ist, bekommen wir
eine Belegung, die dies zeigt.

3. Wir kénnen zu jeder Seite der Gleichung den &quivalenten Primbaum be-
stimmen. Die Gleichung ist gultig genau dann, wenn die beiden Primbdume
gleich sind.

Die zweite und dritte Methode kénnen automatisiert werden. Da die Anzahl der zu
prifenden Belegungen exponentiell in der Anzahl der vorkommenden Variablen
wadchst, wird Methode 2 fiir gréRere Probleme sehr schnell unbrauchbar. Dagegen
kann Methode 3 so verfeinert werden, dass sie auch bei einigen hundert Variablen
héaufig zu brauchbaren Ergebnissen fiihrt.

Eine in allen Fallen effiziente Verifikationsmethode ist nicht zu erwarten, da das
Falsifizieren von Aquivalenzen wegen

AHO <— FJoeVar—>B: T(Ao =1

aquivalent zum NP-vollstandigen Erfullbarkeitsproblem ist.

411 Primbaumalgorithmen

Formeln und Primb&ume sind zwei unterschiedliche Darstellungssysteme fir
Boolesche Mengen, deren Eigenschaften sich vorteilhaft ergdnzen. Formeln eig-
nen sich gut fur die Modellierung von Problemen (siehe Diatproblem). Primbau-
me liefern eine effiziente Datenstruktur fir Boolesche Mengen, wie wir in die-
sem Abschnitt sehen werden. Wir kdnnen also sagen, dass es sich bei Formeln
um eine modellierungsorientierte und bei Primbaumen um eine verarbeitungsori-
entierte Darstellung fiir Boolesche Mengen handelt. Mit einem Ubersetzer, der
Formeln in dquivalente Primbdume Ubersetzt, kdnnen die Vorteile beider Darstel-
lungen kombiniert werden.
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neg € DT — DT
neg(0) =1
neg(l) =0

neg(X, Ao, A1) = (X, neg(Ao), neg(Ai))

Abbildung 4.6: Negationsalgorithmus fiir Entscheidungsbdume

Wir geben jetzt effiziente Algorithmen an, die die Booleschen Operationen fiir
Primbaume realisieren. Beispielsweise werden wir eine Prozedur neg sehen, der
zu einem Primbaum A den Primbaum flr — A liefert. Weiter werden wir eine Pro-
zedur and sehen, der zu zwei Primbdumen A und B den zu A A B &quivalenten
Primbaum liefert. Schlielich werden wir im nachsten Abschnitt eine Datenstruk-
tur fUr Primbaume sehen, mit der die Gleichheit von Primbaumen in konstanter
Zeit getestet werden kann.

Negation

Abbildung [4.6] definiert eine Funktion und eine Prozedur neg € DT — DT. Die
Definition erfolgt mithilfe von struktureller Rekursion. Man sieht sofort, das die
Prozedur neg lineare Laufzeit hat. Die Funktion neg liefert zu einem Entschei-
dungsbaum den Baum, den man erhélt, wenn man an allen Blattern 0 mit 1 und 1
mit O vertauscht.

Proposition 4.11.1 Fir jeden Entscheidungsbaum A gilt:
1. neg(A) H —A.
2. Wenn A ein Primbaum ist, dann ist neg(A) ein Primbaum.

Beweis Behauptung (1) folgt mit struktureller Induktion Giber A. Die Félle A =
0 und A = 1 sind offensichtlich. Der rekursive Fall A = (X, Ag, A;) folgt mit
Proposition (2).

Behauptung (2) folgt ebenfalls mit struktureller Induktion tber A. Die Félle
A = 0und A = 1 sind offensichtlich. Den rekursiven Fall A = (X, Ag, A7)
zeigen wir wie folgt. Sei A = (X, Ao, A1) ein Primbaum. Nach Induktionsan-
nahme sind neg(Ao) und neg(A;) Primbdume. Daraus folgt mit Behauptung (1):
neg(Ag) = m(—Ap) und neg(A;) = w(—A;). Die Definition von neg liefert jetzt:

neg(A) = (X, neg(Ao), neg(A1)) = (X, (—=Ao), 7(—~Ao))

Da A = (X, Ag, A1) ein Primbaum ist und 7 (—Ag) und 7w (—A;) nur Varia-
blen enthalten, die in Ay beziehungsweise A; vorkommen (Primbaumsatz), ist
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and € DT x DT — DT

and(0,B) =0
and(1,B)=1B
and(A,0) =0
and(A,1) = A
and(A, A) = A

and((X, Ao, A1), (Y, Bo, B1)) =
case X =Y then red (X, and(Ag, Bg), and(Az, By))
X < Y then red (X, and(Ao, (Y, Bg, B1)), and(A, (Y, Bg, B1)))
X > Y then red (Y, and((X, Ag, A1), Bg), and((X, Ao, A1), B1))

red € Var x DT x DT — DT
red(X, Ag, A1) = if Ag = Aj then Agelse (X, Ag, A1)

Abbildung 4.7: Konjunktionsalgorithmus fir Entscheidungsbédume

neg(A) = (X, w(—Ap), m(—Ap)) ein Primbaum, wenn 7 (—Ag) # m(—A7). We-
gen des Primbaumsatzes ist dies der Fall, wenn —=Aqg P4 —A; gilt. Da Ag und
A, verschiedene Primbdume sind, folgt mit dem Primbaumsatz Ag 4 A;. Also
—Ag & —A; mit Proposition[4.1.5] O

Konjunktion

Abbildung[4.7]definiert eine Funktion und eine Prozedur
and € DT x DT — DT

Die Definition erfolgt mithilfe von struktureller Rekursion und einer Hilfsfunk-
tion red. Im nachsten Abschnitt werden wir eine Datenstruktur angeben, mit der
die Gleichheit von Entscheidungsbdumen in konstanter Zeit getestet werden kann.
Damit hat and(A, B) die Laufzeit O(]A| - |B]), da flr jedes Paar von Teilbaum-
auftreten von A und B hochstens ein Rekursionsschritt benotigt wird [

Proposition 4.11.2 Fir jeden Entscheidungsbaum (X, Ag, Aj) gilt:
1. red(X, Ao, Ap) H (X, Ao, A1).

10 O(JA] - |B)) ist eine scharfe obere Schranke, da es fur jedes n Primb&dume A, B der GréRe n
gibt, sodass der Primbaum fir A A B die GroRe ©(n?) hat. Siehe [Bryant 1986].
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2. Wenn Ap und A; Primb&aume sind, in denen nur Variablen vorkommen, die
echt groRer als X sind, dann ist red(X, Ag, A7) ein Primbaum.

Beweis  Folgt mit Proposition[4.10.1]und O

Proposition 4.11.3 Fur alle Entscheidungsbaume A, B gilt:
1. and(A,B) H AAB.
2. Wenn A und B Primbaume sind, dann ist and(A, B) ein Primbaum.

Beweis  Behauptung (1) folgt mit struktureller Induktion tber (A, B). Die Félle
A=0,,A=1 B =0, B =1und A = B sind offensichtlich. Die verbleiben-
den Félle folgen mit Proposition (1) und den Gleichungen (3) und (4) von
Proposition[4.1.4]

Behauptung (2) folgt ebenfalls mit struktureller Induktion Giber (A, B). Die Félle
A=0,A=1 B =0,B =1und A = B sind offensichtlich. Wir zeigen einen
der verbleibenden Félle. Die anderen folgen analog.

Seien A = (X, Ag, A1) und B = (X, Bg, B;) Primbdume. Dann sind and(Ag, Bg)
und and(A1, B;1) nach Induktionsannahme ebenfalls Primbaume. Mit Behaup-
tung (1) und dem Primbaumsatz folgt and(Ag, Bog) = #(Ap A Bp) und
and(Ay, B1) = m(Ap A Bp). Die Definition von and liefert jetzt:

and(A, B) = red (X, m(Ag A Bp), m(A1L A By))

Da (X, Ag, Ay) und (X, Bg, B;) Primbdume sind, enthalten 7(Ag A Bg) und
(A1 A By) nur Variablen, die echt gréRer als X sind (Primbaumsatz). Also folgt
mit Proposition[4.11.2] dass and(A, B) ein Primbaum ist. O

Weitere bindre Operationen

Die Booleschen Operation v, —, = und < lassen sich alle nach demselben Sche-
ma realisieren wie Konjunktion. Letztlich liegt das daran, dass sie sich alle mit
Konjunktion und Negation ausdriicken lassen (z.B. X = y = —=(x A Y)). Auf
die Gultigkeit der entsprechenden Booleschen Gleichungen haben wir bereits im
Kontext von Proposition[4.1.4] hingewiesen.

Ubersetzung von Formeln in Primbaume

Mithilfe der Prozeduren neg und and kann man Formeln in Primbdume (berset-
zen. Sei Fory die Menge aller Formeln, die mit Variablen, 0, 1, —, v und A gebildet
werden kénnen, und PT die Menge aller Primbaume. Abbildung [4.8] definiert ei-
ne Funktion und eine Prozedur com € For; — PT, die Formeln in Primbaume
libersetzt.
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com e For; — PT

com(@0) =0
com(1l) =1
com(X) =(X,0,1)
com(—A) = neg(com(A))
com(A1 A Ay) = and(com(Ay), com(Ay))
com(A; v Ay) = neg(and(neg(com(A1)), neg(com(Ay))))

Abbildung 4.8: Ubersetzung von Formeln in Primbaume

Proposition 4.11.4 Fir jede Formel A e Fory gilt: com(A) H A.

Beweis  Durch strukturelle Induktion tber A. Der Fall —A folgt mit Propo-
sition 4.11.1] und A; A A, mit Proposition [4.11.3| Der Fall A; v A, folgt mit
A1 Vv Ay H —(—=A1 A —A2) und den Propositionen[4.11.1]und O

4.12 Minimale Graphdarstellung

Wir zeigen jetzt, wie Entscheidungsbdume so dargestellt werden konnen, dass
die Gleichheit von zwei Baumen in konstanter Zeit getestet werden kann. Eine
solche Darstellung liefert die Grundlage fiir eine effiziente Realisierung der Prim-
baumalgorithmen. Die vorgestellte Darstellungstechnik kann auf beliebige Baume
Ubertragen werden.

Die grundlegende Idee unserer Darstellung beruht auf der Beobachtung, dass eine
endliche Menge von Baumen platzsparend durch einen zyklenfreien Graphen dar-
gestellt werden kann. Abbildung[4.9|zeigt links einen Graphen, der alle Teilbaume
des rechts gezeigten Entscheidungsbaums darstellt. Jeder Knoten des Graphens
stellt einen Teilbaum des Entscheidungsbaums dar. Dabei entsprechen die gestri-
chelten Kanten des Graphens den zu den linken Unterbdaumen fiihrenden Kanten
des Baums, und die durchgezogenen Kanten den zu den rechten Unterbdumen
flhrenden Kanten. Der mit X markierte Knoten des Graphens stellt den komplet-
ten Entscheidungsbaum dar. Da der Graph mehrfach auftretende Teilbdume des
Baums nur einmal darstellt, ist er kleiner als der Baum (5 statt 9 Knoten).

Eine Graphdarstellung einer Menge von Entscheidungsbdumen heift minimal,
wenn zwei verschiedene Knoten des Graphens immer zwei verschiedene Ent-
scheidungsbaume darstellen. Die in Abbildung gezeigte Graphdarstellung ist
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Z/X\Y
VANRWAN
1/ \0

d ®

Abbildung 4.9: Graphdarstellung der Teilbdume eines Entscheidungsbaums

minimal. Da bei einer minimalen Graphdarstellung einer Menge T von Entschei-
dungsbaumen die Knoten des Graphens bijektiv den Entscheidungsbdumen in T
entsprechen, kann die Gleichheit von zwei dargestellten Baumen in konstanter
Zeit getestet werden.

Wir formalisieren unser Konzept der Graphdarstellung wie folgt. Ein Entschei-
dungsgraph ist eine Funktion y, fiir die ein N € N* existiert, sodass:

lL.ye {2 ...,N}=>Varx{0,...,N} x{0,...,N}L
2. V(n,(X,ng,N1)) €y: n>nNg A N>nNy.

Unter den Knoten von y verstehen wir die Zahlen O, ..., N. Die Knoten 0 und 1
stellen die Entscheidungsbdume 0 und 1 dar. Alle anderen Knoten stellen zusam-
mengesetzte Entscheidungsbaume dar. Die zweite Bedingung der Definition sorgt
daflr, dass Entscheidungsgraphen azyklisch sind. Die Graphdarstellung in Abbil-
dungl4.9/entspricht dem Entscheidungsgraphen

{2~ (Z,1,0), 3~ (Y,0,2), 4~ (X,2,3)}

Die Menge aller Entscheidungsgraphen bezeichnen wir mit DG. Die Funktion

reDG — N2 pT
ty0=0
tyl=1
Tyn = (X, tyng, tyny) fallsyn = (X, ng, ny)

liefert zu jedem Entscheidungsgraphen y eine Funktion
ty € {0,1}uDomy — DT

die jedem Knoten von y einen Entscheidungsbaum zuordnet. Die rekursive Defi-
nition von y ist wohlfundiert, da Entscheidungsgraphen azyklisch sind.
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Ein Entscheidungsgraph y heiflt minimal, wenn ty injektiv ist. Die Gr6Re eines
minimalen Entscheidungsgraphens héngt linear von der Anzahl der dargestellten
Entscheidungsbdume ab.

Satz 4.12.1 Ein Entscheidungsgraph ist minimal genau dann, wenn er injektiv ist.
Beweis Sei y ein Entscheidungsgraph.

Sei y minimal und seien n,n” € Dom y mit yn = yn’. Wir missen n = n’
zeigen. Da yn = yn’, existieren X, ng und n; mit yn = yn’ = (X, ng, n1). Da
n,n" > 1, folgt aus der Definition von 7, dass

yn = (X, tyng, tyNy) = tyn
Da ty injektiv ist, folgtn = n’.
Sei y injektiv. Wir missen
vn,n" € {0,1}uDomy: tyn=tyn'=n=n’

zeigen. Wir tun das durch Induktion tber k = max{n,n’}. Firk = Oundk = 1
kann die Behauptung mithilfe der Definition von t leicht verifiziert werden. Sei
k > 1und ryn = tyn’. Wir missen n = n’ zeigen. Da k > 1, folgt n > 1 oder
n" > 1. Datyn = ryn’, folgt aus der Definition von ¢, dassn,n” > 1 und

yn = (X, ng, Ny) yn' = (X', ng,np)
fir passende Variablen X, X" und Zahlen ng, ny, np, n} < k. Da
(X,tyno, tyny) = tyn = tyn’ = (X, ryng, tyn))

folgt X = X', tyno = tyngund tyny = tynj. Mit der Induktionsannahme
bekommen wir ng = ng und ny = nj. Also yn = yn’. Da y injektiv ist, folgt
n=n' O

Korollar 4.12.2 Ein Entscheidungsgraph y ist minimal genau dann, wenn zu je-
der Variablen X und zu je zwei Knoten ng, n; von y hochstens ein Knoten n von
y mit yn = (X, ng, ny) existiert.

Mit dem Korollar sieht man sofort, dass der Entscheidungsgraph in Abbildung[4.9]
minimal ist.

Die Primbaumalgorithmen des letzten Abschnitts allozieren die benétigten Ent-
scheidungsbdume schrittweise: Begonnen wird mit den primitiven Baumen 0
und 1, und zu einer Variable X und zwei bereits allozierten Baumen A, B wird
gegebenfalls der Baum (X, A, B) alloziert. Also kénnen wir die folgende Schnitt-
stelle fir die Darstellung von Entscheidungsbaumen annehmen:
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type var = int

type dt

datatype info = F | T | Dof var * dt * dt
val put : info -> dt

val get : dt -> info

val eq : dt * dt -> bool

Dabei soll put F die Darstellung des Baums 0 und put T die Darstellung des
Baums 1 liefern. Wenn ng und nq bereits Darstellungen von Baumen Ag und A;
sind, soll put (D( X, ng, n;) ) die Darstellung des Baums (X, Ag, A;) liefern.
Die Prozedur get ist invers zu put und liefert zu einer Darstellung Information
Uber die oberste Ebene des dargestellten Baums. Die Prozedur eq testet, ob zwei
Darstellungen denselben Baum darstellen.

Diese Schnittstelle kénnen wir mit einer minimalen Graphdarstellung so realisie-
ren, dass die Operationen put, get und eq jeweils nur konstante Zeit bend-
tigen. Daflir verwenden wir eine imperative Datenstruktur, deren Zustdnde mi-
nimale Entscheidungsgraphen darstellen. Der initiale Zustand der Datenstruktur
entspricht dem Entscheidungsgraphen ¢, der die Baume 0 und 1 darstellt. Am
interessantesten ist die Realisierung der Operation put . Wenn der aktuelle Zu-
stand der Datenstruktur dem Entscheidungsgraphen y entspricht, und put zu
(X, ng, n1) die Darstellung fur den Baum (X, tyng, tyny) liefern soll, gibt es
zwei Maglichkeiten:

1. Wenn bereits ein Knoten n mit yn = (X, ng, ny) existiert, ist dieser die
eindeutige Darstellung fir den Baum (X, Ty ng, tyNny).

2. Ansonsten muss der Entscheidungsgraph y um einen Knoten erweitert wer-
den, da er den Baum (X, Tyng, Ty n1) noch nicht darstellt. Der neue Kno-
ten ist n = max({2} U Dom y) und der erweiterte Entscheidungsgraph ist
vy = y[(X, ng, ny)/n]. Mit Korollar [4.12.2] folgt, dass y’ wieder ein mini-
maler Entscheidungsgraph ist.

Damit entwickeln sich die Zustande der Datenstruktur wie folgt:

D=y rn<...<wn

Die dadurch ausgedriickte Monotonie erlaubt wichtige Optimierungen. Beispiels-
weise sorgt sie dafiir, dass get und put bei wiederholter Anwendung auf dassel-
be Argument immer dasselbe Ergebnis wie vorher liefern.

Mit diesen Ideen kénnen wir die Datenstruktur fur Entscheidungsbaume wie folgt
realisieren. Den jeweiligen minimalen Entscheidungsgraphen legen wir in einer
Reihung gr aph ab und den nédchsten zu allozierenden Knoten merken wir uns
mit einer Referenz next :

24. 5. 2002 © G. Smolka 43



4 Aussagenlogik

type dt = int
val graph : (var*dt*dt) array
val next : dt ref

Die Realisierung von get und eq mit konstantem Zeitaufwand ist offensichtlich.
Damit wir put mit konstantem Zeitaufwand realisieren kénnen, benétigen wir
fur den jeweils dargestellten minimalen Entscheidungsgraphen y eine effiziente
Darstellung der inversen Funktion y ~1. Diese realisieren wir mithilfe einer Hash-
tabelle und bauen sie schrittweise zusammen mit y auf. Damit lasst sich put mit
konstantem Zeitaufwand realisieren.

Wir erwahnen noch eine Optimierung fur die Negationsprozedur neg. Wenn die
Prozedur neg die Darstellung n” der Negation eines durch n dargestellten Baums
berechnet, kann sie bei n und n’ jeweils die Darstellung des negierten Baums
vermerken (n” beziehungsweise n). Danach kénnen n und n” mit konstantem Zeit-
aufwand negiert werden.

Die Konjunktionsprozedur and kdnnen wir mit einem Arbeitsspeicher optimieren,
in dem and zu je zwei Knoten bereits berechnete Ergebnisse vermerkt. Mithilfe
von Hashingtechniken kénnen die Schreib- und Leseoperationen des Arbeitspei-
cher mit konstantem Zeitaufwand realisiert werden. Damit bekommt wir fur die
Prozedur and die Laufzeit O(|ny| - [n,|), wobei |nj| die Anzahl der von n; aus
erreichbaren Knoten des Entscheidungsgraphens bezeichnet.

Die in den letzten zwei Abschnitten vorgestellten Techniken entsprechen der
von Randal Bryant 1986 entwickelten OBDD-Darstellung fuir Boolesche Funktio-
nen[ Die OBDD-Darstellung hat in der Praxis zu dramatischen Verbesserungen
bei der Darstellungen von Booleschen Funktionen und Mengen gefiihrt und ist in
Hinblick auf Effizienz bis heute konkurrenzlos.

Neben ihren Vorteilen hat die OBDD-Darstellung den Nachteil, dass die GroRe der
minimalen Graphdarstellung ganz erheblich von der Variablenordnung abhéngen
kann. Je nach Wahl der Variablenordnung kann sich die GroRe der minimalen
Graphdarstellung exponentiell andern.

Seien X, ..., Xy, paarweise verschiedene Variablen. Dann beschreibt die For-
mel

(b1 A Xpg1) V oooo Vo (by A Xon)

offensichtlich fir alle (b4, ..., by) € B" eine andere Boolesche Funktion. Wenn

11 OBDD steht fiir Ordered Binaray Decision Diagram. Werfen Sie einen Blick in das Original-
papier: Randal E. Bryant, Graph-based Algorithms for Boolean Function Manipulation. IEEE
Transactions on Computers, C-35-8, pp 677-691, 1986.

44 24. 5. 2002 © G. Smolka



4.13 Klauselformen

wir den Primbaum fiir die Formel

def

An = (Xt A Xng1) VooV (Xp A Xon)

gemal der Variablenordnung X1 < X, < .-+ < Xz, bestimmen, wird er flir jedes
Tupel (bq, ..., by) € B" einen Teilbaum enthalten, der aquivalent zu der Formel

(b1 A Xng1) Voo v (by A Xon)

ist (Shannon Expansion). Damit hat der Primbaum fiir A, mindestens 2" verschie-
dene Teilbdume. Wenn wir den Primbaum fir A, dagegen nach der Ordnung
X1 < Xna1 < X2 < Xpgo < -+ < Xp < Xgn entwickeln, wird diese expo-
nentielle Explosion vermieden und der Primbaum fiir A, hat nur 2n + 2 Knoten.

4.13 Klauselformen

Mit Entscheidungsbaumen haben wir eine wichtige kanonische Form fiir Boole-
sche Formeln kennengelernt. Jetzt entwickeln wir eine zweite kanonische Form,
die sogenannte Klauselformen als Darstellungen verwendet.

Betrachten Sie die Formel
(XVIOAEXVEYVAZDOODAXVAY)V L)

Die Denotation dieser Formel kann durch die konjunktive Klauselform
K {({X,Z}, {=X,=Y,=Z}, {X,=Y,=Z}}

dargestellt werden. Dabei handelt es sich um eine Menge von Mengen von For-
meln, wobei die dufiere Menge konjunktiv und die inneren Mengen disjunktiv
interpretiert werden. Beim Ubergang von einer Formel mit binaren Konjunktio-
nen und Disjunktionen zu einer konjunktiven Klauselform geht Anordnungsin-
formation verloren. Diese ist semantisch gesehen irrelevant, da Konjunktion und
Disjunktion in Booleschen Algebren assoziativ, kommutativ und idempotent sind.

Es gibt auch disjunktive Klauselformen. Diese interpretieren die &ulRere Menge
disjunktiv und die inneren Mengen konjunktiv. Beispielsweise kann die Denotati-
on der Formel

XAZD)YV((=XAEY A=Z)VIIXASY)ASL))
durch die folgende disjunktive Klauselform dargestellt werden:

D {{X, Z}, {—=X, Y, =Z}, {X,=Y,=Z}}
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C,D e Cla = £5,(For) Klausel
S e CF = #,(Cla) Klauselform
For = ... Formel
| KS konjunktive Klauselform
| DS disjunktive Klauselform
B B
B(KS)o = /\ \/ B(A)o Denotation
CeKS AeC
B B
8DS) = \/ A B0
CeKS AeC
KS = D{{A|AeC}|CeS)} Dualisierung

DS = K{{A|AeC}|CeS)

Abbildung 4.10: Klauselformen

Abbildung [4.10] fasst die grundlegenden Definitionen fiir Klauselformen zusam-
men. Eine Klausel ist eine endliche Menge von Formeln. Eine Klauselform ist ei-
ne endliche Menge von Klauseln. Die Menge der Formeln erweitern wir um zwei
neue Varianten KS und DS, die wir als konjunktive und disjunktive Klauselform
bezeichnen. Fiir jede Boolesche Algebra B erweitern wir die Denotationsfunktion
wie besprochen auf die neuen Formelvarianten. Dabei wéhlen wir 0% als Deno-
tation fur die leere Disjunktion und 1% als Denotation fiir die leere Konjunktion.
Damit gelten die Agivalenzen

KdH1, K{g}HO0, D@HDO, D{g}H1.

SchlieRlich erweitern wir die Dualisierungsfunktion ~ € For — For auf die neuen
Formelvarianten.

Aus den Definitionen ist offensichtlich, dass jede Formel mit Klauselformen in
eine Formel ohne Klauselformen ibersetzt werden kann. Also gilt der Tautologie-
satz [4.10.6lauch fur die neuen Formelvarianten. Auch der Dualitatssatz [4.7.1] gilt
fiir die neuen Formelvarianten. (Ubung: Erweitern Sie den Beweis des Dualitats-
satzes um die neuen Formelvarianten.)

Aquivalenz von Klauselformen definieren wir wie folgt:

sHS <& KSHKS A DSH DS
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Proposition 4.13.1 Seien S und S’ &quivalente Klauselformen und C € S. Dann
S HSU{C}L

Beweis  Folgt sofort aus der Tatsache, dass in jeder Booleschen Algebra fir alle
X, Y,z gil wennxy =z,dannz =zy;undwennx +y =zdannz=z+y. O

Bereinigte Klauselformen

Eine Klausel C heift trivial, wenn es eine Formel A gibt, so dass A € C und
—A e C. Eine Klausel C subsumiert eine Klausel D, wenn C C D. Das Léschen
von trivialen und subsumierten Klauseln lasst die Denotation einer Klauselform
unverandert:

Proposition 4.13.2 (Léschen von tivialen und subsumierten Klauseln) Sei S
eine Klauselform und C eine Klausel. Wenn C trivial ist oder von einer Klausel
in S subsumiert wird, gilt: SU {C} H S.

Beweis Man sieht leicht, dass die folgenden Booleschen Gleichungen gelten
(die zweite Gleichung folgt mit einem der Absorptionsaxiome):

XXy +2=12
X+Xy+Z=X+12

Fir die disjunktive Interpretation rechtfertigt die erste Gleichung das Ldschen
von trivialen Klauseln und die zweite Gleichung das Ldschen von subsumierten
Klauseln. Fur die konjunktive Interpretation rechtfertigen die dualen Gleichungen

X+X+y)z=12
X(X +Yy)Z = Xz
das Ldschen von trivialen und subsumierten Klauseln. O

Beispiel  Mit der Proposition folgt die Aquivalenz

{X, =X} Y, 2}, {2 | {2}

da die erste Klausel tivial ist und die zweite Klausel von der dritten Klausel sub-
sumiert wird. O

Eine Klauselform heif3t bereinigt, wenn sie keine trivialen und keine subsumierten
Klauseln enthalt.

4.14 Konjunktive und disjunktive Normalformen

Ein Literal ist eine Formel A € For, so dass eine Variable X € Var existiert mit
A = X oder A = —=X. Ein Literal kann man sich als eine mit einem Vorzeichen
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versehene Variable vorstellen. Zwei Literale L; und L, heiBen komplementar,
wenn L; = =L, oder Ly = —L4 gilt. Mit —L bezeichnen wir das zu L komple-
mentére Literal. FUr jedes Literal L gilt —(—L) = L.

Eine Klausel heif3t literal, wenn sie nur Literale enthalt. Eine Klauselform heif3t
literal, wenn sie nur literale Klauseln enthalt.

Proposition 4.14.1 Sei S eine literale Klauselform. Dann KS = DS und
DS = KS.

Beweis Gilt, da L = L fir jedes Literal L. O

Proposition 4.14.2 (Aquivalenz von literalen Klauselformen) Seien S und S’
literale Klauselformen. Dann sind die folgenden Aussagen paarweise aquivalent:
SHY KS H K¢ DS H DY
T (KS) = T(KS") 7 (DS) = 7(DY)
Beweis Die Aquivalenz zwischen KS H KS’ und 7 (KS) = 7 (KS’) folgt aus
dem Tautologiesatz[4.10.6] Damit folgt auch die Aquivalenz zwischen DS < DS’
und 7(DS) = 7(DS’). Die Aquivalenz zwischen KS H KS’ und DS H DS’

folgt aus Proposition[4.14.1]und dem Dualitatssatz Aus dieser Aquivalenz
folgt die Aquivalenz zwischen S = S’ und KS H KS'. O

Proposition 4.14.3 (Triviale literale Klauselformen) Fir jede literale Klausel-
form S sind die folgenden Aussagen &quivalent:

1. Jede Klausel in S ist trivial.

2. KS H 1.

3. DS HO.

Beweis Die Aquivalenz von (2) und (3) folgt mit dem Dualitatssatz und Propo-
sition[4.14.1]

Wenn S nur triviale Klauseln enthélt, gilt S H @ (Proposition [4.13.2). Also
KS H K¢ H 1.

Sei DS H 0. Wir zeigen durch Widerspruch, dass S nur triviale Klauseln enthélt.
Sei C € S eine nichttriviale Klausel. Dann existiert eine Belegung o € Var — B
mit 7 (D{C}Ho = 1. Also 7 (DS)o = 1. Das ist ein Widerspruch zu DS H 0. [

Eine Klausel heilst normal, wenn sie literal und nichttrivial ist. Eine Klauselform
hei8t normal, wenn sie nur normale Klauseln enthalt.
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Eine normale Klauselform S heif3t konjunktive Normalform (KNF) fir eine For-
mel A, wenn A H KS. Eine normale Klauselform S heif3t disjunktive Normalform
(DNF) fur eine Formel A, wenn A H DS.

Proposition 4.14.4 Fur jede Klauselform S und jede Formel A gilt:
1. Sist DNF fir A genau dann, wenn S KNF fiir Aist.
2. S ist KNF fir A genau dann, wenn S DNF fir Alist.
Beweis Dualitatssatz und Proposition [4.14.1] O

Wir definieren eine Funktion, die zu einem Entscheidungsbaum eine Klauselform
bestimmt:

dnf e DT — CF
dnf(0) = ¢
dnf (1) = {#)}

dnf (X, Ag, A1) = {C U{=X} | C ednf(Ag) } U{C U{X}|C ednf(Ay)}

Proposition 4.14.5 (Berechnung einer DNF) Sei A ein geordneter Entschei-
dungsbaum. Dann ist dnf (A) eine bereinigte DNF fiir A, die nur Variablen ent-
halt, die in A vorkommen.

Beweis  Durch strukturelle Induktion Gber A.
A = 0 oder A = 1. Dann sind die Behauptungen offensichtlich.
A = (X, Ao, A7). Dann

(x) dnf(A) ={CU{=X}|C ednf(Ag) }U{CU{X}|C ednf(Ay)}

Die Induktionsannahme liefert uns, dass dnf (Ag) und dnf(A;) literale und be-
reinigte Klauselformen sind, in denen nur Variablen aus Aq beziehungsweise A;
vorkommen. Da A eine geodneter Entscheidungsbaum ist, kommt X weder in
dnf (Ag) noch dnf(A;) vor. Folglich kann das Hinzufligen von —X beziehungs-
weise X zu den Klauseln von dnf(Ag) und dnf(A;) keine triviale Klauseln er-
zeugen. Also ist dnf(A) eine normale Klauselform, in der nur Variablen aus A
vorkommen.

Wir Uberzeugen uns jetzt davon, dass dnf (A) keine subsumierten Klauseln ent-
hélt. Seien Dy, D, € dnf(A) mit D; € D,. Da X nicht in dnf(Ag) und
dnf (A;) vorkommt, gilt entweder D1, D, € {C U {=X} | C € dnf(Ap)} oder
D1, Dy € {CU{X} | C e dnf(Ay) }. Wir betrachten nur den zweiten Fall, der
erste folgt analog. Wegen D, € D, muss im zweiten Fall D; — {X} € D, — {X}
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gelten. Da D; — {X} und D, — {X} beide in dnf (A1) sind und dnf (A1) bereinigt
ist, folgt D; — {X} = D, — {X}. Also D; = D..

Schlief3lich zeigen wir, dass A H D(dnf (A)) gilt:

AH (X, Ao, A1)
H (X, D(dnf (Ap)), D(dnf(A1))) Induktionsannahme
H =X AD(nf(Ag)) v X AD(@nf(Ar))
H D{CU{=X}|C ednf(Ag)} v D{CU{X}|C ednf(A)}
HD({CU{=X}|C ednf(A)) }U{CU{X}|C ednf(A)})
H D(dnf (X, Ao, A1) (%)
H D(@nf(A)) 0

Beispiel  Sei A der Primbaum

X
/ N\
0o Y
/ N\
1z

/ N\
1 0

Danndnf(A) = {{X, =Y}, {X,Y,=Z}}. O
Proposition 4.14.6 (Berechnung einer KNF) Sei A ein geordneter Entschei-

dungsbaum. Dann ist dnf(A) eine bereinigte KNF fur A, die nur Variablen ent-
héalt, die in A vorkommen.

Beweis  Zunachst stellen wir fest, dass A wieder ein geordneter Entscheidungs-
baum ist. Also folgt mit Proposition @.14.5] dass dnf (A) eine bereinigte DNF fiir
A ist, die nur Variablen enthalt, die in A vorkommen. Jetzt folgt die Behauptung
mit Proposition[4.14.4] O

4.15 Resolution und Primformen

Eine Klausel D heit Resolvente von zwei Klauseln C; und C,, wenn eine For-
mel A existiert mit:

1. AeCiund —A € C,.
2. D=(C1—{AhU(Cz2—{—A}).
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{—=X,Y} {X, Z} {X, -7} {(—X, Z} {=Y, -7}

Abbildung 4.11: Ein Resolutionsgraph

Eine Klausel D heiftit Resolvente einer Klauselform S, wenn C Resolvente von
zwei Klauseln in S ist. Das Hinzufligen von Resolventen l&sst die Denotationen
einer Klauselform unverandert:

Proposition 4.15.1 (Hinzufligen von Resolventen) Sei S eine Klauselform und
C eine Resolvente von S. Dann S H S U {C}.

Beweis  Mit Proposition[4.1.2] (1) folgt, dass
XY +XZ = Xy + XZ + yz

eine gultige Boolesche Gleichung ist. Damit ist das Hinzufiigen von Resolventen
fur die disjunktive Interpretation gerechtfertigt. Fiir die konjunktive Interpretation
ist das Hinzufligen von Resolventen durch die duale Gleichung gerechtfertigt:

X+YX+2)=X+yY)X+2)(y+2) O

Beispiel ~ Abbildung[4.11] zeigt mithilfe eines sogenannten Resolutionsgraphen,
wie eine Klauselmenge

S = {=X,Y}, {X,Z}, {X,=Z}, {=X,Z}, {=Y,—~Z}}

schrittweise um insgesamt funf Resolventen erweitert wird. Da schlieBlich die
leere Klausel hinzugefiigt wird, die alle Klausel subsumiert, haben wir mit den
Propositionen[4.15.1lund[4.13.2f S H {¥}. O

Eine Klausel C heil3t echte Resolvente einer Klauselform S, wenn gilt: (1) C ist
Resolvente von S; (2) C ist nicht trivial; (3) C wird von keiner Klausel in S sub-
sumiert. Machen Sie sich klar, dass der Resolutionsgraph in Abbildung [4.11] nur
echte Resolventen hinzufugt.

Eine Klauselmenge heif3t saturiert genau dann, wenn sie keine echte Resolvente
hat.
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Proposition 4.15.2 (L6schen von tivialen und subsumierten Klauseln)

Seien S und S’ Klauselformen und sei S’ aus S durch das Ldschen einer ti-
vialen oder subsumierten Klausel erhalten. Dann ist S genau dann saturiert,
wenn S’ saturiert ist.

Eine Klauselform heiflt Primform, wenn sie literal, bereinigt und saturiert ist.
Eine Primform S heiflt konjunktive Primform (KPF) flr eine Formel A, wenn
A H KS. Eine Primform S heift disjunktive Primform (DPF) fir eine Formel A,
wenn A H DS.

Wir werden zeigen, dass zu jeder Formel genau eine konjunktive und genau eine
disjunktive Primform existiert.

Primformen haben Anwendungen beim Schaltkreisentwurf (minimale disjunkti-
ve Normalformen) und in der Kinstlichen Intelligenz (Truth Maintenance Sys-
tems)

Beispiel  Betrachten Sie die Klauselform S = {{X,=Y}, {X,Y,—-Z}}. Da
{X, —=Z} eine echte Resolvente von S ist, ist S nicht saturiert. Hinzufiigen der
echten Resolvente und Léschen der subsumierten Klausel liefert die dquivalente
Primform {{X, =Y}, {X, =Z}}. O

Beispiel  Betrachten Sie die Formel3
A= (X=2Z2)ANEZAX=Y) A Y VX Z)

Wir wollen die konjunktive und die disjunktive Primform fiir A bestimmen.

Zunachst bestimmen wir eine KNF flr A. Dazu bestimmen wir fiir jede der drei
Teilformeln von A mithilfe von Aquivalenzumformungen eine KNF:

“X=>Z H —XvZ H XVvZ
IANX==Y H -(ZAX)v=aY H = Xv=aYv-=Z
YV X=-Z H ~(YV=-X)v=Z H (=YAX)Vv-=Z
H (=Y V=Z)A(XV=2Z)

Damit haben wir eine KNF fir A:

A H K{X, 2}, (=X, =Y, =2}, {=Y, =2}, {X,~Z}}

12 g5 gibt kein Lehrbuch, das Primformen systematisch behandelt. Eine interessante Arbeit tber
die Berechnung von Primformen ist: Alex Kean und George Tsiknis, An Incremental Method for
Generating Prime Implicants/Implicates. Journal of Symbolic Computation (1990) 9, 185-206.

13 Die Formel entspricht der Konjunktion der Diatregeln in Abschnitt [4.5] wobei wir statt B, E
und F die Buchstaben X, Y und Z fiir die Variablen benutzen.
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Wir 18schen die zweite Klausel, da sie von der dritten Klausel subsumiert wird,
und fligen die Resolvente {X} der ersten und letzten Klausel hinzu:

A H K{X, Z}, {=Y, =2}, {X, =2}, {X}}
Jetzt 16schen wir die von { X} subsumierten Klauseln und bekommen:
A H K{X} {=Y,=Z}}

Da diese Klauselform literal, bereinigt und saturiert ist, handelt es sich um die
konjunktive Primform fur A.

Die gerade vorgefiihrte Bestimmung der KPF aus der anfanglichen KNF kann
durch den Resolutionsgraphen

{X,z2}y0 {=X,=Y,=2}0 {=Y,—~Z} {X,—=z}0

p e e R

{X}

Ubersichtlich dargestellt werden. Subsumierte Klauseln werden dabei durch das
Symbol [0 markiert.

Die Bestimmung einer DPF fiir A ist besonders einfach, wenn wir von der KPF
fur A ausgehen. Mit dem Distributivititsgesetz bekommen wir:

A H K{X}, {=Y.=Z}} H D{X,=Y}, {X,=Z}}

Da die rechts stehende Klauselform literal, bereinigt und saturiert ist, handelt es
sich um die DPF flr A. O

Zu einer normalen Klauselform kénnen wir eine dquivalente Primform bestim-
men, indem wir solange subsumierte Klauseln Idschen und echte Resolventen hin-
zufligen, bis keiner dieser beiden Schritte mehr mdéglich ist. Wir zeigen jetzt, dass
dieser Bereinigungs- und Saturationsprozess immer terminiert. Dazu benutzen wir
die folgenden Argumente:

1. Das Hinzufiigen einer echten Resolvente vergroRert die Menge der von den
Klauseln der Klauselform subsumierten Klauseln (mindestens um die hin-
zugefiigte Resolvente).

2. Das Loschen von subsumierten Klauseln lasst die Menge der subsumierten
Klauseln unverandert.

3. Zu einer Klauselform kénnen auch durch wiederholtes Bilden von Resol-
venten nur endlich viele Resolventen gebildet werden, da alle Resolventen
nur die endlich vielen Formeln enthalten konnen, die in der Klauselform
enthalten sind.
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Seien S und S’ zwei Klauselformen. Wir schreiben S - S’ genau dann, wenn S’
aus S durch das Loschen einer subsumierten Klausel oder durch das Hinzufiigen
einer echten Resolvente erhalten werden kann.

Lemma 4.15.3 (Saturation) Sei S eine normale Klauselform. Dann:
1. Wenn S > S/, dann S H S, VW(S§) C V(S)und S ist normal.
2. S ist eine Primform genau dann, wenn es kein S’ mit S 59 gibt.
3. Es gibt keine unendliche Kette S — S; — Sp — - - .

Beweis Die erste Behauptung folgt mit den Propositionen [4.13.2] und [4.15.1]
Die zweite Behauptung ist offensichtlich. Die dritte Behauptung zeigen wir durch
Widerspruch.

Sei S eine Klauselform, flr die eine unendliche Kette
S5 8 5S> S
existiert. Wir definieren
Clas € 2(| J©)
Ces

Clag ist die Menge aller Klauseln, die man mit den in den Klauseln von S enthal-
ten Formeln bilden kann. Aus der Definition von — folgt:

Vi e NT: S C Clag
Fur jede Klauselform S; der Kette definieren wir
subi ®(CeClag|IDeS: DCC)

Wir haben:

e Sub; = Subj_1, wenn Sj 1 aus Sj durch Léschen einer subsumierten Klausel
erhalten wird.

e Sub; C Subj1, wenn S ; aus S; durch Hinzufligen einer echten Resolvente
erhalten wird.

e Sub; C Subs, € Subsz € ... C Clas.

Da Clas endlich ist, kann die Kette nur endlich viele Resolventen hinzufiigen.
Also werden ab einem bestimmten Sy nur noch subsumierte Klauseln geldscht.
Da Sk endlich ist, kénnen aber nur endlich viele Klauseln geldscht werden. Damit
haben wir einen Widerspruch zu der Annahme, dass die Kette unendlich ist. [
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Lemma 4.15.4 (Berechnung von Primformen) Zu jeder normalen Klausel-
form S kann eine &quivalente Primform berechnet werden, die nur Variablen
enthalt, die in S vorkommen.

Beweis Folgt sofort aus dem Saturationslemma O

Lemma 4.15.5 (Berechnung von Primformen) Zu jeder Formel A kann eine
konjunktive Primform [disjunktive Primform] berechnet werden, die nur Varia-
blen enthalt, die in A vorkommen.

Beweis Sei A eine Formel. Dann bestimmen wir zuerst den zu A dquivalenten
Primbaum 7 A (Primbaumsatz[4.10.4). Aus 7 A berechnen wir eine DNF und eine
KNF fiir A (Propositionen|[4.14.5/und[4.14.6). Zur DNF und KNF bestimmen wir
jeweils eine aquivalente Primform (Lemmal[4.15.4). O

4.16 Eigenschaften von Primformen

Wir wissen bereits, dass fur jede Formel eine disjunktive und eine konjunktive
Primform existieren. Wir zeigen jetzt, dass diese Primformen eindeutig sind. Die
Eindeutigkeit folgt aus dem sogenannten Resolutionssatz, der eine weitere inter-
essante Eigenschaft von Primformen formuliert.

In diesem Abschnitt verwenden wir die folgende Hilfsnotation:
def
K(S) = {oceVar - B | T(KS)o =1}
Lemma 4.16.1 Sei S eine normale Klauselform, C eine normale Klausel, und
S={D-C|DeSundVLeC: —L¢D}
Dann:
1. S’ und C haben keine Variablen gemeinsam.
2. X(S8)#0 = K(S)#0.
3. S’ nicht saturiert = S nicht saturiert.

Beweis Die erste Behauptung ist offensichtlich.

Fur die zweite Behauptung nehmen wir an, dass ¢’ € K (S') gilt. Da S’ und C kei-
ne Variablen gemeinsam haben, gibt es eine Belegung o, die fur die Variablen in
S’ mit ¢’ Ubereinstimmtund VL € C: 7 (—L)o = 1erfillt. Also gilto € K(S).
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Fir die dritte Behauptung nehmen wir an, dass S’ eine echte Resolvente hat. Wir
gehen in zwei Schritten von S’ zu S zuriick und zeigen jeweils, dass die Existenz
einer echten Resolvente erhalten bleibt.

Zuerst fuigen wir die beim Ubergang von S zu S’ gel6schten Literale aus C wie-
der zu den Klauseln von S’ hinzu. Nach dem Hinzuftigen der Literale kann die
Resolvente immer noch gebildet werden. Sie kann jetzt nicht trivial sein, da die
neuen Literale nur bisher nicht vorkommende Variablen enthalten und diese nur
mit einem Vorzeichen einflihren. Die Wiedereinfihrung der Literale kann auch
zu keiner Subsumtion der Resolvente fiihren (da Ldschen von Literalen in allen
Klauseln Subsumtion erhalt).

Im zweiten Schritt fligen wir wieder die Klauseln hinzu, die Komplemente von Li-
teralen von C enthalten. Die neuen Klauseln kdénnen die Resolvente nicht subsu-
mieren, da sie jeweils mindestens ein Literal enthalten, dass bisher nicht vorkam.
Also ist S nicht saturiert. O

Lemma 4.16.2 Sei S eine saturierte und normale Klauselform mit KX (S) = @.
Dann @ € S.

Beweis Durch Induktion iber die Anzahl n der in S vorkommenden Variablen.

Sei n = 0. Die leere Klausel ist die einzige Klausel, die keine Variablen enthalt.
Da X (¥) = (Var — B) # ¢, folgt ¥ € S.

Sein > 0. Sei X eine Variable, die in S vorkommt. Wir definieren S; und S, wie
folgt:

S;={C—-{X}|CeS, = X¢C}
S, ={C—-{=X}|CeS§, X¢C}

Mit K (S) = @ und Lemma [4.16.1] folgt, dass K (S;) = K (S) = @, und dass
S; und S; beide saturiert sind. Also gilt nach Induktionsannahme @ € S; und
@ € S,. Folglich enthalt S die Klauseln {X} und {—X}. Da S saturiert ist, muss S
die Resolvente @ enthalten. O

Lemma 4.16.3 Sei S eine saturierte und normale Klauselform und C eine norma-
le Klausel mit X (S) € K ({C}). Dann wird C von einer Klausel in S subsumiert.

Beweis Sei S = {D—-C | DeSundvVLeC: —L ¢ D}. Mit Lem-
mal(4.16.1folgt, dass S’ saturiert ist. Sei S” = SU{{—L} | L € C}. Da KX (S) C
K({C}, folgt X(S") =@.DaS'={D-C | DeS’undvLeC: —L ¢D},
folgt mit Lemma[4.16.1] dass K (S") = @. Also # € S’ mit Lemma[4.16.2] Also
existiert eine Klausel D € Smit D C C. O
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Satz 4.16.4 (Resolution) Seien S und S’ zwei aquivalente normale Klauselfor-
men. Wenn S eine Primform ist, dann wird jede Klausel in S’ von einer Klausel
in S subsumiert.

Beweis Sei C € S'. Dann X (S) = KX (S8) € KX ({C}). Also folgt mit Lem-
ma[4.16.3] dass C von einer Klausel in S subsumiert wird. O

Satz 4.16.5 (Primformen) Zu jeder normalen Klauselform existiert genau eine
aquivalente Primform. Diese Primform enthalt nur Variablen, die in der Formel
vorkommen.

Beweis  Die Existenz von Primformen haben wir bereits gezeigt (Lem-
mal4.15.4). Wir zeigen jetzt die Eindeutigkeit.

Seien S und S’ zwei dquivalente Primformen. Wir zeigen S € S’. Die Aussage
S’ C S folgt analog.

Sei C e S. Der Resolutionssatz [4.16.4] liefert eine Klausel C’ € S’ mit C’ € C.
Nochmaliges Anwenden des Resolutionssatzes liefert eine Klausel C” € S mit
C”cC.DaC” € C’C CundC”undC beide in S sind, folgtC” = C,da S
bereinigtist. AlsoC =C’ € S'. O

Satz 4.16.6 (Primformen) Fir jede Formel existiert genau eine konjunktive und
genau eine disjunktive Primform. Diese Primformen enthalten nur Variablen, die
in der Formel vorkommen.

Beweis  Die Existenz von Primformen haben wir bereits gezeigt (Lem-
ma[4.15.5). Die Eindeutigkeit folgt mit Proposition[4.14.2]und Satz[4.16.5] [

Korollar 4.16.7 (Signifikante Variablen) Sei S die DPF oder KPF fiir eine For-
mel A. Dann SV(A) = VV(S).

Minimalformen
Eine normale Klauselform S hei8t Minimalform, wenn
1. vCeS: S—{C}4S.
2.¥CeS VD CC: (S—{CHhu{D} A S.
Proposition 4.16.8 Sei S eine Minimalform. Dann ist S eine Teilmenge der zu S

aquivalenten Primform.

Beweis  Sei S’ die zu S &quivalente Primform und sei C € S. Der Resolutions-
satz liefert eine Klausel D € S’ mit D € C. Wir zeigen durch Widerspruch, dass
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D = C. Sei also D # C. Mit Proposition[4.13.1folgt S | S U {D}. Da D die
Klausel C e S subsumiert, gilt S H (S — {C}) U {D} (Proposition [4.13.2). Das
ist ein Widerspruch zur Annahme, dass S eine Minimalform ist. O

Gegeben eine normale Klauselform S, kdnnen wir eine zu S &quivalente Mini-
malform wie folgt bestimmen. Zuerst bestimmen wir die Primform zu S. Aus
der Primform ldschen wir dann schrittweise solche Klauseln, die durch Resolu-
tion wieder hinzugefiigt werden kénnen. Proposition [4.16.8] und der Primform-
satz[4.16.5garantieren, dass wir auf diese Weise alle zu S aquivalenten Minimal-
formen finden.

Beispiel ~ Wir betrachten die Primform:
S={{=X,Z}, {=Y, 2}, (=X, Y} {Y, =2}, {X, =2}, {X,=Y}}

Proposition [4.16.8] schrénkt den Suchraum fir die zu S dquivalente Minimalfor-
men auf die Teilmengen von S ein (28 viele). Man {iberzeugt sich leicht davon,
dass

Sl = {{_'Y’ Z}v {_'X’ Y}’ {Xv _'Z}}
S ={=X, Z}, {Y, =2}, {X,=Y}}

zwei zu S aquivalente Minimalformen sind (Hinzufligen von Resolventen fiihrt
zur Primform zuriick, Léschen von Klauseln eliminiert diese Méglichkeit). Es gibt
weitere zu S dquivalente Minimalformen, diese enthalten allerdings 4 Klauseln.
Hier ist eine Beispiel:

Sz={{=Y, Z}, {=X, Y}, {Y,=Z}, {X, =Y} O

4.17 Kreuzmultiplikation

Mithilfe von Kreuzmultiplikation kann man zu einer KNF eine DNF und zu einer
DNF eine KNF bestimmen. Zudem hat Kreuzmultiplikation die nutzliche Eigen-
schaft, dass sie eine saturierte Klauselform liefert, wenn die Ausgangsform keine
trivialen Klauseln enthalt.

Sei S = {C4, ..., C,} eine Klauselform. Wir definieren das Kreuzprodukt von S
wie folgt:

S L ({An..., Al ALeCin---AA €Cy)

Damitqbekommen wir § = {#} und SU {@} = @. Die Bildung des Kreuzpro-
dukts S wird besonders anschaulich, wenn man sich die Klauseln von S als die
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Spalten einer Matrix C; ... C, vorstellt. Die Klauseln des Kreuzprodukts S ent-
sprechen dann den Pfaden, die man von links nach rechts durch die Matrix ziehen
kann, wenn man in jeder Spalte genau eine Formel besuchen muss 44

Beispiel  Betrachten Sie die Klauselform
S = {{X,=Y}, {X,Y,=Z}}
Durch kreuzmultiplizieren bekommen wir
S = {({X}, {X.Y}, {X.,=Z}, {=Y. X}, (=Y. Y}, {=Y,=Z}}

Wir stellen fest, das S saturiert ist, obwohl S nicht saturiert ist. Wenn wir S berei-
nigen (das heift triviale und subsumierte Klauseln ldschen), bekommen wir eine
zu S dquivalente Klauselform

S = {{X}, (=Y. =Z}}
Kreuzmultiplizieren von S’ liefert die zu S dquivalente Primform

-

S = (X, =Y}, (X, =Z}) -
Proposition 4.17.1 SeiC € S. Dann S = {DU{A} | De(S—{CHh A AecCl
Beweis Sei S ={Cq,..., C,}U{C} mitn > 0. Dann:

-

S = {{A1,..., Ap, A} |A1eCiA---AA eC,AAEC}
= {DU{A} | De{{As, ..., Ax} | A1 eCin---AAeC}AAEC}

= {DU{A}|De(S—{C}) A AeC} O
Proposition 4.17.2 Fir jede Klauselform S gilt: DS H KS und KS H DS.

Beweis  Wir zeigen DS | KS durch Induktion iiber die Anzahl der Klauseln
inS.Sein=0.DannS=¢und S = {#}. Also DS =D{¢} H 1 H K# H KS.

Sein > 0. Dann existiert eine Klausel C € S. Also folgt mit Proposition[4.17.1
= e~
DS = D{DU{A} | De(S—{C}) An AeC}
e
H \/(OE-{ChAaA

AeC
H V(KS—{ChnaA Induktionsannahme
AeC
ﬁKﬁquVA
AeC
H KS
Die Behauptung KS H DS folgt analog. O

14 Diese Metapher liegt Bibels Matrixkalkiil zugrunde.
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Proposition 4.17.3 Wenn S eine Klauselform ohne triviale Klauseln ist, dann
ist S saturiert.

Beweis Sei S eine Klauselform ohne triviale Klauseln. Seien D1, Dy € §,
A € Dyund —A € Dy, sodass die Resolvente R = (D1—{AhU(D2—{—A}) nicht
trivial ist. Wir missen zeigen, dass R von einer Klausel in S subsumiert wird.

Wenn D1 eine triviale Klausel ist, ist =A € D4, da R nicht trivial ist. Also wird R
von D, subsumiert.

Wenn D, eine triviale Klausel ist, folgt analog, dass R von D, subsumiert wird.

Seien jetzt D1 und Dy beide nicht trivial. Wir betrachten die Klauseln von S, die
die Formel A zu D, beitragen. Da D, die Formel A nicht enthélt (D, ware sonst
trivial), missen diese Klauseln jeweils eine von A und —A verschiedene Formel
zu D, beitragen (da S keine trivialen Klauseln enthdlt). Jetzt bilden wir eine Klau-
sel D € §, indem wir wie bei D; vorgehen, aber statt A jeweils die Formel neh-
men, dass flir D, verwendet wurde. Da D nur Formeln enthélt, die entweder in D1
oder D, vorkommen und von A und —A verschieden sind, gilt D C R. (Die Idee
fur den letzten Beweisschritt kam Guido Tack am 12. Mai 2001 in der Sonne.) [
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