Kapitel 7

Formeln mit Quantoren

Wir betrachten jetzt eine logische Sprache ASSN, mit deren Formeln wir Teil-
mengen von Var — 7 beschreiben kdnnen (fiir eine geeignet vorgegebene Men-
ge Var). Wenn wir Var = Loc setzen, kénnen wir mit den Formeln von ASSN
Zustandsmengen fir IMP beschreiben. Im ndchsten Kapitel werden wir diese
Eigenschaft benutzen, um mit den Formel von ASSN Eigenschaften von IMP-
Programmen zu spezifizieren.

Die Formeln von ASSN kdnnen sogenannte Quantoren enthalten. Beispielsweise
ist

VXe€ZNy€eZIAzel: X+1=Y

eine Formel von ASSN, die von allen Funktionen Var — Z erfiillt wird. Dagegen
ist

dzeZ: x=y-2 Az2#0

eine Formel, die nicht von allen Funktionen Var — Z erfillt wird.

ASSN ist ein typischer Vertreter der Familie der pradikatenlogischen Sprachen,
die wir in einem spéteren Kapitel genauer betrachten werden. Im Folgenden gehen
wir daher nur auf die Eigenschaften von ASSN ein, die wir im Zusammenhang mit
der im ndchsten Kapitel zu behandelnden Hoare-Logik bendtigen.

Das hevorstechende syntaktische Merkmal der pradikatenlogischen Sprachen sind
die Quantoren 3 und V, die man allgemeiner auch als Variablenbinder bezeich-
net. Bisher haben wir nur Sprachen ohne Variablenbinder betrachtet. Mithilfe der
Quantoren kann man innerhalb einer Formel Variablen einfuhren, deren Gultig-
keitsbereich auf eine Teilformel beschrénkt ist. Das damit verbundene Konzept
von lokalen Variablen ist uns aus Programmiersprachen bekannt.



7 Formeln mit Quantoren

Am Beispiel von ASSN werden wir sehen, dass das Konzept der Substitution fur
Sprachen mit Variablenbindern um einige neue Aspekte erweitert werden muss.

Lesematerial

[Winskel, Kapitel 6]

7.1 Syntax und Semantik von ASSN

Abbildung [7.1] definiert die Syntax und Semantik von ASSN. Die Definition er-
folgt relativ zu einer nichtleeren Menge Var, deren Elemente wir als Variablen
bezeichnen. Die Syntax unterscheidet zwischen Termen und Formeln, die den
arithmetischen und Booleschen Ausdriicken von IMP entsprechen. Neu ist die
existenzielle Quantifizierung. Die Semantik von Termen und Formel wird deno-
tational definiert.

Die Formeln von ASSN sind alte Bekannte. Sie formalisieren Notationen, die wir
routinemanig benutzen, wenn wir mathematische Aussagen aufschreiben. Neu ist
nur, dass wir diese Notationen jetzt als logische Sprache formalisiert haben. Der
mathematischen Aussage

X eZ: 5+x=3
entspricht beispielsweise die Formel
IXG+ X =3)

Da in ASSN alle Variablen auf ganzzahlige Werte beschrankt sind, ist es bei einer
Quantifizierung nicht erforderlich, den Wertebereich der quantifizierten Variablen
explizit anzugeben.

Mit ASSN kdnnen wir mathematische Aussagen als Formeln formulieren. Man
spricht von einer Formulierung auf Objektebene. Die direkte Formulierung von
mathematischen Aussagen mit den tblichen mathematischen Notationen bezeich-
net man dagegen als Formulierung auf der Metaebene.

7.2 Abklrzungen und Expressivitat

Abbildung zeigt einige notationale Abkiirzungen, die wir flr die Syntax von
ASSN benutzen werden. Wenn wir beispielsweise die Notation

YX(VY@EZ(X +Z =Y)))
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7.2 Abkirzungen und Expressivitét

n € Con =7
X,Y,Z € Var
a e Ter =
n
| X
| a1+ a
| ap*ap
A,B,C € Assn =
a; < az
| A1A A
| —A
| AXA
o e ¥ =Var— Z

TeTer—- X —>7Z
T =n
T (X)o oX
T (a1 +axo
T (a1 xax)o

DeAssh— X — B

Konstante
Variable

Term

Konstante
Variable
Summe
Produkt

Formel
Vergleich
Konjunktion
Negation
existenzielle Quantifizierung

Belegung

T(a)o + 7T (a)o
= T (a)o - T (ag)o

D@ <a)o = ifT(a;)o < T (ax)o then 1lelse 0
DAL A Ao = min {D(ADo, D(A)o}

DA =1—-—DA)o
= max {DA)(o[n/X]) |neZ}

D@EAXA)o

Abbildung 7.1: Syntax und Semantik der Sprache ASSN
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7 Formeln mit Quantoren

—a — —lxa
ag—a — a+(=1lxap)
tt - 0<1
ff = 1<0
ai=ad > ar<aANay=<a
aa<a = (m+l)<a
Q= > p=a
a; >ad = ad<a
A1V A — —'(—'Al/\—'Az)
A=A > —(ALA—A)Y)
Al Ay > A= ANA =S Ay
VXA +— —3IX(—A)

Abbildung 7.2: Abkirzungen fiir ASSN

als eine Formel von ASSN interpretieren, meinen wir damit die Formel

—3X (==Y (=IZ(X + Z =Y)))

Alternativ hatten wir die Abkirzungen in Abbildung[7.2lauch als zusatzliche Ter-
me und Formeln von ASSN definieren kdnnen. Diese Vorgehensweise hat aber
den Nachteil, dass alle auf ASSN aufbauenden Definitionen und Beweise kompli-
zierter werden, da sie die zusatzlichen syntaktischen Varianten behandeln miissen.
Die zusatzlichen Varianten bringen aber flr unsere Zwecke nichts Neues, da sich
ihre Denotationen entsprechend den Abkirzungsregeln auch mit den Grundvari-
anten ausdriicken lassen.

Betrachten Sie die Menge
DA X (D(A) | A € Assn}

die aus allen Funktionen in ¥ — B besteht, die sich mit Formeln aus Assn be-
schreiben lassen. Aus mathematischer Sicht sind die Elemente von DA das We-
sentliche und die Formeln in Assn sind lediglich eine Hilfskonstruktion, mit der
sich die Elemente von DA beschreiben lassen. Wenn die Elimination einer syn-
taktischen Variante nicht dazu fiihrt, dass DA kleiner wird, ist diese Variante aus
mathematischer Sicht redundant. Die syntaktischen Varianten von ASSN (wie in
Abbildung[7.1] definiert) sind in dem Sinne minimal gewahlt, dass das Weglassen
einer Variante stets dazu fiihrt, dass DA echt kleiner wird. Die Menge DA kann
man als Expressivitat der Sprache ASSN bezeichnen. Weglassen von syntakti-
schen Varianten kann die Expressivitét verkleinern, Hinzufiligen kann sie vergro-
Bern (geman der Inklusionsordnung auf £ (X — B).
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7.3 Notationen und Sprechweisen

7.3 Notationen und Sprechweisen

Fir die Formeln von ASSN verwenden wir die folgenden Notationen und Sprech-
weisen:

cEA & serfillt A & DA =1
A & Agiltg & o Voes: o =A
AEB & AimplizietB & Voes: o EA=o =B

AEB < AaquivalentB <L D(A) = D(B)
Machen Sie sich Klar, dass = eine reflexive und transitive Relation auf Assn ist,
und dass = eine Aquivalenzrelation auf Assn ist. Offensichtlich gilt fiir beliebige
A, B € ASSN:

AEB < EA=B < VYoeX: DAo <DB)o

Sei A € Assn und sei « die A entsprechende Aussage auf der Metaebene (also in
normaler mathematischer Notation). Wir haben die Semantik von ASSN gerade
so definiert, dass @ genau dann gilt, wenn = A gilt. Die Semantik von ASSN
formalisiert also das Offensichtliche.

Angesichts dieser Tatsache werden Sie sich vielleicht fragen, warum wir Uber-
haupt den Aufwand treiben, ASSN formal als logische Sprache zu definieren. Ein
Grund dafur ist, dass wir in den nachsten Kapiteln einige wichtige Eigenschaf-
ten von ASSN zeigen, die alles andere als intuitiv klar sind. Fir diese Beweise
bendétigen wir eine solide Grundlage. AulRerdem ist es so, dass der Vorrat an ma-
thematischen Notationen sehr grof ist, und gerade fiir den Anfénger nur bis zu
einem gewissen Grad prazise definiert ist. Dagegen haben wir mit ASSN eine
kleine Sprache zur Verfligung, deren Syntax und Semantik streng formal bis ins
letzte Detail definiert sind.

Die Metavariable V wird im Folgenden fiir eine Menge von Formeln stehen:
V e P (Assn)

Wir werden die folgenden Notationen und Sprechweisen benutzen:

def def

cEV << oerfilltVv < VYAeV:oEA
=V <& v giltig & Vvoes: o2V
ViV, <d:d> V1 impliziert Vo <d:8f) VoeX: oEVi=oEV,
def def

ViH Vs <= V; aquivalent V, — ViEVLAVIEV,

Machen Sie sich klar, dass = eine reflexive und transitive Relation auf & (Assn)
ist, und dass | eine Aquivalenzrelation auf £ (Assn) ist.
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7 Formeln mit Quantoren

7.4 Bindungsstruktur

Quantifizierung in Formeln fiihrt eine Bindungsstruktur zwischen Variablen ein,
die wir bereits am Beispiel von Programmiersprachen kennengelernt haben. Le-
sen Sie dazu [Programmierung, Kapitel 3.8]. Man unterscheidet zwischen definie-
renden und benutzenden Auftreten von Variablen. In ASSN werden definierende
Auftreten durch eine existenzielle Quantifizierung

XA

eingefuhrt. Das Auftreten von X nach dem Existenzquantor 3 ist definierend und
bindet alle freie Auftreten von X in A. Freie Auftreten sind benutzende Auftreten,
die noch durch keine Quantifizierung gebunden sind.

Die Bindungsstruktur einer Formel kann man durch Annotationen explizit ma-
chen. Zum Beispiel kdnnen wir die Bindungsstruktur der Formel

XX <Y AYX <Y AIX(X <Y)))
wie folgt explizieren:
IX1(X1 <Y AFY1(X1 < Y1 A TX(X2 < Y1)

Dabei werden alle definierende Auftreten von Variablen tberstrichen. Zusatzlich
wird jedes definierende Auftreten einer Variablen mit einem fiir diese Variable
eindeutigen Index versehen. Alle benutzenden Auftreten, die durch ein definie-
rendes Auftreten gebunden sind, werden mit dem Index dieses definierenden Auf-
tretens annotiert. Freie Variablenauftreten erkennt man nach dieser Annotation
daran, dass sie keinen Index tragen. In der obigen Formel gibt es also genau ein
freies Auftreten einer Variablen. Dabei handelt es sich um das erste Auftreten der
Variablen Y.

Syntaktische Varianten, die ein definierendes Auftreten einer Variable einflihren,
heilRen Variablenbinder. ASSN hat genau einen Variablenbinder, ndhmlich exis-
tenzielle Quantifizierung. Programmiersprachen haben in der Regel viele Varia-
blenbinder. IMP ist eine triviale Programmiersprache, die keinen Variablenbinder
hat.

Durch strukturelle Rekursion kann man eine Funktion
VT e Ter — Pyn(Var)

definieren, die zu jedem Term a die Menge aller Variablen liefert, die in a vor-
kommen. Mit der gleichen Vorgehensweise kann man eine Funktion

VA € Assn — Pyn(Var)
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7.5 Substitution

definieren, die zu jeder Formel A die Menge aller Variablen liefert, die in A vor-
kommen (gebunden oder ungebunden). Wir definieren jetzt eine Funktion FV, die
zu jeder Formel A die Menge aller Variablen liefert, die in A frei auftreten:

FV € Assh — %4, (Var)

FV(a; <ap;) =VT(ay) UVT(ay)
FV(A1AA) =FV(A)UFRV(Ay)
FV(=A) =FV(A)
FV@EXA) =FV(A)— (X}

SchlieBlich definieren wir eine Funktion BV, die zu jeder Formel A die Menge
aller Variablen liefert, die in A ein definierendes Auftreten haben:

BV € Assh — %, (Var)

BV(ai<a) =¥
BV(A1 A Ay) =BV(A) UBV(Ay)
BV(—A) =BV(A)
BV(AXA) =BV(A)U (X}

Eine Formel A heif3t bereinigt genau dann, wenn die folgenden Bedingungen er-
fallt sind:
1. Keine Variable hat in A mehr als ein definierendes Auftreten.

2. Keine Variable hat in A gleichzeitg ein definierendes und ein freies Auftre-
ten.

7.5 Substitution

Sei A € Assn eine Formel, a € Ter ein Term und X € Var eine Variable. Dann
bezeichnen wir mit

Ala/X]

die Formel, die wir aus A erhalten, indem wir alle freien Auftreten der Varia-
ble X durch den Ausdruck a ersetzen (wir sagen auch substituieren). Hier ist ein
Beispiel:

A= XxY <Y
ALY —1/Y]= X*(Y =1) < (Y — 1)
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7 Formeln mit Quantoren

Fir Sprachen ohne Variablenbinder ist Substitution ein sehr einfaches Konzept.
Fir Sprachen mit Variablenbindern ist Substitution jedoch etwas komplizierter,
da dann das Problem des Kaperns auftritt. Betrachten Sie dazu die Formel

A=3Y(Y +1<X)

und nehmen Sie an, wir wollen alle freien Auftreten von X durch Y ersetzen, also
A[Y / X] bestimmen. Wenn wir naiv vorgehen, bekommen wir die Formel

Y +1<Y)

Diese Substitution ist jedoch unzuléssig, da das von auflen kommende Auftre-
ten von Y durch den Quantor der Formel gekapert wird. Der Grund, dass man
Substitution ohne Kapern definieren will, liegt darin, dass fiir Substitution aus
prinzipiellen Griinden immer die sogenannte Substitutionseigenschaft gelten soll:

VA c AssnVa € Ter VX € Var Vo € X:
D(Ala/ X))o = D(A)(o[T (@)a/X])

Fur das obige unzulassige Beispiel ist die Substitutionseigenschaft verletzt, da flr
alleo € X:

DAYY +1=<Y)o=0#1=DAEAYY +1=<X)([T(Y)o/X])

Wir definieren Substitution zuerst mittels struktureller Rekursion fiir Terme. Das
ist einfach, da hier das Problem des Kaperns nicht auftritt.

nfa/X] =n

Y[a/X] = ifY =XthenaelseY
(@ +axfa/X] = ala/X]+az[a/X]
(a1 * ap)[a/ X] aila/X]*az[a/X]

Proposition 7.5.1 Seiena,a’ € Ter, X € Varund o € Z. Dann:
T @'/ XN)o =T (@) (c[T @)a/X])
Beweis  Durch strukturelle Induktion tber a € Ter. Ubung! O

Jetzt definieren wir mittels struktureller Rekursion eine vorldufige Substitutions-
funktion fiir Formeln wie folgt:

S € Assn x Ter x Var — Assn

S(ar < az,a, X) = aila/X] <azla/X]
S(Al AN Az, a, X) = S(Al, a, X) AN S(Az, a, X)
S(—A,a, X) = =S(A,a, X)
SAYA,a, X) = ifY = X then3Y Aelse Y (S(A, a, X))
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7.5 Substitution

Proposition 7.5.2 Seien A € Assh, a € Ter, X € Var und o € X. Dann:
BV(A)NVT(@) =0 = D(S(A,a, X))o = D(A) ([T @)a/X])

Beweis  Durch strukturelle Induktion ber A € Assn. Wir zeigen nur den Be-
weisteil fiir existenzielle Quantifizierung.

Sei A =3Y A und BV(A) N VT (a) = @. Wir miissen
D(S(A,a, X))o = D(A) ([T (@)a/X])
zeigen. Dazu unterscheiden wir zwei Félle.
Sei X =Y. Dann:
D(S(A,a, X))o

=D(A)o Def.von S
=ifan e Z: D(A)(o[n/Y]) then 1 else O Def. von D
=ifaneZ: DA)(o[T(@o/X][n/Y]) thenlelse0 daX =Y
= DAY A) ([T @)a/X]) Def. von D
= DA) (@[T (@a/X])

Sei X # Y. Dann:
D(S(A, a, X))o
= DAY (S(A,a, X))o Def. von S
=ifaneZ: D(S(A',a, X))(o[n/Y]) then 1 else 0 Def. von ©
=ifan e Z: DA)(@[n/Y][T (@) (a[n/Y])/X]) then 1L else 0 Induktionsannahme
=ifan e Z: DA)(o[n/Y][T (@)o/X]) then Lelse 0 Y ¢VT(a)
=ifaneZ: DA)(o[T(@)o/X][n/Y]) then1else 0 X #Y
=DEYA)(o[T @)a/X]) Def. von D
= DA)(e[T (@)a/X]) 0

Wir haben jetzt eine Substitutionsfunktion fur Formeln, die unter gewissen Vorbe-
dingungen die Substitionseigenschaft erflllt. Aus technischen Griinden ist es aber
wiinschenswert, eine Substitutionsfunktion zu haben, fir die die Substitutionsei-
genschaft immer gilt.

Das Problem laRt sich mittels konsistenter Umbenennung von gebundenen Varia-
blen lI6sen. Beispielsweise ist

3Z(Z+1<Y)
eine konsistente Umbenennung von

IX(X+1<Y)
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7 Formeln mit Quantoren

Wir werden zeigen, dass Formel, die bis auf konsistente Umbenennung von ge-
bundenen Variablen gleich sind, die gleiche Denotation haben. Wenn wir also
einer Substitutionsfunktion erlauben, bei Bedarf gebundene Variablen konsistent
umzubenennen, kann sie die Substitutioneigenschaft uneingeschrankt erfullen.
Allerdings miissen wir noch voraussetzen, dass es unendlich viele Variablen gibt.

Wir definieren jetzt eine Relation CR (consistent renaming)

A~A &L Avariantevon A’ &5 (A, A’) € CR C Assn x Assn

durch die folgenden Inferenzregeln:

S(A,Y,X) =AY &VA(A)

IXA~ YA
A~ A Ay~ A, A~ A A~ A
AL A Ay~ AL A A, —A ~ —A IXA ~ IXA’
A/NA ANA// A//NA/
A~A A~ A A~ A

Die Relation ,,A ~ A’* formalisiert unsere intuitive Idee von konsistenter Um-
benennung in dem Sinne, dass A ~ A’ genau dann gilt, wenn A und A’ bis auf
konsistente Umbenennung von gebundenen Variablen gleich sind. Das gilt aller-
dings nur dann, wenn es unendlich viele Variablen gibt. Betrachten Sie dazu

IX @AY (X <Y) ~3IY@EXY < X)

Diese Aussage gilt, wenn Var neben X und Y mindestens eine weitere Variable
enthalt. Sie gilt nicht, wenn X und Y verschieden sind und Var nur X und Y
enthalt.

Proposition 7.5.3 Die Relation ,,A ~ A’* ist eine Aquivalenzrelation. Fir alle
A, A’ € Assn gilt:

A~ A = DA = D(A)

Beweis Die letzten drei Inferenzregeln erzwingen, dass ,,A ~ A’“ eine Aqui-
valenzrelation ist. Die zweite Behauptung folgt mit Regelinduktion und Proposi-

tion[7.5.2] O
Definition 7.5.4 Eine Substitutionsfunktion fiir ASSN ist eine Funktion

s € Assn x Ter x Var — Assn
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7.5 Substitution

die die folgenden Bedingungen erfllt:

VA € Assn Va € Ter YX € Var JA’ € Assn:
A~A ABVAYNVT@) =0 = s(A,a, X) ~S(A',a, X)

Proposition 7.5.5 Wenn Var eine unendliche Menge ist, gibt es eine Substituti-
onsfunktion fiir ASSN. Jede Substitutionsfunktion s fiir ASSN erflllt die Substitu-
tionseigenschaft:

VA e AssnVa € Ter VX € Var Vo € X:
D(s(A,a, X))o = D(A)(o[T (@)a/X])

Wir werden im Folgenden voraussetzen, dass wir eine Substitutionsfunktion
Ala/ X] fur ASSN festgelegt haben. Welche das ist, spielt keine Rolle. Beispiele
kdnnen wir wie folgt schreiben:

@AY +1 < X)IY/XT~3FZ(Z+1<Y)
Ubrigens umgeht Winskel in seinem Buch das Kaper-Problem fiir Substitutionen
dadurch, dass er mit zwei Arten von Variablen arbeitet. Quantifizieren darf man

nur Uber die eine Art von Variable, und die zu substituierenden Terme dirfen nur
die zweite Art von Variablen enthalten.
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