Kapitel 9

Berechenbar keit

In diesem Kapitel geben wir Antworten auf die folgenden Fragen:
1. Was ist eine berechenbare Funktion?
2. Istdie Funktion XA A € Assn. if = AthenOelse 1 berechenbar?

Diese Fragen wurden erstmals um 1930 von Logikern untersucht [Church, Gddel,
Turing].

Um Berechenbarkeit zu definieren, benétigen wir ein mathematisch formuliertes
Berechnungsmodell. Dieses muss Uber eine universelle Datenstruktur verfiigen,
mit der sich syntaktische Objekte (beispielsweise Formeln) darstellen lassen.

Eine mdgliche universelle Datenstruktur sind Zeichenreihen. Das von Turing ent-
wickelte Berechnungsmodell (sogenannte Turingmaschinen) basiert auf Zeichen-
reihen. Auch heutige Computer rechnen mit Zeichenreihen (mit den Zeichen 0
und 1).

Auch natlrliche Zahlen eignen sich als universelle Datenstruktur. Sie sind die
Grundlage von Gddels Berechnungsmodell (sogenannte p.-rekursive Funktionen).

Wir werden Berechenbarkeit mithilfe von IMP definieren. IMP eignet sich als
universelles Berechnungsmodell, da es mit beliebig groRen Zahlen rechnen kann.

Lesematerial [Winskel, Anhang A]



9 Berechenbarkeit

9.1 Goddelisierung

Kurt Godel hat um 1930 eine einfache Technik entdeckt, mit der sich syntaktische
Objekte als natirrliche Zahlen darstellen lassen. Seine Darstellungstechnik, die
heute als Gddelisierung bezeichnet wird, beruht auf der Eindeutigkeit der Prim-
zahlzerlegung.

Wir zeigen zunéchst, wie man mithilfe von Gddelisierung Paare von Zahlen als
Zahlen darstellen kann. Dazu geben wir vier Funktionen

pair € Z x Z — N*

firste Z - 7Z
second e Z — Z
ispaire Z — B

an, die die folgenden Eigenschaften erfillen:

(1) Vny, ny € Z: first(pair(ng, nz)) = ny
(2) Vn1,ny € Z: second(pair(ny, N2)) =N,
(3) Vn e Z: ispair(n) =1 <= (3Iny,N2 € Z: n = pair(ny, ny))

Wir definieren pair wie folgt:
pair(ny, np) = 290 . 3l 59M2) . 7in2l

wobei sg(n) = if n > 0 then 1 else 0. Wegen der Eindeutigkeit der Primzahl-
zerlegung kénnen wir jetzt die Funktionen first, second und ispair wie gewtiinscht
definieren. Man Uberzeugt sich leicht, dass pair und diese Funktionen mit IMP
berechnet werden kénnen.

Mit derselben Technik kdnnen wir auch Tupel mit mehr als zwei Komponenten
als Zahlen darstellen. Auch Listen lassen sich als Zahlen darstellen. Dazu ordnen
wir der leeren Liste die Zahl 0 zu und erinnern uns daran, dass nichtleere Listen
Paare sind.

In Kapitel [3 haben wir syntaktische Objekte als Paare definiert, deren erste Kom-
ponente (die sogenannte Variantennummer) festlegt, wie die zweite Komponente
zu interpretieren ist. Wenn wir bei der Definition von syntaktischen Objekten nur
darstellbare Grundmengen verwenden (z. B. Var = Loc = N), dann sind syntak-
tische Objekte als Zahlen darstellbar.

Im Folgenden nehmen wir Var = Loc = N an.
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9.2 Berechenbare Funktionen

Die einem Objekt x durch Gédelisierung zugeordnete Zahl bezeichnen wir mit #x
und nennen sie die G6delnummer von x. Wir verwenden die Bezeichnungen

#Com & {#c | c € Com}

#Assn = [#A | A e Assn}

und gehen davon aus, dass die Funktionen Ac € Com.#c und A A € Assn. #A
injektiv sind.

9.2 Berechenbare Funktionen

Universelle Berechnungsmodelle haben die Eigenschaft, dass bestimmte Pro-
gramme fiir bestimmte Eingaben divergieren (d. h. nicht terminieren). Es ist wich-
tig, den Begriff der berechenbaren Funktion so zu definieren, dass die Méglichkeit
der Divergenz sichtbar bleibt.

Wir wéhlen ein Objekt L ¢ Z und definieren
7, ¥ 7ul)

Wir werden die Funktionen aus Z — Z, als berechenbar auszeichnen, die sich
mit einem IMP-Kommando berechnen lassen. Dabei bedeutet das Ergebnis L,
dass die Ausfiihrung des Kommandos nicht terminiert.

Wir wéhlen eine Lokation Xg € Loc = N und definieren:

op=AXeloc.0

FeCom—Z—>7Z,
F)x = lets = C(c)(oo[x/Xp]) inifs = 1 then L else s(Xp)

Eine Funktion f € Z — Z, hei8t berechenbar genau dann, wenn es ein Kom-
mando ¢ € Com gibt mit f = F(c). Wenn f = % (c) gilt, sagen wir, dass das
Kommando c die Funktion f berechnet.

Godel, Church, Turing und andere Mathematiker haben ab 1930 verschiedene ma-
thematische Berechnungsmodelle entwickelt. Sie konnten zeigen, dass diese Mo-
delle alle denselben Berechenbarkeitsbegriff liefern, den man heute als Turing-
Berechenbarkeit bezeichnet. Auch unser auf IMP basierendes Berechnungsmo-
dell liefert Turing-Berechenbarkeit. Die Annahme, dass Turing-Berechenbarkeit
intuitive Berechenbarkeit adaquat formalisiert, bezeichnet man als Churchschen
These.
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9 Berechenbarkeit

Welche Funktionen Z — Z, kdnnen wir mit einem Computer berechnen? Streng
genommen gar keine, da ein Computer mit endlichem Speicher nur endlich viele
Zahlen darstellen kann.

Welche Funktionen Z — 7, kdnnen wir mit einem Computer berechnen, der
einen unendlich Speicher hat? Genau die Turing-berechenbaren! Um die Richtig-
keit dieser Behauptung beweisen zu kénnen, benétigt man natlrlich ein mathe-
matisches Modell eines Computers mit unendlichem Speicher. Die Formulierung
eines solchen Modells ist nicht schwer.

Im Folgenden werden wir 6fter annehmen, dass intuitiv berechenbare Funktionen
in IMP berechenbar sind. Die Stellen, an denen wir das tun, werden wir mit dem
Vermerk ,,Churchsche These* markieren. Um die Idee der intuitiven Berechenbar-
keit hinreichend konkret zu machen, stellen wir uns eine idealisierte Teilsprache
IML der Programmiersprache Standard ML vor, die mit beliebig groRen ganzen
Zahlen rechnen kann. Eine Funktion Z — Z, nennen wir intuitiv berechenbar,
wenn wir sie mit einer IML-Prozedur i nt - >i nt berechnen kénnen.

Satz 9.2.1 (Universelle Funktion) Es gibt eine berechenbare Funktion
feZ— 7Z, mit:

Vc e ComVx € Z: f(#(#c, X)) = F(C)X

Beweis Es ist nicht schwer, in IML eine Prozedur zu schreiben, die zu einer
Godelnummer #(#c, x) das Kommando ¢ und die Zahl x liefert. AuRerdem kon-
nen wir eine Prozedur schreiben, die ¥ berechnet. Mit einem kraftigen Schuss
Churchsche These folgt, dass es eine berechenbare Funktion wie behauptet gibt.
O

Korollar 9.2.2 Es gibt ein k € N, sodass jede berechenbare Funktion mit einem
Kommando berechnet werden kann, dass hochstens die Lokationen O, ..., k ver-
wendet.

Beweis  Sei u eine Kommando, das eine universelle Funktion wie im obigen
Satz berechnet. Sei X1 eine von Xg verschiedene Lokation. Sei g ein Kommando
mit

Yo € ¥: C(g)o = o[#(o X1, 0 Xo)/ Xo]

Sei f eine berechenbare Funktion und ¢ ein Kommando, das f berechnet. Dann
berechnet das Kommando

Xp:=#c; g; X1:=0; u

die Funktion f. Da die in diesem Kommando vorkommenden Lokationen nicht
von f oder ¢ abhangen, und jedes Kommando nur endlich viele Lokationen ver-
wendet, folgt die Behauptung. O
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9.3 Abzéhlbare Mengen

Am Beweis dieses Korollars sieht man, dass schematisches Programmieren in
IMP eine miihselige Angelegenheit ist. Kompakter und lesbarer kdnnen wir das
fur f konstruierte Kommando durch das Pseudokommando

Xo := #(#c, Xg); U

beschreiben. Von solchen Pseudokommandos werden wir im Folgenden gelegent-
lich Gebrauch machen. Fur die Ubersetzbarkeit von Pseudokommandos in Kom-
mandos von IMP berufen wir uns auf die Churchsche These.

9.3 Abzahlbare Mengen

Eine Menge M heildt abzdhlbar genau dann, wenn es eine injektive Funktion
M — N gibt.

Offensichtlich ist jede endliche Menge abzahlbar. Auch N und Z sind abzéhlbar.

Informell gesprochen ist eine Menge abz&hlbar, wenn sie hochstens soviele Ele-
mente enthalt wie die Menge der natlrlichen Zahlen.

Eine Menge heil’t (berabzéhlbar, wenn sie nicht abzéhlbar ist. Wir sagen, dass
eine Menge abzéhlbar viele [liberabzédhlbar viele] Elemente hat, wenn sie ab-
zéhlbar [Uberabz&hlbar] ist.

Proposition 9.3.1 Eine nichtleere Menge M ist genau dann abzahlbar, wenn es
eine surjektive Funktion N — M gibt.

Proposition 9.3.2 Der Schnitt, die Vereinigung und die Differenz von zwei ab-
zahlbaren Mengen ist abzahlbar.

Beweis  Wir zeigen nur, dass die Vereinigung von zwei abzahlbaren Mengen
abzéhlbar ist. Die anderen Behauptungen folgen mit &hnlichen Argumenten.

Seien f ¢ M — Nund f’ € M’ — N injektive Funktionen. Dann ist
heMUM — N
h(x)=ifxeMthen2 - f(x)else2. f'(x)+1

eine injektive Funktion. O

Mithilfe von Gddelisierung bekommen wir injektive Funktionen Com — N und
Assn — N. Folglich sind Com und Assn abzahlbar. Da Com abzéhlbar ist, ist auch
die Menge der berechenbaren Funktionen abzahlbar.
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9 Berechenbarkeit

Proposition 9.3.3 Die Menge der berechenbaren Funktionen ist abzahlbar.

Proposition 9.3.4 Die Menge Z — 7Z, ist liberabzahlbar.
Beweis  Durch Widerspruch. Sei « € N — (Z — Z,) surjektiv. Wir definieren

f el —> 7,
f(n) =if (an)n =0then lelse 0

Offensichtlich gilt
vn € N: (an)n # f(n)

Das ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass « surjektiv ist. O

Die gerade verwendete Beweistechnik wird als Cantorsches Diagonalargument
bezeichnet.

Wir wissen jetzt, dass es Uberabzahlbar viele Funktionen Z — 7, gibt, die nicht
berechenbar sind.

9.4 Entscheidbare und prifbare Mengen

Wir betrachten jetzt Teilmengen M C Z und stellen die folgenden Fragen:
1. Ist die Funktion Ax € Z. if x € M then 1 else 0 berechenbar?
2. Istdie Funktion A x € Z. if x € M then 1 else | berechenbar?
3. Istdie Funktion A x € Z. if x € M then L else O berechenbar?

Wenn wir die erste Frage mit Ja beantworten kdnnen, nennen wir die Menge M
entscheidbar. Wenn wir die zweite Frage mit Ja beantworten kdnnen, nennen
wir M prifbar oder semientscheidbar [ Statt nicht entscheidbar sagen wir auch
unentscheidbar. Die dritte Frage kénnen wir genau dann mit Ja beantworten,
wenn das Komplement

M¥ 7z _M

von M bezuglich Z prifbar ist.

L In der Literatur findet man oft den Begriff recursively enumerable (r. e.). Dieser bezeichnet eine
zu Prifbarkeit dquivalente Eigenschaft.
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9.4  Entscheidbare und priifbare Mengen

Fur eine entscheidbare Menge M kénnen wir eine Prozedur i nt - >bool ange-
ben, die fir alle Eingaben terminiert und genau fiir die Elemente von M das Ergeb-
nis 1 liefert. Fir eine prifbare Menge M kénnen wir eine Prozedur i nt - >uni t
angeben, die genau fur die Elemente von M terminiert.

Entscheidbare Mengen sind immer prifbar. Dasselbe gilt fur die Komplemente
von entscheidbaren Mengen. Wir werden eine priifbare Menge angeben, deren
Komplement nicht priifbar ist. Das bedeutet, dass Terminierung und Divergenz
keine symmetrischen Eigenschaften sind. SchlieRlich werden wir eine abzéhlbare
Menge M angeben, sodass weder M noch M priifbar ist.

Proposition 9.4.1 Die Mengen #Com und #Assn sind entscheidbar.

Beweis Folgt mit der Churchschen These. O

Proposition 9.4.2 Die Menge der entscheidbaren [prufbaren] Teilmenge von Z
ist abzahlbar, und die Menge der nicht entscheidbaren [nicht priifbaren] Teilmen-
ge von Z ist Uberabzahlbar.

Beweis Die erste Behauptung folgt aus der Tatsache, dass es nur abzéhlbar viele
berechenbare Funktionen gibt. Die zweite Behauptung folgt aus der Tatsache, dass
P (Z) nicht abzahlbar ist. O

Proposition 9.4.3 Der Schnitt, die Vereinigung und die Differenz von zwei ent-
scheidbaren Mengen ist entscheidbar.

Sei M C Z. Eine Priiffunktion fur M ist eine Funktion f € Z — 7Z, mit
M = {x € Z| fx # L}. Offensichtlich ist M genau dann prifbar, wenn fur M
eine berechenbare Priffunktion existiert. Ein Priifer fir M ist ein Kommando,
das eine Priiffunktion fiir M berechnet.

Ein steuerbarer Priifer fir eine Menge M C Z ist ein Kommando ¢ € Com wie
folgt:

1 vneZ: F)n#=_L
2) VneZ: neM << Ik eN: F()#n, k) =1
B) VneZVk e N: Fo)#n,k)=1=Vm=>k: FC)#n,m) =1

Proposition 9.4.4 Sei ¢ € Com ein Priifer fur M. Dann kann man aus ¢ einen
steuerbaren Prifer flir M konstruieren.

Beweis  Den steuerbaren Priifer erhalt man dadurch, dass man einen Zahler ein-
baut, der die Anzahl der Schleifendurchlaufe zahlt. Zusétzlich werden die Schlei-
fenbedingungen so verstirkt, dass nach Uberschreiten der durch das zweite Ar-
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9 Berechenbarkeit

gument vorgegebenen Maximalanzahl keine weiteren Schleifendurchlaufe mehr
maglich sind.

Seien Z und S zwei Lokationen, die nicht in ¢ vorkommen. Sei ¢’ das Kommando,
das man aus c wie folgt erhalt:

1. Ersetze jede Schleifenbedingung b durchb A Z < S.
2. Ersetze jeden Schleifenrumpfc” durchZ :=2Z +1; ¢”.

Der steuerbare Prifer sieht jetzt wie folgt aus (als Pseudokommando):

if ispair(Xo) then S := second(Xp); Xg := first(Xp) else S := —1;
Z:=0;

C;
if Z < Sthen Xg:=1else Xg:=0

Proposition 9.4.5 Der Schnitt und die Vereinigung von zwei priifbaren Mengen
ist prifbar.

Beweis  Seien My und M prifbar. Aus steuerbaren Prifern fiir M1 und M; kann
man Prifer fir M, U M, und M{N M5 konstruieren. Dieser fiihrt beide steuerbaren
Prifer bis zu einer schrittweise erhdhten Maximalzahl von Schleifendurchlaufen
aus. O

Proposition 9.4.6 Eine Menge M C Z ist genau dann entscheidbar, wenn M
und M priifbar sind.

Beweis Die eine Richtung ist trivial. Fir die andere Richtung nehmen wir an,
dass M C Z und M prifbar sind. Also gibt es steuerbare Priifer fir M und M.
Wir konstruieren einen Entscheider fir M, indem wir beide steuerbaren Priifer bis
zu einer schrittweise erhdhten Maximalzahl von Schleifendurchlaufen ausfiihren.
Sobald einer der Prifer ein Ergebnis liefert, sind wir fertig. O

Proposition 9.4.7 Sei M C E C Z und sei E entscheidbar. Dann:

M priifoar <= M n E priifbar

Beweis GiltdaM =E U (M NE). O
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9.5 Unentscheidbarkeit des Halteproblems

9.5 Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Wir definieren zwei Mengen:

S ¥ (4| ceComna F(o)He) = L)

So & (#c|ceComaF()0) =1}

Wir werden zeigen, dass keine dieser Mengen prufbar ist. Diese Tatsache bezeich-
net man als die Unentscheidbarkeit des Halteproblems.

Proposition 9.5.1 S ist nicht prufbar.

Beweis  Durch Widerspruch. Sei T ein Prufer fur S. Dann haben wir den fol-
genden Widerspruch:

FMHT)=1L < #T €S Definition von S

— F(MHT)#L T Priifer fir S ]
Machen Sie sich klar, dass die Nichtprufbarkeit der Menge S eine vollig offen-
sichtliche Angelegenheit ist. Der Beweis ben6tigt keine vorher bewiesenen Re-
sultate, sondern nur die Definitionen der Menge S und der Eigenschaft prufbar.
Aus dem Beweis sieht man sofort, dass es keine Rolle spielt, welche Kommandos
IMP hat. Also kann auch das Hinzufuigen beliebig méchtiger Kommandos an der
Nichtprufbarkeit von S nichts dndern. Es spielt auch keine Rolle, dass IMP mit

Zahlen rechnet. Jeder andere Datenstruktur und jede Funktion von Programmen
nach Eingaben (statt Godelisierung) fihrt zum selben Ergebnis.

Satz 9.5.2 (Halteproblem) S ist nicht prifbar.

Beweis Durch Widerspruch. Sei So prufbar. Wir zeigen, dass dann S prifbar ist.
Zuerst stellen wir fest, dass fur alle x € Z gilt:

X€ES <= xe#Com A #(Xo:=x; #X) € S

Beachten Sie, dass # € Com — #Com eine Bijektion ist und #'x das durch
die Godelnummer x dargestellte Kommando bezeichnet. Sei p eine berechenbare
Priiffunktion fur So. Aus der Aquivalenz folgt, dass f € Z — Z, mit

fx = if x € #Com then p(#(Xo := x; # x)) else L
eine Pruffunktion fur S ist. Da f berechenbar ist, ist S prifbar. Widerspruch. [

Proposition 9.5.3 Die Mengen S und Sp sind priifbar.
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9 Berechenbarkeit

Beweis Wegen der Propositionen[9.4.7]und [9.4.1] genligt es, zu zeigen, dass die
Mengen
H % (#c|ceComna F)He) £ L)

Ho & (#c|ceComna F()0) # L)

prufbar sind (wéhle E = #Com). Die Prufbarkeit von H und Hg folgt aus der
Existenz einer berechenbaren universellen Funktion (Satz [9.2.1) und einer Prise
Churchscher These. O

9.6 Godelscher Unvollstandigkeitssatz

Zu Anfang des zwanzigsten Jahrhunderts waren Hilbert und andere Mathematiker
der Ansicht, dass die Gultigkeit von arithmetischen Formeln (so wie in ASSN)
entscheidbar ist (im intuitiven Sinne, formal war Entscheidbarkeit damals noch
nicht definiert). Kurt Godel zeigte um 1930, dass dies nicht der Fall ist. Dieses
fundamentale Ergebnis ist als Gddelscher Unvollstéandigkeitssatz bekannt.

Wir definieren: G = {#A| A€ Assn A E A}.

Satz 9.6.1 (Gddels Unvollstandigkeitssatz) G ist nicht prifbar.

Beweis  Durch Widerspruch. Sei G prifbar. Wir zeigen, dass dann Sy priifbar
ist. Sei w eine SVB-Funktion fir IMP. Dann gilt

XeSy < xe#ComA Ew(Y1:=0; ... ; Yo =0; # 1x)false
— xe#Com A #(w (Y1:=0; ... ; Yo=0; # 1x)false) € G
wobei es sich bei Y1, ..., Y, gerade um die im Kommando #1x vorkommenden

Lokationen handeln soll. In Kapitel [8 haben wir gezeigt, dass man fir jedes Kom-
mando und jede Nachbedingung eine schwachste Vorbedingung bestimmen kann
(Satz [8.7.8). Mit einem kréaftigen Schuss Churchscher These und der Annahme,
dass G prifbar ist, folgt, dass Sp prifbar ist. O

Korollar 9.6.2 G ist nicht priifbar.

Beweis  Durch Widerspruch. Sei G priifbar. Wir zeigen, dass dann G priifbar
ist. Fir alle A € Assn gilt

EA < k(A
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9.7 Sétze von Presburger und Matijasevic

wobei VA eine Formel VX1...VX,A mit FV(A) = {X4,..., X,} bezeichnen
soll. Also gilt fir alle x € Z:

XeG < x e#Assn A E# x
< x e #Assn A = —(V#H X))
= x e#Assn A #H(—(V#H X)) e G

Beachten Sie, dass # € Assn — #Assn eine Bijektion ist und #x die durch die
Godelnummer x dargestellte Formel bezeichnet. Mit einer Prise Churchscher The-
se und der Annahme, dass G prifbar ist, folgt, dass G prufbar ist. Widerspruch.
Il

9.7 Satze von Presburger und Matijasevic

Wir nutzen die Gelegenheit und geben noch zwei wichtige Sétze uber die Glltig-
keit von arithmetischen Formeln an. Die Beweise dieser Satze geben wir nicht an,
da sie zu schwer und langwierig sind (vor allem der Beweis von Matijasevic).

Satz 9.7.1 (Presburger 1929) Die Gliltigkeit von arithmetischen Formeln ohne
Multiplikation ist entscheidbar. Genauer: Die folgende Menge ist entscheidbar:

{#A | A € Assn A A enthalt keine Multiplikation A = A}
Satz 9.7.2 (Matijasevic 1970) Die folgende Menge ist unentscheidbar:

{#falaeTer A dJoeX: T(@)o =0}

Auf dem internationalen Mathematikerkongress in Paris im Jahre 1900 hielt Da-
vid Hilbert eine viel beachtete Rede, in der er 23 wichtige offene mathematische
Probleme formulierte. Der Satz von Matijasevic 16st Hilberts zehntes Problem.
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