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Aufgabe 1: Aussagenlogik (1+1+1+1+1 =15) Sei Cla die Menge der aussagenlogischen Klauseln
und f die folgende Funktion:

f e $Pn(Cla) — Den
f(S) = XI[SI

(a) Ist f injektiv?

(b) Ist f surjektiv?

(c) GiltVSy, Sy € Pin(Cla) : (S1 S S = f(Sy) € 1(Sy)

(d) Gilt3C e Cla: D[{C}] = f{C})?

() GiltVS e P (Cla) VS’ C S : X[ST # K[S1?



Aufgabe 2: Aussagenlogik (2+5+5 = 12) Seien X, Y, Z € Var paarweise verschiedene Variablen.
Zusatzlich sei die Variablenordnung X <Y < Z.

(a) Geben Sie eine aussagenlogische Formel A an mit:

MIAl={oc €= |o(X)+o(Y)+0(Z)=1}

(b) Geben Sie einen bindren Entscheidungsbaum fiir A an.



(c) Geben Sie ein reduziertes OBDD fir A an. Sie durfen dabei die Knoten fur 0 und 1 mehr als
einmal verwenden.



Aufgabe 3: Aussagenlogik (4 +2+4+2+2 = 14) Seien X, Y, Z € Var verschiedene aussagenlo-
gische Variablen. Gegeben sei die folgende aussagenlogische Formel:

FEXANYAZLDVXAZ)VXAY A=LZ)

(a) Geben Sie die disjunktive Primform an. Benutzen Sie dazu Resolution und geben Sie den Reso-
lutionsgraphen an.

(b) Geben Sie eine disjunktive Minimalform an.



(c) Geben Sie eine konjunktive Normalform an. Benutzen Sie dazu ein Tableau mit Subsumtion.

(d) Geben Sie die konjunktive Primform an. Sie brauchen keinen Resolutionsgraphen anzugeben.

(e) Geben Sie eine konjunktive Minimalform an.



Aufgabe 4: Transformation von Formeln (2 + 2 + 10 = 14) Nehmen Sie an, dass die Syntax fiir
aussagenlogische Formeln alternativ wie folgt definiert ist:

A,B,CeFor=0 | 1 | X | A—B;C

Dabei soll A — B; C dieselbe Semantik wie die Formel (=A v B) A (A v C) haben.
Sei die Funktion t wie folgt definiert:
t € For— For
t0 = 1
t(1) = 0
t(X) = X—=>0;1
t(A—- B;C) = t(A) - t(C);t(B)

(a) Geben Sie eine passende Definition fir £ € For - ¥ — {0, 1} an.

FlOlo =

Fl1llo

FlX]o =

FIA— B;CJlo =

(b) Geben Sie eine passende Definition fur M € For — £ (%) an.

M[O] =

M1 =

M X]] =

M[[A— B;C] =



(c) Sei A € Forund o € X. Beweisen Sie durch strukturelle Induktion tber A:

Flt(A)lo =1—- Fl[Alo



Aufgabe 5: OBDDs (3 + 3 + 2 = 8) Gegeben seien die folgenden OBDDs.

(a) Geben Sie eine dquivalente disjunktive Normalform fiir O1 an.

(b) Geben Sie eine dquivalente disjunktive Normalform fur O, an.

(c) Sei A eine zu O, dquivalente aussagenlogische Formel. Geben Sie ein reduziertes OBDD mit
Variablenordnung X <Y < Z fir —A an.



Aufgabe 6: Aussagenlogische Unerflllbarkeit (1 + 4 = 5) Zeigen Sie durch ein geschlossenes
Tableau, dass die folgende aussagenlogische Formel unerfiillbar ist:

Xv=-UOAMUVaZDHOALZVYVX)IA=XAY

Dabei sind X, Y, Z,U < Var vier verschiedene Variablen.

(a) Welches Tableau verwenden Sie (konjunktiv, disjunktiv)?

(b) Geben Sie das Tableau an:



Aufgabe 7: Grundregeln und Fixpunkte (2+2+1+1+1=7) Seidie Menge M C Z durch die
folgenden Inferenzregeln definiert:

X €M y=2x+1 mod6 xeM y=3x+2 mod 6
4eM yeM yeM

(a) Geben Sie die durch die Inferenzregeln definierte Grundregelmenge R an.

R =

(b) Geben Sie die Mengen R°(%), R1(#), R2(%), R3(%) und R*(#) an.
R@) =
RY(@) =
R0 =
R =

RY) =

(c) Geben Sie die Menge |; .y R' (4) an.

(d) Geben Sie den kleinsten Fixpunkt von R an.

(e) Geben Sie das kleinste P C Z an mit IQ(P) cC P.
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Aufgabe 8: Approximation von Funktionen (2 + 2 = 4) Gegeben sei die folgende rekursive Pro-
zedurdeklaration:

fun gecd(n,mM =if n=0 then m
el se gcd(mnod n, n)
val gcd : int * int -> int

(a) Geben Sie das der Deklaration entsprechende Funktional gcdFun an.

(b) Geben Sie die ersten vier Approximationen fiir gcd an.
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Aufgabe 9: Fallunterscheidung fur IMP (1+1+43+43+3 = 11) Wir betrachten eine Variante IMP’
von IMP, in der es zusatzlich zum Konditional auch eine Fallunterscheidung gibt. Die Ausfiihrung einer
Fallunterscheidung

case by then ¢y | by then ¢

ist folgendermassen:

e Wenn b, gilt, wird c; ausgefihrt.
e Wenn b, gilt und by nicht gilt, wird ¢, ausgefihrt.

e Gelten weder by noch b,, wird keines der beiden Kommandos ausgefiihrt.

(a) Geben Sie ein zu

case by then ¢y | bp then ¢

&quivalentes IMP’-Kommando ohne Fallunterscheidung an.

(b) Geben Sie ein zu

if bthen cy else ¢

&quivalentes IMP’-Kommando ohne Konditional an.

(c) Geben Sie fur die denotationale Semantik von IMP’ die Gleichung fir die Fallunterscheidung
an.
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(d) Geben Sie fur die operationale Semantik von IMP’ die Inferenzregeln fur die Fallunterscheidung
an.

o case by then ¢; | b, then c2=

o case by then ¢; | b, then c2=

o Fcase by then ¢, | b, then c2=

(e) Geben Sie die Hoare-Regel fiir die Fallunterscheidung an.

~{A} case b; then c; | b, then ¢c2 {B}
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Aufgabe 10: Programmkonstruktion (15) Zur Erinnerung: Ein mit Schleifeninvarianten annotiertes
Kommando c erfillt eine Spezifikation (A, B) genau dann, wenn gilt:

(1) Alle Verifikationsbedingungen fur {A} ¢ {B} sind erfillt.
(2) c weist nur Variablen zu, die in A nicht vorkommen.

(3) c terminiert fir jeden Zustand, der A erfullt.

Geben Sie ein annotiertes Kommando an, das die folgende Spezifikation erfullt:

(X>1, 3V < XAX <3
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Aufgabe 11: Verifikation (6 + 6 = 12) Sei | € Assn. Betrachten Sie die folgende Korrektheitsaus-
sage:

X>0}
0; Z =X

}
while 2<Z do

Y: =Y+1;, Z:=Z7-2:
(X=2xY+ZAZ>0AZ <1}

(a) Geben Sie eine Invariante | an, fir die alle Verifikationsbedingungen gelten.

(b) Geben Sie die Verifikationsbedingungen an (in modglichst expliziter Form, wenden Sie insbeson-
dere alle Substitutionen an).
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Aufgabe 12: Fragen zu Programmverifikation (4 +2+2+4+1=9)
(a) Sei c das Kommando:

Y: =0; while Y#X do Y:=Y+2

Geben Sie A € Assn an, so dass die beiden folgenden Aussagen gelten:

() E{Ajc{X =Y}
(ii) &= {—A} c {false}

(b) Geben Sie die Hoare-Regel fiir die while-Schleife an.

(c) Definieren Sie mithilfe der denotationalen Semantik von IMP: Ein W € Assn ist schwachste
Vorbedingung fur ein Kommando ¢ und B € Assn genau dann, wenn

(d) Gilt: Wenn = {A} ¢ {B}, dann ist c total korrekt fir (A, B)?
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Aufgabe 13: Pradikatenlogische Resolution (5)  Zeigen Sie mit einem Resolutionsgraphen, dass die
Menge der folgenden Klauseln unerfillbar ist (p und g sind verschiedene einstellige Pradikatensym-
bole, f, g und h sind verschiedene einstellige Funktionssymbole, a ist ein Konstantensymbol):

{=p)}  {p(f(y), p@@yn,ath(f(y)}  {—ah(f@).,a(f@)} {—af@)}
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Aufgabe 14: Berechenbarkeit und Expressivitat (14+1+1+1+1+1+1+1=28)

(a) Geben Sie eine Teilmenge von #Assn an, die entscheidbar ist.

(b) Geben Sie eine Teilmenge von #Assn an, die testbar, aber nicht entscheidbar ist.

(c) Geben Sie eine Teilmenge von #Assh an, die nicht testbar ist.

(d) Gibt es eine pradikatenlogische Signatur X und eine Formelmenge R C Fory, so dass jedes
Modell von R ein abzéahlbares Universum hat?

(e) Ist pradikatenlogische Erflllbarkeit testbar?

(f) Sei M eine Menge aussagenlogischer Formeln. Gilt:

M unerfillbar — YM’' € Pin(M) : M’ unerflllbar

(9) Wieviel berechenbare Funktionen f € Z — 7 gibt es (endlich viele, abz&hlbar unendlich viele,
Uberabzahlbar viele)?

(h) Ist Gultigkeit in Assn testbar?
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Aufgabe 15: Pradikatenlogische Vereinfachung (2 +7 +5 = 14) Nehmen Sie an, dass die Syntax
flr pradikatenlogische Formeln alternativ wie folgt definiert ist:

A,BeFor=pty,....tp) | -A | AAB | VXA
(a) Geben Sie passende Definitionen fir die folgenden Abkulrzungen an.

AVvB —

IX A —
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(b) Geben Sie die rechten Seiten fiir disjunktive prédikatenlogische Vereinfachung an. Zur Erinne-
rung:

e Eine Struktur + heil’t Modell einer Klausel C genau dann, wenn A zu jeder Formel in C
passt, und
do e Val, YA C : A[Alo =1

e Eine Struktur 4 heillt Modell einer Klauselmenge S genau dann, wenn 4 Modell einer
Klausel in S ist.

e Eine Klauselmenge S heilit allgemeingiltig genau dann, wenn jede Struktur, die zu jeder
Formel in S passt, ein Modell von S ist.

Geben Sie auch die Bedingungen fur die Regeln (4) und (5) an.

1) S (C,——A) &

(2) SC,AANAY) —

(3) Sa (Ca _'(Al N AZ) -

(4) S C,VvxA —

falls

(5) S (C,—Vx A) —

falls
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(c) Geben Sie eine Ableitung

(VX (=YY p(X, y) A —VZ q2)}} = - --

an, so dass S literal ist.

HYX (=YY p(X, y) A =VZq(2)}}
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Aufgabe 16: Unifikation (4 +4 = 8) Im folgenden bezeichnen a, f, g, h, i verschiedene Funktions-
symbole.

(a) Wenden Sie die Unifikationsregeln auf die folgende Gleichungsmenge an, bis Sie eine widerlegte
oder gel6ste Gleichungsmenge erhalten. Geben Sie einen prinzipalen Unifikator der Gleichungs-
menge an, wenn einer existiert. Unterstreichen Sie widerlegte Gleichungen.

{ix, g(ha a)), g(h(z. 2))) =i(f(y.y).9(y).92)} —
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(b) Wenden Sie die Unifikationsregeln auf die folgende Gleichungsmenge an, bis Sie eine widerlegte
oder geldste Gleichungsmenge erhalten. Geben Sie einen prinzipalen Unifikator der Gleichungs-
menge an, wenn einer existiert. Unterstreichen Sie widerlegte Gleichungen.

{f(h(x), g(x),i(hx))) = f(h@@). 9@y, y)} —
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