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Die Aufgaben sind auf Papier im Briefkasten Nr. 15 im Durchgang zwischen den Geb&uden 36 und 45
abzugeben. lhre Abgaben kénnen nur berticksichtigt werden, wenn Sie jeweils Ihren Namen und die
Nummer Ihrer Ubungsgruppe angeben.

Aufgabe 6.1: Naturliche Induktion (9 =2 + 5 + 2) Gegeben sei die rekursiv definierte Funktion

feZ—-N
fny=ifn<1lthenlelse f(n—1)+2n+1

(a) Geben Sie die Terminierungsbedingungen der Definition an.
(b) Beweisen Sie durch natirliche Induktion: ¥ne N: f(n) = (n+ 1)2

(c) Geben Sie die Grundmenge und die Aussagemenge des Induktionsheweises an.

Aufgabe 6.2: Naturliche Induktion (10 = 3 +2 +5) Fir n € N* kann man die Summe
n
Z(Zi —1) =1434+---+@2n-1)
i=1

bestimmen.

(a) Geben Sie eine rekursive Definition fur eine Funktion f € Z — N an, die fir n > 0 den Wert
der Summe liefert.

(b) Geben Sie die Terminierungsbedingungen der Definition an.

(c) Beweisen Sie fiir durch natiirliche Induktion: vn e N*: f(n) =n?2

Aufgabe 6.3: Naturliche Induktion (10 = 34+ 2 4 5) Firn € N kann man die Summe
n
Ziz — 024124 ... +n?
i=0

bestimmen.

(a) Geben Sie eine rekursive Definition fir eine Funktion f € Z — N an, die fir n > 0 den Wert
der Summe liefert.

(b) Geben Sie die Terminierungsbedingungen der Definition an.

(c) Beweisen Sie firr durch Induktion ber n: vne N: f(n) = g(Zn2 +3n+1).



Aufgabe 6.4: Naturliche Induktion (12 =3 +2+5+2) Firq € Rundn € N kann man die Sum-
me

n
Zqi — q0+q1+”.+qn
i=0

bestimmen.

(a) Geben Sie eine rekursive Definition fur eine Funktion f € R x N — R an, die fir q und n den
Wert der Summe liefert.

(b) Geben Sie die Terminierungsbedingungen der Definition an.

(c) Beweisen Sie fiir durch nattrliche Induktion:

1_qn+1
Vg e R: q#l:(VneN: f(q,n) = g )

(d) Geben Sie die Grundmenge und die Aussagemenge des Induktionsbeweises an.

Aufgabe 6.5: Strukturelle Induktion fur Listen (29 =544 % 6) Sei X eine Menge. Seien die
Konkatenation, Lange und Reversion von Listen Gber X wie folgt definiert:

@ € L(X) x LX) = L(X) || € L(X) >N rev e L(X) — L(X)
nil@ys = ys nil| =0 rev(nil) = nil
(X:XP)@Ys = X:: (Xr@ys) [Xoxr| =14 |xr]| rev(x::xr) = rev(xr)@[x]

Im Skript haben wir gezeigt, dass

(¥)  (Xs@ys)@7s = xs@(ys@zs)

fur alle Listen xs,ys,zs € L£(X) gilt. Zeigen Sie durch strukturelle Induktion, dass die folgenden
Gleichungen fur alle Listen xs, ys, zs € L(X) gelten:

(@) xs@nil = xs
(b) [xs@ys| = [xs| + |ys|
(©) Irev(xs)| = Ix9
(d) rev(xs@ys) = rev(ys)@rev(xs)
(e) rev(rev(xs)) = xs
Aufgabe 6.6: Strukturelle Induktion fiir Listen (12 =342 + 5+ 2) Sei X eine Menge.

(a) Geben Sie eine rekursive Definition fur eine Funktion f € L£(X) x Z — Z an, flr die gilt:

Vxse L(X)VneZ: f(xs,n)=|x5 +n



(b) Geben Sie die Terminierungsbedingungen fur die Definition an.
(c) Beweisen Sie mit struktureller Induktion, dass ihre Funktion die obige Gleichung erfullt.

(d) Geben Sie die Grundmenge und die Aussagemenge des Induktionsbeweises an.

Aufgabe 6.7: Strukturelle Rekursion fir Baume (18 = 3% 6) Sei X eine Menge. Sei die Grole,
Tiefe und Breite von Baumen Uber X wie folgt definiert:

n
S, [t tal) £ 14> s(t) Groe
i=1
do [t o ta) 2 max((0)U{d(t) +1]1<i<n}) Tiefe
n
b(X, [tr.....ta) 2 ifn=0then 1 else Z b(t) Breite

i=1

Unter einem terndren Baum versteht man einen Baum, bei dem jeder Knoten, der kein Blatt ist, genau
drei Nachfolger hat.

(a) Beweisen Sie durch strukturelle Induktion, dass fir jeden Bindrbaum t e 7 (X) qilt:
b(t) < 24®,

(b) Beweisen Sie durch strukturelle Induktion, dass fur jeden balancierten terndren Baumt € 7 (X)
gilt: b(t) =390,

(c) Beweisen Sie durch strukturelle Induktion, dass fiir jeden balancierten terndren Baumt € 7 (X)
gilt: s(t) = 2340+t — 1),



