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Die Aufgaben sind auf Papier im Briefkasten Nr. 15 im Durchgang zwischen den Geb&uden 36 und 45
abzugeben. lhre Abgaben kdnnen nur berticksichtigt werden, wenn Sie jeweils Ihren Namen und die
Nummer Ihrer Ubungsgruppe angeben.

Aufgabe 7.1: Iteratives Tabulate (5) Schreiben Sie eine Prozedur

tabulate : (int - 'a) —» int — "a list
die nur iterative Rekursion benutzt und fiir n € N die folgende Gleichung erfllt:
tabulate fn = [f0,...,fn]

Verwenden Sie eine Hilfsprozedur t abul at e’ mit einem Akkumulatorargument.

Aufgabe 7.2: Reversierendes Map (10 = 4 4+ 6) Schreiben Sie eine Prozedur
rmap : ("a — 'b) - "alist - "b list
die nur iterative Rekursion benutzt und die folgende Gleichung erfullt:
rmap f [Xg,.... %] = [f Xn,..., T Xq]
(a) Schreiben Sie r map mitf ol dI .

(b) Schreiben Sie r map mithilfe einer iterativen Hilfsprozedur.

Aufgabe 7.3: Iteratives Berechnen von balancierten Bindrbdumen (18 = 3 % 6) Seien Baume ge-
man der folgenden Typdeklaration dargestellt:

datatype 'a tree = T of "a * ("a tree list)
(@) Schreiben Sie eine Prozedur
tree : int - unit tree
die fir n € N einen balancierten Binarbaum der Tiefe n mit exponentieller Laufzeit berechnet.
(b) Schreiben Sie eine Prozedur
tree : int — unit tree

die fiir n € N einen balancierten Binarbaum der Tiefe n mit linearer Laufzeit berechnet. Dabei
soll nur iterative Rekursion verwendet werden. Verwenden Sie eine Hilfsprozedur t r ee’ mit
einem Akkumulatorargument.



(c) Schreiben Sie eine Prozedur
tree : int ->int tree

die fir n € N einen balancierten Bindrbaum der Tiefe n berechnet, dessen Knoten mit der Tiefe
des jeweils erreichbaren Teilbaums markiert sind. Beispielsweise soll

)
) 1D

gelten. Dabei soll nur iterative Rekursion verwendet werden und die Laufzeit soll linear sein.
Verwenden Sie eine Hilfsprozedur t r ee’ mit zwei Akkumulatorargumenten.

tree 2 = T(2, [ T(1,[T(O0,[1),T(O,[])]
T(L,[T(O, [1),T(O, [1)]

Aufgabe 7.4: Rekursionsbdume und Laufzeit (10 =2 + 1+ 2+ 5) Sei die folgende Prozedur ge-
geben:

fun p n=if n< 4 then () else (p(n-1) ; p(n div 2))

(a) Zeichnen Sie den Rekursionsbaum fir den Aufruf p 8.

(b) Geben Sie die Laufzeit des Aufrufs p 8 an.

(c) Schreiben Sie eine Prozedur phi : i nt — i nt, die die Laufzeit von p berechnet.

(d) Sei p die der obigen Prozedur entsprechende abstrakte Prozedur mit der Typzusicherung
N — {()}. Geben Sie die Rekursionsrelation von p an. Terminiert p? Warum?

Aufgabe 7.5: Rekursionsbaume und Laufzeit (13 =2+ 1+ 4+ 2+ 4) Sei die folgende Prozedur
gegeben:

fun f(mn) =if m0 then n
else if n=0 then m
else if nkn then f(m1, ntl)
el se f(ml, n-1)

(@) Zeichnen Sie den Rekursionsbaum fir f ( 3, 45) .
(b) Istf iterativ?
(c) Geben Sie die exakte Laufzeit von f fir Argumente (x, y) € N2 an.

(d) Geben Sie eine Prozedur g an, die fiir alle Argumente (x,y) € N? dasselbe Ergebnis wie f
berechnet, aber mit konstanter Laufzeit.

(e) Sei f die der obigen Prozedur entsprechende abstrakte Prozedur mit der Typzusicherung
N? — N. Geben Sie die Rekursionsrelation von f an. Geben Sie eine Funktion an, die die Re-
kursionsrelation von f in NO(N)™ einbettet.



Aufgabe 7.6: GroRter gemeinsamer Teiler 23 =1+2+2+4+4+6+6+2) Sei die folgende
Prozedur gegeben:

ged: Nt x Nt — N*

ged(x, y) = if x = y then x else if X < y then gcd(x, y — X) else gcd(x — VY, )
(a) Ist gcd iterativ?

(b) Zeichnen Sie den Rekursionsbaum fur den Aufruf gcd( 216, 60) .

(c) Geben Sie die Rekursionsrelation von gcd an.

(d) Geben Sie eine Funktion an, die die Rekursionsrelation in NO(N)~ einbettet. Haben Sie damit
die Terminierung von gcd bewiesen?

(e) Beweisen Sie, dass gcd fur alle zuldassigen Argumente (X, y) den gréiten gemeinsamen Teiler
von x und y berechnet.

(f) Sei ¢ die Laufzeit von gcd. Beweisen Sie durch Induktion:
V(X,y) € NT x NT: ¢(x,y) < max{x, y}
Geben Sie die Grundmenge und die Induktionsrelation ihres Beweises an.

(g) Geben Sie fiir alle x € N* ein y € N* an, sodass ¢ (X, y) = max{x, y}.

Aufgabe 7.7: Laufzeitsynthese 21 =72 + 7% 1)

(a) Schreiben Sie moglichst einfache Prozeduren i nt — uni t, die fir n € N die folgenden asym-
ptotischen Laufzeiten haben:

©(log n) fun tlogn n = ...
©n) fun tn n = ..
®(nlogn) fun tnlogn n = ...
O(n?) fun tn2 n = --.
(3 fun tn3 n =

02" fun t2n n = ...
@M fun t3n n =

Sie kdnnen Hilfsprozeduren verwenden. Die folgende Fakten sind hilfreich:

(i) Yo k®=2n(n+1)@n+1) furn > 0.
(ii) Balancierte Binarbaume der Tiefe n haben die GroRe 2™ — 1.
(iii) Balancierte Ternarbdume der Tiefe n haben die GroRe %(3’”rl - 1.

(b) Schreiben Sie ihre Prozeduren zu Prozeduren des Typsi nt — i nt um, die die jeweils geforder-
te asymptotische Laufzeit haben und zusatzlich zu jedem Argument die exakte Laufzeit liefern.



