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Der polyadische Pi-Kalkul

/Ziel: Senden von mehreren Namen uber einen
Kanal als eine einzige Nachricht

Syntax (y = y1ys . . . yn)
x(y).P : sende y Uber x
x(y).Q : empfange y Uber x
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Sabine Fischer

Naive Kodierung(funktioniert fast)

ldee: Sende y, ys, . . ., y, NAcheinander Uber x
x(Y).Q — x(y1)-x(yz2). -+ .x(Yn).Q
funktioniert wenn es nur einen Sender und einen
Empfanger auf x gibt
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Beispiel: Doppelpuffer, zwei Sender

[(x1X3) ©l<a1a2>©
:( }: ©l<b1 b2>©
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Korrekte Kodierung

Problem: konkurrierende Sender oder
Empfanger

LOsung: schicke erst einen neuen Kanal w Uber
x, sende dann naiv kodiert die Nachricht uber w

x(y).P — x(w).w(y)w(ys). - .w(y,).P

xX(§).Q +— new w (X{(w).w(y;). - .W{Yn).Q)
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Rekursive Definitionen

Gegeben: Rekursiv definierte Prozedur A(x) = P

/iel: Prozesse, die A "aufrufen’, explizit im Pi-Kalkul
ausdrucken

ldee: Erfinde einen neuen Namen a der fur A
stehen soll

Senden von x entlang a reprdsentiert den Aufruf
A(X)
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A(xX)=P ~ la(x).P|A:=4d]
sellbst wenn A nicht rekursiv ist, ist die Replikation
notwendig
Ist S ein Prozess der A aufruft, so ergibt sich
S — S[A:=4qd]|!a(x).P|A:=d]
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Buf(l,r) = l(x).7(x).Buf (L, )



Sabine Fischer Einflhrung in den Pi-Kalkdil - Teil lI 9/23

Ubersetzung von definierenden
Gleichungen

AR =P — la(X).PlA:=d

sellbst wenn A nicht rekursiv ist, ist die Replikation
notwendig

Ist S ein Prozess der A aufruft, so ergibt sich
S — S[A:=4qd]|!a(x).P|A:=d]

Beispiel

Buf(l,r) = l(x).7(x).Buf (L, r)
— Ib(L,r).l(x).T(x).b(l,T)
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Beispiel: Ping-Pong-Puffer - Rekursiv

def

Buf(l,r) = l(x).7(x).Buf(l,1)
Buf(L,r) | Buf(r,1) | {d)

[(x)
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Beispiel: Ping-Pong-Puffer - Rekursiv

def

Buf(l,r) = l(x).7(x).Buf(l,1)
Buf(L,r) | Buf(r,1) | {d)
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Beispiel: Ping-Pong-Puffer -
Prozeduraufrufe

b(l,r) | b(r,1) | {d) | 'b(L,r).l(x).T(x).b(LT)
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Beispiel: Ping-Pong-Puffer -
Prozeduraufrufe

b(l,r) | b(r,1) | {d) | 'b(L,r).l(x).T(x).b(LT)

O Q (L, r}/\ O >©b<l, rb

O l(x)©?<x>©b<l, rb

b(r,1

OLL'®
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Prozeduraufrufe

b(l,r) | b(r,1) | {d) | 'b(L,r).l(x).T(x).b(LT)
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Prozeduraufrufe

b(l,r) | b(r,1) | {d) | 'b(L,r).l(x).T(x).b(LT)

Q Q (L, r}/\ O >©b<l, rb

0 0 l(x)©?<x>©b<l, rb
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Prozeduraufrufe
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Beispiel: Ping-Pong-Puffer -
Prozeduraufrufe

b(l,r) | b(r,1) | {d) | 'b(L,r).l(x).T(x).b(LT)

Q Q (L, r)/\ O >©b<l, rb

® ©F<d>©b<l, rb

O O r(x)O 1{x) Ob(r, lb
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Beispiel: Ping-Pong-Puffer -
Prozeduraufrufe

b(l,r) | b(r,1) | {d) | 'b(L,r).l(x).T(x).b(LT)

Q Q (L, r}/\ O >©E<l, rb

® bl r

® 0) i(d}ORr, lb
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Beispiel: Ping-Pong-Puffer -
Prozeduraufrufe

b(l,r) | b(r,1) | {d) | 'b(L,r).l(x).T(x).b(LT)

Q Q (L, r}/\ O >©E<l, rb
b

® (Lr

o o Ud) OB<r, IS
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Warum Abstraktionen?

Bisher: Zwei MOglichkeiten zur Variablenbindung
ma=1 | x(y) | X(y)
P:=)> m.P;| PIP' | new x P | |P

xX{a)

(y.P — {a/ypP

new x P bindet x in P durch einen neuen, in P
nicht vorkommenden Namen

Idee: Variablenbindung vereinheitlichen
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Was ist eine Abstraktion?

A:=(x).P|(x).A

(x).A)y) € {y/x}A bezeichnet die Bindung

aller freien Vorkommen von x in A durch y
(Applikation)

Abkurzende Notation:

new A ¥ new x (A{x))

x A% x(y).(Aly))
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Pi-Kalkul auf Abstraktionen

Bisher:
P:=> S;| PP |new x P | |P
S:=71P|x(y).P|x(y).P
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Pi-Kalkul auf Abstraktionen

Bisher:
P:=> S;| PP |new x P | |P
S:=71P|x(y).P|x(y).P

Mit Alostraktionen:

P:=> S;| PP |new A |!P
S:=7.P|xA|X(y).P

A= (x).P|(x).A

14/23
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Pi-Kalkul auf Abstraktionen

Bisher:
P:=> S;| P[P |new x P | |P
S:=71P|x(y).P|x(y).P

Mit Alostraktionen:

P:=> S;| PP |new A ||P
S:=71.P|xA|X(y).P

A= (x).P|(x).A

Bindung nur noch uber Abstraktionen

14/23
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Seqguentielles Senden

Verhalt sich ein Prozess P in Bezug auf das senden
auf einem Kanal x wie ein seguentieller Prozess?

Definifion
P sendef sequentiell auf x
“Wp+... |xa).Q|%Db).R| ...
syntakfisch prufloare Eigenschaft
bleibt bei Reduktion nicht zwingend erhalten

P =x(a) | z(b).x(c) | z(d)
— x(a) | x(c) | O

= /usatfzbedingungen finden
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Einfache Systeme

schwierig, geeignete Zusatzbedingungen fur
allgemeine Prozesse zu finden

Kompromiss: Befrachte Einfache Systeme. Warum?

nvarianz unter Reduktion.

Definition

Ein Prozess P heisst Einfaches Sysfem, wenn er zu

einer Normalform

() P= new Z (M| ...|My|!Ny|...|!Np)

strukturell kongruent ist, und die folgende Bedingung

erfullt:

Die M; und N; sind Summen die weder eine
Replikation noch eine pardllele Komposition
enthalten
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Beispiel: Einfache Systeme

Einfache Systeme sind eine parallele Komposition aus
seguentiellen Prozessen und
replizierten sequentiellen Prozessen

Beispiel

b, 1) | 'b(L, r).1(x).F(x).b({l, )
Puffer sind einfach.
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Beispiel: Einfache Systeme

Einfache Systeme sind eine parallele Komposition aus
seguentiellen Prozessen und
replizierten sequentiellen Prozessen

Beispiel B

b{L,r) | 'b(l,r).l(x).T{x).b(l, T)

Puffer sind einfach.

Das Mobile Phone Beispiel aus Kapitel 8 ist ein
Einfaches System.
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CCS-Prozesse als Einfache Systeme

jeder CCS-Prozess P ist strukturell kongruent zu
einer Normalform new z (M| ... |My)
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Bedingung bleibt: M; enthdlt keine parallele
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CCS-Prozesse als Einfache Systeme

jeder CCS-Prozess P ist strukturell kongruent zu
einer Normalform new z (M| ... |My)

CCS kennt keine Replikation, als einzige
Bedingung bleibt: M; enthdlt keine parallele
Kompaosition

Beispiel
Alle Beispiele aus Kapitel /7 (Lottery, Job Shop,
Scheduler, Buffer, Counter) sind Einfache Systeme.
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Sabine Fischer

CCS-Prozesse als Einfache Systeme

jeder CCS-Prozess P ist strukturell kongruent zu
einer Normalform new z (M| ... |My)

CCS kennt keine Replikation, als einzige
Bedingung bleibt: M; enthdlt keine parallele

Kompaosition

Beispiel
Alle Beispiele aus Kapitel /7 (Lottery, Job Shop,
Scheduler, Buffer, Counter) sind Einfache Systeme.

Zelle = teile.(Zelle | Zelle) + stirb.O ist kein Einfaches
System.
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Sequentielles Senden - Eindeutige Sender

Es darf hochstens eine der seguentiellen
Komponenten M; auf x senden konnen (d.h. einen
Aktionsprafix der Form x(y).Q enthalten).
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Aktionsprafix der Form x(y).Q enthalten).

noch nicht Invariant
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Es darf hochstens eine der seguentiellen
Komponenten M; auf x senden konnen (d.h. einen
Aktionsprafix der Form x(y).Q enthalten).

noch nicht Invariant

Beispiel B
P =Xx(b) | y(x) | y(b).b{c)
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Sequentielles Senden - Eindeutige Sender

Es darf hochstens eine der seguentiellen
Komponenten M; auf x senden konnen (d.h. einen
Aktionsprafix der Form x(y).Q enthalten).

noch nicht Invariant

Beispiel B
P =Xx(b) | y(x) | y(b).b{c) — X(b) | X({c)
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Sequentielles Senden - Eindeutige Sender

Es darf hochstens eine der seguentiellen
Komponenten M; auf x senden konnen (d.h. einen
Aktionsprafix der Form x(y).Q enthalten).

noch nicht Invariant

Beispiel B
P =Xx(b) | y(x) | y(b).b{c) — x(b) | x({c)
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Sequentielles Senden - Eindeutige Sender

Es darf hdchstens eine der sequentiellen
Komponenten M; auf x senden konnen (d.h. einen

Aktionsprafix der Form x(y).Q enthalten).
noch nicht Invariant

Beispiel B
P =Xx(b) | y(x) | y(b).b{c) — x(b) | x({c)

Definition
Ein Prozess P verwaltef einen Kanal x, wenn er einen
Aktionsprdfix der Form x(a) oder y(x) enthalt.
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Sabine Fischer

Eindeutige Verwaltung eines Kanals x

Definition

Ein Einfaches System new z (M| ... |Mpy|Ny| ... |Nn)
verwaltef einen Kanal x eindeutig, wenn hochstens
eines der M; und keines der N; den Kanal x verwaltet.
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Definition

Ein Einfaches System new z (M| ... |Mpy|Ny| ... |Nn)
verwaltef einen Kanal x eindeutig, wenn hochstens
eines der M; und keines der N; den Kanal x verwaltet.

eindeutige Verwaltung = sequentielles Senden



Einflhrung in den Pi-Kalkdil - Teil lI 20/23

Sabine Fischer

Eindeutige Verwaltung eines Kanals x

Definition

Ein Einfaches System new z (M| ... |Mpy|Ny| ... |Nn)
verwaltef einen Kanal x eindeutig, wenn hochstens
eines der M; und keines der N; den Kanal x verwaltet.

eindeutige Verwaltung = sequentielles Senden

leider immer noch nicht invariant unter
Reduktion
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Eindeutige Verwaltung eines Kanals x

Definition

Ein Einfaches System new z (M| ... |Mpy|Ny| ... |Nn)
verwaltef einen Kanal x eindeutig, wenn hochstens
eines der M; und keines der N; den Kanal x verwaltet.

eindeutige Verwaltung = sequentielles Senden

leider immer noch nicht invariant unter
Reduktion

Beispiel
P, = y{x).x(b) | y(a).alc)
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Eindeutige Verwaltung eines Kanals x

Definition

Ein Einfaches System new z (M| ... |Mpy|Ny| ... |Nn)
verwaltef einen Kanal x eindeutig, wenn hochstens
eines der M; und keines der N; den Kanal x verwaltet.

eindeutige Verwaltung = sequentielles Senden

leider immer noch nicht invariant unter
Reduktion

Beispiel
P, = y{x).x(b) | y(a).alc)
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Eindeutige Verwaltung eines Kanals x

Definition

Ein Einfaches System new z (M| ... |Mpy|Ny| ... |Nn)
verwaltef einen Kanal x eindeutig, wenn hochstens
eines der M; und keines der N; den Kanal x verwaltet.

eindeutige Verwaltung = sequentielles Senden

leider immer noch nicht invariant unter
Reduktion

Beispiel
P, = g(x).x(b) | y(a).a(c) — x(b) | x{c)



Sabine Fischer Einflhrung in den Pi-Kalkdil - Teil lI 20/23

Eindeutige Verwaltung eines Kanals x

Definition

Ein Einfaches System new z (M| ... |Mpy|Ny| ... |Nn)
verwaltef einen Kanal x eindeutig, wenn hochstens
eines der M; und keines der N; den Kanal x verwaltet.

eindeutige Verwaltung = sequentielles Senden

leider immer noch nicht invariant unter
Reduktion

Beispiel
P, = g(x).x(b) | y(a).a(c) — x(b) | x{c)

Problem: Sequentieller Prozess M; versendet x,
verwaltet x aber weiterhin
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x-Vergesslichkeit

Definition

Ein Prozess P heisst x-vergesslich, wenn in jedem
Subterm der Form a(x).Q der Prozess Q den Kanal x
nicht verwaltfet.
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x-Vergesslichkeit

Definition

Ein Prozess P heisst x-vergesslich, wenn in jedem
Subterm der Form a(x).Q der Prozess Q den Kanal x
nicht verwaltfet.

Beispiel
P, = y(x).X(b) | y(a).a(c) ist nicht x-vergesslich.
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x-Vergesslichkeit

Definition

Ein Prozess P heisst x-vergesslich, wenn in jedem
Subterm der Form a(x).Q der Prozess Q den Kanal x
nicht verwaltfet.

Beispiel
P, = y({x).x(b) | y(a).a(c) ist nicht x-vergesslich.
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x-Vergesslichkeit

Definition
Ein Prozess P heisst x-vergesslich, wenn in jedem
Subterm der Form a(x).Q der Prozess Q den Kanal x

nicht verwaltet.

Beispiel
P, = y({x).x(b) | y(a).a(c) ist nicht x-vergesslich.
|

u(a).y(a).a(b) | y(a).a(c) ist x-vergesslich,
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x-Vergesslichkeit

Definition

Ein Prozess P heisst x-vergesslich, wenn in jedem
Subterm der Form a(x).Q der Prozess Q den Kanal x
nicht verwaltfet.

Beispiel
P, = y({x).x(b) | y(a).a(c) ist nicht x-vergesslich.
| u(a).y(a).a(b) | y(a).a(c) ist x-vergesslich,
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x-Vergesslichkeit

Definition

Ein Prozess P heisst x-vergesslich, wenn in jedem
Subterm der Form a(x).Q der Prozess Q den Kanal x
nicht verwaltfet.

Beispiel
P, = y({x).x(b) | y(a).a(c) ist nicht x-vergesslich.
| u(a).y(a).a(b) | y(a).a(c) ist x-vergesslich,

Problem: x wird von einem Prozess u(a).Q
empfangen, der nicht a-vergesslich ist
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Sequentielles Senden - die Invariante

Satz

Sei P ein Einfaches System das die folgenden
Bedingungen erfullt:
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Sequentielles Senden - die Invariante

Satz
Sei P ein Einfaches System das die folgenden
Bedingungen erfullt:

P verwaltet x eindeutig

P ist x-vergesslich

far jeden Subterm der Form z(y).Q von P ist Q
y-vergesslich
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Sequentielles Senden - die Invariante

Satz

Sei P ein Einfaches System das die folgenden
Bedingungen erfullt:
P verwaltet x eindeutig
P ist x-vergesslich
far jeden Subterm der Form z(y).Q von P ist Q
y-vergesslich

Es gelte P — P’
Dann gilt: P’ ist einfach und erfullt ebenfalls die drei
Bedingungen.
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