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Typinferenz

Einleitung

Typchecker sind ein wichtiges Mittel, Fehler friih zu erkennen

® Einfache Typchecker bené6tigen dazu sog. Typannotationen :
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Bsp.: (fn(z:int) = fn (y: bool) = if ythenz else 0) 5 6
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Typinferenz

Einleitung

Typchecker sind ein wichtiges Mittel, Fehler friih zu erkennen

® Einfache Typchecker bené6tigen dazu sog. Typannotationen :

Bsp.: (fn(z:int) = fn (y: bhool) = if ythenzelse0) 5 6

°

Vorteil: leicht zu programmieren und funktioniert

°

Nachteil: zusatzliche Arbeit fiir Programmierer

°

Ziel: Typchecker mit gleicher Funktionalitat jedoch ohne
Typannotationen

Damit beschaftigt sich Typinferenz oder Typrekonstruktion
Vorlage: B.C.Pierce ,Types and Programming Languages” Kapitel 22
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Typinferenz

Einleitung

Typchecker sind ein wichtiges Mittel, Fehler friih zu erkennen

® Einfache Typchecker bené6tigen dazu sog. Typannotationen :

Bsp.: (fn(z:int) = fn (y: bhool) = if ythenzelse0) 5 6

°

Vorteil: leicht zu programmieren und funktioniert

°

Nachteil: zusatzliche Arbeit fiir Programmierer

°

Ziel: Typchecker mit gleicher Funktionalitat jedoch ohne
Typannotationen

Damit beschaftigt sich Typinferenz oder Typrekonstruktion
Vorlage: B.C.Pierce ,Types and Programming Languages” Kapitel 22

Bem.: Typinferenz findet man z.B. in ML oder Haskell
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Typinferenz

Grundidee:

® Gegeben sei Term:

t:=fnf="fx= f(f(x))

Typinferenz — p.3/37



Typinferenz

Grundidee:

® Gegeben sei Term:
t:=fnf="fx= f(f(x))

® Auffullen fehlender Annotationen:

t:=fnf:a=frz: 3= f(f(x))

Typinferenz — p.3/37



Typinferenz

Grundidee:

® Gegeben sei Term:

t:=fnf="fx= f(f(x))
® Auffullen fehlender Annotationen:
t:=fnf:a=fz:[0= f(f(x))

$® Frage: Kann man eine Substitution o finden, dass t typisierbar
wird?
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® Gegeben sei Term:
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® Auffullen fehlender Annotationen:

t:=fnf:a=frz: 3= f(f(x))

$® Frage: Kann man eine Substitution o finden, dass t typisierbar
wird?

® Losung: o = |a— Int — Int,3 — Int]
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Typinferenz

Grundidee:

® Gegeben sei Term:
t:=fnf=fhe= f(f(x))

® Auffullen fehlender Annotationen:

t:=fnf:a=frz: 3= f(f(x))

$® Frage: Kann man eine Substitution o finden, dass t typisierbar
wird?

® Losung: o = |a— Int — Int,3 — Int]

= ot=1fn(f:Int — Int)fn (z: Int) = f(f(x))

ot : (Int — Int) — Int — Int

Typinferenz — p.3/37



Typinferenz

Grundlagen:

Der einfach getypte Lambda-Kalkul
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® Terme: tu=x | rt|tt|succt|predt|iszerot |
0 | true | false | if t then t else t
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Typinferenz

Grundlagen:

Der einfach getypte Lambda-Kalkul

® Terme: tu=x | rt|tt|succt|predt|iszerot |
0 | true | false | if t then t else t

® Typen: T:=X|T—T|Nat| Bool
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Typinferenz

Typ-Regeln (1)

Ein term t in einem Kontext I' ist genau dann typisierbar, wenn es T gibt
sodassqilt: T'Ht:T
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(T-VAR)

Typinferenz — p.5/37



Typinferenz

Typ-Regeln (1)

Ein term t in einem Kontext I' ist genau dann typisierbar, wenn es T gibt
sodassqilt: T'Ht:T

x:Tel (T-VaR) IMFt: T TV=T,2:T
I'Fa:T 'FAx:T.to:T — T’

(T-ABS)

Typinferenz — p.5/37



Typinferenz

Typ-Regeln (1)

Ein term t in einem Kontext I' ist genau dann typisierbar, wenn es T gibt
sodassqilt: T'Ht:T

x:Tel (T-VaR) IMFt: T TV=T,2:T
I'Fa:T 'FAx:T.to:T — T’

(T-ABS)

Pt :T—>T TkFt:T
'ttty : T/

(T-App)

Typinferenz — p.5/37



Typinferenz

Typ-Regeln (1)

Ein term t in einem Kontext I' ist genau dann typisierbar, wenn es T gibt
sodassqilt: T'Ht:T

x:Tel (T-VaR) IMFt: T TV=T,2:T
I'Fa:T 'FAx:T.to:T — T’

(T-ABS)

Pt :T—>T TkFt:T
'ttty : T/

(T-App)

['+0:Nat (CT-ZERO)
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Typinferenz

Typ-Regeln (1)

Ein term t in einem Kontext I' ist genau dann typisierbar, wenn es T gibt
sodassqilt: T'Ht:T

x:TeTl IMFt:T" TV=T,2:T
T-VAR ’ T-ABS
I'tx:T ( ) I'FAx:T.to:T — T ( )

'Ft1:T—=T Thkt:T
L 2 (T-App)
'ttty T/
I' - t; : Nat

I'0:Nat (CT-ZERO) L9 (CT-Suce)

I' - succty : Nat
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Typinferenz

Typregeln (2)

I' - t; : Nat
I' - pred t; : Nat

(CT-PRED)
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Typinferenz

Typregeln (2)

I' - t; : Nat
I' - pred t; : Nat

I' - t; : Nat
I' - iszero t; : Bool

(CT-PRED)

(CT-ISZERO)
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Typinferenz

Typregeln (2)

I' - t; : Nat
I' - pred t; : Nat

I' - t; : Nat
I' - iszero t; : Bool

(CT-PRED)

(CT-ISZERO)

[' - true : Bool (CT-TRUE)
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Typinferenz

Typregeln (2)

I' - t; : Nat
I' - pred t; : Nat

I' - t; : Nat
I' - iszero t; : Bool

(CT-PRED) (CT-ISZERO)

[' - true : Bool (CT-TRUE) ['t false : Bool (CT-FALSE)
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Typinferenz

Typregeln (2)

I' - t; : Nat
I' - pred t; : Nat

I' - t; : Nat
I' - iszero t; : Bool

(CT-PRED) (CT-ISZERO)

[' - true : Bool (CT-TRUE) ['t false : Bool (CT-FALSE)

I' - t; : Bool
I'Fty: T I'kHt3:T

CT-Ir
I'iftythentyelsets : T ( )
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Typinferenz

Zuruck zu Typinferenz

® Gegeben (T',t) stellt sich die Frage:
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Typinferenz

Zuruck zu Typinferenz

® Gegeben (I',¢) stellt sich die Frage:
1. Gilt far alle Substitutionen o

4T :ol'F ot : T
2. Gibt es Uberhaupt einen Substitution o

4T :ol'Fot: T

® |Definition: Sei I' ein Kontext und ¢ ein Term, dann nennt
man (o, T) Losung , wenn gilt: cT' -0t : T
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Typinferenz

® Beispiel zu 1:




Typinferenz

® Beispiel zu 1:
Af: X — XoAx: X f(f(x))
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Typinferenz

® Beispiel zu 1:
Af: X — XoAx: X f(f(x))

Dieser Term ist ohne jegliche Einschrankung typisierbar!
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® Beispiel zu 1.
Af: X — XoAx: X f(f(x))

Dieser Term ist ohne jegliche Einschrankung typisierbar!

® Beispiel zu 2:
MY Ax: X f(f(x))
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Typinferenz

® Beispiel zu 1.
Af: X — XoAx: X f(f(x))

Dieser Term ist ohne jegliche Einschrankung typisierbar!

® Beispiel zu 2:
MY Ax: X f(f(x))
Dieser Term ist nur typisierbar, wenn o sogenannte Constraints erfillt .

Mogliche Loungen wéaren: o1 = [Y — X — X]
oo = |Y — Nat — Nat, X — Nat]
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Typinferenz

Constraint-Based Typing

Bedeutung fir die Losung eines Typisierungsproblems?
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mogliche Losung erflllen muss
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Typinferenz

Constraint-Based Typing

Bedeutung fir die Losung eines Typisierungsproblems?

® LOsung ein zwei Schritten:

1. Bestimmung der Constraints  bzw. Constraintmenge, die eine
mogliche Losung erflllen muss

2. Herleitung einer L6sung aus der gerade bestimmten
Constraintmenge
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Typinferenz

Constraint-Based Typing

® | Definition:

Eine Constraintmenge C ist eine Menge von Gleichungen.
o erfillt Constraint S = T genau dann, wenn gilt: ¢S =oT.

o erfullt C' genau dann, wenn sie jede Gleichung in C erfullt.
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® | Definition:

Eine Constraintmenge C ist eine Menge von Gleichungen.
o erfillt Constraint S = T genau dann, wenn gilt: ¢S =oT.

o erfullt C' genau dann, wenn sie jede Gleichung in C erfullt.

® Ziel: Algorithmus, der (T, ¢) nimmt und (C, S) berechnet, sodass gilt:
I'+t¢: S|XC

d.h. sei (o, T) Losung, dann muss o Constraintmenge C erfiillen.
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Typinferenz

Constraint-Based Typing

® | Definition:

Eine Constraintmenge C ist eine Menge von Gleichungen.
o erfillt Constraint S = T genau dann, wenn gilt: ¢S =oT.

o erfullt C' genau dann, wenn sie jede Gleichung in C erfullt.

® Ziel: Algorithmus, der (T, ¢) nimmt und (C, S) berechnet, sodass gilt:
I'+t¢: S|XC
d.h. sei (o, T) Losung, dann muss o Constraintmenge C erfiillen.

® Bem: Wirnennen (I',t,S,C') dann auch Constraintproblem
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Typinferenz

Constraint Basierte Typisierung (1)

r: Tel
C'Eax:Tlg{}

(CT-VAR)
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Constraint Basierte Typisierung (1)

rx: T el (CTVAR) F,x:Tll—tg:T2|XC
F|—$T|@{} F|—)\ZE:T1.t2:T1—>T2|XC

(CT-ABS)
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Typinferenz

Constraint Basierte Typisierung (1)

rx: T el F,x:Tll—tg:T2|XC
CT-VAR CT-ABs
Fl—xT‘@{} ( ) FI—)\$:T1.t2:T1—>T2|XC ( )
Fl—t1:T1|X101 Fl—t2:T2|X202
0/201U02U{T1:T2—>X} X neu
(CT-App)

I'Ftitr s X|xuxuxyC’
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Constraint Basierte Typisierung (1)

rx: T el F,x:Tll—tg:T2|XC
CT-VAR CT-ABs
Fl—xT‘@{} ( ) FI—)\$:T1.t2:T1—>T2|XC ( )
Fl—t1:T1|X101 Fl—t2:T2|X202
0/201U02U{T1:T2—>X} X neu
(CT-App)

I'Ftitr s X|xuxuxyC’

['+0: Nat|p{} (CT-ZERO)
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Typinferenz

Constraint Basierte Typisierung (1)

rx: T el F,x:Tll_tziT2|)(C
CT-VAR CT-A
FI—xT\@{} ( ) FI—)\$:T1.t2:T1—>T2|XC ( BS)
't T1|X101 'ty T2|X202
0/201U02U{T1:T2—>X} X neu CT-A
-APP
I'Ftitr s X|xuxuxyC’ ( )
't T‘XC
C'"=CU{T = Nat}
['F0:Nat|p{} (CT-ZErO) (CT-Succ)

[' - succt; : Nat|xC’
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Typinferenz

Constraint-Based Typing Inferenzregeln (2)

't :T|XC
C' = CU{T = Nat}
I' - pred t; : Nat|xC’

(CT-PRED)
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Typinferenz

Constraint-Based Typing Inferenzregeln (2)

F|—t1:T|XC F|—t1:T|XC
C" = CU{T = Nat} C’" = CU{T = Nat}
(CT-PRED) _
I' - pred t; : Nat|xC’ I' - iszero t; : Bool|xC”

(CT-ISZEt
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Constraint-Based Typing Inferenzregeln (2)

F|—t1:T|XC F|—t1:T|XC
C" = CU{T = Nat} C’" = CU{T = Nat}
(CT-PRED) _
I' - pred t; : Nat|xC’ I' - iszero t; : Bool|xC”

(CT-ISZEt

[t true : Bool|g{} (CT-TRUE)
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Constraint-Based Typing Inferenzregeln (2)

F|—t1:T|XC F|—t1:T|XC
C" = CU{T = Nat} C’" = CU{T = Nat}
(CT-PRED) _
I' - pred t; : Nat|xC’ I' - iszero t; : Bool|xC”

(CT-ISZEt

[t true : Bool|g{} (CT-TRUE) ['t false : Bool|p{} (CT-FALSE)
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Typinferenz

Constraint-Based Typing Inferenzregeln (2)

F|—t1:T|XC F|—t1:T|XC
C" = CU{T = Nat} C’" = CU{T = Nat}
(CT-PRED) _
I' - pred t; : Nat|xC’ I' - iszero t; : Bool|xC”

(CT-ISZEt

[t true : Bool|g{} (CT-TRUE) ['t false : Bool|p{} (CT-FALSE)

L'ty Ty|x, Ch
Dty Tolx,Co THt3: T3y, Cs
C'=C1UCyUC3U{T; = Bool, T, = T3}
[ if t; then tp else t3 : To|x,ua,ux, C7

(CT-Ir)
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Typinferenz

Constraint-Based Typing

Beispiel: seil’ =0 und t:= Ax:X. Ay:Y.if xthenyelse0
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Typinferenz

Constraint-Based Typing

Beispiel: seil’ =0 und t:= Ax:X. Ay:Y.if xthenyelse0

CT-ABs
BT A X Ay Y.fxthenyeise0: | (CLTABS)

Typinferenz — p.13/37



Typinferenz

Constraint-Based Typing

Beispiel: seil’ =0 und t:= Ax:X. Ay:Y.if xthenyelse0

(x:X)F Ay:Y.if xthenyelse0: |
DEAx: X Ay:Y.if xthenyelseO: |

(CT-ABS)
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Typinferenz

Constraint-Based Typing
Beispiel: seil’ =0 und t:= Ax:X. Ay:Y.if xthenyelse0
(x:X,y:Y) Fifxthenyelse0: |

(x:X)F Ay:Y.if xthenyelse0: |
DEAx:X. Ay:Y.if xthenyelseO: |

(CT-ABs)

(CT-ABS)
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Typinferenz

Constraint-Based Typing

Beispiel: seil’ =0 und t:= Ax:X. Ay:Y.if xthenyelse0

(x:X,y:Y) Ex: X|gh
(x: X, y:Y)Fy:Y|p0 (x:X,y:Y)HF 0: Nat|y0
C' = {X = Bool,Y = Nat}

(x:X,y:Y) Fif xthenyelse0: |
(x:X)F Ay:Y.if xthenyelseO: |
DEAx: X Ay:Y.if xthenyelseO: |

(CT-IF)

(CT-ABs)

(CT-ABS)
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Typinferenz

Constraint-Based Typing

Beispiel: seil’ =0 und t:= Ax:X. Ay:Y.if xthenyelse0

(x: X,y:Y) Fx: X]|gh
(x: X, y:Y)Fy:Y|pd (x:X,y:Y)HF 0: Nat|y0
C' = {X =Bool,Y = Nat}

(x:X,y:Y) Fif xthenyelse 0: Nat | {X = Bool,Y = Nat}<
(x:X) F Ay:Y.if xthenyelse0: |
DEAx: X Ay:Y.if xthenyelseO: |

CT-IF)

(CT-ABS)

(CT-A
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Typinferenz

Constraint-Based Typing
Beispiel: seil’ =0 und t:= Ax:X. Ay:Y.if xthenyelse0

(x:X,y:Y) Ex: X|gh
(x: X, y:Y)Fy:Y|p0 (x:X,y:Y)F0:Nat]|g0®
C' = {X = Bool,Y = Nat}

(x:X,y:Y) Fif xthenyelse 0: Nat |; {X = Bool,Y = Nat}
(x:X)FAy:Y.if xthenyelse0:Y — Nat |3 {X = Bool, Y = Nat}
DEAx: X Ay:Y.if xthenyelseO: |

(CT-Ir)

(CT-ABS)

(CT-A
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Typinferenz

Constraint-Based Typing
Beispiel: seil’ =0 und t:= Ax:X. Ay:Y.if xthenyelse0

(x:X,y:Y) Ex: X|gh
(x: X, y:Y)Fy:Y|p0 (x:X,y:Y)HF 0: Nat|yl
C' = {X = Bool,Y = Nat}

(x:X,y:Y) Fif xthenyelse 0: Nat |; {X = Bool,Y = Nat}
(x: )I— Ay:Y.if xthenyelse0:Y — Nat |3 {X = Bool,Y = Nat}
DEAx:X. Ay:Y.if xthenyelse0: X — Y — Nat |3 {X = Bool, Y = Nat}

(CT-Ir)

(CT-ABs)

(CT-A
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Typinferenz

Constraint-Based Typing
Beispiel: seil’ =0 und t:= Ax:X. Ay:Y.if xthenyelse0

(x:X,y:Y) Ex: X|gh
(x: X, y:Y)Fy:Y|p0 (x:X,y:Y)HF 0: Nat|yl
C' = {X = Bool,Y = Nat}

(x:X,y:Y) Fif xthenyelse 0: Nat |; {X = Bool,Y = Nat}
(x: )I—)\y Y.if xthenyelse 0:Y — Nat |y {X = Bool, Y = Nat}
DEAx:X. Ay:Y.if xthenyelse0: X — Y — Nat |3 {X = Bool, Y = Nat}

(CT-Ir)

(CT-ABS)

(CT-A

d.h. wir haben nun folgendes Constraintproblem (I', ¢, .S, C'):

(0,t,X — Y — Nat, {X = Bool, Y = Nat})
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Typinferenz

Constraint-Based Typing

® | Definition: GegebenseiI' -t: S |C.Eine Losung fur (T',¢t, 5, C)
ISt nun ein Paar (o, T'), sodass gilt: o erflllt Cund ¢S =T
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Typinferenz

Constraint-Based Typing

® | Definition: GegebenseiI' -t: S |C.Eine Losung fur (T',¢t, 5, C)
ISt nun ein Paar (o, T'), sodass gilt: o erflllt Cund ¢S =T

® | Theorem: [Soundness of Constraint Typing]
Gegebenseil' -t :S|C.Wenn (o,T) eine Losung fur (T', ¢, .S, C)
Ist, dann ist sie auch Losung fur (', ¢)
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Constraint-Based Typing

® | Definition: GegebenseiI' -t: S |C.Eine Losung fur (T',¢t, 5, C)
ISt nun ein Paar (o, T'), sodass gilt: o erflllt Cund ¢S =T

® | Theorem: [Soundness of Constraint Typing]
Gegebenseil' -t :S|C.Wenn (o,T) eine Losung fur (T', ¢, .S, C)
Ist, dann ist sie auch Losung fur (', ¢)

® | Theorem: [Completeness of Constraint Typing]

GegebenseiI' -t : S|x C. Wenn (0,T) eine Lésung fur (', ¢)
und dom(c) N X = (), dann gibt es auch eine Losung (o', T) fir
(I',t,5,C),sodass ¢’ \ X =0
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Typinferenz

Constraint-Based Typing

® | Definition: GegebenseiI' -t: S |C.Eine Losung fur (T',¢t, 5, C)
ISt nun ein Paar (o, T'), sodass gilt: o erflllt Cund ¢S =T

® | Theorem: [Soundness of Constraint Typing]
Gegebenseil' -t :S|C.Wenn (o,T) eine Losung fur (T', ¢, .S, C)
Ist, dann ist sie auch Losung fur (', ¢)

® | Theorem: [Completeness of Constraint Typing]

GegebenseiI' -t : S|x C. Wenn (0,T) eine Lésung fur (', ¢)
und dom(c) N X = (), dann gibt es auch eine Losung (o', T) fir
(I',t,5,C),sodass ¢’ \ X =0

Bem: Man Ubersetzt ein Typproblem in ein Constraintproblem,
das genau dann losbar ist, wenn das Typproblem l6sbar ist

Typinferenz — p.14/37



Typinferenz

Unifikation

® Constraintmenge C bestimmt, stellt sich die Frage:
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Unifikation

® Constraintmenge C' bestimmt, stellt sich die Frage:

® |Ist C Uberhaupt I6sbar, wenn ja wie bekommt man eine Losung?
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Typinferenz

Unifikation

® Constraintmenge C' bestimmt, stellt sich die Frage:
® |Ist C Uberhaupt I6sbar, wenn ja wie bekommt man eine Losung?

® Diese Uberlegung fuhrt zu einem Algorithmus namens Unification
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Typinferenz

Unifikation

® Constraintmenge C' bestimmt, stellt sich die Frage:
Ist C tberhaupt [6sbar, wenn ja wie bekommt man eine Losung?

Diese Uberlegung fiihrt zu einem Algorithmus namens Unification

e o @

Unification liefert zu einer Constraintmenge C, falls l6sbar, eine
allgemeinste Lésung (o0, T)
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Typinferenz

Unifikation

® Constraintmenge C' bestimmt, stellt sich die Frage:
Ist C tberhaupt [6sbar, wenn ja wie bekommt man eine Losung?

Diese Uberlegung fiihrt zu einem Algorithmus namens Unification

e o @

Unification liefert zu einer Constraintmenge C, falls l6sbar, eine
allgemeinste Lésung (o0, T)

°

Definition: Eine L6sung (o, T) heisst allgemeinste Losung
wenn fur alle weiteren Lésungen (o', T') qilt:

Jdo” o' =0d" o0.

T heisst dann allgemeinster Typ .
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Typinferenz

Unifikations-Algorithmus

unify(C) = if C = then]]
elselet {S=T}uC’"=CIn
ifS=T
then unify(C")
elseif S=Xand X ¢ FV(T)
then unify([X — T)C") o [ X — T]
elseif '=X and X ¢ FV(S)
then unify([X — S]C") o [X — 5]
elseif S=5; — SoandT =17 — 15
then unify(C" U {51 =T, 52 = Ts})
else
fall
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Typinferenz

Unifikation
zurick zu unserm Beispiel:

DEAx:X. Ay:Y.if xthenyelse0: X — Y — Nat |p {X = Bool, Y = Nat}
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Typinferenz

Unifikation
zurick zu unserm Beispiel:

DEAx:X. Ay:Y.if xthenyelse0: X — Y — Nat |p {X = Bool, Y = Nat}

unify({X = Bool, Y = Nat}) = [X — Bool, Y — Nat]
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Typinferenz

Unifikation
zurick zu unserm Beispiel:

DEAx:X. Ay:Y.if xthenyelse0: X — Y — Nat |p {X = Bool, Y = Nat}
unify({X = Bool, Y = Nat}) = [X — Bool, Y — Nat]

damit erhalten wir als allgemeinste Losung fir (0, ¢):

(X +— Bool, Y +— Nat], Bool — Nat — Nat)
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Typinferenz

Let Polymorphismus

® Wir erweitern unsere Regeln um:

't :T;4 e:TiFt: T
I'Fletx =t;inty : TH

(T-LET)

F|—t1:T1‘X101 F,x:T1|—t2:T2|X202 C =C1UCCy
I'Fletx=t;inty: T2|X1U)(QC

(CT-LET
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Typinferenz

Let Polymorphismus

® Wir erweitern unsere Regeln um:

't :T;4 e:TiFt: T
I'Fletx =t;inty : TH

(T-LET)

F|—t1:T1‘X101 F,x:T1|—t2:T2‘X202 C =C1UCCy
I'Fletx=t;inty: T2|X1U)(QC

(CT-LET

® somit sind folgende Terme typisierbar:
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Typinferenz

Let Polymorphismus

® Wir erweitern unsere Regeln um:

't :T;4 e:TiFt: T
I'Fletx =t;inty : TH

(T-LET)

F|—t1:T1‘X101 F,x:T1|—t2:T2‘X202 C =C1UCCy
I'Fletx=t;inty: T2|X1U)(QC

(CT-LET

® somit sind folgende Terme typisierbar:

-ty:=letf=Az: X.zinfb
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Typinferenz

Let Polymorphismus

® Wir erweitern unsere Regeln um:

't :T;4 e:TiFt: T
I'Fletx =t;inty : TH

(T-LET)

F|—t1:T1‘X101 F,x:T1|—t2:T2‘X202 C =C1UCCy

CT-LET
I'letx =t intz:T2|X1szC (
$» somit sind folgende Terme typisierbar:
-tpi=letf=Ax: X.zinfbh Cp ={X —>X=Nat— Y}
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Typinferenz

Let Polymorphismus

® Wir erweitern unsere Regeln um:

't :T;4 e:TiFt: T
I'Fletx =t;inty : TH

(T-LET)

F|—t1:T1‘X101 F,x:T1|—t2:T2‘X202 C =C1UCCy

CT-LET
I'letx =t intz:T2|X1szC (
$» somit sind folgende Terme typisierbar:
-tpi=letf=Ax: X.zinfbh Cp ={X —>X=Nat— Y}

-tr:=letf=Ax: X .xin f true
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Typinferenz

Let Polymorphismus

® Wir erweitern unsere Regeln um:

't :T;4 e:TiFt: T
I'Fletx =t;inty : TH

(T-LET)

F|—t1:T1‘X101 F,x:T1|—t2:T2‘X202 C =C1UCCy

CT-LET
I'letx =t intz:T2|X1szC (
$» somit sind folgende Terme typisierbar:
-tpi=letf=Ax: X.zinfbh Cp ={X —>X=Nat— Y}

-tp:=letf=Az: X.xin f true Cy ={X — X =Bool - Y}
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Typinferenz

Let Polymorphismus

® Wir erweitern unsere Regeln um:

9

't :T;4 e:TiFt: T
Fl—letx:tlintzsz

(T-LET)

F|—t1:T1‘X101 F,x:T1|—t2:T2‘X202 C =C1UCCy

CT-LET
I'letx =t int2:T2|X1Ux20 (
somit sind folgende Terme typisierbar:
-tpi=letf=Ax: X.zinfbh Cp ={X —>X=Nat— Y}

-tp:=letf=Az: X.xin f true Cy ={X — X =Bool — Y}

d.h. wir kdnnen f in verschiedenen Programmen mit
unterschiedlichen Typen verwenden
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Typinferenz

Let Polymorphismus

® Unser Ziel ist es jedoch f im selben Programm mit
unterschiedlichen Typen zu verwenden !
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Typinferenz

Let Polymorphismus

® Unser Ziel ist es jedoch f im selben Programm mit
unterschiedlichen Typen zu verwenden !

-letf=Ax: X .zin
leta= f5in
letb = ftruein...
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Typinferenz

Let Polymorphismus

® Unser Ziel ist es jedoch f im selben Programm mit
unterschiedlichen Typen zu verwenden !

-letf=Ax: X .zin
leta = f5in Ci={X —>X=Nat—Y}
letb = ftruein...
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Typinferenz

Let Polymorphismus

® Unser Ziel ist es jedoch f im selben Programm mit
unterschiedlichen Typen zu verwenden !

-letf=Ax: X .zin
leta= f5in Cp={X - X=Nat—- Y}
letb = ftruein... Cy ={X — X =Bool - Y}
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Typinferenz

Let Polymorphismus

® Unser Ziel ist es jedoch f im selben Programm mit
unterschiedlichen Typen zu verwenden !

-letf=Ax: X .zin
leta= f5in Cp={X - X=Nat—- Y}
letb = ftruein... Cy ={X — X =Bool - Y}

fahrt zu folgendem Constraint

C={X—-X=Nat—Y ANX —- X =Bool — 7}
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Typinferenz

Let Polymorphismus

® Unser Ziel ist es jedoch f im selben Programm mit
unterschiedlichen Typen zu verwenden !

-letf=Ax: X .zin
leta= f5in Cp={X - X=Nat—- Y}
letb = ftruein... Cy ={X — X =Bool - Y}

fahrt zu folgendem Constraint

C={X —->X=Nat—Y AX — X =Bool — Z} unerfillbar !
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Typinferenz

Let Polymorphismus

® Wir konnen unser Ziel durch folgende Regeln erreichen:
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Typinferenz

Let Polymorphismus

® Wir kdnnen unser Ziel durch folgende Regeln erreichen:

X neu Dyz: X Fty:T|xC
I' - )\x.tl X — TlXU{X}C

(CT-ABsINF)
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Typinferenz

Let Polymorphismus

® Wir kdnnen unser Ziel durch folgende Regeln erreichen:

Xneu Dyz: X Fty:T|xC

CT-ABsI
DFAzty : X — TlaoxC ( BSINE)

Fl—[x|—>t1]t2:T2
I'Fletx =t;inty: T»

(T-LETPOLY)
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Typinferenz

Let Polymorphismus

® Wir kdnnen unser Ziel durch folgende Regeln erreichen:

Xneu Dyz: X Fty:T|xC

CT-ABsI
DFAzty : X — TlaoxC ( BSINE)

F|_[$I—>t1]t22_r2
I'Fletx =t;inty: T»

(T-LETPOLY)

I' - [SIZ — tl]tz : T2‘XC
CEletx =tyinty: To|xC

(CT-LETPOLY)
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Typinferenz

Let Polymorphismus

® Wir kdnnen unser Ziel durch folgende Regeln erreichen:

Xneu Dyz: X Fty:T|xC

CT-ABsI
DFAzty : X — TlaoxC ( BSINE)

Fl—[x|—>t1]t2:T2
I'Fletx =t;inty: T»

(T-LETPOLY)

I' - [SIZ — tl]tz : Tg‘xc
CEletx =tyinty: To|xC

(CT-LETPOLY)

-let f=Ax.xin
leta = f5in Cp ={X;1 — X;=Nat—Y}
letb = ftruein... Cy = { X9 — X5 = Bool — 7}
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Typinferenz

Let Polymorphismus

® leider gibt es noch ein kleines Problem:
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Typinferenz

Let Polymorphismus

® |eider gibt es noch ein kleines Problem:
- folgender Term ware typisierbar

let £ = <utter garbage> in 5
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Typinferenz

Let Polymorphismus
® |eider gibt es noch ein kleines Problem:
- folgender Term ware typisierbar
let x = <utter garbage> in 5
- deshalb noch eine kleine Anderung

FI-[:EI—)tl]tQZTz Fl_tliTl
I'Fletxr=t;inty: T»

(T-LETPOLY)
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HM(X)
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General Framework HM(X)

Einleitung

® Viele Typsysteme erweitern das Hindley Milner System mit
Constraints
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General Framework HM(X)

Einleitung

® Viele Typsysteme erweitern das Hindley Milner System mit
Constraints

® Beispiele: record systems, overloading und subtyping
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General Framework HM(X)

Einleitung

® Viele Typsysteme erweitern das Hindley Milner System mit
Constraints

® Beispiele: record systems, overloading und subtyping

® Fur all diese Typsysteme muss man
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General Framework HM(X)

Einleitung

® Viele Typsysteme erweitern das Hindley Milner System mit
Constraints

® Beispiele: record systems, overloading und subtyping

°

Fur all diese Typsysteme muss man

1. einen Inferenzalgorithmus herleiten
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General Framework HM(X)

Einleitung

® Viele Typsysteme erweitern das Hindley Milner System mit
Constraints

® Beispiele: record systems, overloading und subtyping

°

Fur all diese Typsysteme muss man
1. einen Inferenzalgorithmus herleiten

2. Eigenschaften beweisen wie z.B. Soundness oder
Completeness
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General Framework HM(X)

Einleitung

® Viele Typsysteme erweitern das Hindley Milner System mit
Constraints

® Beispiele: record systems, overloading und subtyping

°

Fur all diese Typsysteme muss man
1. einen Inferenzalgorithmus herleiten
2. Eigenschaften beweisen wie z.B. Soundness oder
Completeness

® Aus diesem Grund entwickelten M. Odersky, M. Sulzmann und
M. Wehr den General Framework HM(X) .
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General Framework HM(X)

Was ist HM(X)?

® generische Erweiterung des Hindley-Milner-Typsystems mit
Constraints
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General Framework HM(X)

Was ist HM(X)?

® generische Erweiterung des Hindley-Milner-Typsystems mit
Constraints

® spezielle Instanzen erhalt man Uber den Parameter X
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General Framework HM(X)

Was ist HM(X)?

® generische Erweiterung des Hindley-Milner-Typsystems mit
Constraints

® spezielle Instanzen erhalt man Uber den Parameter X

°

HM(X) steht ein generischer Inferenzalgorithmus zur Verfigung. Er
liefert unter best. Bedingungen flr X jeweils den allgemeinsten Typ
eines Terms
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General Framework HM(X)

HM(X)

® Syntax des HM(X) Frameworks:




General Framework HM(X)

HM(X)

® Syntax des HM(X) Frameworks:

Values v

Expressions e =vleelletx =cine
Types Toma|lT—T1|T7T
Type schemes o

=x | Ar.e

=7 |Va.C =0
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General Framework HM(X)

HM(X)

® Syntax des HM(X) Frameworks:

Values v
Expressions e =vleelletx =cine
Types Toma|lT—T1|T7T
Type schemes o

=x | Ar.e

=7 |Va.C =0

o (' soll dabei aus der Menge S der solved forms stammen, die je
nach Constraintsystem variiert.

Jedes C' € S muss dabel mindestens erfullbar sein.
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General Framework HM(X)

Typregeln far HM(X)

® Typregeln(1):
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General Framework HM(X)

Typregeln far HM(X)
® Typregeln(1):
(Var) C,'tx:0 (x:0€l)

C,'e:7 CF (=7

(Sub)

C.I'Fe: 7’
Cl,xz:7Fe:T
Abs i
(Abs) C.,I'yFXre:m— 7
(App) C.I'Fey:mm—1m CI'Fex:m

C,I'ejey : 1
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General Framework HM(X)

Typregeln far HM(X)

® Typregeln(2):




General Framework HM(X)

Typregeln far HM(X)

® Typregeln(2):

Cl,rFe:c CTl,x:0F¢:7
C.,I'yFletx=eine : 71/

(Let)

CADTFe:7 ad¢(C)u fol)

(vIntro)  —= Ja.D, T Fe:Va.D = 1

(¥ Elim)

C.,'Fe:Va.D=171" CF°[7/a]D

C,I'Fe:|7/a]r
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General Framework HM(X)

Konkrete Typsysteme

$» wie bekommt man konkrete Typsysteme ?
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General Framework HM(X)

Konkrete Typsysteme

$» wie bekommt man konkrete Typsysteme ?

1. fur X ein Constraintsystem wahlen
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General Framework HM(X)

Konkrete Typsysteme

$» wie bekommt man konkrete Typsysteme ?

1. fur X ein Constraintsystem wahlen
2. Menge S der solved forms bestimmen
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General Framework HM(X)

Konkrete Typsysteme

$» wie bekommt man konkrete Typsysteme ?

1. fur X ein Constraintsystem wahlen
2. Menge S der solved forms bestimmen
3. Bedeutung fur < wahlen
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General Framework HM(X)

Konkrete Typsysteme

$» wie bekommt man konkrete Typsysteme ?

fur X ein Constraintsystem wéahlen
Menge S der solved forms bestimmen
Bedeutung fur < wéhlen

W hPe

Syntax anpassen
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General Framework HM(X)

Konkrete Typsysteme

$» wie bekommt man konkrete Typsysteme ?

fur X ein Constraintsystem wéahlen
Menge S der solved forms bestimmen
Bedeutung fur < wéhlen

W hPe

Syntax anpassen

® als Beispiele:
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General Framework HM(X)

Konkrete Typsysteme

$» wie bekommt man konkrete Typsysteme ?

fur X ein Constraintsystem wéahlen
Menge S der solved forms bestimmen
Bedeutung fur < wéhlen

W hPe

Syntax anpassen

® als Beispiele:

# Hindley/Milner
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General Framework HM(X)

Konkrete Typsysteme

$» wie bekommt man konkrete Typsysteme ?

fur X ein Constraintsystem wéahlen
Menge S der solved forms bestimmen
Bedeutung fur < wéhlen

W hPe

Syntax anpassen

® als Beispiele:

# Hindley/Milner
® Subtyping
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General Framework HM(X)

Konkrete Typsysteme

® Beispiel 1 [Hindley/Milnerl]:




General Framework HM(X)

Konkrete Typsysteme
® Beispiel 1 [Hindley/Milnerl]:

o fur X wahlt man HERBRAND

Typinferenz — p.30/37



General Framework HM(X)

Konkrete Typsysteme
® Beispiel 1 [Hindley/Milnerl]:

o fur X wahlt man HERBRAND
» Sistdie Menge, die nur true enthalt also ()
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General Framework HM(X)

Konkrete Typsysteme
® Beispiel 1 [Hindley/Milnerl]:

o fur X wahlt man HERBRAND
» Sistdie Menge, die nur true enthalt also ()
# = entspricht syntaktischer Gleichheit =
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General Framework HM(X)

Konkrete Typsysteme

® Beispiel 1 [Hindley/Milnerl]:

e o o o

fur X wahlt man HERBRAND

S ist die Menge, die nur true enthalt also ()
=< entspricht syntaktischer Gleichheit =
keine zuséatzliche Terme oder Typen
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General Framework HM(X)

Konkrete Typsysteme
® Beispiel 1 [Hindley/Milnerl]:

fur X wahlt man HERBRAND
S ist die Menge, die nur true enthalt also ()
=< entspricht syntaktischer Gleichheit =

e o o o

keine zuséatzliche Terme oder Typen

(Var) C,T’kFx:0 (z:0€l)

C,Tke:7 CFe(r =71

(Sub)
C,I'e:1/

Clyz:t7he:7

(Abs)
CI'yFXxe:7— 71/
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General Framework HM(X)

Konkrete Typsysteme
® Beispiel 1 [Hindley/Milnerl]:

fur X wahlt man HERBRAND
S ist die Menge, die nur true enthalt also ()
=< entspricht syntaktischer Gleichheit =

e o o o

keine zuséatzliche Terme oder Typen

(Var) Thkxz:0 (x:0€l)

''kFe:7 Fe (=77

Sub
(Sub) I'kFe: 7’

I,x:7hFe:7

(Abs)

', Xxe:7™— 7/
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General Framework HM(X)

Konkrete Typsysteme
® Beispiel 1 [Hindley/Milnerl]:

fur X wahlt man HERBRAND
S ist die Menge, die nur true enthalt also ()
=< entspricht syntaktischer Gleichheit =

e o o o

keine zuséatzliche Terme oder Typen

(Var) Thkxz:0 (x:0€l)

''kFe:7 Fe(r=171")

Sub
(Sub) I'kFe: 7’

I,x:7hFe:7

(Abs)

', Xxe:7™— 7/
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General Framework HM(X)

Konkrete Typsysteme

® Beispiel 2 [Subtyping]:




General Framework HM(X)

Konkrete Typsysteme
® Beispiel 2 [Subtyping]:

o fur X wahlt man SC
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General Framework HM(X)

Konkrete Typsysteme
® Beispiel 2 [Subtyping]:

o fur X wahlt man SC
o Sistdie Menge aller erfullbarer Constraints in SC
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General Framework HM(X)

Konkrete Typsysteme
® Beispiel 2 [Subtyping]:

o fur X wahlt man SC
o Sistdie Menge aller erfullbarer Constraints in SC
# = entspricht Gleichheit <:
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General Framework HM(X)

Konkrete Typsysteme
® Beispiel 2 [Subtyping]:

fur X wahlt man SC

S ist die Menge aller erfullbarer Constraints in SC
=< entspricht Gleichheit <:

e o o o

far alle records {l1 : 71,...,0, : T}
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General Framework HM(X)

Konkrete Typsysteme
® Beispiel 2 [Subtyping]:

fur X wahlt man SC

S ist die Menge aller erfullbarer Constraints in SC
=< entspricht Gleichheit <:

e o o o

far alle records {l1 : 71,...,0, : T}

o {ly:m,... 0y} €T
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General Framework HM(X)

Konkrete Typsysteme

® Beispiel 2 [Subtyping]:

o fur X wahlt man SC
o Sistdie Menge aller erfullbarer Constraints in SC
# = entspricht Gleichheit <:
o furallerecords {l;:71,...,0,: 7}
o {ly:m,...lp:T} €T
s fi,.mn——1—={li:im,. . T} €T
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General Framework HM(X)

Konkrete Typsysteme

® Beispiel 2 [Subtyping]:

o fur X wahlt man SC
o Sistdie Menge aller erfullbarer Constraints in SC
# = entspricht Gleichheit <:
o furallerecords {l;:71,...,0,: 7}
o {ly:m,... 0y} €T
s fi,.mn——1—={li:im,. . T} €T

s fi:{l:7}—-71 €Ty
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General Framework HM(X)

Typinferenz HM(X)

r:(Va.D=71)cl [new
(C, ) = normalize(D, [3/a])

VAR
( ) Vo), C; T EW x 97

(ABs)

(ApP)
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General Framework HM(X)

Typinferenz HM(X)

r:(Va.D=71)cl [new
(C, ) = normalize(D, [3/a])

VAR

( ) Vo), C; T EW x 97

(ABs) v, C.Tyx:aFY e: 7 anew
oy, C T FW Aze i p(a) — 1

(AppP)
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General Framework HM(X)

Typinferenz HM(X)

r:(Va.D=71)cl [new
(C, ) = normalize(D, [3/a])

VAR
( ) Vo), C; T EW x 97
(ABS) v, C.Tyx:aFY e: 7 anew
oy, C T FW Aze i p(a) — 1
wl,Cl,F |—W €1 - 71 ¢2,CQ,F |—W €o . T9
Y =Py Uao
D=CiANCoAN (11 22 = a) anew

(Arp) (C, ) = normalize(D, ")

PP

77D|ffu(p), C,F I_W €1 €9 . ?70(04)
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General Framework HM(X)

Typinferenz HM(X)

U, C1, T W e:r (Cy,0) = gen(Cyi,y1 T, 7)
Y9,Cs,Tpx:o Y e o 7/
V=11 U D=CyACs
(C, 15) = normalize(Dwa)
V) o), O, T FW letz = ein e : (1)
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General Framework HM(X)

Typinferenz HM(X)

U, C1, T W e:r (Cy,0) = gen(Cyi,y1 T, 7)
Y9,Cs,Tpx:o Y e o 7/
Y =y Ue D=CyANCs
(C,v) = normalize(D, ")

LET
( ) VY ror), C; T EW letx = eine’ 1 (1)

- gen. muss nur folgendes erflllen:

gen(C,T',0) = (D AN 3Ja.C' ) Va.C' = o)
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Typinferenz HM(X)

® Typinferenz unter HM(X):
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® Typinferenz unter HM(X):

» Typproblem in Constraintproblem umwandeln
# Constraintproblem losen

# Schwierigkeit:
& Constraintgeneration ftr alle Typsysteme gleich
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Typinferenz HM(X)

® Typinferenz unter HM(X):

» Typproblem in Constraintproblem umwandeln
# Constraintproblem losen

# Schwierigkeit:
& Constraintgeneration ftr alle Typsysteme gleich
& Constraintproblem losen fur jedes System spezifisch !!
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General Framework HM(X)

Typinferenz HM(X)

® Typinferenz unter HM(X):

» Typproblem in Constraintproblem umwandeln
# Constraintproblem losen

# Schwierigkeit:
& Constraintgeneration ftr alle Typsysteme gleich
& Constraintproblem losen fur jedes System spezifisch !!

Beispiele: - Bei Hindley/Milner ist S = 0,
deshalb Lésungen von der Form (v, 0, )
d.h. alle Gleichungen mussen geldst werden !!
- Beli subtyping besteht S aus allen unter
SC' erfullbaren Constraintmengen,
d.h. nur Erflllbarkeitsprufung erforderlich !!
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Typinferenz HM(X)

® Normalisierung:
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® Normalisierung:

# Hindley/Milner

- Unification

# Subtyping:
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General Framework HM(X)

Typinferenz HM(X)

® Normalisierung:
# Hindley/Milner
- Unification
# Subtyping:

- normalize(C, ¢)
= (¢C,id) if ¢C erfullbar
= fazl sonst

Typinferenz — p.35/37



General Framework HM(X)

Zusammenfassung
HM(X) hat somit folgende Vortelile:

® Viele Typsysteme kdnnen als Instanz von HM(X) ausgedrtckt
werden
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Zusammenfassung
HM(X) hat somit folgende Vortelile:

® Viele Typsysteme kdnnen als Instanz von HM(X) ausgedrtckt
werden

® FUr alle diese Instanzen steht ein Inferenzalg. zur Verfigung
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General Framework HM(X)

Zusammenfassung
HM(X) hat somit folgende Vortelile:

® Viele Typsysteme kdnnen als Instanz von HM(X) ausgedrtckt
werden

°

Fur alle diese Instanzen steht ein Inferenzalg. zur Verfligung

°

Eigenschaften wie Soundness, Completeness oder Principal Typ
sind gegeben, wenn X best. Bedingungen erfllt
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General Framework HM(X)

Zusammenfassung
HM(X) hat somit folgende Vortelile:

o

L I

Viele Typsysteme koénnen als Instanz von HM(X) ausgedrickt
werden

Fur alle diese Instanzen steht ein Inferenzalg. zur Verfligung

Eigenschaften wie Soundness, Completeness oder Principal Typ
sind gegeben, wenn X best. Bedingungen erfllt

Experimentieren mit neuen Typsystemen bei wesentlich geringerem
Aufwand
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General Framework HM(X)

Zusammenfassung
HM(X) hat somit folgende Vortelile:

® Viele Typsysteme kdnnen als Instanz von HM(X) ausgedrtckt

werden
® FUr alle diese Instanzen steht ein Inferenzalg. zur Verfigung
® Eigenschaften wie Soundness, Completeness oder Principal Typ

sind gegeben, wenn X best. Bedingungen erfllt

® Experimentieren mit neuen Typsystemen bei wesentlich geringerem
Aufwand

®» HM(X) kann erweitert werden, sodass man auch z.B. mit recursiven
Typsystemen arbeiten kann
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