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@ Regulare Baumgrammatiken
@ Endliche Baumautomaten(EBA)

@ Regularen Baumgrammatiken und EBA
@ Abschlusseigentschaften von reguléren Baumsprachen

@ Monadische Logik zweiter Ordnung
o Agquivalenz zu regularen Baumsprachen
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Motivation und Einleitung

Historische Ubersicht von Baumsprachen

@ Regulare Sprachen: Abgeschlossenheit unter
Mengentheoretischen Operationen und endliche
Reprasentation

@ J.R. Biichi (1960) und C.C. Elgot (1961) charakterisierten
regulére Sprachen tber Zeichenketten mit der Logik MSO,
zeigten insbesondere die Entscheidbarkeit von MSO.

@ J.W. Thatcher und J.B. Wright (1968) und J.E. Doner
(1970) verallgemeinerten diese logische Charakterisierung
zu Baum- bzw. Termsprachen.
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Motivation und Einleitung

Baumsprachen als Termsprachen

@ Betrachten wir folgende (rekursive) SML-Typdeklarationen:
datatype n =a | b | f(n,7)

@ Zwei Instanzen des Typs 7

a f
/\
f a

/\

a b
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Regulare Baumgrammatiken
Definition

@ Regulare Baumgrammatik G = (X,N,¢, P)

@ Startsymbol £ € N
@ Signatur X = (X)igqo,..,,1 mit X; endlich, fir alle i
@ Produktionen P von der Form

n =c al|f(vy,...,vm)|u

mit n, p,v1,..,vm € N,a € o, f € Iy
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Regulare Baumgrammatiken
Definition

@ Regulare Baumgrammatik G = (X,N,¢, P)

@ Startsymbol £ € N
@ Signatur X = (X)igqo,..,,1 mit X; endlich, fir alle i
@ Produktionen P von der Form

n =c al|f(vy,...,vm)|u

mit n, p,v1,..,vm € N,a € o, f € Iy

@ Wenn eine regulare Baumgrammatik G mit L = L(G) und
L(G) := {t | { = t} existiert, dann heil3t L eine regulare
Baumsprache.

@ Die Menge aller reguldaren Baumsprachen sei

R = {L | 3 regulare Baumgrammatik G : L(G) = L}.
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Regulare Baumgrammatiken
Beispiel

@ Beispiel einer Grammatik B mit Startsymbol £

¢ w= f(n,n)
n == alb|¢
@ Eine Beispielableitung

3
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Regulare Baumgrammatiken
Beispiel

@ Beispiel einer Grammatik B mit Startsymbol £

¢ w= f(n,n)
n o= albl¢
@ Eine Beispielableitung
3 = f
n n
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Regulare Baumgrammatiken
Beispiel

@ Beispiel einer Grammatik B mit Startsymbol £

¢ w= f(n,n)
n o= albl¢
@ Eine Beispielableitung
3 = f
n n
=2 i
& a
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Regulare Baumgrammatiken
Beispiel

@ Beispiel einer Grammatik B mit Startsymbol £

¢ w= f(n,n)
n o= albl¢
@ Eine Beispielableitung
3 = f
n n
=2 f =3 i
13 a f a
a b
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Endliche Baumautomaten

Algebraische Beschreibung eines endlichen Automaten

@ Endlicher Baumautomat & = (¥,Z,F, B)
@ Signatur ¥ = (X)icqo,..,1}» Xi endlich, fir alle i
@ Endliche Zustandsmenge Z mit Endzustanden F, F C Z
@ Basisinterpretation B: Yo — Z und B: % — (Z' — Z)
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Endliche Baumautomaten

Algebraische Beschreibung eines endlichen Automaten

@ Endlicher Baumautomat & = (¥,Z,F, B)

@ Signatur ¥ = (X)icqo,..,1}» Xi endlich, fir alle i
o Endliche Zustandsmenge Z mit Endzustanden F.FCZ
@ Basisinterpretation B: %y -~ Z und B: ¥ — (Z' — Z)

@ Eine Baumalgebra 7y bezlglich einer Signatur
Y = (Zi)ieqo,.,y ist induktiv definiert:

Yo € Iz
f(ty,...tm) € Tg,furf e Lnundt € 7

@ Interpretation Z : 7y — Z ist induktiv definiert als

I(a) = B(a),furae Xy
I(f(ty, ... tm)) = (BE)Z(t1),..,Z(tm)), fur f(ty,...,tm) € Tx
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Endliche Baumautomaten

Algebraische Beschreibung eines endlichen Automaten

@ Ein EBA £ akzeptiert eine Sprache L, wenn
L=A():={xeTx |I(x) e F}.

@ Die Menge aller Sprachen, die durch endliche Automaten
akzeptiert werden, sei

A = {L | 3 endlicher Baumautomat £ : A(£) = L}.
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Endliche Baumautomaten

Beispiel einer Worterkennung eines Endlichen Automaten

@ Betrachten wir den EBA € := (%, {¢, 1}, {¢}, B), mit
Zo = {a, b}, Y, = {f},
B(a) = B(b) :=n, B(F(tr, t2)) := &

@ Beispiel: Eine (Bottom-Up) Worterkennung durch den

EBA &£
Z(f)
/\
Z(f) I(a)
I(a) I(b)
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Endliche Baumautomaten

Beispiel einer Worterkennung eines Endlichen Automaten

@ Betrachten wir den EBA € := (%, {¢, 1}, {¢}, B), mit
Zo = {a, b}, Y, = {f},
B(a) = B(b) :=n, B(F(tr, t2)) := &

@ Beispiel: Eine (Bottom-Up) Worterkennung durch den

EBA &£
7(f) 7(f)
/\ /\
Z(f) Z(a) B(f) B(a)
/\ /\
I(a) Z(b) n n
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Endliche Baumautomaten

Beispiel einer Worterkennung eines Endlichen Automaten

@ Betrachten wir den EBA € := (%, {¢, 1}, {¢}, B), mit
Zo = {a, b}, Y, = {f},
B(a) = B(b) :=n, B(F(tr, t2)) := &

@ Beispiel: Eine (Bottom-Up) Worterkennung durch den

EBA &£
7(f) 7(f)
/\ /\
Z(f) Z(a) B(f) B(a)
/\ /\
I(a) Z(b) n n

B(f)
/\
3 n
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Endliche Baumautomaten

Beispiel einer Worterkennung eines Endlichen Automaten

@ Betrachten wir den EBA € := (%, {¢, 1}, {¢}, B), mit
Zo = {a, b}, Y, = {f},
B(a) = B(b) :=n, B(F(tr, t2)) := &

@ Beispiel: Eine (Bottom-Up) Worterkennung durch den

EBA &£
7(f) 7(f)
/\ /\
Z(f) Z(a) B(f) B(a)
/\ /\
I(a) Z(b) n n

B(f)
/\
3 n
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Endliche Baumautomaten

Aquivalenz zu regularen Baumsprachen

@ Satzl: R=A
@ Lemma I.1: Zu jeder reguldaren Baumgrammatik G gibt es
einen endlichen Baumautomaten &£
@ Beweisskizze: Gegeben eine Baumgrammatik
G = (X,N, v, P). Konstruiere einen EBA £ := (X,Z,F,B)
mit
@ Z=P(N),F={GeZ|wecG}
o B(a):={v | (vi=c)eP} firae X,und
@ B(f)(ua, .., pm) = A{vi | (v = f(pa, .., um)) € P} fUrf € Xy
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Endliche Baumautomaten

Aquivalenz zu regularen Baumsprachen

@ SatzllI R=A

@ Lemma I.1: Zu jeder reguldaren Baumgrammatik G gibt es
einen endlichen Baumautomaten &£
@ Beweisskizze: Gegeben eine Baumgrammatik
G = (X,N, v, P). Konstruiere einen EBA £ := (X,Z,F,B)
mit
@ Z=P(N),F={GeZ|wecG}
o B(a):={v | (vi=c)eP} firae X,und
@ B(f)(ua, .., pm) = A{vi | (v = f(pa, .., um)) € P} fUrf € Xy
@ Lemma |.2: Zu jedem endlichen Baumautomaten £ gibt es
eine reguldre Baumgrammatik G
@ Beweisskizze: Gegeben ein EBA £ = (X,Z,F, B).
Konstruiere eine Baumgrammatik G = (X, Z, 1o, P) mit
P={w=pulpeF}tu{r=c|lrveZ B(c)=vcCe XU
{v="1(p1, ., oom) | v, i € Z,F € T, B(F) (11, -, pm) = v}
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Endliche Baumautomaten
Grundlegende Abgeschlossenheitseigenschaften

@ Lemmall.l: IstL € R mitL = A(£), so folgt (7 \ L) € R.
@ Beweisskizze: Gegeben ein EBA £ = (X,Z,F, B).
Konstruiere einen EBA &' = (X,Z,(Z \ F), B).
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Endliche Baumautomaten
Grundlegende Abgeschlossenheitseigenschaften

@ Lemmall.l: IstL € R mitL = A(E), so folgt (7= \ L) € R.

@ Beweisskizze: Gegeben ein EBA £ = (X,Z,F, B).
Konstruiere einen EBA &' = (X,Z,(Z \ F), B).

@ Lemmall.2: SindL,L’ € R, so folgt (LNL') € R.

@ Beweisskizze: Gegeben ein EBA £ = (X,Z,F, B) mit
A(€)=Lundein EBAE = (X,Z2',F',B) mit A(£’) =L".
Konstruiere eine EBA € := (X NY/,Z x Z',F x F', B) mit

° B(a) = (B(a),B'(a)), fiira € Lo N X,

° B(f)((]/:l-? lu‘l)a 3] (Vm7p‘m)) =
(B(F)(v1, ooy vm), B/ (E) (12, ooy fim)), T f € Eop O Sl 0 € Z
und y; € 2.
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Endliche Baumautomaten
Grundlegende Abgeschlossenheitseigenschaften

@ Lemmall.l: IstL € R mitL = A(E), so folgt (7= \ L) € R.

@ Beweisskizze: Gegeben ein EBA £ = (X,Z,F, B).
Konstruiere einen EBA &' = (X,Z,(Z \ F), B).

@ Lemmall.2: SindL,L’ € R, so folgt (LNL') € R.

@ Beweisskizze: Gegeben ein EBA £ = (X,Z,F, B) mit
A(€)=Lundein EBAE = (X,Z2',F',B) mit A(£’) =L".
Konstruiere eine EBA € := (X NY/,Z x Z',F x F', B) mit

° B(a) = (B(a),B'(a)), fiira € Lo N X,

° B(f)((]/:l-? lu‘l)a 3] (Vm7p‘m)) =
(B(F)(v1, ooy vm), B/ (E) (12, ooy fim)), T f € Eop O Sl 0 € Z
und y; € 2.

@ Korollar I1.3: Sind L,L" € R, so folgt (LUL') € R.

@ Lemma ll.4: Hat L € R ein Alphabet ¥, x ¥, so ist auch
die i-te Projektion pri(L) € R (i € {1,2}).
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Monadische Logik zweiter Ordnung
Syntax

@ Charakterisierung von Baumen Uber die Eigenschaften
seiner Knoten: Monadische Logik zweiter Ordnung (MSO).
@ MSO Formel F:
F=XX)|FAF|FVF|F = F|-F |(F)
| IX.F(x) | IX.F(X) | ¥x.F(x) | ¥X.F(X)
[ Xomy [ X <y [x =Yy |X =Y |L(x),
wobeix,y : K, X, Y : K - Bundf € %.
@ Beispiel: N-are Baume

Sta(X) = (Jr1yXony) A (V1Z.~(X0on112))
BI(x) = —(Gyx<y)
BSty(X) = Vix.x € X = (Stn(x) Vv BI(x))
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Monadische Logik zweiter Ordnung

Semantik - Baumstrukturen in N* U {e}

@ Interpretation in einem konkreten Modell: Baumstrukturen
B=(£,D)inN*U{e} (0 £ N)mitD c N*U{e}, sodass gilt
D ist Préafixabgeschlossen, d.h. ausu.w =v € D folgtu € D
undistu.j e Dundi <j,dannistauch u.i € D
(on(X,y)) 1=y =x.n

7
J(Le(x)) = xLf (F e UM, T)
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Monadische Logik zweiter Ordnung

Semantik - Baumstrukturen in N* U {e}

@ Interpretation in einem konkreten Modell: Baumstrukturen
B=(£,D)inN*U{e} (0 £ N)mitD c N*U{e}, sodass gilt
D ist Préafixabgeschlossen, d.h. ausu.w =v € D folgtu € D
undistu.j e Dundi <j,dannistauch u.i € D
® J(on(X,y)) &y =x.n
J(Le(x)) & xLf Fe U, T
@ Beispiel:

f
/\ /\
f a
/\ /\
1.1 a b
= {e, 21112}
f),(1,),(2,a),(1.1,a),(1.2,b) € £
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Monadische Logik zweiter Ordnung

\Von regularen Baumgrammatiken zu MSO Formeln

@ Lemma II.5: Zu jeder reguldaren Baumgrammatik gibt es
eine MSO Formel.
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Monadische Logik zweiter Ordnung

\Von regularen Baumgrammatiken zu MSO Formeln

@ Lemma II.5: Zu jeder reguldaren Baumgrammatik gibt es
eine MSO Formel.

@ Beispiel: Betrachten wir die Baumgrammatik G mit
Startsymbol &

n ou= alb|¢
@ Die Entsprechende MSO-Formel lautet:
¢ = 3EIn.(3xE(X) AWU(X)) A
~ (Wy-£(y) = &) Anly) < ()
E(x) = Li(x) A(Fyxory An(y)) A (Fz.Xo2z An(z))
n(x) = La(x) VLp(x)VE(x)
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Monadische Logik zweiter Ordnung

Von MSO Formeln zu endlichen Baumautomaten - Kodierung

@ Wir beschréanken uns auf die Logik WS2K mit zwei
Nachfolgerrelationen o4, 5.

@ Beispiel: Betrachten wir die MSO-Formel ¢(x,y) := xo1y.
EsseiYo:=1llundX,:={L1,0,1}2\{LL}.
Wir konstruieren den EBA € := (X, Z, {F}, B) mit
Z:={N,E, T,F}undB:
B(LL)=N,B(11)(_,_)=T,B(1 L)(_y=T

11 —E 10 —F
/\ /\
N N E N
B(L1)(N,N) =E B(10)(E.N) = F
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Monadische Logik zweiter Ordnung

Von MSO Formeln zu endlichen Baumautomaten - Induktion

@ Lemma ll.6: Zu jeder MSO Formel gibt es einen endlichen
Baumautomaten.

@ Beweisskizze: oy, siehe oben, andere Basisfélle ahnlich.
Induktionsschritt: A, Vv, -, = folgen direkt aus Lemma I1.1
bis 11.3. Existenzquantor als Projektion, nach Lemma Il.4.

@ Korollar 11.7: MSO ist endscheidbar.
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Monadische Logik zweiter Ordnung

Biichis Charakterisierung von regularen Zeichenkettensprachen

@ Buichi hat 1960 die Aquivalenz zwischen MSO
definierbaren Sprachen mit einer Nachfolgerrelation o4
(WS1S) und regularen Sprachen gezeigt.

@ Ein String s = a3..ap lasst sich algebraisch schreiben als,
an(an—1(--(ai(g))..)) mit o = {e} und ay, ..,an € ¥;.
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Zusammenfassung

@ Drei verschiedene Charakterisierungen von reguldren
Baumsprachen

@ Aquivalenz der Charakterisierungen
@ Abschlusseigenschaften von reguldren Baumsprachen
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