Vorwort

Dieses Lehrbuch bietet eine Einfiihrung in die Informatik, die Algorithmen, Datenstruk-
turen und den Aufbau von Programmiersprachen behandelt. Es ist zusammen mit einer
neu konzipierten Anfingervorlesung entstanden, die der Autor an der Universitdt des
Saarlandes entwickelt hat. Die Leitidee ist einfach: Programmierung soll so vermittelt
werden, dass sie als gelungene Synthese von Theorie und Praxis erscheint. Programmier-
kenntnisse sollen nicht vorausgesetzt werden, aber praktische Programmierfertigkeiten
sollen ab der ersten Vorlesungswoche trainiert werden.

Das Buch behandelt rekursive Datenstrukturen, Korrektheitsbeweise und Laufzeitbe-
stimmungen. Die Syntax und Semantik von Programmiersprachen wird mit Gramma-
tiken und Inferenzregeln beschrieben. Auf dieser Grundlage werden Parser, Interpreter
und Ubersetzer programmiert. Speicheroperationen und verinderliche Datenstruktu-
ren werden ausfiihrlich behandelt. SchlieSlich werden maschinennahe Strukturen mit-
hilfe einer virtuellen Maschine vermittelt.

Dieses Buch ist keine Einfiihrung in die Feinheiten einer Programmiersprache. Statt-
dessen vermittelt es die eher mathematischen Aspekte der Programmierung und schafft
eine Grundlage, auf der die {iblichen Programmiersprachen schnell erlernt werden kon-
nen. Es verwendet die theorienahe Sprache Standard ML, um auch anspruchsvolle Pro-
gramme einfach realisieren zu konnen. Dank der fiir diese Sprache verfiigbaren Inter-
preter ist der Einstieg in das praktische Programmieren auch fiir Anfinger einfach.

Das Buch ist in 16 Kapitel gegliedert. Jedes Kapitel kann in etwa einer Vorlesungswo-
che behandelt werden. Kapitel 2 und 8 kénnen ziigiger behandelt werden, da Teile des
Materials bei Bedarf spédter nachgelesen werden konnen.

Kapitel 1-3 fiihren die Grundbausteine der funktionalen Programmierung ein. Zunichst
beschreiben wir Funktionen fiir Zahlen mit Rekursionsgleichungen und realisieren sie
dann durch Prozeduren. Dabei lernen wir endrekursive Prozeduren mit Akkus kennen.
Danach erldutern wir den syntaktischen und semantischen Aufbau von Programmier-
sprachen. Schliefllich formulieren wir die Rekursionsschemen fiir bestimmte und un-
bestimmte Iteration mithilfe von hoherstufigen Prozeduren.

In Kapitel 4 und 5 geht es um das Programmieren mit linear-rekursiven Listen. Neben
Sortieralgorithmen (Einfligen, Mischen, Quicksort) entwickeln wir eine Prozedur fiir die
Primzahlzerlegung. Dabei lernen wir den Begriff der Invariante kennen. Auerdem be-
schéftigen wir uns mit der Darstellung ganzzahliger Mengen.

In Kapitel 6 und 7 geht es um das Programmieren mit baumrekursiven Strukturen. Dabei
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lernen wir Konstruktortypen und das Werfen und Fangen von Ausnahmen kennen. Wir
zeigen, wie man arithmetische Ausdriicke darstellt und auswertet. Danach arbeiten wir
mit einem allgemeinen Baummodell, das die primédre Baumrekursion mit einer Rekur-
sion fiir Unterbaumlisten kombiniert. Schlief{lich beschiftigen wir uns mit der Darstel-
lung finitdrer Mengen durch gerichtete Biume.

Die Kapitel 8-11 haben einen mathematischen Charakter. Zundchst behandeln wir Men-
gen, Tupel, Graphen, Relationen, Funktionen und Terminierung. Dann betrachten wir
Prozeduren als gedankliche Objekte, die unabhédngig von einer konkreten Programmier-
sprache existieren. Dabei geht es uns um den Beweis von Korrektheitseigenschaften und
die Bestimmung von Laufzeiten. Induktive Beweise fiihren wir als rekursive Beweise ein.
Fiir die Bestimmung von Laufzeiten verwenden wir Rekurrenzsitze.

In Kapitel 12 und 13 geht es um die Syntax und Semantik von Programmiersprachen.
Wir beginnen mit der abstrakten Syntax. Die statische und dynamische Semantik be-
schreiben wir mit Inferenzregeln, die abstrakte und konkrete Syntax mit Grammatiken.
Mithilfe dieser Beschreibungen realisieren wir Lexer, Parser (rekursiver Abstieg), Elabo-
rierer und Interpreter.

In Kapitel 14 geht es um die Realisierung von Datenstrukturen mit Strukturen, Signatu-
ren und Funktoren. Dabei unterscheiden wir zwischen der abstrakten Benutzersicht und
der konkreten Implementierung einer Datenstruktur. Wir lernen Vektoren und bindre
Suche kennen. Aullerdem behandeln wir eine effiziente Implementierung funktionaler
Schlangen. Dabei begegnen wir dem Begriff der Darstellungsinvariante.

In Kapitel 15 erweitern wir unser Programmiermodell um Speicheroperationen, mit de-
nen wir verdnderliche Objekte realisieren konnen. Wir behandeln Reihungen, Stapel,
Schlangen und Schleifen. Aulerdem gehen wir auf die Darstellung von Listen und Bau-
men in linearen Speichern ein. Damit sind wir in der Lage, Aussagen iiber den Platzbe-
darf bei der Programmausfiihrung zu machen.

In Kapitel 16 behandeln wir zwei maschinennahe Sprachen W und M. W verfiigt iber
imperative Variablen und Schleifen. M wird durch eine Stapelmaschine mit Halde rea-
lisiert. Die Programme von M sind Befehlsfolgen, die Konditionale und Schleifen durch
Spriinge realisieren. Mit M erkldren wir das maschinennahe Ausfithrungsmodell fiir re-
kursive Prozeduren. SchlieRlich entwickeln wir einen Ubersetzer, der W nach M iiber-
setzt.

Der Erwerb methodischen Wissens steht und f#llt mit der Bearbeitung von Ubungsauf-
gaben. Jedes Kapitel enthilt eine Vielzahl von Aufgaben. Oft soll der Leser kleine Proze-
duren schreiben und sie mit Beispielen erproben.

Webseite

Die Webseite dieses Buchs steht unter www.ps.uni-saarland.de/prog-buch/. Dort finden
Sie Hinweise zu Interpretern und Online-Dokumenten fiir Standard ML, die Texte der
groBeren Programme dieses Buchs, Musterlosungen fiir ausgew#hlte Aufgaben und eine
Fehlerliste. Folien finden Sie keine, da ich die Vorlesung iiberwiegend an der Tafel halte.
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1 Schnellkurs

Wir beginnen mit Beispielen, die Sie mit grundlegenden Programmierkonstrukten und
Programmiertechniken bekannt machen. Dabei lernen Sie, wie man kleine Programme
schreibt und sie mit einem Interpreter ausfiihrt.

1.1 Programme
Hier ist unser erstes Programm:

val x = 4%7+3
val y = x*(x-29)

Wie fast alle Programme, die wir in diesem Buch behandeln werden, ist es in der Pro-
grammiersprache Standard ML geschrieben. Es besteht aus zwei Deklarationen. Die ers-
te deklariert den Bezeichner x, die zweite den Bezeichner y. Die Ausfithrung des Pro-
gramms berechnet die Werte der Bezeichner x und y:

x =31
y=62

Bevor wir uns weitere Programme ansehen, wollen wir ein paar programmiersprachli-
che Begriffe einfiihren. Programme werden dhnlich wie Texte durch aufeinander folgen-
de Worter dargestellt. Das obige Programm ist mit vier Arten von Wortern dargestellt:

Bezeichner X,y
Konstanten 3,4, 7 29
Operatoren +, —, *
Schliisselworter val, =, (,)

Bezeichner dienen als Namen, die bei der Ausfitihrung eines Programms an Werte ge-
bunden werden. Konstanten sind Worter, die bestimmte Werte bezeichnen. Beispiels-
weise bezeichnet die Konstante 7 die Zahl 7. Operatoren sind Worter, die Operationen
darstellen. Beispielsweise stellt der Operator * die Multiplikationsoperation fiir Zahlen
dar. Schliisselworter dienen dazu, den Aufbau eines Programms darzustellen.

Eine Deklaration hat die Form

val {Bezeichner) = (Ausdruck)
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und deklariert einen Bezeichner, der in den nachfolgenden Deklarationen eines Pro-
gramms benutzt werden kann. Bei der Ausfiihrung einer Deklaration wird der dekla-
rierte Bezeichner an den Wert gebunden, den die Ausfithrung des Ausdrucks der De-
klaration liefert.

Ausdriicke werden mit Konstanten, Operatoren, Bezeichnern und Klammern gebildet,
wie wir am Beispiel des Ausdrucks x * (x —29) sehen konnen.

Ein Programm ist eine Folge von Deklarationen. Bei der Ausfiithrung eines Programms
werden seine Deklarationen der Reihe nach ausgefiihrt. Wenn wir die letzte Deklaration
eines Programms streichen, bekommen wir ein kiirzeres Programm. Umgekehrt konnen
wir ein Programm durch Hinzufiigen einer Deklaration verldngern.

Im Zusammenhang mit Programmen verstehen wir unter einem Wert ein Objekt, mit
dem bei der Ausfithrung eines Programms gerechnet werden kann. Spéter werden wir
verschiedene Typen von Werten kennenlernen. Vorerst benotigen wir nur Werte des
Typs int. Dabei handelt es sich um ganze Zahlen.

Programmiersprachen orientieren sich sprachlich am Englischen. Beispielsweise sind
die Worter val und int aus englischen Wortern abgeleitet:

value Wert
integer ganze Zahl

Schliefflich erwdhnen wir noch eine Besonderheit von Standard ML, iiber die Sie gele-
gentlich stolpern werden: Als Negationsoperator fiir Zahlen wird das Zeichen “~” ver-
wendet. Sie miissen also “~7” schreiben, wenn Sie —7 meinen. Das normale Negations-
zeichen “—” dient als Subtraktionsoperator (z. B. x—y).

Aufgabe 1.1 Betrachten Sie das folgende Programm:

val x = 7+4
val y = xx(x-1)
val z = “x*(y-2)

Welche Bezeichner, Konstanten, Operatoren und Schliisselw6rter kommen in dem Pro-
gramm vor? An welche Werte bindet das Programm die vorkommenden Bezeichner?

1.2 Interpreter

Experimentieren ist ein wichtiger Teil des Programmierens. Durch gezielte Experimente
konnen neue Ideen entwickelt und Fragen zu Programmen und zur Programmierspra-
che gekldrt werden.

Ein Interpreter ist ein virtuelles Labor fiir das Experimentieren mit Programmen. Ab
jetzt werden wir stindig mit einem Interpreter arbeiten. Auf der Webseite des Buches
finden Sie Hinweise zu frei erhéltlichen Interpretern fiir Standard ML.
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Nachdem Sie einen Interpreter fiir Standard ML gestartet haben, konnen Sie in einem In-
teraktionsfenster Programme eingeben. Wir beginnen mit der Eingabe des Programms

val x = 4%7+3

Damit der Interpreter mit der Bearbeitung des Programms beginnt, muss nach dem

“w,n

Programm zunéchst ein Semikolon “;” eingegeben und direkt danach die Eingabetas-
te (enter) gedriickt werden. Das Hilfszeichen “;” ist erforderlich, damit mehrere Zeilen
am Stiick iibergeben werden kénnen. Nach der Ubergabe einer Eingabe priift der In-
terpreter zunéchst, ob es sich bei der Eingabe um ein gemill den Regeln der Sprache
zuldssiges Programm handelt. Wenn dies wie in unserem Beispiel der Fall ist, fiihrt er

das Programm aus. Danach informiert er den Benutzer {iber das Ergebnis:
val x =31 :int

Bei der Ausgabe der berechneten Werte fiir die deklarierten Bezeichner gibt der Inter-
preter auch die fiir die Bezeichner ermittelten Typen an. Vorerst arbeiten wir nur mit
Bezeichnern des Typs int. Die Ausgaben des Interpreters stellen wir immer in diesem
Schriftsatz dar. In Zukunft werden wir die Eingabe meistens zusammen mit der Ausgabe
darstellen:

val x = 4*7+3
val x = 31 : int

Ein bereits eingegebenes Programm kann durch die Eingabe weiterer Deklarationen ver-
langert werden. Wir erweitern unser Programm um die Deklaration

val y = (x-29)*x
val y = 62 : int

Erwartungsgemadl berechnet der Interpreter den Wert von y durch Riickgriff auf den be-
reits berechneten Wert von x. Als Nichstes erweitern wir unser Programm um zwei De-
klarationen, die wir zusammen eingeben:

val a = x-y
val b = x+y
vala=~31:int
val b =93 :int

Wenn Sie wollen, kénnen Sie die beiden Deklarationen auch in einer Zeile eingeben:
val a = x-y val b = x+y

val a = ~31: int
val b =93 : int
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1.2.1 Mehrfachdeklaration

Bezeichner konnen mehrfach deklariert werden:

val x = 2

valx=2:int

val x = 3

valx =3 :int

val y = x*x

valy=9:int

Bei der Benutzung eines mehrfach deklarierten Bezeichners wird immer der durch die
zuletzt ausgefiihrte Deklaration ermittelte Wert verwendet. Wenn wir als Nédchstes die
Deklaration

val x = X*x

valx=9:int

eingeben, passiert Folgendes: Zuerst wird der Ausdruck x * x mit der bereits existieren-
den Bindung x = 3 ausgewertet. Das liefert den Wert 9. Dann wird der Bezeichner x an
den Wert 9 gebunden.

1.2.2 Ergebnisbezeichner

Um Thnen Schreibarbeit zu ersparen, verwendet der Interpreter einen Trick: Deklara-
tionen des sogenannten Ergebnisbezeichners it konnen ohne den Vorspann “val it ="
eingegeben werden. Statt

val it = 4*7+3
val it = 31 : int

konnen Sie also kiirzer

4%7+3
31 :int

eingeben. Das ist praktisch, wenn Sie zundchst nur den Wert eines Ausdrucks sehen wol-
len. Wenn Sie den Wert danach weiter benutzen wollen, konnen Sie auf ihn mithilfe des
Ergebnisbezeichners zugreifen:

val x = it+it
val x =62 : int
it+it

62 :int

it-60

2:int
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1.2.3 Fehlermeldungen

Ein Interpreter priift fiir jede Eingabe, ob sie gemil} den Regeln der Sprache zuldssig ist.
Unzuldssige Eingaben werden mit einer Fehlermeldung beantwortet. Hier ist ein Bei-
spiel:

vall x = 4
! Toplevel input:
!'vall x = 4;,<EOF>

T AAAAAAAAN

! Unbound value identifier: vall

Die Fehlermeldung besagt, dass das Wort vall vom Interpreter als ein ungebundener Be-
zeichner eingestuft wurde. Da die Fehlermeldungen des Interpreters auf Programmierer
ausgerichtet sind, die sich mit Standard ML gut auskennen, werden die meisten Fehler-
meldungen fiir Sie vorerst groBtenteils unverstandlich sein.

1.3 Prozeduren

Unter einer Prozedur verstehen wir eine Berechnungsvorschrift, die bei der Anwendung
auf ein Argument ein Ergebnis liefert. Prozeduren werden durch Gleichungen beschrie-
ben. Beispielsweise beschreibt die Gleichung

quadrat(x) = x-x

eine Prozedur, die zu einer Zahl das Quadrat liefert. Diese Prozedur kénnen wir in Stan-
dard ML mit der Prozedurdeklaration

fun quadrat (x:int) = x*x

val quadrat : int — int

an den Bezeichner quadrat binden. Der Bezeichner quadrat erhdlt dabei den
Typ int — int, was besagt, dass er an eine Prozedur gebunden ist, die auf Argumen-
te des Typs int angewendet werden kann und Ergebnisse des Typs int liefert.

Ausdriicke der Bauart quadrat(2 + 3) werden als Prozeduranwendungen bezeichnet. Sie
bestehen aus zwei Teilausdriicken. Der erste Teilausdruck beschreibt die anzuwendende
Prozedur, und der zweite den als Argument zu verwendenden Wert.

quadrat (2+3)
25:int
quadrat 4

16 :int

Statt quadrat 4 kann man auch quadrat(4) schreiben. Eine Klammerung des Argument-
ausdrucks ist nur dann erforderlich, wenn dieser wie bei quadrat(2+ 3) aus mehreren
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Teilausdriicken besteht. Wenn man hier die Klammern weglésst, wird die Prozeduran-
wendung der Addition untergeordnet:

quadrat 2 + 3
7:int

(quadrat 2) + 3
7:int

Hier sind Beispiele fiir Ausdriicke mit zwei Prozeduranwendungen:

quadrat 2 + quadrat 3
13:int

quadrat (2 + quadrat 3)
121 :int

quadrat (quadrat 3)
81 :int

Wie wir bereits festgestellt haben, hat die Prozedur quadrat den Typ int — int. Allgemein
besteht ein Prozedurtyp f; — f» aus einem Argumenttyp #; und einem Ergebnistyp 7,.
Eine Prozedur des Typs t; — t» kann auf Argumente des Typs #; angewendet werden und
liefert Ergebnisse des Typs t.

Am Beispiel der obigen Prozedurdeklaration wollen wir noch einige Sprechweisen fiir
Prozeduren einfiihren:

Argumentmuster Rumpf

AN /

— —
funquadrat (x:int) = x*x

Argumentvariable

Zu einer Prozedur gehort ein Argumentmuster und ein Rumpf. Das Argumentmuster
bestimmt den Argumenttyp der Prozedur und fiihrt einen Bezeichner ein, der das Argu-
ment darstellt und als Argumentvariable bezeichnet wird. Der Rumpf einer Prozedur
ist ein Ausdruck, der beschreibt, wie das Ergebnis der Prozedur zu berechnen ist.

Bei einer Prozedur handelt es sich um eine Berechnungsvorschrift fiir eine Funktion.
Das erklédrt das einleitende Schliisselwort fun bei Prozedurdeklarationen. Eine Funkti-
on beschreibt eine Abbildung von Argumenten auf Ergebnisse, ohne sich dabei auf eine
bestimmte Berechnungsvorschrift festzulegen. Daher kann ein und dieselbe Funktion
durch verschiedene Prozeduren berechnet werden. Beispielsweise berechnet die Proze-
dur
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fun quadrat’ (y:int) = y*(y-1)+y
val quadrat’: int — int

dieselbe Funktion wie die Prozedur quadrat.

Berechnungsvorschriften bezeichnet man in der Informatik als Algorithmen. Bei Pro-
zeduren handelt es sich dementsprechend um Algorithmen, die durch Gleichungen be-
schrieben sind und Funktionen berechnen.

Aufgabe 1.2 Deklarieren Sie eine Prozedur p : int — int, die fiir x das Ergebnis 2x%—x lie-
fert. Identifizieren Sie das Argumentmuster, die Argumentvariable und den Rumpf Threr
Prozedurdeklaration.

1.4 Vergleiche und Konditionale

Ein Vergleich ist eine Operation, die testet, ob eine Bedingung erfiillt ist, und dem-
entsprechend den Wert false oder true liefert:

3<3
false : bool

3<=3
true : bool

3>=3

true : bool
3=3

true : bool

3<>3
false : bool

Die Zeichenkombinationen <=, >= und <> bezeichnen die Operatoren fiir die Verglei-
che <, = und #. Die Werte false und frue werden als Boolesche Werte bezeichnet und
haben den Typ bool, der keine sonstigen Werte hat.

Ein Konditional ist ein Ausdruck, der eine Fallunterscheidung gemalf} eines Booleschen
Werts realisiert:

if false then 5 else 7
7:int
if true then 5 else 7

5:int

Da Vergleiche Boolesche Werte liefern, konnen sie mit Konditionalen kombiniert wer-
den:
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if 4<2 then 3%5 else 7x*1
7:int

if 4=2%2 then 3*5 else 7*1
15:int

Konditionale werden vor allem im Rumpf von Prozeduren verwendet. Hier ist eine Pro-
zedur, die den sogenannten Absolutbetrag einer ganzen Zahl liefert:

fun betrag (x:int) = if x<0 then “x else x

val betrag : int — int

betrag 3
3:int

Allgemein hat ein Konditional die Form if e; then e» else e3. Die Teilausdriicke e, ey
und e3 werden als Bedingung, Konsequenz und Alternative des Konditionals bezeich-
net. Bei if, then und else handelt es sich um Schliisselworter. In die Bedingung, Kon-
sequenz oder Alternative eines Konditionals konnen weitere Konditionale geschachtelt
werden:

if 4<2 then 3 else if 2<3 then 71 else 1

~1:int

Aufgabe 1.3 (Signum) Schreiben Sie eine Prozedur signum: int — int, die fiir negative
Argumente —1, fiir positive Argumente 1, und fiir 0 das Ergebnis 0 liefert.

1.5 Lokale Deklarationen und Hilfsprozeduren
Das Programm

val a = 2%2

val b = a*xa

val ¢ = bxb

berechnet die Potenz 28 mithilfe von 3 Multiplikationen. Wir stellen uns jetzt die Frage,
wie wir eine Prozedur schreiben kdnnen, die zu einer beliebigen Zahl x die Potenz x8
mit nur 3 Multiplikationen bestimmt. Das gelingt mithilfe sogenannter lokaler Dekla-
rationen:

fun hoch8 (x:int) =
let
val a = x*x
val b = a*a
in
bxb
end
val hoch8: int — int
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hoch8 2
256 : int

Statt mit lokalen Deklarationen kénnen wir auch mit einer Hilfsprozedur arbeiten:

fun q (y:int) = y*y
fun hoch8 (x:int) = q (q (q %))

Aufgabe 1.4 Schreiben Sie eine Prozedur hochl7: int — int, die zu einer Zahl x die Po-
tenz x'7 berechnet. Dabei sollen méglichst wenig Multiplikationen verwendet werden.
Schreiben Sie die Prozedur auf zwei Arten: Mit einer Hilfsprozedur und mit lokalen De-
klarationen.

1.6 Tupel

Ein Tupel ist eine Folge (v1, ..., v,;) von Werten. Wir unterscheiden zwischen den Positio-
nen (die Zahlen 1, ..., n) und den Komponenten (die Werte vy, ..., v,) eines Tupels. Die
Komponente v; an der i-ten Position eines Tupels bezeichnen wir als die i-te Kompo-
nente des Tupels. Die Anzahl der Positionen eines Tupels bezeichnen wir als die Linge
des Tupels. Als Beispiel betrachten wir das Tupel (7, 2, true, 2). Dieses Tupel hat die Po-
sitionen 1, 2, 3, 4; die Komponenten 2, 7, true; und die Linge 4. Hier sind Beispiele fiir
Ausdriicke, die Tupel beschreiben:

(7, 2, true, 2)
(7, 2, true, 2) : int * int * bool * int

(7+2, 2%7)
(9, 14) : int * int

Der Typ eines Tupelausdrucks ergibt sich aus den Typen der Ausdriicke, die die Kom-
ponenten des Tupels beschreiben. Beispielsweise hat der Tupelausdruck (3, true, 3) den
Typ int * bool * int. Allgemein besteht ein Tupeltyp ) *--- * £, aus n = 2 Typen fy,..., t;.

Tupel sind sogenannte zusammengesetzte Werte. Das bedeutet insbesondere, dass Tu-
pel Werte sind. Also ist es méglich, Tupel zu gréBeren Tupeln zusammenzufassen:

((1,2), (3,9) : (int* int) = (int * int)

Den Aufbau solcher geschachtelten Tupel konnen wir grafisch mithilfe von Baumdar-
stellungen verdeutlichen:

0

PN

0 0
7/ N\ 7/ N\
1 2 3 4



10 1 Schnellkurs

Wir fiihren noch einige zusitzliche Sprechweisen fiir Tupel ein. Unter einem n-stelligen
Tupel verstehen wir ein Tupel der Léange n. Zweistellige Tupel bezeichnen wir als Paare
und dreistellige Tupel als Tripel. Das nullstellige Tupel () hei8t auch leeres Tupel. Es hat
den speziellen Typ unit, der keine weiteren Werte hat:

0O

() : unit

Gedanklich unterscheiden wir zwischen dem einstelligen Tupel (5) und der Zahl 5. Ein-
stellige Tupel lassen sich in Standard ML allerdings nicht mit Klammern darstellen, da
der Ausdruck (5) als eine geklammerte Darstellung der Zahl 5 interpretiert wird.

Auf die Komponenten eines Tupels kann mithilfe sogenannter Projektionen zugegriffen
werden:

val x = (5-2, 1<2, 2%2)
val x = (3, true, 4) : int * bool * int

#3 x
4 :int

#2 x
true : bool

Aufgabe 1.5
a) Geben Sie ein Tupel mit 3 Positionen und nur einer Komponente an.
b) Geben Sie einen Tupelausdruck an, der den Typ int = (bool = (int * unit)) hat.

¢) Geben Sie ein Paar an, dessen erste Komponente ein Paar und dessen zweite Kom-
ponente ein Tripel ist.

1.7 Kartesische Muster

Auf die Komponenten eines Tupels kann man auch mit Deklarationen zugreifen, die mit
kartesischen Mustern formuliert sind:

val (x,y) = (3,4)
valx =3 :int

valy=4:int
Diese Deklaration bindet die Bezeichner x und y gem&R dem Muster (x, y) an die erste
und zweite Komponente des Paares (3,4).

Ein interessantes Beispiel ist die Deklaration
val (x,y) = (y,x)

valx=4:int
valy=3:int
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Diese vertauscht die Werte der Bezeichner x und y.

Wir wollen jetzt eine Prozedur
swap: int x int — int * int

deklarieren, die die Komponenten eines Paares vertauscht. Beispielsweise soll swap(3, 4)
das Paar (4, 3) liefern. Bei swap handelt es sich also um eine Prozedur, die ein Paar als
Argument bekommt und ein Paar als Ergebnis liefert. Hier sind drei mogliche Deklara-
tionen fiir swap:

fun swap (p:int*int) (#2p, #1p)

fun swap (p:int*int) = let val (x,y) = p in (y,x) end

fun swap (x:int, y:int) = (y,x)

Die Deklarationen liefern Prozeduren, die sich nach auflen hin véllig gleich verhalten.
Die dritte Deklaration formuliert swap mit einem kartesischen Argumentmuster, das
zwei Argumentvariablen x und y einfiihrt.

Hier ist eine Prozedur, die zu zwei Zahlen die grolere liefert:

fun max (x:int, y:int) = if x<y then y else x
val max : int * int — int

max (5,3)
5:int

max (~5,3)
3:int

Obwohl das streng genommen nicht der Fall ist, werden wir sagen, dass Prozeduren wie
swap und max zwei Argumente haben. Diese Sprechweise ist zwar ungenau, aber be-
quem und allgemein {iblich.

Aufgabe 1.6 Schreiben Sie eine Prozedur min: int * int — int, die zu zwei Zahlen die
kleinere liefert. Deklarieren Sie min analog zu swap auf 3 verschiedene Arten: mit Pro-
jektionen, mit einer lokalen Deklaration und mit einem kartesischen Argumentmuster.

Aufgabe 1.7 Schreiben Sie eine Prozedur max: int * int * int — int, die zu drei Zahlen
die grofite liefert, auf zwei Arten:

a) Benutzen Sie keine Hilfsprozedur und drei Konditionale.
b) Benutzen Sie eine Hilfsprozedur und insgesamt nur ein Konditional.
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1.8 Ganzzahlige Division: Divund Mod

Ganzzahlige Division und Restbestimmung sind iiber die Operatoren div und mod ver-
fiigbar:

12 div 3
4 :int
12 mod 3
0:int
12 div 5
2:int
12 mod 5

2:int

Beim Programmieren mit Zahlen spielen die Operationen Div und Mod eine wichtige
Rolle. Es lohnt sich, ihre Definitionen zu kennen:

X
xdivy = {—J
y
x
xmody =x— {—J y
y

Dabei bezeichnet EJ die grote ganze Zahl, die kleiner gleich % ist.

Division durch null ist bekanntlich undefiniert. Wenn ein Interpreter eine Operation
ausfiihrt, die fiir die gegebenen Argumente undefiniert ist, bricht er die Ausfiithrung des
Programms mit einem Laufzeitfehler ab:

1 div O
!'Uncaught exception: Div

Aufgabe 1.8 Bestimmen Sie gemiR der obigen Definitionen den Wert von (3mod —2)
und (-3mod?2). Uberzeugen Sie sich davon, dass Ihr Interpreter die richtigen Werte lie-
fert.

Aufgabe 1.9 Machen Sie sich klar, dass fiir zwei natiirliche Zahlen x,y mit x = 0 und
y>0gilt: 0= (xmody) <y.

Aufgabe 1.10 Schreiben Sie eine Prozedur teilbar: int * int — bool, die fiir (x, y) testet,
ob x durch y ohne Rest teilbar ist.

Aufgabe 1.11 (Zeitangaben) Oft gibt man eine Zeitdauer im HMS-Format mit Stun-
den, Minuten und Sekunden an. Beispielsweise ist 2h5m26s eine hervorragende Zeit fiir
einen Marathonlauf.
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a) Schreiben Sie eine Prozedur sec: int * int * int — int, die vom HMS-Format in Sekun-
den umrechnet. Beispielsweise soll sec(1,1,6) die Zahl 3666 liefern.

b) Schreiben Sie eine Prozedur hms: int — int * int * int, die eine in Sekunden ange-
gebene Zeit in das HMS-Format umrechnet. Beispielsweise soll hms 3666 das Tupel
(1,1,6) liefern. Berechnen Sie die Komponenten des Tupels mithilfe lokaler Deklara-
tionen.

1.9 Rekursion

Fiir die Berechnung vieler Funktionen bendétigt man Prozeduren, die Gleichungen wie-
derholt anwenden. Als Beispiel betrachten wir eine Prozedur, die Potenzen x" durch
wiederholte Multiplikation mit x berechnet. Dabei soll n eine natiirliche Zahl sein
(0,1,2,...). Wir formulieren die Prozedur zunédchst mithilfe von zwei Gleichungen, die
wir als Rekursionsgleichungen bezeichnen:

0:1

X
x"=x-x"! firn>0

Wenn wir die Rekursionsgleichungen von links nach rechts anwenden, kénnen wir jede
Potenz berechnen. Hier ist ein Beispiel:

23=2.2? zweite Gleichung
=2.2.2! zweite Gleichung
=2.2.2.2° zweite Gleichung
=2.2-2-1 erste Gleichung
=8

Der Clou bei dieser Berechnung ist, dass die zweite Gleichung grofiere Potenzen auf klei-
nere zuriickfithrt und dass durch wiederholtes Anwenden der zweiten Gleichung der
Exponent auf 0 reduziert wird, sodass die Berechnung mit der ersten Gleichung beendet
werden kann. Die wiederholte Anwendung der zweiten Gleichung wird als Rekursion
bezeichnet.

Um den durch die Rekursionsgleichungen gegebenen Algorithmus in Standard ML
durch eine Prozedur zu realisieren, verbinden wir die beiden Gleichungen mithilfe ei-
nes Konditionals zu einer Gleichung:

x"=ifn>0thenx-x"lelsel fiirn=0
Aus dieser Gleichung ergibt sich die folgende Prozedurdeklaration:

fun potenz (x:int, n:int) : int =
if n>0 then x*potenz(x,n-1) else 1

val potenz : int * int — int
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potenz(4,2) = if 2> 0then 4% potenz(4,2— 1) else 1
= if true then 4% potenz(4,2— 1) else 1

= 4x potenz(4,2—1)

= 4x potenz(4,1)

= 4% (if 1> 0then 4* potenz(4,1— 1) else 1)
= 4= (if true then 4 * potenz(4,1— 1) else I)

= 4x (4% potenz(4,1— 1))

= 4x (4% potenz(4,0))

= 4% (4% (if 0> 0then 4 potenz(4,0— 1) else 1))
= 4% (4= (if false then 4 * potenz(4,0— 1) else I))
= 4x(4x])

= 4x%x4

= 16

Abbildung 1.1: Ein Ausfiihrungsprotokoll

potenz (2,10)
1024 : int

Prozeduren, deren Rumpf so wie potenz eine Selbstanwendung enthélt, werden als re-
kursiv bezeichnet. Selbstanwendungen werden auch als rekursive Anwendungen be-
zeichnet. Bei der Deklaration rekursiver Prozeduren geben wir, so wie bei potenz gezeigt,
den Ergebnistyp der Prozedur nach dem Argumentmuster an, damit der Typ der Proze-
dur fiir die Uberpriifung der Selbstanwendung zur Verfiigung steht.

Das in Abbildung 1.1 gezeigte Ausfiihrungsprotokoll beschreibt die Ausfithrung der
Prozeduranwendung potenz(4,2) im Detail. Jeder Ausfiihrungsschritt betrifft einen Teil-
ausdruck, der jeweils durch Unterstreichung hervorgehoben ist. Das verkiirzte Aus-
fiihrungsprotokoll fiir die Anwendung potenz(4, 2) fasst jeweils mehrere Ausfithrungs-
schritte zusammen:

4x* potenz(4, 1)

4x* (4* potenz(4,0))
4% (4% 1)

=16

potenz(4,2)

Bei der Ausfithrung einer Prozeduranwendung unterscheiden wir zwei Phasen. Die ers-
te Phase fiihrt die Teilausdriicke der Anwendung aus und bestimmt eine Prozedur und
einen als Argument dienenden Wert. Das aus der Prozedur und dem Wert bestehende
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Paar bezeichnen wir als Prozeduraufruf. Beispielsweise liefert die Prozeduranwendung
potenz(2* 2, 1+ 1) den Prozeduraufruf, der aus der Prozedur potenz und dem Wert (4,2)
besteht. Die zweite Phase fiihrt den Prozeduraufruf aus.

Fiir die Ausfithrung eines Aufrufs einer rekursiven Prozedur miissen in der Regel wei-
tere Aufrufe der Prozedur ausgefiihrt werden. Dadurch ergibt sich eine Folge von Auf-
rufen, die als Rekursionsfolge bezeichnet wird. Fiir den Aufruf potenz(4,3) ergibt sich
beispielsweise die folgende Rekursionsfolge:

potenz(4,3) — potenz(4,2) — potenz(4,1) — potenz(4,0)

Die Prozedur potenz wihlt die richtige Rekursionsgleichung mithilfe eines Konditionals
aus. Damit das wie gezeigt funktioniert, ist wesentlich, dass bei der Ausfiihrung eines
Konditionals zundchst nur die Bedingung ausgefiihrt wird. Abhédngig davon, welchen
Wert die Bedingung liefert, wird dann entweder nur die Konsequenz oder nur die Alter-
native des Konditionals ausgefiihrt. Das sorgt dafiir, dass es bei einem Aufruf potenz(x, 0)
zu keinem Aufruf potenz(x, — 1) kommt.

Aufgabe 1.12 Sei die folgende rekursive Prozedurdeklaration gegeben:

fun f(n:int, a:int) : int = if n=0 then a else f(n-1, a*n)

a) Geben Sie die Rekursionsfolge fiir den Aufruf f(3,1) an.
b) Geben Sie ein verkiirztes Ausfithrungsprotokoll fiir den Ausdruck f(3, 1) an.

¢) Geben Sie ein detailliertes Ausfithrungsprotokoll fiir den Ausdruck f(3, I) an. Halten
Sie sich dabei an das Beispiel in Abbildung 1.1. Wenn es mehrere direkt ausfiihrba-
re Teilausdriicke gibt, soll immer der am weitesten links stehende zuerst ausgefiihrt
werden. Sie sollten insgesamt 18 Ausfithrungsschritte bekommen.

Aufgabe 1.13 Schreiben Sie eine rekursive Prozedur mul: int * int — int, die das Pro-
dukt einer natiirlichen und einer ganzen Zahl durch wiederholte Addition berechnet.
Beschreiben Sie den zugrunde liegenden Algorithmus zunédchst mit Rekursionsglei-
chungen.

Aufgabe 1.14 Der ganzzahlige Quotient xdivy ldsst sich aus x durch wieder-
holtes Subtrahieren von y bestimmen. Schreiben Sie eine rekursive Prozedur
mydiv: int * int — int, die fiir x = 0 und y = 1 das Ergebnis x div y liefert. Geben Sie
zundchst Rekursionsgleichungen fiir x div y an.

Aufgabe 1.15 Auch der ganzzahlige Rest x mody ldsst sich aus x durch wieder-
holtes Subtrahieren von y bestimmen. Schreiben Sie eine rekursive Prozedur
mymod: int * int — int, die fiir x=0 und y = 1 das Ergebnis x mod y liefert. Geben
Sie dazu zundchst Rekursionsgleichungen fiir x mod y an.
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Eine hiufig gestellte Frage

Wenn in Aufgaben wie 1.13 oder 1.14 nach einer Prozedur gefragt wird, deren Ergeb-
nisse nur fiir einen Teil der Argumente spezifiziert sind, was soll die Prozedur dann
fiir die anderen Argumente machen?

Wie sich eine Prozedur fiir Argumente verhilt, fiir die die Aufgabenstellung keine
Vorgaben macht, spielt fiir die Losung der Aufgabe keine Rolle und Sie sollten sich
dariiber auch keine Gedanken machen. Die partielle Spezifikation von Prozeduren
soll Ihnen die Beschéftigung mit unwesentlichen Details ersparen.

Aufgabe 1.16 (Stelligkeit) Schreiben Sie eine rekursive Prozedur stell: int — int, die zu
einer Zahl die Stelligkeit ihrer Dezimaldarstellung liefert. Beispielsweise soll stell 117 = 3
gelten. Geben Sie zunéchst die Rekursionsgleichungen fiir stell an. Verwenden Sie ganz-
zahlige Division durch 10, um die Zahl zu erhalten, die durch Streichen der letzten Ziffer
entsteht.

Aufgabe 1.17 (Quersumme) Schreiben Sie eine rekursive Prozedur quer: int — int, die
die Quersumme einer ganzen Zahl berechnet. Die Quersumme einer Zahl ist die Sum-
me ihrer Dezimalziffern. Beispielsweise hat die Zahl —3754 die Quersumme 19. Geben
Sie zundchst die Rekursionsgleichungen fiir quer an. Verwenden Sie Restbestimmung
modulo 10, um die letzte Ziffer einer Zahl zu bestimmen.

Aufgabe 1.18 (Binomialkoeffizienten) Schreiben Sie eine rekursive Prozedur
binom: int x int — int, die fiir n,k = 0 den Binomialkoeffizienten (Z) berechnet. Ver-
wenden Sie den durch die folgenden Gleichungen gegebenen Algorithmus:

0 n- ("1
(Z):l (k):o fiir k>0 (Z): (If‘l) firn, k>0

Aufgabe 1.19 (Sortieren von Tripeln)

a) Schreiben Sie eine Prozedur sort: int * int * int — int * int * int, die ganzzahlige Tri-
pel sortiert. Beispielsweise soll sort(7, 2,5) = (2, 5, 7) gelten. Verwenden Sie nur 2 Kon-
ditionale und Rekursion.

b) Schreiben Sie mithilfe von sort eine Prozedur max: int * int * int — int, die zu drei
Zahlen die groRte liefert. Verwenden Sie dabei keine kartesischen Muster.

1.10 Natiirliche Quadratwurzeln und Akkus

Nicht jede Funktion ldsst sich unmittelbar durch Rekursionsgleichungen berechnen. Oft
ist es erforderlich, die Funktion durch Riickfiihrung auf eine Hilfsfunktion zu bestim-
men, die mit zusdtzlichen Argumenten versehen ist.
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Ein typisches Beispiel ist die Funktion | /7|, die zu einer natiirlichen Zahl n die natiir-
liche Quadratwurzel liefert. Auf der Suche nach einem Algorithmus erweisen sich die
folgenden Gleichungen als hilfreich:

| V7| = max{k e N| k* < n}
=min{keN|k*>n}-1
Die zweite Gleichung fiihrt die Bestimmung von | /| auf die Berechnung der kleinsten
natiirlichen Zahl k mit der Eigenschaft k? > n zuriick. Diese Zahl kénnen wir bestim-
men, indem wir einen Zéhler k, der zundchst den Wert 1 hat, solange um 1 erh6hen, bis

erstmals die Eigenschaft k> > n gilt. Um dieses Vorgehen mit Gleichungen formulieren
zu konnen, fithren wir eine Hilfsfunktion

w:NxN—N
w(k,n)=min{i eN|i=kund i’>n}

ein, deren erstes Argument dem Zihler entspricht. Da
|Vn|=w1,n-1

gilt, kénnen wir |/n| durch Riickfithrung auf die Hilfsfunktion w bestimmen. Die Be-
rechnung von w gelingt mithilfe der folgenden Rekursionsgleichungen:

w(k,n) =k fiir k> > n
wk,n=wlk+1,n) firk’<n

Uberzeugen Sie sich davon, dass die Funktion w die Rekursionsgleichungen tatsichlich
erfiillt. Hier ist das verkiirzte Ausfiihrungsprotokoll fiir die Bestimmung der natiirlichen
Quadratwurzel von 15:

[¢Eﬂ=LmL1m—1
- w(2,15) 1
= w(,15) -1
- w4, 15) 1
—4-1=3

Die Umsetzung der Gleichungen in zwei Prozeduren ist einfach:

fun w (k:int,n:int) : int = if k*k>n then k else w(k+1,n)
val w: int * int — int
fun wurzel (n:int) = w(i,n)-1

val wurzel : int — int

wurzel 15
3:int
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Zusammenfassend stellen wir fest, dass wir einen Algorithmus fiir die Berechnung von
natiirlichen Quadratwurzeln entwickelt haben, der mithilfe von Gleichungen formu-
liert ist. Dazu war die Einfiihrung einer Hilfsfunktion mit einem zusétzlichen Argu-
ment erforderlich. Solche zusétzlichen Argumente werden pragnant als Akkus bezeich-
net (Kurzform fiir Akkumulatorargument).

Aufgabe 1.20 Schreiben Sie eine Prozedur, die zu n € N das kleinste k € N mit K=n
berechnet. Definieren Sie zunédchst die zugrunde liegenden Funktionen und geben Sie
die zu ihrer Berechnung erforderlichen Gleichungen an.

1.11 Endrekursion

Unter einer endrekursiven Prozedur versteht man eine rekursive Prozedur, bei der das
Ergebnis im Rekursionsfall unmittelbar durch eine rekursive Anwendung geliefert wird.
Ein typisches Beispiel ist die Prozedur w aus dem letzten Abschnitt:

fun w (k:int, n:int) : int = if k*k>n then k else w(k+1,n)

Wenn die Selbstanwendung w(k+ 1, n) zur Ausfiihrung kommt, dann liefert sie das Er-
gebnis der Prozedur. Diese Eigenschaft kann man sehr schon in den verkiirzten Ausfiih-
rungsprotokollen sehen:

w(l1,24) =w2,24) =w@3,24) = w4,24) = w(5,24) =5

Bei Endrekursion handelt es sich um eine einfache Form der Rekursion, die besonders
effizient ausgefiihrt werden kann. Statt von Endrekursion spricht man auch von iterati-
ver Rekursion.!

Unser Paradebeispiel fiir Rekursion, die Prozedur potenz aus § 1.9, ist nicht endrekursiv.
Es stellt sich jetzt die Frage, ob wir Potenzen auch mit einer endrekursiven Prozedur be-
rechnen kénnen. Die Antwort ist ja, allerdings miissen wir dazu wie bei der natiirlichen
Quadratwurzel eine Hilfsfunktion mit einem Akku berechnen:

p:ZxZxN—Z

pla,x,n)=a-x"

Da p(1,x,n) = x" gilt, kénnen wir die Potenzen mit einer Prozedur bestimmen, die die
Funktion pberechnet. Und fiir pist es nicht weiter schwer, endrekursive Rekursionsglei-
chungen anzugeben:

pla,x,0)=a
pla,x,n)=pla-x,x,n—-1) firn>0

Damit gelingt die endrekursive Berechnung von Potenzen in Standard ML wie folgt:

! Fiir Experten: Endrekursive Prozeduren kénnen mit Schleifen realisiert werden. Siehe § 15.8.
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fun p (a:int, x:int, n:int) : int = if n<1 then a else p(a*x,x,n-1)

val p : int * int * int — int

fun potenz (x:int, n:int) = p(1,x,n)

val potenz : int * int — int

Aufgabe 1.21 Schreiben Sie eine Prozedur mul: int * int — int, die das Produkt aus ei-
ner natiirlichen und einer ganzen Zahl mit einer endrekursiven Hilfsprozedur durch
wiederholte Addition berechnet.

Aufgabe 1.22 Schreiben Sie eine Prozedur quer:int — int, die die Quersumme einer
ganzen Zahl mithilfe einer endrekursiven Hilfsprozedur berechnet.

Aufgabe 1.23 (Reversion) Unter der Reversion revn einer natiirlichen Zahl n wollen wir
die natiirliche Zahl verstehen, die man durch Spiegeln der Dezimaldarstellung von n
erhilt. Beispielsweise soll rev1234 = 4321, rev76 = 67 und rev1200 = 21 gelten.

a) Schreiben Sie zunichst eine endrekursive Prozedur rev’: int * int — int, die zu zwei
natiirlichen Zahlen m und n die Zahl liefert, die sich ergibt, wenn man die rever-
sierte Dezimaldarstellung von 7 rechts an die Dezimaldarstellung von m anfiigt.
Beispielsweise soll rev’(65,73) = 6537 und rev’(0,12300) = 321 gelten. Die Arbeits-
weise von rev’ ergibt sich aus dem verkiirzten Ausfiihrungsprotokoll rev’(65,73) =
rev' (653,7) = rev'(6537,0) = 6537.

b) Schreiben Sie mithilfe der Prozedur rev’ eine Prozedur rev, die natiirliche Zahlen re-
versiert.

c¢) Machen Sie sich klar, dass die entscheidende Idee bei der Konstruktion des Reversi-
onsalgorithmus die Einfiihrung einer Hilfsfunktion mit einem Akku ist. Uberzeugen
Sie sich davon, dass Sie rev nicht ohne Weiteres durch Rekursionsgleichungen be-
stimmen kénnen.

1.12  Divergenz
Betrachten Sie die endrekursive Prozedur
fun p (x:int) : int = p x

Die Ausfiihrung eines Aufrufs px der Prozedur schreitet unendlich voran, da die Ausfiih-
rung des Aufrufs px erneut zur Ausfiihrung des Aufrufs px fiihrt:

px = px = px = px = px=--

Eine Ausfiihrung, die nach endlich vielen Schritten endet, bezeichnet man als termi-
nierend. Eine nicht terminierende Ausfithrung bezeichnet man dagegen als divergie-
rend. Man sagt auch, dass eine Prozedur fiir bestimmte Argumente terminiert oder di-
vergiert. Die obige Prozedur divergiert fiir alle Argumente.

Hier ist eine zweite, nicht endrekursive Prozedur, die wie p fiir alle Argumente divergiert:
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Eine gewinnbringende Strategie

Programmieren konnen Sie nur durch eigene geistige Aktivitédt lernen. BloRes Le-
sen eines Kapitels geniigt nicht. Die beschriebene gedankliche Welt muss in Ih-
rem Kopf so konkrete Formen annehmen, dass Sie sich darin wie in einer vertrau-
ten Umgebung bewegen konnen. Der dafiir erforderliche Mindestaufwand ist die
Bearbeitung der Ubungsaufgaben. Bearbeitung heiflt, die Losungen der Aufgaben
selbststdndig durch Nachdenken und Probieren zu entwickeln.

Beim Einstieg in die Programmierung erweist sich gezieltes Experimentieren als
eine gewinnbringende Lernstrategie. Erproben Sie alle Beispielprogramme dieses
Buchs mit einem Interpreter. Dabei werden Thnen oft interessante Varianten ein-
fallen. Wenn Sie diese erkunden, konnen Sie in kurzer Zeit viel lernen.

Bei den meisten Ubungsaufgaben sollen Sie kleine Programme schreiben. Erpro-
ben Sie Thre Programme stets mit einem Interpreter und tiberzeugen Sie sich da-
von, dass sie tun, was sie tun sollen. Typischerweise wird das zunéchst nicht der
Fall sein. Dann miissen Sie durch Experimentieren, Nachdenken und erneutes Stu-
dium des Lehrmaterials schrittweise herausfinden, was Sie wo falsch gemacht ha-
ben. Dieser als Debugging bezeichnete Prozess ist ein wesentlicher Teil der Lern-
arbeit, der Ihre Problemldsefdhigkeit schult und Ihr Verstdndnis vertieft.

fun q (x:int) : int = 0 + q x

Im Unterschied zu p werden die bei der Ausfiihrung von g durchlaufenen Berechnungs-
zustdnde jedoch immer grof3er, sodass mehr und mehr Speicherplatz benétigt wird.

gx =0+(gx) =0+0+(gx) =0+0+(0+(gx)) =...

Das hat zur Folge, dass ein Interpreter die Ausfithrung von g nach kurzer Zeit wegen
Speichererschopfung abbrechen muss:

val it = q O
! Uncaught exception: Out_of memory

Bei der Ausfithrung mit einem Interpreter kann sich die Divergenz einer rekursiven Pro-
zedur also entweder dadurch zeigen, dass der Interpreter mit der Ausfithrung nicht zum
Ende kommt oder dass der Interpreter die Ausfithrung wegen Speichererschépfung ab-
bricht. Generell gibt es bei der Ausfiihrung eines Programms durch einen Interpreter die
folgenden Mdglichkeiten:

* Reguldre Terminierung. Die Ausfithrung des Programms endet nach endlich vielen
Schritten erfolgreich. Das ist der Normalfall.
e Abbruch wegen Laufzeitfehler. Der Interpreter bricht die Ausfiihrung des Pro-

gramms ab, da eine Operation einen Fehler signalisiert. Ein typisches Beispiel ist Di-
vision durch null.
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e Abbruch wegen Speichererschopfung. Der Interpreter bricht die Ausfiihrung des
Programms ab, da der dem Interpreter zur Verfiigung stehende Speicherplatz er-
schopft ist.

e Abbruch durch den Benutzer. Die noch laufende Ausfithrung des Programms wird
durch den Benutzer abgebrochen.

Machen Sie sich klar, dass es sich bei Divergenz um ein gedankliches Konzept handelt,
das sich nur bedingt mit einem Interpreter beobachten ldsst. Wenn ein Interpreter be-
reits n Tage an der Ausfiihrung eines Programms rechnet, ist offen, ob er nach weiteren
n Tagen regulér terminiert, abbricht oder immer noch rechnet.

Aufgabe 1.24 Schreiben Sie eine Prozedur int — int, die fiir negative Argumente diver-
giert und fiir nicht-negative Argumente x das Ergebnis x liefert.

Aufgabe 1.25 Dieter Schlau liebt Prozeduren. Er deklariert die Prozedur
fun ifi (b:bool, x:int, y:int) = if b then x else y

und behauptet, dass er sie anstelle des Konditionals verwenden kann, wenn Konsequenz
und Alternative den Typ inf haben. Anna ist skeptisch und zeigt ihm schlie@lich die fol-
genden Deklarationen:

fun p (n:int) : int = if n=0 then p(n-1) else n
fun q (n:int) : int = ifi(n=0, q(n-1), n)

Dieter kann erst keinen Unterschied im Verhalten der Prozeduren p und g erkennen,
aber ein Experiment mit dem Interpreter belehrt ihn eines Besseren.

Fiir welche Argumente verhalten sich die Prozeduren p und g unterschiedlich? Warum?
Welche Eigenschaft des Konditionals geht bei der Verwendung der Prozedur ifi verloren?

1.13 Festkomma- und Gleitkommazahlen

Computer arbeiten mit zwei unterschiedlichen Zahlensystemen, deren Elemente als
Festkomma- beziehungsweise Gleitkommazahlen bezeichnet werden. Beide Systeme
arbeiten mit Darstellungen fester Grée (oft 32 oder 64 Bit) und umfassen daher jeweils
nur endlich viele Zahlen. Festkommazahlen entsprechen ganzen Zahlen, und Gleitkom-
mazahlen reellen Zahlen mit endlicher Dezimalbruchdarstellung.

1.13.1 Festkommazahlen

Die Festkommazahlen heutiger PCs stellen die ganzen Zahlen im Intervall (=281 231_

1} dar. Wenn eine Operation wie Addition oder Multiplikation zu einer Zahl aullerhalb
des darstellbaren Intervalls fiihrt, spricht man von einem Uberlauf.

Standard ML Interpreter realisieren die Werte des Typs int mit Festkommazahlen. Auf
PCs schrinken sie den darstellbaren Bereich meistens auf das Intervall {239, ...,230 —1}
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ein. Wenn es bei der Ausfiihrung eines Programms zu einem Uberlauf kommt, wird der
Laufzeitfehler Overflow signalisiert:

4%1073741823
! Uncaught exception: Overflow

Aufgabe 1.26 (Fakultiten) Fiir n = 0 konnen wir die sogenannte n-te Fakultit n! wie
folgt definieren:

0l=1
n=1-----n firn=1

Beispielsweise gilt 4! =1-2-3-4 =24,

a) Geben Sie zwei Gleichungen an, mit denen n! berechnet werden kann.

b) Realisieren Sie die Gleichungen mit einer Prozedur fac: int — int. Schreiben Sie die
Prozedur so, dass ihre Ausfiihrung fiir negative Argumente wegen Speichererschép-
fung abgebrochen wird.

c) Die Fakultdten werden schnell grol3. Beispielsweise gilt 10! = 3628800. Ermitteln Sie
mit einem Interpreter das erste n, fiir das die Ausfiihrung Threr Prozedur zu einem
Uberlauf fiihrt.

1.13.2 Gleitkommazahlen

Eine Gleitkommazahl stellt eine Zahl x gem&R der Gleichung
x=m-10"

durch zwei ganze Zahlen m und n dar, die als Mantisse und Exponent bezeichnet wer-
den. Beispielweise wird die Zahl 12,65 = 1265-10~2 durch das Paar (1265, —2) dargestellt.
Mantisse und Exponent miissen jeweils innerhalb eines vorgegebenen endlichen Inter-
valls liegen. Die entsprechenden Gleitkommazahlen beschreiben endlich viele Stiitz-
punkte innerhalb eines Intervalls, das aus unendlich vielen reellen Zahlen besteht.

Gleitkommazahlen sind in Standard ML als Werte des Typs real verfiigbar. Hier ist ein
Beispiel:

4.5+ 2.0 x 5.5
15.5 : real

Die Konstanten fiir real halten sich an die englische Schreibweise und verwenden statt
des bei uns iiblichen Kommas den Punkt.

Fiir die Bezeichnung der Gleitkommaoperationen (z. B. Addition, Multiplikation) ver-
wendet Standard ML dieselben Operatoren (z. B. +, *) wie fiir die Festkommaoperatio-
nen. Man sagt, dass diese Operatoren iiberladen sind, da sie gemil} zweier Typen an-
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wendbar sind:
int x int — int
real x real — real
Bevor ein Programm ausgefiihrt wird, wird fiir jedes Auftreten eines iiberladenen Opera-

tors ermittelt, welche Operation es bezeichnet. Die Typen der iiberladenen Operatoren
lassen keine gemischten Argumente zu:

2 *x 5.5
! Type clash: expression of type int cannot have type real

Eine solche Mischung wire nicht sinnvoll, da Festkomma- und Gleitkommazahlen zu
unterschiedlichen Zahlensystemen gehéren.

Die Beschreibung sehr groer und sehr kleiner Gleitkommazahlen wird durch spezielle
Konstanten unterstiitzt:

1.7878E45 ~» 1,7878-10%
1.7878E745 ~» 1,7878-107%

Aufgabe 1.27 Schreiben Sie eine Prozedur p: real * real — real, die die Funktion
fxy) = x=-3)(y+5)°

mit Gleitkommazahlen berechnet. Verwenden Sie eine lokale Deklaration, damit die Ad-
dition y + 5 nur einmal berechnet werden muss.

1.13.3  Rundungsfehler

Wenn eine Gleitkommaoperation zu einer Zahl auflerhalb des darstellbaren Bereichs
fiihrt, liefert sie eine Gleitkommazahl, die vom wirklichen Ergebnis so wenig wie mog-
lich abweicht:

1.0 / 3.0
0.333333333333 : real

2.0 * 5.00000000001
10.0: real

Man sagt, dass die Gleitkommaoperationen Rundungsfehler machen. Wenn mehre-
re Gleitkommaoperationen hintereinander ausgefiihrt werden, kénnen sich die Run-
dungsfehler so akkumulieren, dass das Gleitkommaergebnis keine Ahnlichkeit mehr mit
dem exakten Ergebnis hat.

Das Rechnen mit Gleitkommaoperationen bezeichnet man als Gleitkommaarithmetik.
Gleitkommaarithmetik spielt fiir viele Anwendungen eine wichtige Rolle (z. B. Wetter-
vorhersagen). Die Numerik ist eine eigenstindige Forschungsrichtung, die sich mit Al-
gorithmen beschiftigt, fiir deren Ergebnisse man trotz Rundungsfehlern eine Mindest-
genauigkeit garantieren kann.
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Aufgabe 1.28 Schreiben Sie eine rekursive Prozedur power: real * int — real, die zu ei-
ner reellen Zahl x und einer natiirlichen Zahl n die Potenz x" mittels Gleitkommaopera-
tionen berechnet. Welche Zahl liefert power(3.0,100)? Handelt es sich dabei wirklich um
die Zahl 31907

1.13.4  Beispiel: Newtonsches Verfahren

Als Beispiel betrachten wir das Newtonsche Verfahren zur Bestimmung reeller Quadrat-
wurzeln. Sei x eine positive reelle Zahl. Dann definiert

apg =

a,=—(an-—1+ ) fiir n>0

N~ N =

an-1

eine Folge ay, ai, az,... von Approximationen, die gegen /x konvergieren. Die Berech-
nung der Approximationen erledigen wir mit der rekursiven Prozedur

fun newton (a:real, x:real, n:int) : real =
if n<1 then a else newton (0.5%(a+x/a), x, n-1)

val newton : real * real * int — real
die zu a;;, x und n die Approximation a,. , liefert. Damit deklarieren wir die Prozedur

fun sqrt (x:real) = newton (x/2.0, x , 5)
val sqrt : real — real

die zu x die Approximation as liefert:

sqrt 4.0
2.0:real

sqrt 2.0
1.41421356237 : real

sqrt 81.0
9.00000941552 : real

Aufgabe 1.29 Schreiben Sie eine Prozedur sqrt: real — real, die zu x die erste Approxi-
mation ay, liefert, die y/x mit der Genauigkeit |x—a?| < 10~* approximiert. Schreiben Sie
zusitzlich eine Prozedur sqrt’ : real — real = int, die zu x das Paar (ay, n) liefert, damit Sie
sehen konnen, wie viele Approximationsschritte erforderlich waren.
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Math.sqrt  : real — real VX
Math.sin : real — real
Math.asin  : real — real
Math.exp : real — real e’
Math.pow : real+ real — real — xV
Math.Iln : real — real

Math.logl0 : real — real

Real.fromint : int — real
Real.round : real— int

Real.floor . real — int |x] Rundung nach unten
Real.ceil . real — int [x] Rundung nach oben
Math.pi : real b4
Math.e . real e

Abbildung 1.2: Einige Standardprozeduren

1.14 Standardstrukturen

Im Zusammenhang mit Zahlen bendtigen wir eine Vielzahl von Prozeduren, die Stan-
dardaufgaben wie die Berechnung von Quadratwurzeln erledigen. Standard ML stellt
solche Standardprozeduren im Rahmen sogenannter Standardstrukturen zur Verfii-
gung. Abbildung 1.2 zeigt einige Prozeduren aus den Standardstrukturen Math und Real.
Hier sind Anwendungsbeispiele:

Math.sqrt 4.0
2.0:real

Real.fromInt 45
45.0 : real

Real.round 1.5
2:int

Neben Prozeduren kénnen Standardstrukturen auch andere Werte zur Verfiigung stel-
len. Beispielsweise stellt die Standardstruktur Math unter dem Bezeichner pi eine Gleit-
kommazahl zur Verfiigung, die die reelle Zahl 7 so gut wie moglich approximiert:

Math.pi
3.14159265359 : real

Die Objekte einer Standardstruktur werden durch zusammengesetzte Bezeichner be-
zeichnet (z.B. Math.pi), die aus dem Bezeichner der Struktur (z.B. Math) und aus dem
Bezeichner des Objektes (z. B. pi) bestehen.

Eine Beschreibung der Standardstrukturen fiir Standard ML finden Sie im Web unter
www.standardml.org/Basis.
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Aufgabe 1.30 Deklarieren Sie Prozeduren des Typs real — real, die die folgenden Funk-
tionen mit Gleitkommaoperationen berechnen:

a) g(x)=2x+1,4e
b) h(x) =sinx+ cos(2rx)

Bemerkungen

Anhand einiger Beispiele haben Sie in diesem Kapitel einen ersten Einblick in die Pro-
grammierung bekommen. Sie wissen jetzt, was unter Deklarationen, Konditionalen, Tu-
peln und rekursiven Prozeduren zu verstehen ist. AuBerdem kénnen Sie kleine Program-
me schreiben und sie mithilfe eines Interpreters ausfiihren.

Mit rekursiven Prozeduren kann eine Vielzahl von Algorithmen formuliert werden. Un-
ser erstes Beispiel war eine Prozedur fiir die Berechnung von Potenzen. Der Ausgangs-
punkt fiir die Konstruktion einer Prozedur ist die zu berechnende Funktion. Zunichst
miissen Rekursionsgleichungen gefunden werden, mit denen die Funktion berechnet
werden kann. Manchmal ist die Einfiihrung von Hilfsfunktionen mit zusétzlichen Argu-
menten (sogenannte Akkus) erforderlich. Nachdem die richtigen Gleichungen gefunden
sind, ist die Formulierung der Prozedur eine Routineangelegenheit.

Unter einer Datenstruktur versteht man ein Darstellungsformat fiir eine bestimmte
Klasse von Objekten. Bisher haben wir einige einfache Datenstrukturen kennengelernt,
die in Standard ML direkt verfiigbar sind: Festkommazahlen, Gleitkommazahlen, Boo-
lesche Werte und Tupel.

Eine Programmiersprache vermittelt zwischen Mensch und Maschine. Programme wer-
den von Menschen geschrieben, damit sie von Maschinen ausgefiihrt werden kénnen.
Also miissen Programmiersprachen so entworfen werden, dass sie einerseits Menschen
bei der Formulierung komplexer Datenstrukturen und Algorithmen unterstiitzen und
andererseits maschinell ausfiihrbar sind. Zu jeder Programmiersprache gehort eine ge-
dankliche Welt, in der eine Vielzahl von gedanklichen Objekten existieren. Dazu geho-
ren Programme, Deklarationen, Ausdriicke, Prozeduren, Tupel und Zahlen. Wahrend der
Ausfiihrung eines Programms erlangen diese gedanklichen Objekte eine gewisse physi-
kalische Prasenz.

Allgemein betrachtet geht es bei der Programmierung um die systematische Konstruk-
tion komplexerer Objekte aus einfacheren Objekten. Programmiersprachen stellen den
praktischen Rahmen fiir diesen Konstruktionsprozess dar. Da wir bisher nur sehr einfa-
che Beispiele betrachtet haben, ist dieser wichtige Aspekt allerdings noch wenig sicht-
bar.

Dieses Kapitel endet so wie die nachfolgenden mit einem Verzeichnis, das die eingefiihr-
ten Fachbegriffe auflistet. Zu jedem der Begriffe sollten Sie ein paar erklirende Worte
sagen kénnen und wissen, wo er im Kapitel erldutert wird. Wenn ein Begriff erstmals
erldutert wird, erscheint er fett gedruckt.
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Verzeichnis

Programme und Deklarationen; Bindung eines Bezeichners an einen Wert.
Worter: Bezeichner, Konstanten, Operatoren, Schliisselworter.

Ausdriicke: Prozeduranwendungen, Konditionale (Bedingung, Konsequenz, Alternati-
ve).

Werte: Zahlen, Boolesche Werte, Tupel, Prozeduren.
Typen: int, real, bool, unit; Tupel- und Prozedurtypen.

Tupel: Paare, Tripel, leeres Tupel, Positionen, Komponenten, Stelligkeit, Projektionen,
geschachtelte Tupel und Baumdarstellung, kartesische Muster.

Prozeduren: Argument und Ergebnis, Funktionen, Prozedurtypen, (kartesische) Argu-
mentmuster, Argumentvariablen, Rumpf, Prozeduranwendungen und Prozeduraufrufe,
lokale Deklarationen, Hilfsprozeduren.

Rekursive Prozeduren: Selbstanwendung, Ausfiihrungsprotokoll, Rekursionsfolge, Re-
kursionsgleichungen, Endrekursion, Divergenz.

Natiirliche Quadratwurzeln: Akkus.
Ganzzahlige Division: Div und Mod.
Interpreter: Ergebnisbezeichner, Fehlermeldungen, Debugging.

Ausfithrung: Reguldre Terminierung, Abbruch wegen Laufzeitfehler oder Speicherer-
schopfung, keine Terminierung.

Festkomma- und Gleitkommazahlen: Uberlauf, Fakultiten, Gleitkommaarithmetik,
Mantisse und Exponent, iiberladene Operatoren, Rundungsfehler, Newtonsches Verfah-
ren.

Standardstrukturen: Standardprozeduren, zusammengesetzte Bezeichner.
Debugging.

Algorithmen und Datenstrukturen.
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exponentielle, logarithmische und linear-logarithmische Komplexitdten kennengelernt.

Wir merken noch an, dass viele in der Praxis relevanten Probleme nur mit exponentieller
Laufzeit gelost werden kdonnen. Dazu gehoren die Erstellung optimaler Stundenpline
und die Planung optimaler Routen fiir LKWs.

Verzeichnis

Laufzeit einer Prozedur fiir ein Argument.

Laufzeitfunktion einer Prozedur; Groflenfunktion; Worst-Case-Annahme; Worst-Case-
und Best-Case-Laufzeit; uniforme Laufzeit.

Rekursive und explizite Darstellung von Laufzeitfunktionen; Nebenkosten und Kosten-
funktionen.

Komplexitdt von Funktionen und Prozeduren; Dominanzrelation f < g; Komplexitdten
O(1) c O(logn) c O(n) < O(n-logn) c O(n?) < O(n®) c O(b™).

Rekurrenzsitze.



12  Statische und dynamische
Semantik

Wir wollen jetzt genauer auf die Struktur und die Definition von Programmiersprachen
eingehen. Damit setzen wir ein Thema fort, das wir in Kapitel 2 begonnen haben. Dies-
mal geht es uns vor allem um die prizise Definition von Programmiersprachen. Dazu
betrachten wir eine kleine Teilsprache von Standard ML, die wir F nennen. Fiir die Syntax
und Semantik von F entwickeln wir mathematische Definitionen, die wir mit zwei Be-
schreibungswerkzeugen formulieren, die als Grammatiken und Inferenzregeln bezeich-
net werden. Die syntaktische und die semantische Beschreibung von F implementieren
wir in Standard ML und erhalten damit einen Interpreter fiir E

12.1  Abstrakte Syntax

Man unterscheidet zwischen der abstrakten und der konkreten Syntax einer Sprache.
Die abstrakte Syntax beschreibt die Phrasen der Sprache in Baumform. Darauf aufbau-
end regelt die konkrete Syntax, wie die Phrasen der Sprache durch Worter und Zeichen
dargestellt werden. Die abstrakte Syntax bildet auch die Grundlage fiir die Formulierung
der statischen und der dynamischen Semantik. Damit spielt sie die zentrale Rolle bei der
Beschreibung einer Sprache:

Statische
Semantik
Dynamische
Semantik

Die abstrakte Syntax einer Sprache konnen wir in Standard ML durch Typdeklaratio-
nen beschreiben. Dieses Vorgehen haben wir bereits bei der Darstellung arithmetischer
Ausdriicke in § 6.4 kennengelernt. Abbildung 12.1 zeigt die Typdeklarationen fiir die ab-
strakte Syntax von E Hier sind Beispiele fiir die konkrete und die abstrakte Darstellung

Konkrete Abstrakte
Syntax Syntax
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datatype con = False | True | IC of int (* constants *)
type id = string (x identifiers *)
datatype opr = Add | Sub | Mul | Leq (* operators *)
datatype ty = (x types *)
Bool
| Int
| Arrow of ty * ty (* procedure type *)
datatype exp = (* expressions *)
Con of con (* constant *)
| Id of id (* identifier *)
| Opr of opr * exp * exp (* operator application *)
| If of exp * exp * exp (* conditional *)
| Abs of id * ty * exp (* abstraction *)
| App of exp * exp (* procedure application *)

Abbildung 12.1: Abstrakte Syntax von F (Typdeklarationen)

von Phrasen:

int — bool Arrow(Int, Bool)

x<3 Opr(Leq, 1d"x", Con(IC 3))

if bthen xelsey Ifda"v", 1d"x", 1d"y")
fmx:int=fx Abs("x", Int, App(Id"f", 1d"x"))

Aufgabe 12.1 Geben Sie Deklarationen an (in Standard ML), die den Bezeichner e an die
abstrakte Darstellung des Ausdrucks

ffiint—int= fmn:int=> if n<0thenlelse n*f(n—1I)

binden. Gehen Sie dabei schrittweise vor und beginnen Sie mit der Deklaration des Tei-
lausdrucks n < 0:

val el = Opr(Leq, Id"n", Con(IC 0))

Aufgabe 12.2 In §2.4 und § 3.8 haben wir definiert, was wir unter offenen und geschlos-
senen Ausdriicken und den freien Variablen eines Ausdrucks verstehen wollen.

a) Schreiben Sie eine Prozedur closed : exp — bool, die testet, ob ein Ausdruck geschlos-
sen ist. Verwenden Sie dabei eine Hilfsprozedur closed' : exp — id list — bool, die tes-
tet, ob alle freien Bezeichner eines Ausdrucks in einer Liste vorkommen.

b) Schreiben Sie eine Prozedur free: exp — id list, die zu einem Ausdruck eine Liste
liefert, die die in diesem Ausdruck frei auftretenden Bezeichner enthilt. Die Liste
darf denselben Bezeichner mehrfach enthalten. Verwenden Sie eine Hilfsprozedur
free : id list — exp — id list, die nur die frei auftretenden Bezeichner liefert, die nicht
in einer Liste von “gebundenen” Bezeichnern enthalten sind.
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z € Z Zahlen
¢ € Con = false| true | z Konstanten
x € Id =N Bezeichner
0 € Opr=+|—-|=*|=< Operatoren
t € Ty =bool|int| t—t Typen
e € Exp= Ausdriicke
c Konstante
| x Bezeichner
| eoe Operatoranwendung
| if etheneelsee Konditional
| fmx:t=>e Abstraktion
| ee Prozeduranwendung

Abbildung 12.2: Abstrakte Syntax von F (Abstrakte Grammatik)

12.2 Abstrakte Grammatiken

Ublicherweise definiert man die abstrakte Syntax einer Sprache mithilfe einer schema-
tischen Darstellung, die als abstrakte Grammatik bezeichnet wird. Abbildung 12.2 zeigt
eine abstrakte Grammatik fiir die abstrakte Syntax von E Die Grammatik entspricht im
Wesentlichen den Typdeklarationen in Abbildung 12.1:

e Die Grammatik definiert die Mengen Con, Id, Opr, Ty und Exp, die den Typen con,
id, opr, ty und exp entsprechen.

¢ Die Grammatik realisiert Bezeichner durch natiirliche Zahlen, die Typdeklarationen
realisieren Bezeichner durch Strings. Es ist die Aufgabe der konkreten Syntax, die
konkrete Darstellung der Bezeichner zu regeln. Bei der abstrakten Syntax gentigt es,
einen unendlichen Vorrat an Bezeichnern bereitzustellen.

Die Grammatik legt eine textuelle Notation fiir Phrasen fest, die sich an die konkrete Syn-
tax von Standard ML anlehnt. Auf die Angabe von Klammersparregeln wird verzichtet.
Die durch die Grammatik eingefiihrte Notation findet bei der Definition der statischen
und der dynamischen Semantik Verwendung. Die Metavariablen z, c, x, o, t, e bezeich-
nen im Kontext der Grammatik stets Objekte der jeweiligen Wertemenge. Als Beispiel
fiir die Verwendung der durch die Grammatik definierten Notation geben wir in Abbil-
dung 12.3 die Definition einer Funktion an, die zu einem Ausdruck die Menge der in ihm
frei auftretenden Bezeichner liefert.

Die durch die abstrakte Grammatik festgelegte Notation ist dufderst kompakt. Das wird
mit diversen notationalen Tricks erkauft, die auf die Intelligenz des menschlichen Lesers
vertrauen. Insbesondere wird auf die explizite Angabe der Konstruktoren Corn und Id
verzichtet, wie man in Abbildung 12.3 sehen kann.
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FI € Exp — 22 (Id)
Flc=¢
FI x = {x}
FI(ej0ey) = Fley UFI ey
FI(if e; then ey elsee3) = Fley UFI e UFI e3
FlI(fnx:t=>e) = Fle—{x}

Fl(ejep) = FlegyUFI ey

Abbildung 12.3: Freie Bezeichner

Aufgabe 12.3 Ubersetzen Sie die ersten zwei Gleichungen aus Abbildung 12.3 gemiR
den Typdeklarationen in Abbildung 12.1 nach Standard ML. Realisieren Sie Mengen als
Listen und achten Sie auf die Verwendung der Konstruktoren Con und Id.

Aufgabe 12.4 Die durch die abstrakte Grammatik fiir F eingefiihrten Phrasen konnen
als mathematische Objekte dargestellt werden. Dabei werden Konstanten, Operatoren,
Typen und Ausdriicke dhnlich wie die Werte von Konstruktortypen durch Tupel mit Va-
riantennummern dargestellt (§6.1):

int — bool (3, €2), (1N
7<13 (3, 4, (1,3,7)), (1,(3,13)))
if true then 72 else 33 4, (1,(2)), (1,(3,72)), (1,(3,33)))

Dabei werden die Variantennummern fiir die mit Alternativen definierten Mengen Con,
Opr, Ty und Exp jeweils lokal vergeben. Entsprechend ist die Darstellung nur jeweils in-
nerhalb einer syntaktischen Klasse eindeutig. Beispielsweise werden die Konstante false,
der Operator + und der Typ bool alle durch das Tupel (1) dargestellt. Man muss also wis-
sen, ob ein mathematisches Objekt als Konstante, Typ, Operator oder Ausdruck inter-
pretiert werden soll.

Geben Sie die mathematische Darstellung der folgenden Ausdriicke an. Nehmen Sie da-
bei an, dass der Bezeichner x durch die Zahl 37 dargestellt wird.

a) x<3
b) 2xx
c) ifx<3then2xxelse5

12.3 Statische Semantik

Die statische Semantik formuliert Konsistenzbedingungen fiir die Phrasen der abstrak-
ten Syntax. Dabei geht es in erster Linie um den typgerechten Aufbau von Phrasen und
um die Bindung von Bezeichnern (§2.6, § 3.8). Eine Phrase heillt semantisch zuléssig,
wenn sie die Bedingungen der statischen Semantik erfiillt (§ 2.6). Ein Interpreter priift
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die semantische Zuldssigkeit einer Phrase im Rahmen einer Verarbeitungsphase, die als
semantische Analyse oder Elaboration bezeichnet wird (§ 2.8).

Die semantische Zuldssigkeit von Phrasen wird in Bezug auf Typumgebungen definiert,
die die Typen fiir frei auftretende Bezeichner vorgeben (sogenannte statische Bindun-
gen, siehe §3.8.3). Wir wollen unter einer Typumgebung eine Funktion Id — Ty verste-
hen, die endlich vielen Bezeichnern je einen Typ zuordnet:

T € TE = Id=Ty

Beispielsweise handelt es sich bei {(x, inf), (y,bool)} um eine Umgebung, die dem Be-
zeichner x den Typ int und dem Bezeichner y den Typ bool zuordnet. Mit der in §2.4
eingefiihrten Notation kénnen wir diese Typumgebung auch mit [x := int, y := bool]
beschreiben.

Wir werden die statische Semantik von F als eine Menge
SSc TE x Expx Ty

definieren, die ein Tupel (T, e, t) genau dann enthilt, wenn der Ausdruck e fiir die Ty-
pumgebung T zulissig ist und den Typ ¢ hat. Beispielsweise soll SS das Tupel ([x :=
int], 2% x+ 3, int) enthalten.

Wir werden SS mithilfe sogenannter Inferenzregeln definieren. Als Beispiel betrachten
wir die Inferenzregel fiir Prozeduranwendungen:
(T, e, ' = 1)eSS (T, e, t'YeSS
(T, e1e5, t) €SS

Die Regel besagt, dass eine Prozeduranwendung e e, fiir eine Typumgebung T zuldssig
ist und einen Typ ¢ hat, wenn e, fiir T zulissig ist und einen funktionalen Typ ¢’ — t hat
und e, fiir T zulissig ist und den Typ ¢’ hat.

Abstrakt gesehen besagt die obige Regel, dass die Menge SS das Tupel (T, e; ey, t) enthilt,
wenn sie die Tupel (T, e, ' — ) und (T, ey, t') enthilt. Allgemein hat eine Inferenzregel
die Form
P, e Py
P

Die Aussagen P,..., P, tiber dem Strich (n = 0) werden als Pramissen bezeichnet und
die Aussage P unter dem Strich als Konklusion. Wir sagen, dass die Aussage P mit der
Regel aus den Aussagen P;,..., P, abgeleitet werden kann.

Um die Lesbarkeit der Regeln zu verbessern, verwenden wir die folgende Notation:

The:t = (T, e, t) €SS (lies: e hat fiir T den Typ ¢)

Abbildung 12.4 zeigt die definierenden Inferenzregeln fiir die Menge SS, wobei SS genau
die Tupel enthalten soll, die mit den Regeln abgeleitet werden kénnen. Fiir jede Regel
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Sfalse Strue
T & false: bool T+ true: bool
zeZ . Tx=t
Snum ————— Sid ———
TkFz:int THx:t
. o€ {+,—, *} ThHey:int Tlrey:int
Soai ;
Tt ejoey:int
The :int Tlrey:int
Soab ! 2
T+ e <ey:bool
Sif Tkei:bool Threy:t Thres:t
i
Trif ey theneyelsees:t
Tix:=tlFe:t
Sabs [ ! -
THfnx:t=>e:t—t
The:t'—-t Trey:t
Sapp

THee:t

Abbildung 12.4: Statische Semantik von F

ist links ein Name angegeben. Uberzeugen Sie sich davon, dass fiir jeden Ausdruck e ge-
nau eine Regel existiert, mit der Tupel der Form (T, ¢, t) abgeleitet werden konnen. Die
Notation T'[x := t] wurde in § 8.6.4 definiert. Die in den Regeln vorkommenden Metava-
riablen z, ¢, x, o, t, e diirfen nur mit Objekten aus den durch die abstrakte Grammatik
vereinbarten Wertebereichen instanziiert werden.

Eine Aussage T |- e: t ist gemdd Definition genau dann giiltig, wenn sie mit den Inferenz-
regeln aus Abbildung 12.4 abgeleitet werden kann. Abbildung 12.5 zeigt eine Ableitung
der Aussage [x:= int] - fn b: bool= if b then x else 2 x x : bool — int.

Die folgende Proposition stellt fest, dass ein Ausdruck fiir eine Typumgebung héchstens
einen Typ hat.

Proposition 12.1 (Determinismus) Sei T+ e:rundThe:t'.Dannt=1t'.

Beweis Durch strukturelle Induktion tiber e € Exp. Die Behauptung folgt aus der Tatsa-
che, dass Tupel mit dem Ausdruck e jeweils nur mit einer der Regeln abgeleitet werden
konnen und dass die Konklusionen der Regeln die Umgebungen und Ausdriicke der Pra-
missen eindeutig bestimmen. n

Aufgabe 12.5 Geben Sie Typumgebungen an, fiir die der Ausdruck if true then x else y
zuldssig beziehungsweise unzuléssig ist.
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(1) [x:=int, b:=booll - b: bool mit Sid

2) [x:=int, b:=booll - x:int mit Sid

(3) [x:=int, b:=booll\-2:int mit Snum

4) [x:=int, b:=booll -2 x* x:int mit Soai aus (3), (2)
(5) [x:=int, b:=booll - if bthen x else2 x x : int mit Sif aus (1), (2), (4)

(6) [x:=intlt fn b:bool= if b then x else2 * x : bool — int mit Sabs aus (5)

Abbildung 12.5: Eine Ableitung

Aufgabe 12.6 Geben Sie eine Ableitung fiir die folgende Aussage an: [x := inf]
fnf:int— bool= fny:int= f(2* x+y) : (int — bool) — (int — bool).

12.4  Elaborierung

Die die statische Semantik definierenden Inferenzregeln beschreiben einen Algorith-
mus, der fiir eine Typumgebung T und einen Ausdruck e entscheidet, ob e fiir T zuldssig
ist. Im positiven Fall liefert der Algorithmus zudem den Typ von e fiir T. Der Algorithmus
bestimmt zunéchst die fiir e zustdndige Inferenzregel. Wenn e atomar ist, kann die Zu-
lassigkeit von e unmittelbar mit der Regel entschieden werden, und auch der Typ von e
ergibt sich direkt aus der Regel. Wenn e aus Teilausdriicken zusammengesetzt ist, liefert
die Regel Teilprobleme, die per Rekursion gelost werden. Beispielsweise liefert die Regel

Tix:=tlke:t

Sabs
THfmx:t>e:t—t

zu T und fn x: t = e das Teilproblem T'[x := f] und e. Aus der Losung der Teilprobleme
ergeben sich dann die Zuldssigkeit und gegebenenfalls der Typ von e. Die Rekursion ter-
miniert, da die Teilprobleme nur echte Teilausdriicke des Gesamtausdrucks enthalten
(strukturelle Rekursion).

Wir implementieren den gerade beschriebenen Algorithmus fiir die Elaboration von
Ausdriicken durch die in Abbildung 12.6 deklarierte Prozedur

elab: tyenv— exp— ty

die als Elaborierer bezeichnet wird. Typumgebungen (engl. type environments) reali-
sieren wir durch Prozeduren, die Ausnahmen werfen, falls fiir einen Bezeichner keine
Bindung vorliegt (§ 6.4.2). Die Prozedur empty realisiert die Umgebung, die keinen Be-
zeichner bindet, und die Prozedur update realisiert die Operation T [x := t].

val f = update (update empty "x" Int) "y" Bool
valf: ty env



248 12 Statische und dynamische Semantik

type ’a env = id -> ’a (* environments *)
exception Unbound of id
fun empty x = raise Unbound x

fun update env x a y = if y=x then a else env y

exception Error of string

fun elabCon True = Bool
| elabCon False = Bool
| elabCon (IC _) = Int

fun elabOpr Add Int Int = Int
| elabOpr Sub Int Int = Int
| elabOpr Mul Int Int = Int
| elabOpr Leq Int Int = Bool
|

elabOpr _ _ _ = raise Error "T Opr"
fun elab f (Con c) = elabCon c
elab (Id x) = f x

| £
| elab f (Opr(opr,el,e2)) = elabOpr opr (elab f el) (elab f e2)
| elab £ (If(el,e2,e3)) =
(case (elab f el, elab f e2, elab f e3) of
(Bool, t2, t3) => if t2=t3 then t2
else raise Error "T If1"
| _ => raise Error "T If2")
| elab £ (Abs(x,t,e)) = Arrow(t, elab (update f x t) e)
| elab f (App(el,e2)) = (case elab f el of
Arrow(t,t’) => if t = elab f e2 then t’
else raise Error "T Appl"
| _ => raise Error "T App2")

val elab : ty env — exp — ty

Abbildung 12.6: Implementierung der statischen Semantik von F

f llyll
Bool : ty
f IIZII

! Uncaught exception: Unbound "z"

Die Prozedur elab hat fiir jede Ausdrucksvariante eine Regel. Da es fiir Konstanten und
Operatoren mehrere Inferenzregeln gibt, gibt es fiir ihre Elaboration die Hilfsprozeduren
elabConund elabOpr.

Es lohnt sich, die Inferenzregeln fiir die statische Semantik von F und ihre Implementie-
rung durch die Prozedur elab genau zu verstehen. Falls Thnen das noch schwer fillt, soll-
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ten Sie zunédchst nur die Teilsprache von F betrachten, deren Ausdriicke mit Konstanten,
Bezeichnern und Operatoranwendungen gebildet werden. Wenn Sie die Inferenzregeln
verstehen, wird es Ihnen leicht fallen, die aus den Regeln abgeleitete Prozedur elab zu
verstehen. Umgekehrt kénnen Sie aus der Funktionsweise der Prozedur elab die Funk-
tionsweise der Inferenzregeln erschliefen. Und die Funktionsweise von elab kénnen Sie
mit dem Interpreter erproben:

val f = update (update empty "x" Int) "y" Bool
valf: ty env

val e = Abs("y", Int, Opr(Leq, Id"x", Id"y"))
val e =Abs("y", Int, Opr(Leq, Id "x", Id "y")) : exp

elab f e
Arrow(Int, Bool) : ty

Ein Umschlag fiir elab

Die meisten Standard ML-Interpreter kénnen geworfene Ausnahmen mit einstelligen
Ausnahmekonstruktoren nur unvollstdndig darstellen. Bei der Arbeit mit der Prozedur
elab kann dieses Problem mit einem Umschlag elal’ gelost werden:

datatype elab = T of ty | SE of string

fun elab’ f e = T(elab f e) handle
Unbound s => SE("Unbound "~s)
| Error s => SE("Error "“s)

val elab’ : ty env— exp — elab

elab’ f e
T(Arrow(Int, Bool)) : elab

elab’ f (App(Id"x", Id"x"))
SE "Error T App2" : elab

elab’ empty (Id "x")
SE "Unbound x" : elab

Aufgabe 12.7 Deklarieren Sie mithilfe der Prozedur elab eine Prozedur test: exp — bool,
die testet, ob ein Ausdruck geschlossen und zul&ssig ist.

Aufgabe 12.8 Geben Sie einen moglichst einfachen Ausdruck e an, sodass bei der An-
wendung von elab auf empty und e jede der 6 Prozedurregeln zum Einsatz kommt. Er-
proben Sie elab mit einem Interpreter fiir diesen Ausdruck.

Aufgabe 12.9 Die Prozedur elab kann durch Werfen einer Ausnahme Errors einen
Fehler s melden. Geben Sie mdoglichst einfache Ausdriicke an, fiir die die Prozedur
elab empty die Fehler "T Opr", "T If1", "T If2", "T Appl" und "T App2" meldet.
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v € Val = ZuUPro Werte
Pro = IdxExpxVE Prozeduren
V € VE = Id™ Val Wertumgebungen

Abbildung 12.7: Werte, Prozeduren und Wertumgebungen fiir F

12.5  Dynamische Semantik und Evaluierung

Die dynamische Semantik legt fest, ob und mit welchem Wert die Auswertung eines Aus-
drucks terminiert. Sie wird so wie die statische Semantik durch Inferenzregeln definiert.

F hat zwei Arten von Werten, ganze Zahlen und Prozeduren. Die Werte fiir die Boole-
schen Konstanten false und true stellen wir durch die Zahlen 0 und 1 dar.

Eine Wertumgebung ist eine Funktion, die endlich vielen Bezeichnern einen Wert zu-
ordnet. Wertumgebungen spielen in der dynamischen Semantik eine dhnliche Rolle wie
Typumgebungen in der statischen Semantik.

Prozeduren stellen wir durch Tripel (x, e, V) dar, die aus einem Bezeichner x (der Argu-
mentvariablen), einem Ausdruck e (dem Rumpf) und einer Wertumgebung V (den Bin-
dungen fiir die freien Bezeichner des Codes, siehe § 2.5) bestehen. Wir werden die dyna-
mische Semantik von F so definieren, dass die Auswertung einer Abstraktion fn x: t = e
in einer Wertumgebung V die Prozedur (x, e, V) liefert. Die hier gewidhlte Prozedurdar-
stellung unterscheidet sich von der in §2.5 und § 3.1 beschriebenen in zwei Punkten:
Zum einen wird auf den fiir die dynamische Semantik entbehrlichen Prozedurtyp ver-
zichtet, und zum anderen wird die Wertumgebung aus Griinden der Einfachheit nicht
auf die freien Bezeichner des Codes beschrédnkt (sie kann also zusétzliche Bindungen
enthalten).

Abbildung 12.7 zeigt die verschriankt rekursiven Definitionen fiir Werte, Prozeduren und
Wertumgebungen in zusammengefasster Form. Beachten Sie, dass die Wertumgebung
einer Prozedur gemé&R dieser Definition nicht fiir alle freien Bezeichner des Codes de-
finiert sein muss. Es ist die Aufgabe der statischen Semantik, zuldssige Ausdriicke so
zu beschrianken, dass die Auswertung von Abstraktionen bindungs- und typkonsistente
Prozeduren liefert.

Wir werden die dynamische Semantik von F als eine Menge
DS < VE x Exp x Val

definieren, die ein Tupel (V,e, v) genau dann enthilt, wenn die Auswertung des Aus-
drucks e in der Wertumgebung V mit dem Wert v terminiert. Beispielsweise soll die
Menge DS das Tupel ([x := 5], x+ 7, 12) enthalten. Wie bereits erwdhnt, werden wir die
Menge DS so wie die Menge SS durch Inferenzregeln definieren. Dabei benutzen wir die
folgende Notation:

VEesv = (V,e,v) € DS (lies: e hat fiir V den Wert v)
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Abbildung 12.8 zeigt die definierenden Inferenzregeln fiir DS. Fiir Konditionale gibt es
diesmal zwei Regeln, da die zweite Pramisse von der Auswertung der Bedingung ab-
hingt. Da die Regeln sinngemdl(} bereits in § 2.7 erkldrt wurden, sind keine weiteren Er-
kldrungen erforderlich. Uberzeugen Sie sich davon, dass die formale Beschreibung der
dynamischen Semantik durch Inferenzregeln tibersichtlicher und lesbarer ist als die in-
formelle sprachliche Beschreibung in § 2.7.

Die folgende Proposition besagt, dass das Ergebnis der Auswertung eines Ausdrucks ein-
deutig bestimmt ist:

Proposition 12.2 (Determinismus) Sei Ver>vundV Fe>v'.Dannv ="'

Beweis Aufgrund der Regel Dapp kann der Determinismus der dynamischen Seman-
tik nicht wie bei der statischen Semantik durch strukturelle Induktion {iber e bewiesen
werden. Stattdessen fiihrt aber Induktion iiber die Linge der Ableitung fiir V - ep> v
zum Ziel. Falls e kein Konditional ist, gibt es nur eine Regel, mit der Tupel mit e abgelei-
tet werden konnen. Da die Konklusionen der Regeln die Umgebungen und Ausdriicke
der Pramissen eindeutig bestimmen, folgt die Behauptung mit der Induktionsannahme.
Falls e ein Konditional ist, gibt es zwar zundchst zwei anwendbare Regeln, aber die Aus-
wertung der Bedingung, die gemi Induktion ein eindeutiges Ergebnis liefert, schlie3t
eine davon aus. n

Die statische Semantik von F sorgt dafiir, dass es in F weder Divergenz noch Laufzeitfeh-
ler gibt:

Satz 12.3 (Auswertbarkeit) Sei @ - e: t. Dann existiert genau ein Wert v mit @ - e> v.

Der Beweis des Auswertbarkeitssatzes ist nicht einfach. Ein vergleichbarer Satz wurde
erstmals um 1940 von Alan Turing bewiesen, einem Pionier der Informatik.

Sei @ - e: tund ¢+ e v. Dann sollte v ein Wert des Typs ¢ sein. Hier zeigt sich eine
Schwiche in unserer Prozedurdarstellung: Der Zusammenhang zwischen Prozeduren
und Typen ldsst sich nicht prazise fassen, da wir die Typen der freien Bezeichner des
Codes nicht als Teil der Prozedur darstellen. Immerhin kénnen wir den folgenden Satz
formulieren:

Satz 12.4 (Typkorrektheit)

1. Seigte:intund@te>v.DannveZ.
2. Seigpke:boolund @+ er> v. Dann v € {0,1}.

Der Beweis dieses Satzes gelingt allerdings nur dann, wenn wir Prozeduren wie oben
erwdhnt mit hinreichend Typinformation versehen.

Abbildung 12.9 zeigt eine als Evaluierer bezeichnete Prozedur

eval: value env — exp — value
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Dfalse ——— Dtrue ————
V F falsex 0 VF truex1
ze”Z . Vx=v
Dnum —— Did ——
Vikz>z VEx>uv
D Vike >z Vie>z z2=21+ 2
+
ViEe+e>z
D Vike >z Vike>z zZ2=21— 22
Ve —e>z
D Vike>z; Vier>z z=2z1-2
*
VEe xex>z
D< Vike>z; Vier>zz z=ifzi<zythenlelse0
- Ve <er>z
. Ve >1 ViEer>v
Diftrue -
V Eif e) then e; else e3> v
Ve >0 Vikes>v
Diffalse _1 2
VEif e thene; elsees> v
Dabs
VEfnx:t=>e>(xeV)
VEke>{(x,e,V) Vrkebdv, Vixi=wllerv
Dapp

ViEee>rv

Abbildung 12.8: Dynamische Semantik von F
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datatype value =
Iv of int

| Proc of id * exp * value env

fun evalCon False = IV O

| evalCon True = IV 1

| evalCon (IC x) = IV x
fun evalOpr Add (IV x1) (IV x2) = IV(x1+x2)
evalOpr Sub (IV x1) (IV x2) = IV(x1-x2)
evalOpr Mul (IV x1) (IV x2) = IV(x1*x2)

evalOpr Leq (IV x1) (IV x2)
evalOpr

IV(if x1<=x2 then 1 else 0)
raise Error "R Opr"

fun eval £ (Con c) = evalCon ¢
| f (Id x) = £ x
| eval f (Opr(opr,el,e2)) = evalOpr opr (eval f el) (eval f e2)
| f (If(el,e2,e3)) = (case eval f el of
IV 1 => eval f e2
| IV O => eval f e3
| _ => raise Error "R If")
| eval £ (Abs(x,t,e)) Proc(x, e, f)
| eval £ (App(el,e2)) = (case (eval f el, eval f e2) of
(Proc(x,e,f’), v) => eval (update f’ x v) e

eval

eval

| _ => raise Error "R App")

val eval : value env — exp — value

Abbildung 12.9: Implementierung der dynamischen Semantik von F

die den durch die Inferenzregeln gegebenen Auswertungsalgorithmus implementiert.
Dabei kommen dhnliche Ideen wie bei der Prozedur elab fiir die semantische Analyse
zur Anwendung.

val f = update empty "x" (IV 5)
val f: value env

val e = Opr(Leq, Id"x", Con(IC 7))
val e = Opr(Leq, Id "x", Con(IC 7)) : exp

eval f e
IV 1 :value

Der Auswertbarkeitssatz 12.3 garantiert, dass eval fiir zuldssige Ausdriicke immer reguldr
terminiert (also ohne eine Ausnahme zu werfen). Der Typerhaltungssatz 12.4 garantiert,
dass eval fiir zulédssige Ausdriicke des Typs int [bool] immer ein Ergebnis der Form IV z
[IV 0 oder 1V 1] liefert.

Die Inferenzregeln der dynamischen Semantik und die Prozedur eval ignorieren die in
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den Abstraktionen vermerkten Typen fiir die Argumentvariablen. Fiir die dynamische
Semantik spielt es also keine Rolle, welche Typen fiir die Argumentvariablen einer Ab-
straktion angegeben sind. Man hat daher die Méglichkeit, die in einem Ausdruck an-
gegebenen Typen vor der Ausfiihrung vollstdndig zu 16schen. Davon machen Program-
miersysteme fiir Standard ML aus Effizienzgriinden in der Tat Gebrauch.

Aufgabe 12.10 Schreiben Sie einen Umschlag eval fiir eval. Orientieren Sie sich an dem
Umschlag fiir elabin § 12.4.

Aufgabe 12.11 Sei e eine Darstellung des Ausdrucks fn x: int = y. Uberlegen Sie sich,
welche Ergebnisse die folgenden Aufrufe von elab und eval liefern.

a) elabempty e
b) eval emptye
c) eval empty (App(e, Con(IC 7)))

Aufgabe 12.12 Geben Sie einen moglichst einfachen Ausdruck e an, sodass bei der Aus-
fiihrung von eval empty e jede der 6 Regeln der Prozedur eval zum Einsatz kommt.

Aufgabe 12.13 Die Prozedur eval kann durch Werfen einer Ausnahme Errors einen
Fehler s melden. Geben Sie méglichst einfache Ausdriicke an, fiir die die Prozedur
eval empty die Fehler "R Opr", "RIf" und "R App" meldet. Uberpriifen Sie Thre Ant-
worten mit einem Interpreter.

Aufgabe 12.14 Die Prozedur eval empty liefert fiir viele Ausdriicke Ergebnisse, fiir die
elab empty Fehler meldet. Geben Sie fiir jeden der von elab behandelten Fehler einen
entsprechenden Ausdruck an.

Aufgabe 12.15 (Selbstanwendung und Rekursion) Der Auswertungssatz besagt, dass
die Prozedur eval empty fiir jeden zuldssigen Ausdruck terminiert. Interessanterweise
gibt es unzuldssige Ausdriicke (im Sinne der statischen Semantik), deren Auswertung di-
vergiert. Diese konnen mit dem Ausdruck fn g: t= gg gebildet werden, der eine Proze-
dur beschreibt, die ihre Argumentprozedur g auf sich selbst anwendet. Dieser Ausdruck
ist fiir jeden Argumenttyp ¢ unzuléssig.

a) Geben Sie einen (semantisch unzuldssigen) Ausdruck an, fiir den eval empty diver-
giert.

b) Der Logiker Alonzo Church hat um 1930 entdeckt, dass sich prozedurale Rekursion
durch Selbstanwendung von Prozeduren simulieren ldsst. Versuchen Sie, einen (se-
mantisch unzuldssigen) Ausdruck zu finden, der eine Prozedur beschreibt, die die
Fakultdten berechnet. Kniffelig!

Aufgabe 12.16 (Paare) Wir wollen F um Paare erweitern. Die abstrakte Syntax und die
Menge der Werte erweitern wir wie folgt:

teTy:...|t*t
ecExp=--](ee) | fste| snde
ve Val = Zu Prou (Val x Val)
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a) Geben Sie die Inferenzregeln fiir die statische Semantik von Paaren an.
b) Geben Sie die Inferenzregeln fiir die dynamische Semantik von Paaren an.

c) Erweitern Sie die Deklarationen der Typen exp und value um Konstruktoren fiir Paa-
re.

d) Erweitern Sie die Deklaration der Prozedur elab um Regeln fiir Paare.
e) Erweitern Sie die Deklaration der Prozedur eval um Regeln fiir Paare.

12.6 Rekursive Prozeduren

Wir wollen F jetzt um rekursive Prozeduren erweitern. Dafiir benétigen wir zusétzliche
Syntax. Eine Moglichkeit besteht in der Einfithrung von Prozedurdeklarationen wie in
Standard ML. Wir wédhlen jedoch die alternative Méglichkeit, die Sprache F um rekursive
Abstraktionen der Form

fnfx:n:f>e

zu erweitern. Diese fiihren neben dem Argumentbezeichner x einen frei wéhlbaren Be-
zeichner f ein, iiber den die beschriebene Prozedur im Rumpf e referiert werden kann.'
Eine Prozedur zur Berechnung der Fakultiten konnen wir damit wie folgt beschreiben:

rfn fac (n:int):int => if n<=0 then 1 else nxfac(n-1)
Die statische Semantik rekursiver Abstraktionen definieren wir durch die Inferenzregel

(Tifi=t—tNDx:=tlFe:t

Srabs
TErfmfx:t):t'>e:t— 1t

Fiir die dynamische Semantik stellen wir rekursive Prozeduren durch Tupel (f, x,e, V)
dar, die in der ersten Komponente den Bezeichner fiir die Prozedur tragen:

Val= 7 u Prou RPro
RPro=1d x Id x Exp x VE

Die dynamische Semantik rekursiver Prozeduren definieren wir mit zwei Inferenzregeln,
die die Auswertung rekursiver Abstraktionen und die Anwendung rekursiver Prozeduren
beschreiben:

Drabs
Virnfx:0:t' > ex>(f,xeV)
ViEe>un VEer>uv
v1={(f,x,e V" V"= (V'[f:=viD[x:=vs] V'-e> v
Drapp
Vikee>v

1Wir arbeiten ab sofort mit einer Grammatik, die die Buchstaben x und f als gleichberechtigte Metavaria-
blen fiir Bezeichner einfiihrt. Damit vermeiden wir schwer lesbare Formulierungen wie rfin x;(x2: 1) : ' = e.
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Damit ist die Erweiterung von F um rekursive Prozeduren abgeschlossen.

Mit rekursiven Abstraktionen kdnnen wir zuldssige Ausdriicke schreiben, deren Auswer-
tung divergiert. Damit ist Satz 12.3 (Auswertbarkeit) nicht mehr giiltig. Proposition 12.1
auf S. 246 und 12.2 (Determinismus) sowie Satz 12.4 auf S. 251 (Typkorrektheit) gelten
jedoch auch weiterhin.

Aufgabe 12.17 Geben Sie passend zu den Gleichungen in Abbildung 12.3 auf S. 244 eine
Gleichung an, die die freien Bezeichner rekursiver Abstraktionen beschreibt.

Aufgabe 12.18 Warum ist die rekursive Abstraktion rfn f (f : int) : int = f geméal der Re-
gel Srabs semantisch zuléssig?

Aufgabe 12.19 (Erweiterung der Prozeduren elab und eval)

a) Erweitern Sie die Deklaration der Typen exp und value um Konstruktoren fiir rekur-
sive Abstraktionen.

b) Erweitern Sie die Prozedur elab um eine Regel fiir rekursive Abstraktionen.

¢) Erweitern Sie die Prozedur eval um eine Regel fiir rekursive Abstraktionen. Erweitern
Sie zudem die Fallunterscheidung in der Regel fiir Prozeduranwendungen um die
Anwendung rekursiver Prozeduren. Erproben Sie Thre erweiterte Prozedur eval mit
einer rekursiven Prozedur, die Fakultidten berechnet.

d) Geben Sie einen zuldssigen Ausdruck e an, sodass die Auswertung von eval empty e
divergiert.

Aufgabe 12.20 (Deklarationen) Sie wissen jetzt genug, um F in eigener Regie um De-
klarationen, Programme und Let-Ausdriicke zu erweitern:

deDek=valx=e | funf(x:1):t'=e
pePrg=d...d
ecExp=--|letpine

a) Geben Sie die Inferenzregeln fiir die dynamische Semantik der neuen Konstrukte an.
Orientieren Sie sich dabei an der informellen Beschreibung in § 2.7 und verwenden
Sie Aussagen der Form Vi d> V' und VF p> V',

b) Geben Sie die Inferenzregeln fiir die statische Semantik der neuen Konstrukte an.
Verwenden Sie dabei Aussagender Form T+d: T'und T+ p: T'.

¢) Implementieren Sie die abstrakte Syntax mit verschriankt rekursiv deklarierten Kon-
struktortypen dek, prg und exp. Stellen Sie dabei Programme mithilfe von Listen dar.
Benutzen Sie das Schliisselwort and anstelle des Schliisselworts datatype, um die
verschriankt rekursive Gruppe von Konstruktortypen zu deklarieren (analog zur De-
klaration von verschrankt rekursiven Funktionen, siehe § 7.8).

d) Erweitern Sie die Prozedur elab mit verschréankt rekursiv deklarierten Hilfsprozedu-
ren elabDek und elabPrg.

e) Erweitern Sie die Prozedur eval mit verschréankt rekursiv deklarierten Hilfsprozedu-
ren evalDek und evalPrg.
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Bemerkungen

Wir sind jetzt in der Lage, die Semantik einfacher Programmiersprachen prézise zu
definieren. Dazu benutzen wir Inferenzregeln und abstrakte Grammatiken als formale
Beschreibungswerkzeuge. Die syntaktischen und semantischen Objekte einer Sprache
werden dabei als mathematische Objekte modelliert. Die mathematische Beschreibung
von Programmiersprachen stellt in Hinblick auf Prazision, Kompaktheit, Lesbarkeit und
Handhabbarkeit eine gewaltige Verbesserung gegeniiber der informellen Beschreibung
wie in Kapitel 2 und 3 dar. Sie liefert die Grundlage fiir eine programmiersprachliche
Theorie, in der Zusammenhénge wie Auswertbarkeit oder Typkorrektheit formuliert und
bewiesen werden konnen. Dartiiber hinaus ist die mathematische Definition einer Pro-
grammiersprache eine wichtige Voraussetzung fiir ihre korrekte Implementierung durch
Programmierwerkzeuge.

Grundlagen fiir die programmiersprachliche Theorie wurden von mathematischen Lo-
gikern erarbeitet, bevor die ersten Programmiersprachen entwickelt wurden (z.B. Fort-
ran, etwa 1955). Von besonderer Bedeutung ist der sogenannte Lambda-Kalkiil, der ab
1930 von Alonzo Church entwickelt wurde. Syntaktisch gesehen ist die Sprache des
Lambda-Kalkiils eine Teilsprache von E Wenn Sie mehr iiber die Theorie von Program-
miersprachen wissen wollen, kénnen Sie in das Buch von Pierce [5] schauen.

In diesem Kapitel haben wir erstmals etwas gréere Programme betrachtet. Zusammen-
genommen ergeben die Deklarationen fiir die abstrakte Syntax, die Umgebungen sowie
die Prozeduren elab und eval ein interessantes Programm, das einen Interpreter fiir F
darstellt. Diesen Interpreter werden wir im nichsten Kapitel um eine Komponente er-
weitern, mit der Phrasen in konkreter Syntax eingegeben werden kdnnen.

Versdumen Sie nicht, die Aufgaben zu bearbeiten, in denen es darum geht, den Inter-
preter um die Behandlung von Paaren, rekursiven Prozeduren und Deklarationen zu er-
weitern. Sie werden dabei wertvolle Erfahrungen mit dem Debugging von Programmen
sammeln (Austesten, Fehlersuche und Fehlerkorrektur).

Verzeichnis

Abstrakte und konkrete Syntax; abstrakte Grammatiken; Metavariablen.
Inferenzregeln; Pramissen und Konklusion; Ableitung von Aussagen.

Statische und dynamische Semantik von F; Typ- und Wertumgebungen; Determinis-
mus, Auswertbarkeit und Typkorrektheit; Elaborierer und Evaluierer.

Rekursive Abstraktionen und Darstellung rekursiver Prozeduren.
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einer Prozedur, 183
einer Relation, 166

Deklaration, 1, 34
ambige, 61, 300
einer Prozedur, 5
einer Struktur, 279
lokale, 8
monomorphe, 58
polymorphe, 58

Dereferenzierung, 298

Determinismus
dynamische Semantik, 251
statische Semantik, 246

Dezimaldarstellung, 85

Differenz von Mengen, 106, 157

Disjunkte Mengen, 157

Disjunktion, 159

Div (Ausnahme), 12

div (Operator), 12

Division, ganzzahlige, 12

Dominanz, 224

Dominanzrelation, 224

Dummy-Eintrag, 310

Dynamische Aspekte, 44

Dynamische Semantik, 44

Ebene eines markierten Baums, 151
Edge, — Kante

Effizienz, 111

Eindeutigkeit einer Grammatik, 263
Einkapselung, 302

Elaborierer, 247

Elaborierung, 247

Element einer Menge, 156

Elementtest fiir Listen, 219

else, — Konditional

Empty, 86

Endaufruf, 344

Endaufrufbefehl, 344
Endposition, 345

Endrekursion, 18, 329, 344
Enumerationstyp, 115

eqtype, 282

EQUAL, 101, 116

Ergebnis einer Prozedur, 5, 179
Ergebnisbereich einer Prozedur, 179
Ergebnisbezeichner, 4
Ergebnisfunktion, 188
Ergebnissatz, 189

Ergebnistyp einer Prozedur, 6, 34
Erweiterung einer Prozedur, 183, 188
Escape character, — Fluchtsymbol
Euklidscher Algorithmus, 180, 235
Evaluation, 44

Evaluierer, 251

Evaluierung, 250

exn, 122

explode, 93

F, 241
Fakultiten, 22, 179
mit iterup, 72
mit iter, 57
mit Endrekursion, 191
mit Generator, 304
mit Iteration, 203
mit M, 331
mit Schleife, 313
Fakultatsfunktion, 189
Fallunterscheidung
durch Case-Ausdruck, 92
durch Konditional, 7
durch Muster, 89
false, 7, 116
Faltung
von Listen, 83, 219
von reinen Baumen, 141
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Fehlermeldung, 5 mod, 12

Feld einer Struktur, 279 Garbage Collector, — Speicherbereini-
Festkommazahl, 21 gung

Fibonacci-Funktion, 189
Fibonacci-Zahlen, 179, 189
Komplexitit (Prozedur), 233
mit Endrekursion, 203, 203
mit Iteration, 203
mit M, 340
FIFO, — first-in, first-out
Finitér, 155
first, 55
First-in, first-out, 309
Floating Point Number, — Gleitkomma-
zahl
Fluchtsymbol, 95
foldl, 83
foldr, 83
Folgeargument, 184
Form
abgeleitete, 68
syntaktische, 30
Frame, — Aufrufrahmen
Frame Pointer, — Rahmenzeiger
fun, 5
functor, 294
Funktion, 6, 170
Adjunktion, 172
Bijektion, 173
endliche, 171
erfiillt Gleichung, 189
Ergebnisfunktion, 188
injektive, 170
inverse, 170
Klammersparregeln, 172
Komposition, 170
totale, 171
Umbkehrfunktion, 170
Funktionsmenge, 171
Funktor, 292

Ganzzahlige Division
div, 12

Gauldsche Formel, 194
Generator, 303
Geschachtelte Rekursion, 196
Gestalt

eines Ausdrucks, 134

eines markierten Baums, 149
Gleichheit

abstrakte, 281

Darstellungsgleichheit, 281
Gleichheitsaxiom (Mengen), 106, 156
Gleichung

erfiillt von Funktion, 189

syntaktische, 32, 261
Gleitkommaarithmetik, 23
Gleitkommazahl, 21

Exponent, 22

Mantisse, 22

Rundungsfehler, 23
Grolle

eines Arguments, 217

eines Baums, 139
GroRenfunktion fiir Prozeduren, 217
GroBter gemeinsamer Teiler, 193
Grad eines Baums, 140
Grammatik

abstrakte, 243

konkrete, 261

eindeutige, 263
mehrdeutige, 263

kontextfreie, 261
Graph

azyklischer, 164

baumartiger, 164

endlicher, 163

erreichbarer Teilgraph, 164

gerichteter, 162

gewurzelter, 163

Kante, 162

Knoten, 162

Layout, 162
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Pfad, 163
Quelle, 163
Senke, 163
stark zusammenhingender, 164
symmetrischer, 163
symmetrischer Abschluss, 164
Teilgraph, 164
Tiefe, 164
Wurzel, 163
zusammenhingender, 164
zyklischer, 163

GREATER, 101, 116

Grenze eines Baums, 151

Hoherstufige Prozedur, 52
Halbiibersetzung, 349

Halde, 314, 325, 333

handle, 123

hd, 86

Heap, — Halde

Hilfskategorie, rechtsrekursive, 272
Hilfsprozedur, 9

Histogramm, 306

Identitédtsprozedur, 59
if then else, — Konditional
Implementierung
Datenstruktur, 280
dynamische Semantik, 253
Halde, 315
statische Semantik, 248
Implikation, 159
implode, 93
In place, 308
In situ, 308
Indizes eines Blocks, 314
Induktion
nattirliche, 200
strukturelle, 200, 206
wohlfundierte, 215
Induktionsbeweis, 199
Induktionsrelation, 200
Inferenzregel, 245
Ableitung, 245

Konklusion, 245
Pramisse, 245
Infixoperator, 353
Injektiv, 167, 170
Inklusionsordnung, 169
Inprojektion, bindrer Baum, 152
Instanz eines Typschemas, 57
Instanziierung, Typvariable, 60
Int
.compare, 101
.maxlInt, 127
.max, 88
.minlnt, 127
int, 2
Interpreter, 2
Intervalltest, 306
Invariante, 109
isSome, 127
it, 4
iter, 54, 55
Iteration
bestimmte, 54, 55, 72
unbestimmte, 55
iterdn, 72
iterup, 72

Kante

eines Baums, 132

eines Graphen, 162

inverse, 164
Kardinalitit einer Menge, 156
Kastendarstellung, 310
Kategorie, syntaktische, 32, 261
Kernsprache, 68
Klammern, 35

tiberfliissige, 36
Klammersparregeln, 36, 353
Knoten

adjazent, 163

benachbart, 163

einer Relation, 166

eines Baums, 132, 138

iibergeordneter, 138
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innerer, 132
untergeordneter, 138

eines Graphen, 162

erreichbarer, 163

initialer, 163

isolierter, 163

Marke, 149

Nachfolge-, 163

Quelle, 163

Senke, 163

terminaler, 163

Vorgdnger-, 163

Wurzel-, 163
Knotenmenge einer Relation, 166
Komplexitdt

einer O-Funktion, 225

einer Prozedur, 223
Komplexitdtsbestimmung

mit Rekurrenzsitzen, 232

naive, 226
Komponente

einer Phrase, 32

einer Prozeduranwendung, 29

eines Objekts, 44

eines Tupels, 9, 160

eines Vektors, 287
Komposition

von Funktionen, 170

von Prozeduren, 71

von Relationen, 168
Konditional, 7, 33, 330
Konjunktion, 159
Konkatenation

von Listen, 76, 218

von Strings, 94
Konklusion, Inferenzregel, 245
Konsequenz, — Konditional
Konstante, 1, 32
Konstituente, 175
Konstruktor, 114

einstelliger, 116

nullstelliger, 115
Konstruktordarstellung

ganzer Zahlen, 121

natiirlicher Zahlen, 121
Konstruktortyp, 114

rekursiver, 117
Kopf

einer Deklaration, 34

eines markierten Baums, 149
Korrektheit einer Prozedur, 190
Korrektheitsbeweis, 191

fiir bestimmte Iteration, 201

fiir ggt, 193

fiir unbestimmte Iteration, 204

induktiver, 199
Korrektheitssatz, 190
Kostenfunktion, 228

Lange
einer Liste, 76, 78
eines Tupels, 9, 160
Lambda-Notation, 171
Last-in, first-out, 309
Laufzeit, 110
akkumulierte, 292
einer Prozedur, 223
einer Prozedur fiir ein Arg., 217
uniforme, 218
Laufzeitfehler, 12, 20
Laufzeitfunktion
einer Prozedur, 218
explizite Darstellung, 221
rekursive Darstellung, 220
Leere Menge, 156
Leeres Tupel, 160
Leerzeichen, 30, 259
length, 78
Lesart, 115
LESS, 101, 116
let, 8, 33
Let-Ausdruck, 33
Lexer, 260
Lexikalische Analyse, 44
Lexikalische Baumordnung
fiir markierte Baume, 151
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fiir reine Bdume, 134
Lexikalische Syntax, 44
LIFO, — last-in, first-out
Linear-rekursiv, 184
Lineare Suche, 288
Linearisierung
Postlinearisierung, 144, 330
Prélinearisierung, 144, 266
List
.all, 82
.collate, 102
.concat, 80
.exists, 82
ilter, 82
.nth, 87
.sort, 102
.tabulate, 80
Liste, 75
n-tes Element, 87
uber X, 161
Baumdarstellung, 78
Darstellung, lineare, 316
Elemente, 75
Elementtest, 219
Faltung, 83, 219
foldlund foldr, 83
hd, 86
Konkatenation, 76, 218
Kopf, 75
Lange, 76, 78
leere, 75
lexikalische Ordnung, 96
lineare Darstellung, 316
member, 82, 85
nil, 77
null, 87
Ordnung, lexikalische, 96
Positionen, 87
Prifix (echtes), 137
Reversion, 79, 229
Rumpf, 75
sortierte, 99
strikt sortierte, 107

tl, 86
Logbuch, 306

M, 325
map, 81
Marke eines Knotens, 149
Math
.pi, 25
.sqrt, 25
Mathematische Prozedur, 179
Maximal munch rule, 269
member, 82, 85
Menge, 105, 146, 155
als Datenstruktur, 283
als Funktor, 293
Darstellung, 173
Differenz, 106, 158
disjunkte, 157
Element, 156
endliche, 156
finitare, 146, 155, 175
Gleichheitsaxiom, 106, 156
Kardinalitit, 156
Konstituente, 175
leere, 106, 156
Obermenge, 157
Ordnung, 169
Potenz-, 158
Produkt, 161
reine, 146
Relation auf, 167
Schnitt, 106, 158
Summe, 161
Teilmenge (echte), 157
unendliche, 156
Variantennummer, 161
Vereinigung, 106, 158
Wohlfundierungsaxiom, 156
Mengendarstellung
natiirlicher Zahlen, 148
von Paaren, 148
Metavariable, 243
mod, 12
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Modellimplementierung, 283

Modul, 295

Muster, 34
iiberlappende, 90
disjunkte, 90
einer Regel, 89
erschopfende, 91
kartesisches, 10
trifft Wert, 89
Variable, 34

Musterabgleich, 89

Nachfolger
eines Knoten, 138
n-ter, 138
Natiirliche Ordnung, 169
Natiirliche Quadratwurzel, 16
Nebenkosten, 228
Negation, 159
Negationsoperator, 32
Newtonsches Verfahren, 24
nil, 77
NONE, 126
null, 87

0,71

O-Funktion, 224
Komplexitit, 225

O-Notation, 224

Obermenge (echte), 157

Objekt
atomares, 44
funktionales, 299
imperatives, 299
semantisches, 44
syntaktisches, 44
unveranderliches, 299
verdnderliches, 299
zusammengesetztes, 44
Zustand, 299

op, 69

Op-Ausdruck, 69

Operator, 1, 32
iuberladener, 22

boolescher, 159
Infixoperator, 353
Operatoranwendung, 33
Option, 126
.Option (Ausnahme), 127
eingeloste, 126
uneingeltste, 126
Optionalklammern, 266
Optionstyp, 126
ord, 94
order, 101, 116
Ordnung, 169
Inklusions-, 169
inverse, 102
lexikalische, 102
fiir Listen, 96

fiir markierte Bdume, 151

fiir reine Baume, 134
nattirliche, 169
orelse, 69
Overflow (Ausnahme), 22

Paar, 10, 161
Parser, 263
Parsing, 263
Pattern, — Muster

Pattern Matching, — Musterabgleich

Pfad, 163
einfacher, 163
zyklischer, 163
Phrasale Syntax, 44
Phrase, 29, 32
atomare, 32
bereinigte, 65
geschlossene, 37, 65
offene, 37, 65
wohlgetypte, 40
zusammengesetzte, 32
Position
eines Tupels, 9, 160
eines Vektors, 287
Postlinearisierung, 144, 330
Postnummer, 144
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Postnummerierung, 142
Postordnung, 142
Postprojektion, 151
Potenzieren
endrekursives, 191
iteratives, 202
naives, 13
schnelles, 234
Potenzmenge, 158
Prifix einer Liste, 137
Prélinearisierung, 144, 266
Pramisse (Inferenzregel), 245
Pranummer, 143
Pranummerierung, 141
Prdordnung, 141
Préprojektion, 151
Priifer, 263
Primzahlberechnung, 70
Primzerlegung, 70, 108
Produkt von Mengen, 161
Programm, 2, 34
Programmiersprache,
maschinennahe, 325
Programmspeicher, 325
Programmzahler, 325
Projektion, 10, 33
In-, 152
Post-, 151
Pra-, 151
Prozedur, 5, 339
Anwendung, 5, 179
Anwendungsgleichung, 181
Argument, 5, 179
Argumentbereich, 179
Argumenttyp, 6
Argumentvariable, 6
Aufruf, 15
Ausfiihrungsprotokoll, 181
baumrekursive, 184
definierende Gleichungen, 179
Definitionsbereich, 183
Deklaration, 5
divergente, 19

dynamische, 346
Ein-Ausgabe-Relation, 167
endrekursive, 18
Ergebnis, 5, 179
Ergebnisbereich, 179
Ergebnisfunktion, 188
Ergebnissatz, 189
Ergebnistyp, 6, 34
Erweiterung, 183, 188
Folgeargumente, 184
Funktion berechnende, 188
GroRkenfunktion, 217
hoherstufige, 52
imperative, 302
kaskadierte, 50
Komplexitit, 223
Komposition, 71
Korrektheitssatz, 190
Laufzeit, 217, 223
Laufzeitfunktion, 218
linear-rekursive, 184
mathematische, 179
monomorphe, 58
polymorphe, 56, 58
regelbasierte, 88
Rekursionsbaum, 185
Rekursionsrelation, 186
Rekursionsschritt, 186
rekursive, 14, 184, 255
Rumpf, 6
Selbstanwendung, 254
semantisch dquivalente, 190
statische, 346

stellige, 339
terminierende, 19, 182
Terminierung, 187
Tripeldarstellung, 38
Typ, 6, 34

Umgebung, 38
vordeklarierte, 80
Wohlgeformtheit, 180

Prozeduranwendung, 5, 33

in Endposition, 345
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Prozeduraufruf, 15
Prozedurbefehle, 339
Realisierung, 341
Prozedurblock, 346
Prozedurdeklaration, 5, 34
kaskadierte, 50, 92
regelbasierte, 78, 88
rekursive, 34
Prozedurtyp, 6, 34

Quadratwurzel, natiirliche, 16
endrekursive Bestimmung, 109
Quantifizierung
existentielle, 159
universelle, 159
Quelle eines Graphen, 163
Quicksort, 105
fiir Reihungen, 308

Riickiibersetzung, 329
Riickkehradresse, 341
Riickkehrbefehl, 339
Riickwértssprung, 332
RA, — Rekursiver Abstieg
RA-tauglich, 265
Rahmenzeiger, 342
raise, 86, 123
Real
.compare, 101
fromlInt, 25
.round, 25
real, 22
ref, 298
Referenz, 298
Setzen einer, 299
Wert einer, 299
Referenztyp, 298
Reflexiv, 169
Regel, 89
iiberlappende, 90
disjunkte, 90
erschopfende, 91
Regularitdt (Sortierprozedur), 125
Reihung, 304

Reversieren, 307
Rotieren, 307
Sortieren
durch Auswihlen, 308
Quicksort, 308
Rekurrenz, 232
Rekurrenzsatz
exponentieller, 233
linear-logarithmischer, 237
logarithmischer, 234
polynomieller, 232
Rekursion, 13
binire, 104
durch Selbstanwendung, 254
geschachtelte, 196
iterative, 18
lineare, 104
strukturelle, 119
verschrinkte, 147
Rekursions-
-baum, 104, 185
-folge, 15, 185
-funktion, 184
-gleichung, 13
-relation, 186
-schema, 73
-schritt, 186
-tiefe, 186
Rekursiv, 184
Rekursiver Abstieg, 264
Relation, 166, 169
antisymmetrische, 169
auf einer Menge, 167
azyklische, 174
binire, 166
Definitionsbereich, 166
Dominanz-, 224
fortschreitende, 174
funktionale, 167, 170
grafische Darstellung, 166
Graphsicht, 166
injektive, 167
inverse, 167
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Knotenmenge, 166 Semantische Analyse, 44
Komposition, 168 Semantische Aquivalenz, 45, 190
lineare, 169 Semantische Zuldssigkeit, 40
reflexive, 169 Senke eines Graphen, 163
strukturelle, 175 Sequenzialisierung, 124
surjektive, 168 Signatur, 281
terminierende, 173, 176 Signaturconstraint, 281
totale, 168 Software-Hardware-Schnittstelle, 325,
transitive, 169 350
Umbkehr-, 167 SOME, 126
unendliche, 174 Sonderzeichen, 95
Wertebereich, 166 Sortieren
rev, 79 absteigend, 100
Reversion aufsteigend, 100
einer Liste, 79 durch Einfiigen, 99, 229
naiv, 229 durch Mischen, 103, 237

einer Reihung, 307

einer Zahl, 19
Rotieren von Reihungen, 307
Rumpf

einer Deklaration, 34

einer Prozedur, 6

einer Regel, 89

einer Schleife, 311
Rundungsfehler, 23

Satz einer Grammatik, 261
Schliisselwort, 1, 32
Schlange, 290

effiziente Implementierung, 290

imperative, 309, 310
priorisierte, 292
Schleife, 311, 331
Bedingung, 311
Rumpf, 311
Schnitt von Mengen, 106, 157
Selbstanwendung, 14
Rekursion durch, 254
von Prozeduren, 254
Semantik, 44
dynamische, 44, 250
statische, 44, 244
von Operationen, 283

einer Liste, 99

polymorphes, 101

Quicksort, 105

striktes, 107

von Reihungen

durch Auswihlen, 308
durch Quicksort, 308

Speicher, 298

linearer, 314

Zelle, 298

Zustand, 300
Speicherbedarf, 111
Speicherbereinigung, 321, 347
Speichereffekt, 300
Speichererschopfung, 20
Speicheroperationen, 298
Speicherplatzbedarf bei

Programmausfiihrung, 321
Spezifikation

polymorpher Prozeduren, 68
Spezifikation (Datenstruktur), 283
Spiegeln

von markierten Baumen, 151

von reinen Baumen, 136, 141
Sprache

funktionale, 323

imperative, 323
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objektorientierte, 323
Sprungbefehl

bedingter, 330

unbedingter, 330
Stack, — Stapel
Stack Frame, — Aufrufrahmen
Standard ML, 61
Standardmodell, 131
Standardprozedur, 25
Standardstruktur, 25
Standardtour, 142
Stapel, 309, 325
Stapelmaschine M, 325
Stapelzeiger, 342
Statische Aspekte, 44
Statische Semantik, 44
Stelligkeit eines Baums, 133
String, 93

Konkatenation, 94

leerer, 93

Sonderzeichen, 95

Structure sharing, — Strukturzusam-

menlegung
Struktur, 279
Offnen, 282

Strukturelle Terminierungsf., 175

Strukturzusammenlegung, 319
Subscript, 88, 137
Suche
binéire, 288
lineare, 288
Summe von Mengen, 161
Summenformel (Gaul}), 194
Surjektiv, 168
swap, 300
Symmetrischer Abschluss eines
Graphen, 164
Syntaktische Analyse, 44
Syntax, 44
abstrakte, 241
konkrete, 241, 259
lexikalische, 44, 259
phrasale, 44, 259

Syntaxanalyse, 31
Syntaxbaum, 261

Teilbaum, 135
Auftreten, 135
Teiler (nat. Zahl), 193
Teilgraph, — Graph
Teilmenge, 106, 157
echte, 157
Terminierung
einer Prozedur, 187
einer Relation, 173, 174
reguldre, 20
Terminierungsfunktion
nattirliche, 174, 187
strukturelle, 175
then, — Konditional
Tiefe
eines Baums, 139
eines Graphen, 164
Tilde (~), 2
tl, 86
Total, 168, 171
Trade-off, 284
Transitiv, 169
Tripel, 10, 161

Tripeldarstellung (Prozeduren), 38

true, 7, 116

Tupel, 9
n-stelliges, 10
uber X, 161
Baumdarstellung, 9
geschachtelte, 9
Komponente, 9
Léange, 9, 160
leeres, 10
Position, 9

Tupelausdruck, 33

Tupeltyp, 9, 34

Typ, 2, 34
abstrakter, 282
atomarer, 34
bool, 7
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einer Prozedur, 6 Variable
Enumerationstyp, 115 einer Regel, 89
int, 2 eines Musters, 34
mit Gleichheit, 63 imperative, 332
real, 22 quantifizierte, 159
Tupel-, 34 Variante, 114
Tupeltyp, 9 Variantennummer
unit, 10 bei Grammatiken, 244
Typ- bei Konstruktortypen, 113
-deklaration, 113 bei Mengen, 161
parametrisierte, 126 Vektor, 286
-inferenz, 61 Verarbeitungsphasen eines Interpre-
-konstruktor, 126 ters, 44
-korrektheit, 251 Verbergen von Implementierungsinfor-
-regel, 40 mation, 281
-schema, 57 Vereinigung von Mengen, 106, 157
-synonym, 116 Vergleichsoperator, 32
-umgebung, 245 Vergleichsprozedur, 101
-variable, 56 Verstarkung
freie, 60 der Korrektheitsaussage, 208
mit zwei Hochkommas, 64 Vertex, — Knoten
quantifizierte, 57 Vertices, — Knoten
Uberladung Volliibersetzung, 349

von Operatoren, 22
Uberlauf, 21
Ubersetzer

fiir S, 340, 346

fiir W1, 335
Umbenennung, konsistente, 66
Umgebung, 37, 285

einer Prozedur, 38
Umbkehrfunktion, 170
Umbkehrrelation, 167
Umschlag fiir eine Prozedur, 249
Unbestimmte Iteration, 55
Uniforme Laufzeit, 218
unit, 10
Unterbaum, 132

k-ter, 133

val, 1
Val-Muster, 34
valOf, 127

Vorgédnger eines Knoten, 138
Vorwiértssprung, 332

W, 331
Wert, 2

boolescher, 7

funktionaler, 299

globaler, 346

imperativer, 299

trifft Muster, 89

zusammengesetzter, 9
Wertebereich einer Relation, 166
Wertumgebung, 250
Wildcard-Muster, 69
Wohlfundierungsaxiom, 156, 175

fiir Mengen, 156
Wohlgetypte Phrase, 40
Worst-Case-Annahme, 218
Wort, 1, 32
Wortdarstellung eines Ausdrucks, 30
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Wurzel
eines Baums, 132
eines Graphen, 163

Zahler, 313
Zahlprozedur, 303
Zeichendarstellung eines
Ausdrucks, 30
Zeichenkette, — String
Zeichenstandard, 94
Zeiger, 310
Zelle, 298
Allokation, 298
allozierte, 314
Dereferenzierung, 298
freie, 314
Zuweisung, 298
Zellen, verzeigerte, 310
Zuldssigkeit, semantische, 40
Zustand
der Maschine M, 342
eines Objekts, 299
eines Speichers, 300
Zuweisung, 298
Zyklus, 163





