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Einleitung

Seit den Arbeiten von Serre [17] und Grothendieck [12] in der Mitte des
20. Jahrhunderts ist die Garbentheorie in vielen Bereichen der Mathematik,
und nicht zuletzt in der algebraischen Geometrie, zu einem unentbehrlichen
Hilfsmittel geworden, um systematisch eine Ubersicht iiber lokale Daten in
topologischen Rdumen zu gewinnen. Tatséchlich formen viele elementare
Gebilde, wie etwa der Ring der reguliren Funktionen auf einer Varietit,
eine Garbe.

Fines der wichtigsten Hilfsmittel zum Studium der Eigenschaften von
Garben ist die Betrachtung ihrer Kohomologiegruppen. Schon die Definition
dieser Gruppen kann auf vielen verschiedenen Wegen geschehen, und doch
sind die meisten davon nicht fiir die praktische Berechnung der Kohomolo-
giegruppen einer gegebenen Garbe geeignet, da sie zu abstrakt oder kom-
pliziert sind, um effizient implementiert zu werden. Und doch wichst durch
den zunehmenden Einsatz von Computeralgebrasystemen zur Losung alge-
braischer Fragestellungen die Notwendigkeit, auch die konkrete Berechnung
von Kohomologiegruppen mit vertretbarer Komplexitdat durchzufiihren.

Einen Ansatz dazu bieten Tate—Auflosungen: Gegeben eine kohérente
Garbe F auf dem projektiven Raum P(W) iiber einem Vektorraum W ist
die Tate-Auflosung T(F) ein exakter Komplex

T.: .”_)Tifl_>T’L'_>Ti+1_>”'

iiber der duferen Algebra E = A(W*). Erstmals stellte Gel'fand 1984 [11]
diese Auflosungen vor, die auf Ergebnissen von Bernstein, Gel’fand und
Gel'fand [2] aus dem Jahr 1978 aufbauen. Eisenbud, Flgystad und Schreyer
[5] zeigten im Jahr 2003, dass fiir die Terme der Tate-Auflésung von F die
Beziehung
T' =P EG—i) @ AW o B (F(i - j))
JEN

gilt, dass also insbesondere alle Kohomologiegruppen von F in dieser Auflo-
sung codiert sind.

Und auch in anderen Bereichen spielen Tate—Auflésungen inzwischen ei-
ne wichtige Rolle, etwa zur Berechnung von Beilinson—-Monaden oder zur
Entwicklung neuer Formeln fiir Resultanten in [5] und [7]. Jedoch wollen
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wir auf diese Fragestellungen nicht im Detail eingehen, sondern uns hier
einem anderen Problem zuwenden: Denn auch wenn Tate-Auflosungen ver-
gleichsweise effizient berechenbar sind, stellt sich die Frage, ob sie sich nicht
in einigen Féllen aus schon gegebenen Auflésungen anderer Garben konstru-
ieren lassen. Ist beispielsweise F eine kohdrente Garbe auf P", f: P* — P™
ein Morphismus und die Bildgarbe f.F wieder kohérent, so erwarten wir,
dass die Tate—Auflosungen von F und f,F miteinander zusammenhéngen.

In dieser Arbeit wollen wir uns einer speziellen Instanz dieses Problems
zuwenden. Ist ndmlich k ein algebraisch abgeschlossener Kérper und X = P”
der n-dimensionale projektive Raum iiber k, so betrachten wir die Veronese—
Einbettungen vg: P* — PN, N = (";d) — 1. Wir zeigen, dass und wie sich
fiir eine kohédrente Garbe F auf P™ der lineare Teil der Tate—Auflésung
von (vg)«F aus dem linearen Teil der Tate-Auflésung von F konstruieren
léisst, geben einen Algorithmus fiir die konkrete Berechnung der Auflésung
von (vg)«F an und stellen eine Vermutung tiber die allgemeine Gestalt der
Differenziale dieser Auflésung auf.

Bevor wir mit der eigentlichen Untersuchung von Tate—Auflésungen be-
ginnen konnen, miissen wir die benstigten Sprechweisen und Verfahren ein-
fithren. Im ersten Kapitel verschaffen wir uns einen Uberblick iiber die
grundlegenden Begriffe der kommutativen Algebra und der algebraischen
Geometrie, soweit sie in der vorliegenden Arbeit benétigt werden. Auflerdem
erhalten wir einen kurzen Einblick in die Grundlagen von Young—Tableaus
und Schur—-Moduln und widmen uns schlielich ausfiihrlicher den Veronese—
Einbettungen und ihren Eigenschaften. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit
werden die meisten allgemeinen Sétze ohne Beweis zitiert.

In Kapitel 2 wird das grundlegende Objekt unserer Studien, die Tate—
Auflésung einer Garbe, eingefiithrt und an einigen Beispielen erldutert. Da-
zu folgen wir der historischen Entwicklung, indem wir erst die Ideen von
Bernstein, Gel’ fand und Gel’fand entwickeln und dann mit Hilfe der von Ei-
senbud, Flgystad und Schreyer gefundenen Darstellung von Tate—Auflésun-
gen einige ihrer wichtigen Eigenschaften betrachten.

Schlielich werden wir in Kapitel 3 untersuchen, in welcher Beziehung die
die Tate—Auflosung einer Garbe und die ihres Bildes unter einer Veronese—
Einbettung zueinander stehen. Wir berechnen zunéchst die Terme der Auflo-
sung des Bildes, ermitteln danach die Gestalt der linearen Differenziale der
Auflésung und behandeln dann den Fall beliebiger Differenziale.

Da die praktische Berechnung von Tate—Auflésungen eine wichtige Moti-
vation dieser Arbeit ist, befinden sich im Anhang eine Implementierung der
wichtigsten Algorithmen sowie einige Beispielrechnungen in dem Computer-
algebra—System Macaulay?2.
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Hinweise zur Notation

Ist X eine Menge, so sei | X| ihre Méchtigkeit.
Die Menge {0,1,2,...} der natiirlichen Zahlen bezeichnen wir mit N.

In der ganzen Arbeit bezeichnet k einen beliebigen, algebraisch abge-
schlossenen Korper.

Unter einem Ring wollen wir immer einen Ring mit Einselement ver-
stehen. Es sei jedoch ausdriicklich darauf hingewiesen, dass die vor-
kommenden Ringe nicht kommutativ sein miissen und es oft, etwa im
Falle &uflerer Algebren, auch nicht sein werden.

Ein graduierter Ring R ist eine Summe R = @), R;, so dass fiir alle
i,7 € N die Beziehung R;R; C R;; gilt. Eine graduierte k-Algebra
ist ein graduierter Ring mit Ry = k. Zusétzlich setzen wir bei allen
graduierten k-Algebren voraus, dass sie endlich erzeugt sind.

Ist R = Kk[zg,..., 2], so schreiben wir den homogenen Anteil vom
Grad 0 der Lokalisierung von R in x; als R(,,).

Sind m,n € N natiirliche Zahlen und R ein Ring, so bezeichnen wir
mit Mat(m x n, R) den Ring der m x n-Matrizen iiber R.

Wenn wir von Moduln iiber einem nicht kommutativen Ring sprechen,
so meinen wir stets Rechtsmoduln.

Ist M ein graduierter Modul, so bezeichnen wir die homogenen An-
teile von M mit tiefgestellten Indizes. Abkiirzend schreiben wir oft
M = @, M, und meinen damit implizit, dass M, der homogene Anteil
von M vom Grad d ist. Wollen wir nur bestimmte homogene Anteile
von M betrachten, etwa diejenigen vom Grad > dy, so schreiben wir
M>g4, fiir den Untermodul @dzdo My von M. Um die Graduierung
zu verschieben, d.h. den Modul zu twisten, benutzen wir die Notation
M (i), i € Z, wobei M (i)g = M4 gilt.

Ist V ein k-Vektorraum, so ist P(V') := (V\{0})/(k\{0}) der projektive
Raum iiber V. Ist V' n 4 1-dimensional, so schreiben wir P":=P(V)
und notieren die Elemente in der Form (pg : ... : py).

Bei kanonischen, d.h. basisunabhingigen, Isomorphismen schreiben
wir oft ,,=“statt ,,=“.

Den Dualraum Homy (V, k) eines k-Vektorraums V bezeichnen wir mit
V.
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Kapitel 1

Grundlagen

Dieses Kapitel gibt eine kurze Einfithrung in diejenigen Gebiete der Algebra,
die fiir unsere spéteren Betrachtungen wesentlich sind.

Zunéchst wenden wir uns Grundziigen der multilinearen Algebra zu.
Nach einigen allgemeinen Definitionen vertiefen wir die Betrachtung &ufle-
rer Algebren und derer Eigenschaften. Besonderes Augenmerk legen wir auf
die Konstruktion adjungierter Abbildungen und die Selbstdualitidt duerer
Algebren.

Auch im Abschnitt iiber homologische Algebra definieren wir zunéchst
kurz die grundlegenden Sprechweisen. Dies sind vor allem die Begriffe des
Komplexes, der Homologie und der Minimalitit von Auflésungen. Zur Dar-
stellung von Komplexen fiihren wir Betti-Diagramme ein. Es folgen kurze
Abhandlungen zur Eindeutigkeit minimaler Auflésungen, zur Castelnuovo—
Mumford—Regularitét sowie dem linearen Anteil eines Komplexes. Letzterer
entsteht im Falle minimaler Komplexe durch Nullsetzen nichtlinearer Kom-
ponenten der Differenziale.

Als weiteres Hilfsmittel benttigen wir einige wenige Grundlagen der Dar-
stellungstheorie. Wir werden uns zunéchst kurz mit Young—Tableaus befas-
sen, d.h. im Wesentlichen mit Partitionen A = (A1,...,Ax) € NF, X; > \iyq,
natiirlicher Zahlen, und mit deren Hilfe Schur—-Moduln konstruieren, die ei-
ne Verallgemeinerung von symmetrischer und duflerer Algebra darstellen
und, wie sich herausstellt, eine Zerlegung von Tensorprodukten der Form
M ® ...® M in direkte Summanden erlaubt. Die Littlewood—Richardson—
Regel und ein wichtiger Spezialfall, die Pieri—-Formel, erlauben es schliellich,
auch eine Zerlegung von Tensorprodukten von Schurmoduln zu berechnen.

Wenn wir spiter Tate—Auflésungen einfiihren, werden wir diese vor al-
lem fiir eine bestimmte Klasse von Objekten betrachten: die kohérenten
Garben. Wir werden dann auch sehen, dass die Tate—Auflosung einer Garbe
eng mit deren Kohomologie zusammenhingt. Alle relevanten Aspekte dieses
weiten Feldes zu beleuchten oder gar herzuleiten, wird uns nicht moglich
sein. Allerdings werden wir Garben und bestimmte Abbildungen zwischen
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diesen einfithren und auf die Beziehung zwischen kohéirenten Garben und
endlich erzeugten Moduln eingehen. Im Anschluss befassen wir uns mit der
Kohomologie von Garben und damit, wann bestimmte Kohomologiegruppen
verschwinden, und stellen den Begriff der lokalen Kohomologie einer Garbe
vor.

Schliefilich wenden wir uns den Veronese—Einbettungen zu. Diese bil-

den fiir festes d € N\ {0} einen Punkt a = (ag : ... : a,) € P" auf
den Punkt ((M;(ao,...,an))o<i<n) € PV ab, wobei N = (”;d) — 1 und
(M;(zo,...,2n))o<i<n eine feste Anordnung der Monome vom Grad d in
den Variablen zg,...,x, ist.

Die einzelnen Abschnitte sind bis auf wenige Ausnahmen voneinander
unabhéngig und in sich abgeschlossen. Lediglich Tensor— und duflere Alge-
bra werden hin und wieder bendttigt, und die Definition und Analyse der
Veronese-Einbettungen basiert auf den Vorbetrachtungen {iber Garben.

Wir verzichten in diesem Kapitel auf die Wiederholung der Definitionen
von (freien, endlich erzeugten, ...) Moduln sowie der zugehoérigen Theorie.
Ebenso wenig betrachten wir projektive Rdume und ihre Eigenschaften. Ei-
ne Einfithrung hierzu findet sich beispielsweise bei Gathmann [10] sowie in
jedem Buch iiber algebraische Geometrie (etwa [4], [14]).

1.1 Multilineare Algebra

Im Kapitel iiber multilineare Algebra werden wir uns in aller Kiirze mit der
Tensoralgebra iiber einem Modul beschéftigen, uns aber sehr schnell auf zwei
Quotientenalgebren, ndmlich die symmetrische und die duflere Algebra kon-
zentrieren. Dabei orientieren wir uns anfangs grob an Bourbaki [3]. Vor allem
der dufleren Algebra gilt unser gesteigertes Interesse, da wir sie fiir unsere
spateren Konstruktionen verwenden. Am Ende dieses Kapitels werden wir
insbesondere zeigen, dass die duflere Algebra F iiber einem k-Vektorraum
als Modul isomorph zu Homy (F, k) ist.

Seien im Folgenden R ein beliebiger kommutativer Ring und M und N
Moduln iiber R.

Definition 1.1.1. Ein R-Modul M ®r N zusammen mit einer bilinearen
Abbildung ®g : M x N — M ®gr N heiit Tensorprodukt von M und N,
wenn folgende universelle Eigenschaft erfiillt ist:

Zu jedem R-Modul P und jeder bilinearen Abbildung f: M x N — P exis-
tiert genau ein R-Modul-Homomorphismus g: M ® g N — P, so dass das
Diagramm

M x N “r M®gpN

St
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Bemerkung 1.1.2.

e Ein solches Tensorprodukt existiert. Seien nidmlich £’ der von den Ele-
menten von M x N erzeugte freie R-Modul und U C F' der von den
Elementen der Form

(mit m,my,ma2 € M, n,n1,ney € N und A € R) erzeugte Untermodul.
Dann ist der Quotientenmodul F'/U ein Tensorprodukt von M und N.

e Aufgrund der Eindeutigkeitsbedingung seiner universellen Eigenschaft
ist das Tensorprodukt eindeutig bis auf Isomorphie.

e Wenn aus dem Kontext eindeutig ersichtlich ist, iiber welchem Ring
das Tensorprodukt gebildet wird, werden wir meistens ® fiir ® g schrei-
ben.

e Sind M, N und P drei R-Moduln, so gilt

— Kommutativitdt: M @ N = N Q@ M
— Assoziativitit: (M @ N)®@ P=M @ (N ® P)
— Distributivitit: (M & N) @ P= (M ® P)& (N ® P)

und die Isomorphismen sind kanonisch.
Beispiel 1.1.3.
e Fiir jeden R-Modul M gilt R®pr M = M.

e Das Tensorprodukt zweier freier R-Moduln vom Rang r bzw. s ist der
freie R-Modul vom Rang r - s.

e Im Falle nicht freier Moduln ist die Situation nicht so einfach. Beispiels-
weise ist fiir teilerfremde m,n € Z das Tensorprodukt Z/mZ & Z/nZ
wegen

a®b=(ma)® (b/m)=0® (b/m)=0 VaecZ/mZ, beZ/nZ
schon der Nullmodul.

Tensorprodukte tauchen beim Studium von Moduln auf natiirliche Weise
auf, da sich fiir zwei Moduln M, N der Modul der Homomorphismen von M
nach N als Tensorprodukt einfacherer Moduln ausdriicken l&sst:
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Satz 1.1.4. Seien M, N zwei R-Moduln. Dann existiert ein kanonischer
Isomorphismus

Homp(M,N) = Homg(M,R) ®r N .

Beweis. Der Isomorphismus ist gegeben durch die basisunabhingige Abbil-
dung

HOHlR(M, R) QRN — HOIHR(M, N)v P ORN = (m = So(m)n) .
O

Besonders interessant fiir unsere Bediirfnisse ist auch der folgende Satz,
der eine weitere Verbindung zwischen Homomorphismen und Tensoren auf-
zeigt:

Satz 1.1.5. Seien V., W zueinander duale, endlich erzeugte, freie R-Moduln
und M, N zwei beliebige R-Moduln. Dann existiert ein kanonischer Isomor-

phismus
Hompr(M,N ® V) = Homp(M @ W,N) .

Beweis. Sei {zg,...,x,} eine Basis von W und {ey,...,e,} die dazu duale
Basis von V. Die Abbildungen

¢: Homp(M @ W, N) — Homg(M,N @ V); a +— (m Za(m@mi))@)ei

Y: Homp(M,N ® V) — Homgp(M @ W,N); B +— ((m ® ;) — n;) ,

mit f(m) = >, n; ® e;, sind zueinander invers.

Um zu zeigen, dass der Isomorphismus kanonisch ist, charakterisieren wir
ihn wie folgt: Seien f: M @ W — N und g: M — N ® V Homomorphismen
und

T R—-WQRV; 1—>Z:1:i®ei )
1

Dann ist ¢(f) = g genau dann, wenn das Diagramm

M@R=M-—2>VeN

i®idl %’

MeoWeV

kommutiert. Die Abbildung i: R — W ® V ist basisunabhingig, also auch
der Isomorphismus ¢. O

Die gerade gezeigte Beziehung ist fiir uns im Weiteren von so grofler
Bedeutung, dass wir dafiir eigene Bezeichnungen einfiihren.
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Definition 1.1.6. Seien V, W zwei zueinander duale, endlich erzeugte, freie
R-Moduln und M und N zwei beliebige R-Moduln. Ist ¢ der Isomorphismus
aus obigem Beweis, und sind f: M @ W — N und ¢: M — V ® N Homo-
morphismen mit ¢(f) = g, so heiBt f linksadjungiert zu g; umgekehrt heifit
g rechtsadjungiert zu f. Oft sagen wir abkiirzend, dass f und g adjungiert
sind.

Bemerkung und Definition 1.1.7. Sei M ein R-Modul. Sei weiter

M @ M®E-1  fir d>0.

Die Tensoralgebra von M ist die graduierte, nichtkommutative Algebra
o
Tr(M):= P M*?,
d=0

deren inneres Produkt durch
(Z1®...0%y) (N®..Q0U,) =21 R ...0T, QY Q... Yy

definiert ist.
Seien I C Tr(M) das von {z®@y—y®x|x,y € M} und J C Tr(M)
das von {z ® x |x € M} erzeugte Ideal. Dann heifit

Sym(M) :=Tr(M)/I
die symmetrische Algebra und

A(M) = Tr(M)/J
die duflere Algebra von M.

Notation 1.1.8. Wir schreiben das innere Produkt von A(M) als = A y,
dasjenige von Sym(M ) als z-y, unter Verwendung der iiblichen Abkiirzungen
kommutativer Produkte wie Exponenten—Schreibweise. Ist {z1,...,z,} ein
Erzeugendensystem von M, so verwenden wir zur Darstellung von Monomen
in Sym(M), d.h. von Produkten der z;, die Notation

(67

@ i=aft g

n

wobel v € N" ist. Fiir solche Multiindizes setzen wir

o] = a1+...+a,.

Bemerkung 1.1.9.
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e Da die Ideale I und J homogen sind, erhalten symmetrische und dufle-
re Algebra durch die Graduierung der Tensoralgebra eine kanonische
Graduierung. Fiir die homogenen Bestandteile schreiben wir Sym (M)
bzw. AY(M).

Es gilt Symg(M) = R = A%(M) und Sym,(M) = M = AY(M), wir
koénnen also R und M als Untermoduln von Sym(M) und A(M) auf-

fassen.

e Sei F ein endlich erzeugter, freier R-Modul mit Basis {xo,...,z,}.
Dann bildet fiir d > 0 die Menge

{2 | e Nt ol =d}

eine Basis von Sym,(F). Ist R = k ein Korper, so ist
Sym(F) = klzo, ..., y)

isomorph zum Polynomring iiber den Basiselementen von F'.

e Sei F ein endlich erzeugter, freier R-Modul mit Basis {ep, . .. e, }. Dann
bildet fiir d > 0 die Menge

{eil/\.../\eid\ogil <... <id§n}
eine Basis von A?(F).

e Symmetrische und duflere Algebra iiber einem R-Modul M geniigen
einer universellen Eigenschaft, die, &hnlich wie bei der Tensoralgebra,
die Eindeutigkeit garantiert:

Zu jedem R-Modul P und jeder R-linearen Abbildung f: M — P mit
f(@)f(y) = f(y)f(x) fir alle z,y € M existiert genau ein R-Algebra—
Homomorphismus ¢g: Sym(M) — P, so dass das Diagramm

Sym(M)

N A

P

kommutiert.

Zu jedem R-Modul P und jeder R-linearen Abbildung f M — P mit
f(x)? = 0 fiir alle @ € M existiert genau ein R-Algebra-Homomorphis-
mus g: A(M) — P, so dass das Diagramm

kommutiert.
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Wihrend wir spéater aus der Theorie symmetrischer Algebren nur ele-
mentare Eigenschaften von Polynomringen benutzen werden, benotigen wir
noch einige Informationen iiber &uflere Algebren.

Da wir in dieser Arbeit sowohl die symmetrische als auch die duflere Al-
gebra nur {iber einem endlichdimensionalen Vektorraum betrachten werden,
verwenden wir schon hier die entsprechenden Formulierungen. Die folgenden
Aussagen lassen sich jedoch auch fiir freie Moduln anstelle von Vektorraum-
en aufstellen (bzw. teilweise noch allgemeiner).

Sei also V' ein n + 1-dimensionaler k-Vektorraum mit Basis {eg, ..., en}.
Bemerkung 1.1.10.

e Die #uflere Algebra iiber V ist alternierend, d.h. sind e € A% (V) und
f € A%2(V), so gilt
enf=(=1)"%fne,

und ist d; ungerade, so gilt e A e = 0.

e Fiir d € N ist der graduierte Anteil A%(V) ein k-Vektorraum der Di-
mension ("1"). Insbesondere gilt A%(V) = 0 fiir d > dim(V), und A(V)
ist ein k-Vektorraum der Dimension 27*!.
e Die symmetrische Algebra iiber V hingegen ist kommutativ.
Lemma 1.1.11. Wir betrachten die Abbildungen
A AN(V)—= VRV, eAf—edf—fRe
s: VRV —-Symy(V); e f—ef.
Dann ist A injektiv, s surjektiv, und es gilt im(A) = ker(s). Die Aussage
gilt immer noch, wenn V' lediglich ein freier Modul iber einem Ring R ist.
Beweis. Alle drei Aussagen folgen direkt aus den Eigenschaften von duflerer
bzw. symmetrischer Algebra. O
Satz 1.1.12. Seien W = V* der Dualraum von V und E = A(V'). Dann
sind die beiden E-Moduln EQ A" YW und Homy (E, k) kanonisch isomorph.

Beweis. Sei m: E — A"V der Projektionshomomorphismus. Dann ist die
Abbildung

E — Homy(E,A"'V); e (¢ = m(ene))
ein Isomorphismus. Damit und mit Satz 1.1.4 gilt:
E@ AW = Homy(E,A""MV)e AW
= Homy(E, k) @ A"V @ A"
= Homy(E,k)®k
= Homg(E, k) .
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Wir werden spéter hdufig mit freien Moduln arbeiten. Unsere Konstruk-
tionen stellen aber teilweise nur sicher, dass wir projektive oder injektive
Moduln erhalten (zur Definition dieser Eigenschaften siehe etwa [4, A3.2
und A3.4]). Der folgende Satz garantiert, dass diese Moduln auch frei sind.

Satz 1.1.13. Injektive bzw. projektive Moduln tiber einer duferen Algebra
FE sind frei.

Beweisidee. Da E ein graduierter Ring ist, sind alle projektiven F-Moduln
frei (Kaplansky 1958, [15]). Da aulerdem der Dualisierungsfunktor einge-
schrankt auf

{projektive E-Moduln} — {injektive Homy (E, k)-Moduln}
sowie auf
{freie E-Moduln} — {freie Homy (F, k)-Moduln}

bijektiv ist, gilt mit Homy (E, k) = E die Aussage auch fiir injektive Moduln.
O

1.2 Homologische Grundlagen

Wir werden nun auf einige grundlegende Begriffe in der homologischen Alge-
bra eingehen und legen dabei vor allem Wert auf die Einfithrung des Betti—
Diagramms eines Komplexes graduierter, freier Moduln. Des Weiteren zeigen
wir, dass es unter den Auflésungen eines Moduls einen in gewisser Weise
kleinsten Vertreter gibt, der eindeutig bestimmt ist. Dieser Teil orientiert
sich sehr stark an dem Buch Commutative Algebra von Eisenbud [4, Ch.
20].

Weiterhin fithren wir, angelehnt an Eisenbud, Flgystad und Schreyer [5],
den linearen Teil eines Komplexes freier Moduln ein. Dieser ergibt sich unter
geeigneten Nebenbedingungen als derjenige Komplex, in dem alle nichtlinea-
ren Anteile der Differenziale annulliert werden. Diese Konstruktion zerlegt
einen Komplex freier Moduln in eine Summe linearer Komplexe.

Die Frage, wann wir zu einem Modul einen speziellen Komplex, ndmlich
eine lineare freie Auflésung, finden konnen, fithrt uns zur Definition der
Castelnouvo-Mumford—-Regularitét. Diese fithren wir abschlieend ein, ohne
linger auf ihre Bedeutung fiir allgemeine Fragestellungen einzugehen.

Fiir einige Betrachtungen sind besondere Eigenschaften des Grundrin-
ges von Bedeutung. Um dem Rechnung zu tragen, sei R in diesem Kapitel
durchgéngig eine graduierte, d.h. nach unserer Konvention auch endlich er-
zeugte, k-Algebra.
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1.2.1 Komplexe und Auflésungen

Definition 1.2.1. Ein (aufsteigender) Komplex C* = (C*,d) von R-Moduln
ist eine Folge

i1 A i

von R-Moduln C? und R-Modul-Homomorphismen d’ : C* — C**1, so dass
die Komposition aufeinanderfolgender Abbildungen 0 ist. Sind die C* gra-
duierte Moduln, etwa C* = ; C’;, so verlangen wir zusétzlich, dass die d
homogen vom Grad 0 sind, d.h. dass fiir alle i, j € Z gilt: dZ(Cj’) - C;“.

Der Modul C? heifit Term vom kohomologischen Grad i, die Abbildungen
d’ nennt man Differenziale des Komplexes. Ist nur ein C? # 0, so sagen wir,
dass C'* im Grad i konzentriert ist.

Oft ist es niitzlich, den kohomologischen Grad der Terme eines Komple-
xes zu verschieben. Der Komplex C*[j]| habe dieselben Terme und Differen-
ziale wie C®, jedoch sei der Term vom kohomologischen Grad i nicht C?,
sondern C*17,

Sind (C*,d) und (D*,d") Komplexe von R-Moduln, so ist C* & D*® der
Komplex mit den Termen C* @ D* und den Differenzialen 6° = d* @ d".

Wir wollen zunéchst einige vereinfachende Schreibweisen festlegen.
Notation 1.2.2.

e Meist schreibt man der Ubersichtlichkeit halber d statt d¢, also z.B.
auch d o d fiir dt! o d.

e Ist C* = 0 fiir alle i > ig, so schreiben wir C* als

c* o1 o
oder gar
c* ot o1 2 ig

Analog behandeln wir die Situation C* = 0 fiir alle i < iy sowie die
Kombination beider Fille.

e Wenn wir konkrete Komplexe freier Moduln aufschreiben, geben wir
die Differenziale héufig in Form von Matrizen bzgl. der Standardbasen
an. Beispielsweise beschreibt fiir einen Ring R die Sequenz

0 R R 0

den Komplex mit mittlerem Differenzial R — R; r+—1-7.
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Wie immer, wenn in der Algebra neue Objekte eingefithrt werden, sind
bestimmte, strukturerhaltende Abbildungen zwischen diesen von Interesse.

Definition 1.2.3. Ein Homomorphismus f: (C*®,d) — (D®,d") von Kom-
plexen ist eine Folge (f;: C* — D?');cz von Modul-Homomorphismen, so
dass die Diagramme

d

Cz‘ Ci+1
fil lfiﬂ
. d .

Dt Dz+1

kommutieren.

Sind C* und D* Komplexe graduierter Moduln, so fordern wir weiter,
dass f den (internen) Grad der Moduln erhilt, d.h. dass fiir alle i, j € Z gilt
fi(CY) € DL

Da die Hintereinanderausfithrung von zwei Differenzialen die Nullabbil-
dung ergibt, gilt an jeder Stelle im(d*~!) C ker(d’). Eine der bei Komplexen
interessantesten Fragestellungen ist, wie weit man dabei von der Gleichheit
entfernt ist.

Definition 1.2.4. Der Quotient
H;(C*®) :=ker(d") /im(d" 1)

heifit i-te Homologie von C*®. Ist die Homologie an jeder Stelle 0, so heifit
der Komplex ezakt. Hat C* die Gestalt

. d . d
0 Co Czo+1 s

so heifit C*® azyklisch, wenn C*® hochstens an der Stelle ¢y eine von 0 ver-
schiedene Homologie besitzt.

Beispiel 1.2.5. Seien R ein Ring und M ein freier R-Modul. Mit den Ab-
bildungen

A: A(M)->M®M; aAb—a®b—-b®a,
s: M ®M — Symy(M); a®b+— ab

ist nach Lemma 1.1.11 die Sequenz
0 —>A2(M) —2>M @ M —>Symy(M) —>0
ein exakter Komplex.
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Bemerkung und Definition 1.2.6. Sei voriibergehend R ein beliebiger
Ring. Die Sequenz

0—>R- R .0

ist ein exakter Komplex. Aus diesem Komplex lassen sich keinerlei Informa-
tionen iiber die Struktur von R extrahieren. Gleiches gilt fiir direkte Summen
solcher Komplexe, z.B.

1
0 op W Op o
was sich als Summe
1
0 R S R 0
(&) ©® )
1)
0 R R 0

schreiben lidsst. Komplexe dieser Art heiflen trivial.

Im Gegensatz dazu betrachten wir Komplexe, die keine trivialen Anteile
haben: Ist R eine graduierte k-Algebra, so heifit ein Komplex C*® von freien
R-Moduln minimal, wenn fiir alle ¢ € Z gilt

im(d") C R>1C* .
Somit kénnen minimale Komplexe keine trivialen Summanden enthalten.

Die einfachsten Moduln sind sicherlich die freien Moduln, weswegen wir
bevorzugt mit diesen arbeiten wollen. Stoflen wir auf kompliziertere Moduln,
so lassen diese sich jedoch wenigstens durch eine Folge von freien Moduln
und Abbildungen zwischen diesen beschreiben.

Betrachten wir beispielsweise einen endlich erzeugten R-Modul M mit
Erzeugendensystem {my,...m,}. Seien F' = R" der freie R-Modul mit
der kanonischen Basis {ey,...e,} und ¢%: FO — M diejenige (surjektive)
Abbildung, die e; auf m; abbildet.

Im Allgemeinen wird ¢° nicht injektiv sein, doch da R noethersch ist,
ist ker(") wieder endlich erzeugt. Wiederholen wir diese Uberlegungen fiir
ker(¢?) anstelle von M, so erhalten wir einen zweiten freien R-Modul F~!
und einen Epimorphismus F~! — ker(¢”). Die komponierte Abbildung
F~! — ker(¢") — F° nennen wir ¢~!. Fahren wir auf diese Weise fort, so
ergibt sich ein exakter Komplex
o

P21 2 g0 P g

Diese Konstruktion fithrt zu folgenden Definitionen:
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Definition 1.2.7. Ein Komplex der Form

°: ] It I?

mit injektiven Moduln I* und H;(I*®) = 0 fiir i # 0 heifit injektive Aufiosung
von ker(I0 — I1).
Ein Komplex der Form

P ... P2 p-1 po

mit projektiven Moduln P? und H;(P®) = 0 fiir i # 0 heifit projektive
Auflosung von coker(P~! — PU). Sind die P* frei, so sprechen wir auch von

einer freien Auflésung.
-1
Ist M ein endlich erzeugter R-Modul und --- — F~1 £ FO (mit
endlich erzeugten R-Moduln F?) eine freie Auflésung von M, so heifit die

Sequenz
1

F1 2 po M —>0

eine freie Prisentation von M. Eine Matrix, die ¢! bzgl. der Standardbasen
von F~! und FO darstellt, heiBt Prasentationsmatriz von M.

Bemerkung 1.2.8.

e Wir wollen hier nicht nédher auf die Definition von injektiven und pro-
jektiven Moduln eingehen, sondern verweisen auf [4, A3.2 und A3.4].
Der Grund dafiir ist, dass in den von uns studierten Anwendungen iiber
dufleren Algebren injektive oder projektive Moduln schon notwendig
frei sein werden (vgl. Satz 1.1.13), so dass wir auf die Unterscheidung
zwischen injektiven, projektiven und freien Moduln verzichten kénnen.

o Ist --- — 7! — FO cine freie Auflssung eines R-Moduls M, so
schreiben wir auch

F1 FO M 0
fiir diese Auflésung. Analog verfahren wir bei injektiven Auflésungen.

e Wir haben bereits gesehen, dass jeder endlich erzeugte R-Modul M
eine freie Auflosung besitzt. Zusétzlich werden wir noch zeigen (Satz
1.2.17), dass diese unter Annahme einer Minimalitdtsbedingung im
Wesentlichen eindeutig ist.

e Bei der einfiihrenden Konstruktion haben wir vorausgesetzt, dass der
betrachtete R-Modul endlich erzeugt ist. Dies ist fiir die Theorie nicht
notig, erlaubt jedoch die praktische Berechnung von freien Auflosun-
gen.
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e Eine wichtige Anwendung von Présentationsmatrizen findet sich in der
Computeralgebra. Présentationsmatrizen erlauben es ndmlich, einen
endlich erzeugten R-Modul, also ein meist unendliches Gebilde, durch
ein endliches, ndmlich eine solche Matrix, zu codieren.

Beispiel 1.2.9. Betrachten wir zwei einfache Auflésungen.

e Sind R = k[zg,z1] ein Polynomring und M = R>1 = P > Ra, so ist

(fﬂéo) 2(1‘0,1‘1 )

0 —R(—2) —=R(-1)* —M —0

eine freie Auflosung von M. Dabei steht R(i) = @, (R(7))s = D, Rai
fiir den um ¢ getwisteten Modul.

e Seien k ein Korper und F = AV die duflere Algebra iiber dem eindi-
mensionalen k-Vektorraum V' = (ep). Der Modul E besitzt die injek-
tive Auflésung

0 E

Bemerkung 1.2.10. Wir haben in diesem Beispiel erstmalig getwistete Mo-
duln verwendet. Dies ist nicht unbedingt n6tig, d.h. wir hétten den zweiten
Komplex auch in der Form

0 E-%sp %, p @

schreiben kéonnen. Wenn wir Komplexe freier, graduierter Moduln betrach-
ten, empfiehlt es sich jedoch, eine Anderung der Graduierung so vorzuneh-
men, dass die Differenziale alle den Grad 0 haben, d.h. Elemente vom Grad
d auf Elemente vom Grad d abbilden. Genau dies haben wir getan, denn ein
Element e € E(i)q wird auf das Element ey A e € E(i + 1) abgebildet, und
es gilt degp(;41)(eo Ae) = degp((eo Ae) — 1 = degpg,(e).

Definition 1.2.11. Ist F'* ein Komplex graduierter, freier R-Moduln, etwa

. ... F-1 d FoO d Fl e
so ist jeder Modul F* die direkte Summe von Twists von R, also von der Form

F' = D, R(j)%(F*). Die Zahlen b; j(F*®), kurz b; j, heiflen die graduierten
Betti—Zahlen von F*. Das Diagramm

b_13 bo2 D11

2

1 b_12 bo1 bio
O [+ bo1a1 boo b1,-1
1| bo10 bo—1 b1,—2

-1 0 1
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heifit das Betti-Diagramm von F'*. Es beschreibt vollsténdig die beteiligten
freien Moduln F*.

Bemerkung 1.2.12.

e Hiufig werden Auflésungen nicht wie bei uns aufsteigend, sondern ab-

steigend geschrieben, etwa

F_4 Ey Iy

In diesem Fall entsteht ein horizontal gespiegeltes Betti-Diagramm.
Dies geschieht etwa bei der Angabe eines Betti-Diagramms durch
Computeralgebra—Programme wie Macaulay2. Dort ist oft auch die
Reihenfolge der Zeilen invertiert.

Wir nutzen die oben eingefithrte Konvention fiir Betti-Diagramme,
da so bei unserer Schreibweise fiir Komplexe ein Komplex und sein
Diagramm gleich ausgerichtet sind, d.h. ein im Komplex weiter rechts
notierter Term erscheint auch im Betti-Diagramm weiter rechts.

Bei der Form des Betti-Diagramms ist zu bemerken, dass in der i-ten
Spalte der j-ten Zeile nicht b; ; steht, sondern b; ;_;.

Ein Grund dafiir ist, dass auf diese Weise bei lineare Auflésungen ein
ebenfalls ,lineares* Betti-Diagramm haben, d.h. ist F? in einem Grad
konzentriert, so besteht das Diagramm nur aus einer von 0 verschie-
denen Zeile.

Eine weitere Kompaktifizierung erreichen wir durch das Weglassen von
Zeilen und Spalten, deren Eintrige alle 0 sind.

Beispiele 1.2.13. Wir betrachten wieder die Beispiele aus 1.2.9. Den dort
betrachteten Auflésungen

und

0—=R(-2) R(—1)?

E(1) —>B(2) >

entsprechen die Betti—-Diagramme

und

-1/ 1 2
-1 0
11 1 1
10 1 2

wobei das erste Diagramm in beide Richtungen und das zweite nach links
mit Nullen ergédnzt werden kann.
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1.2.2 Die Eindeutigkeit minimaler, freier Auflésungen

Freie Auflésungen eines endlich erzeugten Moduls M lassen sich wie gese-
hen erzeugen, indem wir sukzessive Erzeuger verschiedener Moduln wéhlen.
Diese Wahlfreiheit bewirkt, dass die Eindeutigkeit einer Auflésung a priori
keineswegs gesichert ist.

Beispiel 1.2.14. In Bemerkung 1.2.6 haben wir gesehen, dass triviale Kom-
plexe keine Homologie besitzen. Ist also

F*: o —>F 1 —>F0—0

ein trivialer Komplex und G* eine freie Auflésung eines Moduls M, so ist
auch F'* & G* eine freie Auflosung von M.

Dies ist einer der einfachsten Griinde fiir die fehlende Eindeutigkeit von
Auflésungen. Er entspricht dem Unterschied zwischen der Wahl minimaler
und redundanter Erzeugendensysteme.

Wir werden nun zeigen, dass im Fall von Moduln iiber einer graduierten
k-Algebra alle essenziellen Unterschiede zwischen je zwei freien Auflésungen
desselben Moduls von dieser Art sind, und dass daher die minimale freie
Auflésung im Wesentlichen eindeutig ist.

Sei also weiterhin R eine graduierte k-Algebra, d.h. insbesondere ein
endlich erzeugter und damit noetherscher Ring mit eindeutig bestimmtem
maximalem Ideal R>1.

Lemma 1.2.15. Ist

Fr o2 it Do g

eine freie Auflosung der 0, so ist F'® trivial.

Beweis. Da FO frei ist, spaltet der Epimorphismus d—', d.h. wir kénnen
F~1 derart als Summe F~! = FO @ F1 schreiben, dass die Einschrankung
d~!|po maximalen Rang hat. Ist 7 : F~! — FY die Projektion auf die erste
Komponente, so gilt

F~!' =ker(n) = im(d2) .
Daher ldsst sich F' als Summe der Komplexe

id

Gl.I 0 FO FO 0

und

_9 d72 ~

P 3 p F1—0

schreiben. G1°® ist trivial und F’® wieder eine freie Auflésung der 0. Setzen
wir dieses Verfahren beginnend mit F’*® fort, so erhalten wir eine Zerlegung

F.:Gl.@GQ.@...

von F'* als Summe trivialer Komplexe. Somit ist F'® selbst trivial. O
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Lemma 1.2.16. Seien M und N zwei R-Moduln, po: M — N ein Ho-
momorphismus, (F*®,d) eine freie Aufiésung von M und (G*,0) eine freie
Auflosung von N. Dann existiert eine Abbildung ©: F* — G*, die ¢ indu-
ziert. Wir sagen ¢ liftet zu .

Ist p: F'* — G* eine weitere solche Abbildung, so sind © und @ homo-
top, d.h. es existiert eine Folge von Abbildungen s;: F* — G'™1, so dass
B, — pi = 0 Lsi + siadl.

Beweis. Existenz: Sei f: N — G so definiert, dass 6°f = id gilt. Dies ist
moglich, da &Y surjektiv ist. Wir setzen B, = fpd". Damit kommutiert das
Diagramm

FOLO)M

| ) lw

G'——N

Da 6 5(G™!) = ker(6°) gilt und damit das Bild von yd~! in ker(5°) liegt,
konnen wir analog zu obiger Situation @_; definieren. Induktiv erhalten wir
einen Homomorphismus ¥ von Komplexen.

Eindeutigkeit bis auf Homotopie: Haben ¢ und @ die geforderten Eigen-
schaften, so ist die Differenz ¢ — eine Liftung der Nullabbildung. Es geniigt
also, die Aussage fiir ¢ = 0 und dessen Liftung @ = 0 zu zeigen.

In diesem Fall gilt ¢(F°) C im(61), da g auf coker(d—!) die Nullabbildung
ist. Ahnlich wie oben kénnen wir @y zu einer Abbildung so: F* — G~! lif-
ten, so dass 6 'sg = @ gilt.

Nun wollen wir zu sq ein geeignetes s_i: F~1 — G2 konstruieren. Dazu
bemerken wir

5_1(8061_1 — 671) = aod_l — 5_1;0/71 =0.

Somit gilt im(spd~! — $_1) C ker(§~1) = im(6~1). Da F~! frei (und damit
insbesondere projektiv) ist, konnen wir auch diese Abbildung liften, diesmal

zu s_1: F~1 — G2, Induktiv erhalten wir eine Homotopie zwischen % und
der Nullabbildung. d

Satz 1.2.17 (Eindeutigkeit minimaler freier Auflésungen). Ist M ein
endlich erzeugter R-Modul und F*® eine minimale freie Auflésung von M,
so ist jede freie Auflosung von M isomorph zur direkten Summe von F* mit
einem trivialen Komplex.

Beweis. Sei G* eine weitere freie Auflésung von M. Dann gibt es Liftungen
ar F* — G® und B: G* — F* der Identitdt auf M. AuBlerdem ist G o «
homotop zur Identitidt auf F'*. Daher ist id — 3; o o;: F; — F; eine Summe
von Abbildungen, die durch die Differenziale von F*® faktorisieren. Da F'®
minimal ist, bedeutet das, dass (id— B;0;)(F;) in R>1 F; liegt. Es folgt, dass
det(B; o i) = 1 mod R>; und damit o o ein Automorphismus von F'® ist.
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Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir somit annehmen, dass
B o a die Identitét auf F'® ist. Dann spaltet o durch 8. Sei H® = coker(a).
Dann gilt G* = F* @ H*, also auch H(G*) = H(F*) @ H(H*®). Da « auf
den Homologiemoduln einen Isomorphismus induziert, gilt H(H®) = 0, also
ist nach Lemma 1.2.15 der Komplex H*® trivial. O

1.2.3 Der lineare Teil eines Komplexes

Sei R weiterhin eine graduierte k-Algebra.

Wir haben gesehen, dass triviale Komplexe im Wesentlichen uninter-
essant fiir weitere Untersuchungen sind. Die Differenziale in trivialen Kom-
plexen lassen sich durch Matrizen mit konstanten Eintrdgen beschreiben;
damit ist der einfachste Fall nicht—trivialer Komplexe von graduierten R-
Moduln derjenige, in dem die Differenziale durch Matrizen von Linearformen
gegeben sind. Solche Komplexe haben bereits die angenehme Eigenschaft,
minimal zu sein. Wir wollen uns im Folgenden Gedanken dariiber machen,
wie wir einem beliebigen Komplex einen sogenannten linearen Komplex zu-
ordnen koénnen.

Definition 1.2.18. Sei A eine Matrix iiber R. Dann ist der lineare Teil
lin(A) von A diejenige Matrix, die man durch Ersetzen aller Eintrige vom
Grad > 1 durch 0 erhalt.

Beispiel 1.2.19. Seien a, b, ¢ Linearformen auf R. Dann ist

linal_al
0 bc/ \O 0/

Wir wollen nun die Definition des linearen Teils einer Matrix auf Kom-
plexe erweitern. Die erste Idee, dazu alle reprisentierenden Matrizen der
Differenziale durch ihren linearen Teil zu ersetzen, funktioniert im Allgemei-
nen nicht, da das Reduzieren auf den linearen Teil nicht mit Basiswechseln
kommutiert.

Beispiel 1.2.20. Seien a,b, ¢ Linearformen auf R, A = (8 2), und sei der

Basiswechsel B = (} ) gegeben. Dann gilt

in(A) - lin(B) = (g ‘Z”) ” (g 2) — 1in(AB) .

Auflerdem entsteht bei dieser Prozedur nicht notwendig wieder ein Kom-
plex.

Beispiel 1.2.21. Sei E die d&uflere Algebra iiber einem k-Vektorraum V' mit
Basis eg und e;. Dann ist

(“a)

E E(1)?
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ein Komplex,

jedoch nicht.

Im Fall minimaler Auflésungen kann dieses Problem gliicklicherweise
nicht auftreten.

Lemma 1.2.22. Seien F,G und H freie R-Moduln und d: FF — G und
e: G — H Homomorphismen mit ed = 0. Ist weiter im(d) C R>1G sowie
im(e) € R>1H, so gilt auch lin(e)lin(d) = 0.

Beweis. Seien Basen von F,G und H gewihlt, d und e beziiglich dieser
Basen durch Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) gegeben, und sei ed = 0.

Dann gilt fiir alle 4, 5:
Z aikbkj =0.
k

Spalten wir die Summe nach Graden auf, so folgt

0= Z @irbrj = Z aikbr;j

]CI deg(aikbkj)ZQ k:deg(aik):deg(bkj)zl

wobei die zweite Gleichheit daraus folgt, dass A und B aufgrund der Vor-
bedingungen an d und e keine Komponenten vom Grad < 1 haben. 0

Daher kénnen wir den linearen Teil wenigstens fiir minimale Komplexe
wie gewiinscht definieren:

Definition 1.2.23. Sei F'* ein minimaler Komplex freier R-Moduln. Der
lineare Teil lin(F*) von F* sei der Komplex, der entsteht, wenn man die
Differenziale d von F'® durch ihren linearen Teil lin(d) ersetzt.

Ist F'* = lin(F*), so heifit der Komplex linear.

Bemerkung 1.2.24. Der lineare Teil eines minimalen, freien Komplexes
ist die direkte Summe von linearen Komplexen F}°®, deren i-ter Term aus
einer direkten Summe von Kopien von R(i — j) besteht.

Beispiel 1.2.25. Sei R = F die duflere Algebra iiber einem k-Vektorraum
V mit Basis ey, e; und es. Dann ist

(0, 20 3) (e t)
3020 S E1) @ EB(2) —22 205 B(3)3

ein minimaler Komplex freier £-Moduln. Sein linearer Teil
0 eg
0er
(eo el eo ) 0 6

_ >

33— 9% B(1) e E(2) E(3)?
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lasst sich als Summe

zweier minimaler, linearer Komplexe schreiben.

1.2.4 Castelnuovo—-Mumford—Regularitit

Wie bei allgemeinen Komplexen ist auch bei Auflésungen der einfachste
Fall derjenige linearer Auflésungen. Wir kénnen sicher nicht erwarten, dass
jeder Modul M eine lineare Auflésung besitzt, doch oft geniigt es zu wissen,
dass fiir geeignetes r € N der Untermodul M>, = @ -, Mg von M linear
auflosbar ist. -

Auch hier betrachten wir nur den Fall, dass R eine graduierte k-Algebra
ist.

Satz 1.2.26. Sei M ein endlich erzeugter, graduierter R-Modul. Dann exis-
tiert eine natiirliche Zahl r € N, so dass M>, von M, erzeugt wird und eine
lineare Auflésung besitzt.

Definition 1.2.27. Sei M ein graduierter R-Modul. Existiert eine Zahl
r € N, fiir die M>, von M, erzeugt wird und eine lineare Auflsung besitzt,
und ist r9 € N die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft, so heifit ro die
Castelnuovo—Mumford—Regularitit oder einfach Regularitit reg(M) von M
und M heifit ro-reguldr

Beispiel 1.2.28.
e Jeder graduierte Ring R ist offensichtlich O-regulér.

e Sei R der Polynomring R = k[zg,z1] und M = R>;. Dann wird M
von den Elementen xg,z; € M; erzeugt, M(d) hat also Erzeuger im
Grad d + 1. Weiter besitzt M (d) = M(d)>q+1 die minimale Auflésung

(_xxlo) 2(1}0,1‘1 )

0—>R(d—2) —%R(d—1) M (d)

mit linearen Differenzialen. Damit ist reg(M(d)) = d + 1.

1.3 Young-Tableaus und Schurmoduln

In diesem Abschnitt wollen wir kurz auf einige elementare Kapitel der Dar-
stellungstheorie eingehen. Unser Hauptaugenmerk richten wir dabei auf die
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so genannten Schurmoduln, die eine Verallgemeinerung von symmetrischer
und &uferer Algebra darstellen. Da wir spéter nur diesen sehr begrenz-
ten Ausschnitt der Darstellungstheorie benétigen, verzichten wir auf die
vollstdndige Darlegung aller Sprechweisen und beschrinken uns auf Zita-
te der wesentlichen Resultate. Eine umfassende Einfithrung in die Darstel-
lungstheorie findet sich beispielsweise in dem Buch von Fulton und Harris
[9]. Speziell mit den hier benétigten Young—Tableaus und Schurmoduln be-
fasst sich Fulton in [8].

Definition 1.3.1. Sei d € N eine natiirliche Zahl. Ein Tupel
A=(A1,..., ) eNF
heifit Partition von d, in Zeichen A - d, wenn gilt
() i hi=d
(i) M > X > ... > Ak

Wir schreiben auch [A| = d fiir die partitionierte Zahl. Gegeben eine Parti-
tion A heiflt die Partition A, die definiert ist durch

X]:’{ZE{L,]{Z?”)\ZZ]}},

die zu A konjugierte Partition von d.
Jeder Partition entspricht ein Young—Diagramm der Form

A1
A2
A3
A4

mit A\; Késtchen in der i-ten Zeile, wobei alle Zeilen linksbiindig notiert sind.
Oft werden wir Partition und zugehoriges Diagramm identifizieren. Auf der
Ebene der Young—Diagramme entspricht Konjugation gerade dem Spiegeln
an derjenigen Diagonalen, die im oberen linken Késtchen beginnt.

Eine Nummerierung der Késtchen eines Young—Diagramms mit den Zah-
len 1,...,d, etwa

1123
41516
718
9

heifit Tableau des Diagramms bzw. der Partition. Sind die Késtchen analog
zu obigem Beispiel belegt, sprechen wir von dem kanonischen Tableau zu .
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Die gerade eingefiihrten Young—Diagramme werden uns helfen, bestimm-
te Moduln zu beschreiben, die als direkte Summanden im d-ten Tensorpro-
dukt eines Vektorraums enthalten sind, und die eine Verallgemeinerung von
duflerer und symmetrischer Algebra bilden.

Sei dazu von nun an V ein k-Vektorraum. Zur Definition genannter Mo-
duln miissen wir erst einmal kurz ausholen und eine Algebra iiber der Per-
mutationsgruppe &, definieren.

Bemerkung und Definition 1.3.2. Sei G eine endliche, multiplikative
Gruppe (bei uns wird dies immer &, sein). Die freie, k-additive Gruppe
iiber den Elementen von G erhélt durch die von der Multiplikation auf G
induzierte Verkniipfung eine k-Algebrastruktur. Die entstehende Algebra
heifit Gruppenalgebra kG von G.

Definition 1.3.3. Ist A\ I d eine Partition, so wihlen wir zwei Untergruppen
Py, Q) C &, so, dass

e P, genau die Permutationen enthélt, die im kanonischen Tableau von
A keine Elemente aus verschiedenen Zeilen miteinander vertauschen,

e (), genau die Permutationen enthélt, die im kanonischen Tableau von
A keine Elemente aus verschiedenen Spalten miteinander vertauschen.

Dann gilt P, = @, 6,, und Q) = @j 6Xj' In der Gruppenalgebra k&,
definieren wir mit Hilfe dieser beiden Untergruppen von &4 die Elemente

ay = ZO’, by = Z sgn(o) - o .

oEPy cEQx

Ist V ein k-Vektorraum, und operiert &, auf V®? von rechts durch
Permutation der Faktoren, also durch

(M ®...0V9)0 = Vy(1) @ ... @ VUg(q) ,

dann ist das Bild der von ay induzierten Abbildung ay: V®¢ — V& gerade
der Unterraum

k
m(a)\) = ® Sym)\lv )
i=1
das Bild von by: V®? — V®d igt der Unterraum
l p—
m(by) = ANV .
j=1
Bemerkung und Definition 1.3.4. Sei A |- d eine Partition. Das Produkt

cxi=ay - by € kS, sowie auch die induzierte Abbildung cy: V&4 — V&4,
heifit Symmetrisierende zu . Es gilt im(cy) D im(cy o ¢y ). Genauer existiert
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eine natiirliche Zahl n € N mit ¢y o ¢\ = n’cy.

Das Bild V*:=c,\(V®?) C V® heiBt Schurmodul. Es ist eine irreduzible
Darstellung von &4, d.h. V* besitzt keine nichttrivialen, unter der Operation
von &, invarianten Unterrdume.

Die Schurmoduln zu gegebenem d € N interpolieren gewissermaflen zwi-
schen AYV und Sym,V:

Beispiel 1.3.5. Ist A die Partition A = (1,...,1) von d, so ist die zugehérige
Symmetrisierende ¢y = by = > g, sg0(0) - 0, also gilt VA = AV Tst

A= (d), so folgt cy =ay =) o, also VA = Sym,V.

ceSy

Wir wollen nun betrachten, wie sich etwa V®¢ als Summe dieser irredu-
ziblen Darstellungen von &, schreiben l&sst.

Beispiel 1.3.6. Fiir d = 2 ist uns die Zerlegung bereits bekannt, beispiels-
weise aus Lemma 1.1.11: V®2 = Sym,V @ A%V = V) @ V(LD Doch schon
fiir d = 3 ist eine Zerlegung mit den bisher vorgestellten Mitteln nicht
moglich.

Zur Klirung unserer Frage, wie wir V®¢ zerlegen kénnen, wollen wir
direkt das allgemeinere Problem der Zerlegung von Tensorprodukten irre-
duzibler Darstellungen 16sen.

Definition 1.3.7. Gegeben seien ein Young—Diagramm und eine Partition
w= (p1,...,u) e Eine u-FErweiterung des Diagramms erhalten wir durch
sukzessives Hinzufiigen von u; Késtchen, ¢ = 1,...,k, wobei nach jedem
Schritt wieder ein Young—Diagramm entstehen muss.

Indem wir in der obersten Zeile beginnen und zeilenweise von rechts nach
links vorgehen, schreiben wir zu jedem der neuen Késtchen auf, in welchem
Schritt es hinzugefiigt wurde. Die Erweiterung heifit streng, wenn fiir jedes
t € {1,...,e} die ersten t Eintrége der so entstandenen Liste jede Zahl in
{1,...,k — 1} wenigstens so oft enthalten wie ihren Nachfolger.

Satz 1.3.8 (Littlewood—Richardson—Regel). Seien d,e € N und V' ein
k- Vektorraum. Wir betrachten &4 als Untergruppe von Sgy.. Dann gilt fir
Partitionen A\-d, pte:

VeVt = Ny V.
vd+e
Die Zahlen Ny, € N entsprechen dabei der Anzahl verschiedener Méglich-
keiten, das Young—Diagramm von A\ durch eine strenge p-Erweiterung zum
Young—Diagramm von v zu ergdinzen.

Auch wenn mehrere Methoden zur Berechnung der Koeflizienten obiger
Formel existieren, ist es nicht leicht, eine Intuition fiir die Gestalt dieser Ko-
effizienten zu entwickeln. Der fiir uns wichtigste Spezialfall der Littlewood—
Richardson—Regel, die Pieri—Formel, erlaubt jedoch die auch anschauliche
Beschreibung der Zerlegung spezieller Tensorprodukte von Schur-Moduln.
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Satz 1.3.9 (Pieri—Formel). Seien \ = d eine Partition und e € N. Dann
gilt
VeV =gv,
“w

wobei die Summe tber alle Partitionen u = d + e lduft, deren Young—
Diagramm aus dem von X durch Hinzufiigen von e Kdstchen in paarweise
verschiedene Spalten entstehit.

Beispiel 1.3.10.

e Das Tensorprodukt von V(21 und V(2 zerlegt sich in die Summanden
Ve o v@ — yi) g 62 g yGLD g @20

was sich anschaulich aus den Diagrammen

"@ = = "O‘O‘@: - @;.‘o‘@: :

ergibt.

e Ahnlich ldsst sich rekursiv auch die Zerlegung von V®? bestimmen.
Wir erhalten auf diese Weise erneut V&2 = Sym,V @ A%V, sowie das
neue Resultat V®3 = Sym,V @ 2V ¢ A3V, das wieder sehr leicht
zu veranschaulichen ist:

VO = (Sym,V @A V)@V

- e
= [eTeTolor "@: °Jg

Korollar 1.3.11. Sei d € N. Dann gilt

(7/) SyrndV & Syde = @ V(Qd—a,a)’
a=0,...,d

(ii) N*(SymgV) = @ Vo,
a=0,...,d,
a ungerade
Symy(Sym,V) = @ V-,
a=0,...,d,
a gerade
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Beweis. Teil (i) folgt direkt aus der Pieri-Formel. AuBlerdem zerlegt sich
Sym,V ® Sym,V als A%(Sym,V) @ Symy(Sym,V).

Betrachtet man V(2¢-9) a]s Bild von V®¢ @ V& unter der Abbildung
C(2d—a,a); SO ist dieses Bild genau dann invariant unter Vertauschung der zwei
Faktoren, wenn a gerade ist. O

Zuletzt bendtigen wir noch einen Satz iiber Abbildungen zwischen irre-
duziblen Darstellungen, den wir in Kapitel 3 auf die Schurmoduln in Zerle-
gungen von V®? und #hnlichen Moduln anwenden werden.

Satz 1.3.12 (Schurs Lemma). Ist G eine Gruppe, so ist jeder G-Modul—
Homomorphismus ¢ zwischen verschiedenen, d.h. nicht isomorphen, irredu-
ziblen Darstellungen von G schon die Null-Abbildung.

Beweis. Kern und Bild von ¢ sind invariant unter G, also im Fall irreduzibler
Darstellungen trivial. O

1.4 Kohirente Garben und Garbenkohomologie

Eine in sich geschlossene Abhandlung auch nur der wichtigsten Resultate
der Garbentheorie wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Daher fithren
wir lediglich die unmittelbar nétigen Objekte und Begriffe ein, ohne uns zu
sehr auf das erschopfende Studium all ihrer Eigenschaften zu konzentrieren.
Auflerdem zitieren wir sédmtliche Sétze ohne Beweis. Quelle dafiir sind der
Artikel Faisceaux algébriques cohérents von Serre [17], der eine ausfiihrli-
che Abhandlung der Theorie kohdrenter Garben enthilt, sowie die Kapitel
II.1 bis I1.5 (Garben und Schemata) und III (Kohomologie) aus dem Buch
Algebraic Geometry von Hartshorne [14].

Definition 1.4.1.

(i) Sei X ein topologischer Raum. Eine Garbe F von abelschen Gruppen
auf X besteht aus folgenden Komponenten:

e fiir jede offene Menge U C X aus einer abelschen Gruppe F(U),
auch bezeichnet als I'(U, ), und

o fiir je zwei offene Mengen V C U C X aus einem Homomorphis-
mus abelscher Gruppen pyy: F(U) — F(V), der so genannten
Restriktionsabbildung.

Fiir diese muss gelten:

(a) F(0) =0.
(b) Fiir jedes offene U C X ist py,y = ids(yy die Identitét.
(c) Fiir offene Mengen W C V C U C X gilt pyw = pv.w © pu,v-
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(d) Fiir jede offene Menge U C X, jede offene Uberdeckung {V;}icr
von U mit V; C U sowie jedes s € F(U) gilt

s=0<«<= Viel: PU,Vi(S):O-

(e) Fiir jede offene Menge U C X und jede offene Uberdeckung
i riel von mit V; C gilt: dind s; € i) so gewahlt,
Vi U mit V; U gilt: Sind FV; hl
dass fiir alle 4,5 € I gilt

Pw,vmvj(si) = PV]-,V;mVj(Sj) )
so existiert ein s € F(U) mit pyy,(s) = s; fiir jedes i € 1.

Analog zu Garben von abelschen Gruppen lassen sich in offensichtli-
cher Weise auch Garben anderer algebraischer Strukturen definieren.

(ii) Ist p € X ein Punkt, so heifit der vermoge der Restriktionen gebildete
direkte Limes
= i
Fpi= lim 7(U)
peU

der Halm von F in p.

(iii) Der Trdger sup F einer Garbe ist die Menge der Punkte in X, in denen
F einen von 0 verschiedenen Halm besitzt:

supF ={pe X|F,#0} .

Auch hier wollen wir wieder geeignete Abbildungen zwischen den neu
definierten Objekten betrachten.

Definition 1.4.2. Sind F und G Garben iiber X, so besteht ein Morphismus
f: F — G aus einer Familie von Morphismen f(U): F(U) — G(U) fiir alle
offenen Teilmengen U C X, die mit den Restriktionsabbildungen auf F und
G vertraglich ist.

Eine der einfachsten Operationen auf Garben ist die Bildung der direkten
Summe:

Definition 1.4.3. Seien F und G zwei Garben auf einem topologischen
Raum X. Dann definiert die Zuordnung U +— F(U) @ G(U) zusammen mit
den Restriktionsabbildungen von F und G eine weitere Garbe auf X, die
direkte Summe F © G von F und G. Die n-fache direkte Summe F @ ... F
schreiben wir als F"™.

Nicht alle Operationen auf Garben liefern wieder eine Garbe. Oft ent-
steht jedoch eine so genannte Prdgarbe, der auf natiirliche Weise eine Garbe
zugeordnet werden kann. Wir sprechen in diesem Zusammenhang von Gar-
bifizierung. Fiir eine genaue Erklarung dieser Begriffe verweisen wir auf das
Buch von Hartshorne [14, Chapter II.1].
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Definition 1.4.4. Ist f: X — Y ein Morphismus topologischer Raume
und F eine Garbe auf Y, so bezeichnen wir mit f~!F die Garbifizierung
der Prégarbe U + limy 5y F(V), wobei wir wieder den direkten Limes
meinen.

Ist speziell X C Y eine Teilmenge mit der induzierten Topologie, und
ist f die Einbettung, so nennen wir f~'F die Einschrinkung von F auf X
und schreiben dafiir auch F|x.

Definition 1.4.5. Ist f: X — Y ein Morphismus topologischer Rdume und
F eine Garbe auf X, so definieren wir die Bildgarbe f.F von F so, dass fiir
jede offene Teilmenge V C Y gilt: (f.F)(V) = F(f~1(V)).

In diesem Zusammenhang wichtige topologische R&ume sind lokal ge-
ringte Rdume:

Definition 1.4.6. Ein lokal geringter Raum ist ein Paar (X, Ox) aus einem
topologischen Raum X und einer Garbe von Ringen Ox auf X, der so
genannten Strukturgarbe von X, so dass alle Halme Ox ,, p € X lokale Ringe
sind.

Ein Morphismus (X, Ox) — (Y, Oy) lokal geringter Rdume ist ein Paar
(f, ) aus einer stetigen Abbildung f: X — Y und einem Morphismus
f#: Oy — f.Ox von Garben auf Y, so dass fiir jeden Punkt p € X die in-
duzierte Abbildung f# : Oy, t(p) — Ox p ein lokaler Homomorphismus lokaler
Ringe ist. Fiir die Details dieser Definition verweisen wir auf Hartshorne [14,
Chapter I1.2].

Ist (X,Ox) ein lokal geringter Raum, so ist eine Garbe F {iber X eine
Garbe von Ox -Moduln, wenn jedes F(U), U C X offen, ein Ox (U)-Modul ist
und die Restriktionen F(U) — F (V) mit den Modulstrukturen auf Ox (U)
und Ox (V') kompatibel sind.

Bemerkung und Definition 1.4.7. Wichtige Beispiele fiir lokal geringte
Réume sind Spektra von Ringen sowie die klassischen affinen und projekti-
ven Varietdten:

e Ist R ein graduierter Ring, so bestehe die Menge Proj R aus den
homogenen Primidealen in R, die R>; nicht umfassen. Zur Defini-
tion einer Topologie auf Proj R wihlen wir die Mengen der Form
{p € Proj R|p D I}, wobei I C R ein homogenes Ideal ist, als abge-
schlossene Mengen. Damit wird Proj R zu einem topologischen Raum.

Wir definieren wie folgt eine Garbe Opyoj r auf Proj R: Zu einem (ho-
mogenen) Primideal p € Proj R sei R, = (S™'R)o der graduierte An-
teil vom Grad 0 der Lokalisierung von R in S, wobei S aus den homoge-
nen Elementen von R\p besteht. Fiir jede offene Teilmenge U C Proj R
sel Oproj r(U) die Menge der Funktionen s: U — [,y R(p) von U in
die disjunkte Vereinigung der R, so dass s(p) fiir jedes p € U in
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Ry liegt und s lokal als Bruch m/ f homogener Elemente m € M und
f € R vom gleichen Grad dargestellt werden kann. Die Restriktions-
abbildungen p sind dabei die iiblichen.

Das Paar (Proj R,Opoj r) ist dann ein lokal geringter Raum und
heifit projektives Spektrum von R.

e Ist R ein Ring, so bestehe die Menge Spec R aus den Primidealen in
R. Auch hier seien die abgeschlossenen Mengen die Mengen der Form
{p € Spec R|p D I}, wobei diesmal I C R ein beliebiges Ideal ist.

Definieren wir auch die Strukturgarbe Ogpec r Wie oben, jedoch ohne
die Homogenitétsbedingungen, so wird (Spec R, Ospec r) €benfalls zu
einem lokal geringten Raum, dem affinen Spektrum iiber R.

e Wenn wir iiber lokal geringte Rdume sprechen, unterdriicken wir héufig
die Angabe der Strukturgarbe und schreiben beispielsweise Proj R
statt (Proj R, Oproj R)-

e Affine und projektive Varietéiten lassen sich als lokal geringte Rdume
auffassen. Ist beispielsweise R = klzy, ..., zy], so entsprechen die ab-
geschlossenen Punkte von Proj R homdomorph den Punkten von P”,
die abgeschlossenen Punkte von Spec R den Punkten von k"'

Bemerkung 1.4.8. Ist R = k[zg, ..., 2], so wird Proj R von den offenen,
affinen Mengen {p € Proj R|z; ¢ p} = Spec R(,,) iiberdeckt.

Bemerkung und Definition 1.4.9. Die oben gesehene Konstruktion von
Strukturgarben lésst sich wie folgt verallgemeinern:

e Ist R ein graduierter Ring und M ein graduierter R-Modul, so kénnen
wir aus M wie folgt eine Garbe M von Op,oj g-Moduln auf Proj R
konstruieren: Zu einem Primideal p € Proj R sei M, = (S~IM)o,
wobei S aus den homogenen Elementen von R \ p besteht. Fiir jede
offene Teilmenge U C Proj R sei M (U) die Menge der Funktionen
s: U — UPGUM(,J) von U in die disjunkte Vereinigung der My, so dass
s(p) fiir jedes p € U in My liegt und s lokal als Bruch m/ f homogener
Elemente m € M und f € R vom gleichen Grad dargestellt werden
kann. Die Restriktionsabbildungen p sind dabei die iiblichen.

Dieselbe Konstruktion kénnen wir auf Spec R durchfiihren, wobei wir
auf die Homogenitétsbedingungen verzichten.

Igbeiden Fillen nennen wir M einen darstellenden Modul von M und
M die zu M assoziierte Garbe.

e Die einfachste nichttriviale Garbe, die so auf X = Proj R konstruiert
werden kann, ist R, die Strukturgarbe von X. Wir schreiben Ox (7)

fiir die Garbe R(i) und nennen Ox (1) Serres Twistgarbe.
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Sind F und G Garben von Ox-Moduln, so ist das Tensorprodukt
FRoy G die Garbifizierung von U +— F(U)®0 (1) (U). Wir schreiben
F (i) fir die Garbe F ®0, Ox/(i).

e Sei X ein beliebiger lokal geringter Raum. Eine Garbe F von Ox-
Moduln heifit frei, wenn F isomorph ist zu O% fiir ein n € N, und
lokal frei, wenn es eine offene Uberdeckung {Ui}ier von X gibt, so
dass jedes F|y, ein freier Ox|y,-Modul ist.

Existiert dagegen eine offene, affine Uberdeckung {U; = Spec R;}ier
von X, so dass jede Einschriankung F|y, zu einem endlich erzeugten
R;-Modul assoziiert ist, dann heifit F kohdrent.

Wir kénnen jedoch nicht nur graduierten Moduln eine Garbe auf P
zuordnen, sondern auch den umgekehrten Weg gehen.

Definition 1.4.10. Sei X = P™ und F eine Garbe von Ox-Moduln. Der
Garbe F ist in natiirlicher Weise ein graduierter R-Modul zugeordnet. Als
Gruppe ist dies
T.(F):= @T(X,F(i)) .
1E€EL

Ist r € Ry ein Element vom Grad d, so entspricht diesem ein Element s von
I'(X,0x(d)). Ist m € I'(X, F(i)), so sei r - m das Bild von s ® m unter dem
Isomorphismus I'(X, (7)) @ I'(X, Ox (d)) = I'(X, F(d +1)). Vermoge dieser
Abbildung wird I', (F) ein graduierter R-Modul, der zu F assoziierte Modul.

Alle bei uns vorkommenden Garben werden kohérent sein. Beispielswei-
se sind Strukturgarben immer kohédrent. Daher besitzen sie die folgenden
Eigenschaften:

Satz 1.4.11. Ist F eine kohdrente Garbe auf einer projektiven Varietit X,
so ist I'vJF auf natirliche Weise isomorph zu F.

Satz 1.4.12. Ist F eine kohdrente Garbe auf einer projektiven Varietit X,
so existiert fiir je zwei darstellende Moduln M und N von F eine natiirliche
Zahl dy € N, so dass sich M und N nur in Graden < dy unterscheiden.

Definition 1.4.13. Sei f: X — Y ein Morphismus projektiver Varietéiten
und G eine Garbe auf Y. Dann definieren wir die Urbildgarbe f*G von G als
f*g = f_lg ®f*1(’)y Ox.

Es gelten folgende Identitéiten fiir Bilder und Urbilder kohérenter Gar-
ben:

Satz 1.4.14. Seien R und S Ringe, p: S — R ein Ringhomomorphismus
und f: Spec R — Spec S der von ¢ induzierte Morphismus.

(i) Fiir jeden R-Modul M gilt f,(M) = gM. Dabei bedeutet sM, dass wir
M wvermdge f als S-Modul auffassen.
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(ii) Fiir jeden S-Modul N gilt f*(]v) ~ (N ®g R)™, wobei wir R vermdge
f als S-Modul auffassen.

Uber belicbigen Réumen gelten diese einfachen Zusammenhinge nicht
mehr. Wenn wir einige Einschrankungen machen, kénnen wir jedoch wenigs-
tens gewihrleisten, dass kohérente Garben auf kohérente Garben abgebildet
werden:

Satz 1.4.15. Ist f: X — Y eine abgeschlossene Finbettung zwischen pro-
jektiven Varietiten und F eine kohdrente Garbe auf X, so ist fiJF eine
kohdrente Garbe aufY .

Garbenkohomologie

Abschlieflend wollen wir noch einen kurzen Blick auf die Kohomologiegrup-
pen von Garben werfen.

Definition 1.4.16. Sei X ein topologischer Raum. Der Funktor I'(X,-) ist
linksexakt, und die rechtsabgeleiteten Funktoren von I'(X, -) heiflen Koho-
mologiefunktoren H7(-). Ist F eine Garbe auf X, so heifien die Gruppen
H7(F) (globale) Kohomologiegruppen von F.

Die Berechnung der Kohomologiegruppen einer Garbe erfolgt jedoch
meist nicht auf diesem Weg, sondern verwendet alternative Definitionen wie
die der Cech-Kohomologie, die beispielsweise Serre gebraucht [17].

Dies ist fiir uns jedoch weniger interessant als einige elementare Eigen-
schaften der Kohomologiegruppen.

Satz 1.4.17. Sei F eine kohdrente Garbe auf P™.

(i) Die Kohomologiegruppen von F sind endlichdimensionale k- Vektor-
raume.

(ii) Ist Y C P" eine projektive Untervarietdt von P", und gilt F = 0
aufSerhalb von Y, so ist die induzierte Abbildung

H/(F) — H (Fly)
bijektiv fir alle j > 0.
(iii) Ist j > dim(F), so gilt HI(F) = 0.

Die letzte Aussage gibt uns Informationen dariiber, dass die meisten Ko-
homologiegruppen einer Garbe 0 sind. Solche Verschwindungs— oder Iden-
titédtssétze ersparen in der Praxis viel Rechenarbeit, weshalb wir hier einige
weitere zusammenstellen, die im spéteren Verlauf noch verwendet werden.

Satz 1.4.18. Sein > 1, und seien xq,...,x, die homogenen Koordinaten
von P™. Dann gilt:
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(i) H(Opn (i) = k[0, . . ., 24 fiir allei € Z.
(ii) HI(Opn(i)) = 0 fiir alle0 < j <n, i € Z.
(i1i) H"(Opn(—n — 1)) = k.
(iv) Fir jedes i € Z ist die natirliche Abbildung
H(Opn (1)) x H*(Opn(—i —n — 1)) — H*(Opn(—n — 1)) 2 k

eine perfekte Paarung. Insbesondere besitzen die beiden k- Vektorrdume
H°(O(i)) und H*(O(—n —i — 1)) dieselbe Dimension.

Lokale Kohomologie

Lediglich an einer Stelle im Beweis von Satz 2.3.1 werden wir die lokale
Kohomologie eines Moduls benétigen. Daher geben wir hier nur einen ganz
kurzen Uberblick iiber die Definition und die wenigen verwendeten Eigen-
schaften. Weitere Informationen finden sich beispielsweise bei Grothendieck.
Seine Vorlesung zur lokalen Kohomologie wurde von Hartshorne veroffent-
licht [13].

Bemerkung und Definition 1.4.19. Seien R ein Ring, I C R ein Ideal
und M ein R-Modul. Wir definieren den nullten lokalen Kohomologiemodul
HY(M) von M mit Tréger in I als die Menge aller Elemente von M, die von
einer Potenz von I annulliert werden. Die héheren lokalen Kohomologiemo-
duln sind die rechtsabgeleiteten Funktoren des linksexakten Funktors HY(-).
Das heifit, gegeben eine injektive Auflosung C'* von M, ist H]I(M ) der j-te
Kohomologiemodul von H}(C*).

Aquivalent ist die Definition

H (M) = Tim Ext),(R/I", M) .
Satz 1.4.20. Sind R = k[xo,...,x,], m = R>; das mazimale homogene

Ideal in R, M ein graduierter R-Modul und M die durch M definierte Garbe
auf P", so existieren eine exakte Sequenz

o
1=—00
und fir jedes j > 0 ein kanonischer Isomorphismus

@ ' 1() == (M) .

1=—00
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1.5 Die Veronese—Einbettung

Nachdem wir uns nun mit Garben und mit Abbildungen zwischen Garben
im Allgemeinen befasst haben, wollen wir uns im Weiteren auf eine spezielle
Abbildung konzentrieren. Graderhaltende Abbildungen zwischen den Koor-
dinatenringen projektiver Varietdten induzieren auf diesen Abbildungen, auf
Garbenniveau im Wesentlichen die Identititsabbildung sind (vgl. [14, Pro-
position 11.5.12]), weshalb wir uns um einen interessanteren Fall kiimmern
wollen.

Finige der einfachsten, aber trotzdem auf Garbenniveau interessanten
Abbildungen bilden die Familie der so genannten Veronese—Einbettungen
oder d-upel-Einbettungen.

Definition 1.5.1. Seien n,d € N\ {0} und My,..., My die Monome vom
Grad d in den homogenen Variablen xg,...,z, des P", also N = (”;rd) —1.
Die Abbildung vg: P* — PV, die mit Hilfe des Einsetzungshomomorphismus
durch

valag : ... ay) = (Mo(ag,...,an) ... Mn(ag,...,an))

definiert ist, heiflt d-te Veronese—Finbettung oder d-upel-FEinbettung des P™.
Das Bild der Veronese-Einbettung heiit Veronese—Varietdit, das Bild vg(P!)
genauer rationale Normkurve vom Grad d.

Bemerkung 1.5.2. Die Veronese-Einbettungen sind regulér, weil das Bild
eines Punktes (ag : ... : a,) die Komponenten a enthlt und diese nur dann
simultan verschwinden, wenn alle a; = 0 sind.

Das Bild jeder Veronese—Abbildung ldsst sich durch einfache quadrati-
sche Gleichungen beschreiben:

Satz 1.5.3. Seien {ya }oz e N |a| =d} die homogenen Koordinaten-
funktionen des PN. Dann ist das Bild vg(P") die durch die Gleichungen

Yays = Yoryp  fira+p=ao' +p (1.1)
definierte Untervarietit von PN .

Beweis. Nach Konstruktion gelten auf dem Bild v4(P") die Relationen 1.1.
Erfiillt umgekehrt ein Punkt p € PV mit Koordinaten p, diese Relatio-
nen, so liegt p bereits im Bild von v4. In der Tat muss mindestens eine der
Koordinaten von p von Null verschieden sein, etwa p(;, . i.), i0 # 0.
Ist ig = d, so ist (p(g,0,...0) * P(d-1,1,0..,0) © -+ * P(d—1,0...,0,1)) €in Punkt
des P™ mit Bild p. Andernfalls existiert ein weiterer, von 0 verschiedener,
Index j mit i; # 0, etwa i; # 0. Dann folgt aus

2 _
0 7 Dlio,....in) = Plio+1yir—1in,..nsin)Plio—1,i1+1,i2,0..vin)

41



schon p(i;41,i,-1,....in) 7 0, also induktiv p(go,..0) # 0. Daher ist das Bild
im(vg) € PV genau die durch die Gleichungen (1.1) definierte projektive
Varietét. O

Seien im Folgenden R und S die homogenen Koordinatenringe von P"
und PV, d.h. seien R = k[zg,...,7,] und S = k[{y, | @ € N**1 |a| = d}].
AuBerdem sei I C S das von den Relationen (1.1) erzeugte Ideal.

Bemerkung 1.5.4 (Koordinatenfreie Darstellung). Die Veronese—Ein-
bettung vg: P* — PV induziert auf Ebene der Koordinatenringe den Ein-
setzungshomomorphismus

vjé:S—>R; Yo — 4.

Bzgl. der Koordinatenringe von P" und v4P" hat die Veronese—Einbettung
sogar eine noch einfachere Gestalt:

Die Abbildung vj hat den Kern ker(vf) = I und das Bild im(vf) =
P, Rgi=: R und liefert daher einen Isomorphismus S/I = R@. Die
induzierte Abbildung

S/I — R; Yo — z°

bzw.
R — Ry 2% s 2

wiederum entspricht, da S/I der homogene Koordinatenring von vgP™ ist,
gerade der Einschrinkung
vg: P — y P
von vy.
Satz 1.5.5. Die Einbettung vg: P — vgP™ ist ein Homoomorphismus.

Beweis. Wir konstruieren Umkehrabbildungen ¢;: V; — U; auf den Ele-
menten der affinen Uberdeckungen U; = {p € P"|p; # 0} von P" und V; =
va(U;) = {p € vaP™ | pagiy # 0} von vgP™ . Dabei sei (i), der Multiindex
mit a(i); = d und «(i); = 0 fir j # .

Ist a(i,7), j # i, der Multiindex mit

d—1 firk=1
a(i, j)k = 1 firk=j
0 sonst

sowie a(i,1) = a(i), so bilden wir einen Punkt p € V; ab auf den Punkt

Pas, Pa(in
gpi(p)::< @0, ol )>.
Pa(i) Pa(i)

Die so konstruierte Abbildung ist invers zu vg|y, .
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Da fiir einen Punkt p € V; NV} gilt pi(i H= pa(j)piﬂv also insbesondere

%

Pa(ij) 7 0, und da p auerdem die Relationen (1.1) erfiillt, folgt

(pa(i,o) - pa(i,n)> Da(y) _(pa(j,O) pa(j,n)> '
Pa(i,j)

Pai)  Pa(i) Pa)  Pa(y)

Also stimmen ¢; und ¢; auf V; N'V; — U; N U; tiberein.
Durch Verkleben erhalten wir eine zu vg inverse Abbildung. O

Lemma 1.5.6. Vermdge v, = (vq)« entsprechen sich Oy pn (i) und Opn(i-d),
i € Z.

Beweis. Auf den P" iiberdeckenden affinen Réumen U; (vgl. 1.5.5) mit Ko-
ordinatenringen R, ) und den vgP" iiberdeckenden affinen Réumen V; mit

Koordinatenringen (S/1)(,, ) = R(i)

Yoi) (x) gilt

0Op (i~ d)l,) = u(R(i- )z )™

= (R(i-d)(,) aufgefasst als Rgi?i)—Modul)N
J

= (RY () (@))™ = Ovgprn (D)u;
Durch Verkleben folgt die Behauptung. O

Satz 1.5.7. Durch vq werden kohdrente Garben tiber P" auf kohdrente Gar-
ben tiber PN abgebildet.

Beweis. Nach Satz 1.4.15 bildet v4: P* — v4P" kohérente Garben iiber P"
auf kohdrente Garben iiber v4P™ ab. Die analoge Aussage gilt fiir die kano-
nische Einbettung ¢: v4P" — PN und somit auch fiir vg: P* — PV, ]

Bemerkung 1.5.8. Ist F eine Garbe iiber v4P" und j > 0, so existiert ein
Isomorphismus

HY (vgP", F) = H/ (PN, 1, F) .

Von dieser Identitdt werden wir spéter ausgiebigen Gebrauch machen,
da sie es uns erlaubt, bei der Betrachtung von Kohomologiegruppen das Bild
einer Garbe F auf P" unter vy wahlweise als Garbe auf v4P™ oder als Garbe
auf PV anzusehen.
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Kapitel 2

Tate—Aufl6sungen

Nachdem wir nun die allgemeinen Grundlagen gelegt haben, kénnen wir uns
dem eigentlichen Objekt unseres Interesses zuwenden: Den Tate—Auflosun-
gen von Garben.

Sie wurden erstmals 1984 von S. I. Gel'fand eingefiihrt [11]. Zu ihrer Kon-
struktion verwendete er Ideen von Bernstein, Gel’fand und Gel'fand (BGG),
die im Jahr 1978 beschrieben worden waren [2]. Die von BGG entwickelte
Korrespondenz basiert auf der Konstruktion zweier adjungierter Funktoren
R und L, die eine Aquivalenz zwischen bestimmten abgeleiteten Kategorien
definieren. Diese Funktoren sind der Ausgangspunkt fiir Gel'fands explizite
Version, die Tate—Auflésungen. Thre Gestalt wurde von Eisenbud, Flgystad
und Schreyer [5] in einer Weise angegeben, die unter anderem eine neue
Moglichkeit zur Berechnung der Kohomologie von Garben ermoglicht.

Wir geben zuniichst einen Uberblick iiber die BGG-Korrespondenz und
verzichten dabei auf die urspriinglich verwendete Sprechweise abgeleiteter
Kategorien. Wir folgen dann den Ideen von Eisenbud, Flgystad und Schreyer
zur Definition der Tate—Auflosung einer Garbe sowie zur Analyse von deren
Eigenschaften. Zum Schluss werden wir die vorangegangenen Uberlegungen
an einigen Beispielen illustrieren.

Im gesamten Kapitel verwenden wir folgende Notation:

Seien V ein (n + 1)-dimensionaler k-Vektorraum mit Basis {eg,...,en},
W der zu V duale Vektorraum mit zu {eo, . .., e, } dualer Basis {xo, ..., 2, }.
Weiter seien S = Sym(W) die symmetrische Algebra iiber W und E = AV
die dulere Algebra iiber V. Wir graduieren S und F so, dass Elemente von
W den Grad 1 und Elemente von V den Grad —1 erhalten. Weiter setzen
wir wp :=Homy(F, k) & E® AW (vgl. Satz 1.1.12), was nach Basiswahl
isomorph zu E(—n — 1) ist.
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2.1 Die BGG—Korrespondenz

Die Bernstein-Gel’fand-Gel’fand-Korrespondenz wurde in [2] als eine Aqui-
valenz der abgeleiteten Kategorie beschréankter Komplexe endlich erzeug-
ter, freier, graduierter S—Moduln und der abgeleiteten Kategorie beschréank-
ter Komplexe endlich erzeugter, freier, graduierter F—Moduln vorgestellt.
Gleichzeitig entdeckte Beilinson eine alternative Beschreibung dieser Aqui-
valenz [1]. Beide Artikel bauten auf einer Vorlesung Manins auf.

Doch die Formulierung in der Sprache abgeleiteter Kategorien hatte den
Nachteil, dass die Beweise vergleichsweise kompliziert wurden. Wir stellen
die BGG-Korrespondenz hier basierend auf den Ideen in [5] und ohne die
Verwendung abgeleiteter Kategorien vor.

Dazu definieren wir zunéchst die der Korrespondenz zugrunde liegenden
Funktoren R und L.

Definition 2.1.1. Sei M = @, M, ein graduierter S-Modul. Wir definieren
R(M) als den Komplex

d— d
mit Termen
Fe = Homy (E, My)

und Differenzialen

oa) = (e — Z xio(e; A e)) .
=0

Bemerkung 2.1.2. R(M) ist in der Tat ein Komplex, denn an jeder Stelle
der Sequenz gilt

p(p(a)) = eHZ%'(s@O&)(ei/\e)
= eHinxj-a(ej/\ei/\e)
i,J

= e inwj-a(ej Ne; Ne) —i—inxj ~afej Nej Ne)
i<j i>j

= e Zmiwj-oc(ej Ne; Ne) —i—ijxi-a(ei/\ej Ae)
i<j 1<y

= e Zwixj ~ofej Ne; Ne)+ inx]’ (—alej NejNe))
i<j i<j

= 0.
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Bemerkung 2.1.3. Da wg = E @ A""'W ist und nach Satz 1.1.4 die
Identitdten Homy (E, My) = wg ® My gelten, lisst sich R(M) schreiben als

R(M) "'HwE(@Mdi)wE@Md_’_lH---

mit Differenzialen

n

plle@w)@m) =Y ((eiNe) @w) @ (z;-m)
=0

bzw.
n

(e ®m) :Z(ei/\e) ® (z;-m) .
i=0
Die Abbildung ¢ ist durch ihre Einschrankung auf Ey ® My = My eindeutig
bestimmt, und das Bild p(Ey ® My) liegt in E1 ® Mgy1. Wir kénnen ¢
daher ebensogut als Abbildung My — V ® My, 1 auffassen. Damit ergibt
sich sofort:

Korollar 2.1.4. Ist M ein S-Modul und p: S @ M — M die Multiplikati-
onsabbildung auf M, dann sind die Differenziale ¢: Mg — V @ Mg41 von
R(M) adjungiert zu pu: W @ Mg — Mgy 1.

Wir haben gesehen, dass R jedem graduierten S-Modul einen linearen
Komplex freier E-Moduln zuweist. Nun werden wir zeigen, dass umgekehrt
auch jeder lineare Komplex von freien F-Moduln einen graduierten S-Modul
definiert.

Satz 2.1.5. Die Abbildung R ist eine Aquivalenz zwischen der Kategorie der
graduierten S-Moduln und der Kategorie der linearen Komplexe von freien
E-Moduln.

Beweis. Sicher ist, gegeben einen S-Modul M, R(M) ein linearer Komplex
von freien £-Moduln.

Seien umgekehrt eine Folge von k-Vektorrdumen My, d € Z, und Abbil-
dungen ¢: wgp ® Mg — wg ® Mg4+1 gegeben, so dass

C.: ”'HwE(@MdeE@Md-‘rlH”.

ein linearer, freier Komplex von E-Moduln ist. Wir konstruieren nun eine
S-Modul-Struktur auf M = @, My, vermoge derer R(M) = C* gilt.

Da C* linear ist, gilt p(1 ® m) € V ® Mgy, fir alle m € My Die Mul-
tiplikation auf M definieren wir durch die zu ¢|g,gn,: Mg — V ® Mgy
adjungierten Abbildungen p: W ® My — Mgy1. Nun bleibt zu zeigen, dass
M mit dieser Multiplikation wirklich ein S-Modul wird, und dass R(M) der
Komplex C* ist.

47



Beginnen wir mit der Modulstruktur von M. Um eine solche zu erhalten,
bendtigen wir die Assoziativitdt und Kommutativitit von p. Diese Eigen-
schaften sind dquivalent dazu, dass das Diagramm

id®u

W oW M W ® Mgy —2—> Myyo

SmeW [} Md

kommutiert. Dabei sei s das zweite Differenzial des Komplexes
0—>A2(W) —2>W @ W —>Symy (W) —>0

aus Lemma 1.1.11 und Beispiel 1.2.5. Aufgrund der Exaktheit dieses Kom-
plexes bedeutet ein Kommutieren des Diagramms gerade, dass die induzierte
Abbildung

i id
AW @ My, 228w o W @ My LW @ My, —> My,

die Nullabbildung ist. Dies ist der Fall, da diese Abbildung adjungiert ist zu

” L
My —2>V © My, Hveve Mgz oY Mgz,

was wegen o ¢ = 0 selbst schon die Nullabbildung ist. Also ist M vermoge
w ein S-Modul.

Um zu zeigen, dass fiir den so konstruierten Modul M wirklich R(M)
isomorph zu C* ist, schreiben wir den Komplex R(M) in der Notation von
2.1.3 als

R(M) : "'HWE®Mdi>WE®Md+1*>"'

mit Differenzialen

P(le@m)= Zei ® (i, m) .

Damit ist v adjungiert zu p, also aufgrund der Eindeutigkeit der Adjungier-
ten gleich ¢.

Schliefllich miissen wir noch zeigen, dass fiir je zwei graduierte S-Moduln
M und N gilt Hom(M, N) = Hom(R(M ), R(V)). Dies ist jedoch klar, da die
Homomorphismen von Komplexen graduierter Moduln Hom(R(M), R(N))
nach Definition 1.2.3 gerade Folgen von Homomorphismen M; — N; sind,
die mit der Multiplikation auf M und N vertraglich sind. Das sind genau
die graduierten Morphismen M — N. O

Satz 2.1.6. Der Komplex R(M>4) ist genau dann azyklisch, wenn Msq ein
d-regquldrer Modul ist.
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Der Beweis verwendet die von uns nicht eingefiihrten, abgeleiteten Funk-
toren Ext und Tor. Den damit vertrauten Leser verweisen wir auf [5], wo
dieser Satz als Korollar 2.4 auftaucht.

Wir wollen R nun auf Komplexen von graduierten S-Moduln definieren.
Dazu betrachten wir den Basisfall eines Komplexes mit nur einem von 0
verschiedenen Term M. In diesem Fall definieren wir das Bild des Komplexes
unter R direkt iiber R(M). Bei einem allgemeinen Komplex wenden wir R
auf jeden einzelnen Term an und verschmelzen die entstehenden Komplexe
geeignet.

Definition 2.1.7. Sei M* ein Komplex graduierter S-Moduln. Ist M im
kohomologischen Grad i konzentriert, so definieren wir

R(M*):=R(M")[—i] .

Allgemein wenden wir R auf jeden Term M? an, wobei wir M? als einen im
Grad 7 konzentrierten Komplex betrachten. So entsteht ein Doppelkomplez:

-+ — Homy (E, (Mi+1)j)4>HOmIk(Ea (Miﬂ)j—&-l) o

e Hom]k(E, (MZ)])

Homy (B, (M) j41) —> -

Dabei sind die horizontalen Komplexe die R(M?). Die vertikalen Abbildun-
gen kommen von den Differenzialen von M*. Wir definieren R(M?®) als den
totalen Komplex dieses Doppelkomplexes. Das heift, die Terme von R(M*)
sind

oder, wenn wir die Graduierung mit einbeziehen,
R(M*)f = @) Homy(E; 4, (M*);)
J

und die Differenziale lassen sich direkt aus dem Doppelkomplex ablesen.

Der zweite von Bernstein, Gel'fand und Gel’fand konstruierte Funktor
ist dhnlich definiert, allerdings mit vertauschten Rollen von E und S. Wie
bei R dehnen wir auch die Definition dieses Funktors auf Komplexe aus.
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Definition 2.1.8. Sei P = @, P; ein graduierter E-Modul. Wir definieren
L(P) als den Komplex

—d-1 —d
L(P): -+ — S®@x P — S@xPi 2> S®Pyq — -
mit Differenzialen

n

pls@p) = (i 5)® (e Ap) -
=0

Dabei sei S ®y P; der Term vom kohomologischen Grad —d.

Ist P* ein Komplex graduierter E-Moduln, so erhalten wir durch An-
wenden von L auf die einzelnen Terme einen Doppelkomplex, dessen totaler
Komplex L(P*) ist. Es gilt also

L(P) = @ Sex(P);,
i—j=k

bzw. '
L(P*)F =@ Si—j @x (PHH); .
J

Satz 2.1.9. Die Abbildung L ist eine Aquivalenz zwischen der Kategorie der
graduierten E-Moduln und der Kategorie der linearen Komplexe von freien

S-Moduln.

Diese Aussage und ihr Beweis sind sehr dhnlich zu Satz 2.1.5. Stellen wir
die Definitionen von R(M*®) und L(P*®) gegeniiber, so dréngt sich sogar der
Verdacht auf, dass L und R adjungiert sind. Dies ist in der Tat der Fall.

Satz 2.1.10 (Bernstein, Gel'fand und Gel'fand). Der Funktor L (zwi-
schen der Kategorie der Kompleze graduierter E-Moduln und der Kategorie
der Komplexe graduierter S-Moduln) ist linksadjungiert zu R.

Beweis. Ist M ein graduierter S-Modul und P ein graduierter E-Modul, so
gilt

Homg(S ®x P, M) = Homy (P, M) = Hompg (P, Homy(E, M)) .

Sind allgemein M*® ein Komplex graduierter S-Moduln und P*® ein Komplex
graduierter EF-Moduln, so miissen wir zeigen, dass

Homg(L(P*), M*) = Homp(P*, R(M®*)) (2.1)

gilt. Zur Erinnerung: Homomorphismen zwischen Komplexen miissen in-
neren und kohomologischen Grad respektieren und mit den Differenzialen
kommutieren.
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Wir haben oben gesehen, dass fiir die bigraduierten Moduln L(P*) und
R(M?®) gerade

L(P*) =@ S on (P);

und
R(M®) = @ Homy (B, (M");)

gilt. Daher entsprechen die Homomorphismen auf beiden Seiten von (2.1)
genau denjenigen Homomorphismen bigraduierter Moduln

¢ € Homy (P*, M*)

mit cp(PJZ) - M]z und od —dp = (D", x; ® eg)p, wobei (D, xp ® ex)y ein
Element p € P; auf (—1)* >, zrp(es A p) abbildet. O

2.2 Die Tate-Auflésung einer Garbe

Nach dieser Vorarbeit kénnen wir nun mit der Betrachtung von Tate—Auflo-
sungen beginnen. Diese Auflésungen stehen in einer natiirlichen Beziehung
zu Garben auf P(WW), die es uns erlaubt, jeder kohédrenten Garbe auf P(W)
funktoriell eine Tate—Auflésung zuzuordnen.

Definition 2.2.1. Eine Tate-Auflosung iiber F ist ein exakter Komplex
Te . --'—>Ti_1—>TiHTi+1H"'
freier F-Moduln.

Bemerkung und Definition 2.2.2. Einer kohérenten Garbe F iiber P(W)
ldsst sich auf natiirliche Weise eine Tate—Auflésung zuordnen. Sei dazu M
ein endlich erzeugter, graduierter S-Modul, der F darstellt, etwa der Modul

M = P H(F(i)
i>0

aus Definition 1.4.10. Der Komplex R(M>eg(ar)) ist minimal und nach 2.1.6
azyklisch. Wir wéhlen d > reg(M) und schalten vor R(M>4) eine minimale,
freie Auflésung von

ker(Homy (E, My11) — Homy(E, May2)) -

Die Konstruktion einer solchen freien Auflosung haben wir in Kapitel 1.2
vorgestellt. Der entstehende Komplex hat die Form

T2 T Homy (E, H(F(d)))
— Hom]k(E, HO(}—(d + 1))) -

Er ist exakt und frei, also eine Tate—Auflésung. Diese wihlen wir als Tate—
Auflssung T(F) von F.
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Bemerkung 2.2.3. Bei der Definition der Tate—Auflésung einer kohérenten
Garbe F haben wir an zwei Stellen willkiirliche Entscheidungen getroffen:
Bei der Wahl eines reprisentierenden Moduls M und bei der Wahl von d.
Daher miissen wir uns noch Gedanken iiber die Unabhéngigkeit der Defini-
tion von M und d machen.

Fiir festes M erhalten wir einen minimalen Komplex, denn:

o Wegen d > reg(M) ist R(M>g4) eine minimale injektive Auflgsung.
e Die ergénzende freie Auflosung ist minimal gew&hlt.

e Da d sogar echt groer als reg(M) ist, wird der Kern der Abbildung
(Homy (E, Mg11) — Homy (E, Myy2)) durch den Modul Homy (E, My)
minimal iiberdeckt. Daher entsteht beim Verbinden der beiden mini-
malen Auflésungen ein auch insgesamt minimaler Komplex.

Da nach 1.1.13 und 1.2.17 minimale Auflésungen iiber E eindeutig sind, ist
unsere Konstruktion bei festem M unabhéngig von d.

Nach Satz 1.4.12 sind weiter je zwei F reprisentierende Moduln in hohen
Graden identisch. Daher ist T(F) auch unabhingig von der Wahl von M.

2.3 Eigenschaften der Tate-Auflésung

Bevor wir zu Beispielen kommen, wollen wir studieren, wie wir die Moduln
und einige Differenziale von Tate—Auflésungen beschreiben kénnen. Elemen-
tar hierzu ist der folgende, 2003 von Eisenbud, Flgystad und Schreyer be-
wiesene Satz [5, Theorem 4.1]:

Satz 2.3.1. Ist F eine kohdrente Garbe iiber P(W), so gilt fiir den linearen
Teil der Tate—Auflosung T(F) die Beziehung

lin(T(F)) = @R (@ Hj(f(i))> :

Insbesondere gilt fiir die Terme T® von T(F):

Tt =~ @Homk(E,Hj(]:(i =)
JEN

wobei HY (F(i — 7)) als im Grad i — j konzentrierter Vektorraum aufgefasst
wird.

Zum Beweis dieses Satzes benotigen wir den Funktor Ext sowie Hilfsmit-
tel aus [5], die wir hier nicht im vollen Umfang darlegen kénnen. Fiir letzte
Details verweisen wir daher den Leser auf diese Quelle.
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Beweis. Wir schreiben kurz H’ := @, H7(F(i)). In Analogie zur Definiti-
on von T(F) wihlen wir eine beliebige Zahl d > reg(HY,). Der Modul
M :=HY 4 ist dann d-regulér. Da wir dabei d beliebig groﬁ;véhlen konnen,
geniigt es zu zeigen, dass die Komplexe lin(T(F)) und & ; R(H/) im koho-
mologischen Grad < d iibereinstimmen.

Schritt 1: In einem ersten Schritt zeigen wir, dass der lineare Teil der frei-
en Aufldsung Fp des E-Moduls P := coker(Hom(E, H)) — Hom(E, HY, )))

gerade (P, R(HJ,(M)) ist, wobei m = S>; das maximale, homogene Ideal
von S bezeichnet. Seien dazu im Folgenden die k-Homomorphismen eines
E-Moduls nach k mit (—)* bezeichnet. Ist I eine injektive Auflésung von
P*, so gilt

lin(Fp) = (linl)*

(
(R(H*(L(P"))))"
(R(H*(Homs(LP, 5))))"
(R(Extg(M, 5)))" .

Dabei betrachten wir D := Extfg(M ,S) als konzentriert im kohomologischen
Grad [. Die zweite und vierte Gleichheit gelten dann nach Theorem 3.7 in
[5], die dritte folgt direkt aus den Definitionen. Es bleibt also noch zu zeigen,
dass gilt (R(Extg(M,9)))* = @j R(H,(M)).
Mit B* = wp = E @, A"V gilt
(Homy(E, D))" = (E* ®xD)*
— E* ®Ik An+1w* ®]k D*
= Hom]k(E, D* @y An+1V) ,
also insbesondere
R(D)" = R(D* @ A"'V) |
wobei wir D* ®; A"V als im kohomologischen Grad n 41 — [ konzentriert
betrachten. Es gilt weiter
D* = (Extly(M,S) @ AW @ AHV)*
= (Extl(M,S @ A"HW) @ APV
_ H71:1+1_Z(M> R An+1W )
Setzen wir diese Ergebnisse zusammen, so folgt
R(D)* = R(D* @, A""V)
— R(H%Jrlfl(M) Rk An+1W Ok An+1v)
R(HJ (M) .

Schritt 2: Es gilt also (lin(T(F)))<q = lin(Fp) = P; R(HZ,(M)). Be-
trachten wir zunéichst die Summanden fiir j > 1. Die Eigenschaften der loka-
len Kohomologie (1.4.20) liefern direkt die Identitit R(Hi,(M)) = R(H/™1).
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Der Summand fiir j = 0 verschwindet, denn wegen d > reg(H%O) gilt schon
HY (M) = 0.
Fiir j = 1 liefert die exakte Sequenz

0 — HY (M) — M — P H(F(i)) — Hy(M) — 0
aus 1.4.20, angewandt auf unseren Fall:
0 — 0 — EPH(F(>) — PH(F(i)) — HL(M) — 0.
i>d i

Aus der Exaktheit ergibt sich, dass H. (M) und H in allen Graden < d
iibereinstimmen. O

Korollar 2.3.2. Mit den Bezeichnungen des Satzes gilt
T = Puwpl(j —i) @ H (F(i - j)) .
JEN

Beweis. Fiir jeden k-Vektorraum V' gilt Homy(F,V) = Homg(E, k) ® V,
sowie Homy (E,k) ® V =2 wg ® V nach Satz 1.1.12. O

Bemerkung 2.3.3. Die in Korollar 2.3.2 gewonnene Darstellung der Tate—
Auflésung erlaubt es uns, die Kohomologiegruppen einer Garbe sehr iiber-
sichtlich zu présentieren. Ist ndmlich F eine Garbe mit Tate-Auflésung
T(F), so gilt fiir die in 1.2.11 definierten Betti-Zahlen:

bij—i = dim B (F(i — j)) =t b (F(i - j))

bzw.

bij = dim ™ (F(=j)) = h™I(F (=) .
Das Betti-Diagramm von T(F) hat also folgende Gestalt:

il WFE —1) W(EFE—) WF—j+1)
Ll BNF(2) RNFCL) R(EFEO)
o RYF(-1)  RO(F(0)) hO(F(1))
] 0 1

Somit ist es moglich, aus den Kohomologiegruppen von F die Terme der
zugehorigen Tate—Auflésung zu berechnen. Diese Moglichkeit werden wir in
den ersten Beispielen einsetzen.

In der Praxis ist der umgekehrte Weg deutlich interessanter. Die direk-
te Berechnung selbst einzelner Kohomologiegruppen ist relativ aufwéandig.
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Zur Berechnung einer Tate—Auflésung hingegen bedarf es nur zweier freier
Auflésungen. Dieses Problem ist computational wesentlich einfacher, und
aus dem resultierenden Betti-Diagramm lassen sich direkt alle Kohomolo-
giegruppen auslesen.

Beispiel 2.3.4. Wir haben hier einige wenige Kohomologieberechnungen
zusammengestellt. Die Rechnungen liefen auf einem Pentium4 mit 2,6GHz
mit dem Emacs-Interface von Macaulay2. Da wir hier nur einen ersten Ein-
druck liefern wollen, sind die genauen Einzelheiten der Berechnungen an
dieser Stelle nicht von Interesse; der verwendete Macaulay2—Code befindet
sich im Anhang. In der folgenden Tabelle geben wir zunéchst an, bei wel-
cher Garbe und zu welchen Twists wir die Kohomologiegruppen berechnet
haben. Die Spalte tate bezieht sich auf die Berechnung der angegebenen
Kohomologiegruppen unter Verwendung der Tate—Auflésung, die Spalte HH
auf die Berechnung mit der in Macaulay2 implementierten Standardfunk-
tion. Die letzte Spalte gibt jeweils an, um welchen Faktor die Berechnung
iiber die Tate—Auflosung schneller war als das herkémmliche Verfahren.

Garbe Twists Zeit in s Faktor
tate HH
Horrocks-Mumford Biindel in P* -7 bis 0 | 0,250 | 20,672 82,7
wie oben, aber nur H* -10 0,235 | 0,234 1,0
Rationale Normkurve vom Grad 10 | -2 bis 0 | 4,844 | 19,718 4,1
wie oben 8 bis 9 | 1,875 | 13,328 7,1
wie oben, aber nur H 60 6,001 | 0,265 0,04
wie oben, aber nur H? 120 — 0,281 —

Diese Beispiele zeigen bereits, dass die Stédrken der Kohomologieberechnung
iiber die Tate—Auflésung sich dann zeigen, wenn viele Kohomologiegrup-
pen, oder nur solche von betragsméfig kleinen Twists benttigt werden. Bei
groflen Twists bricht allerdings die Berechnung der Tate—Auflésung schneller
mit einem ,,monomial overflow* ab, so geschehen im letzten Beispiel.

Die teilweise enorme Beschleunigung der Berechnung ist zu grofien Tei-
len darauf zuriickzufithren, dass duflere Algebren (etwa im Vergleich zu
symmetrischen Algebren) vergleichsweise wenige Elemente haben und da-
her Auflésungen sehr schnell berechnet werden kénnen.

Zuriick zu den Tate—Auflosungen. Zur Vereinfachung der Darstellung
vereinbaren wir nachstehende Schreibweise:

Bemerkung 2.3.5. Wir haben gesehen, dass wir die Terme in der Tate—
Auflésung einer Garbe F in der Form

T' = Puwr(h)
JjeN
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darstellen kénnen. Dabei sind b; ; = b; ;(T(F)) die Betti-Zahlen von T(F).
Zur Préasentation der Tate—Auflosung verwenden wir in Zukunft das Betti-
Diagramm von T(F). Ist F eine Garbe mit n-dimensionalem Triiger, so gilt
nach Satz 1.4.18 b; j_; = 0 fiir j > n. Das Diagramm hat also die folgende,
auch nach oben beschriankte Gestalt:

nil- b_ipnt1 bon bin-1
20--- bo13 bo2  bin
1 bo12 b1 bip
Of--- b11  boo b1,-1
-1 0 1

Die zugehorigen Differenziale beschreiben wir meist mit Matrizen iiber E.

2.4 Elementare Beispiele

Wir wollen uns nun die Tate-Auflsung T(F) einiger Garben ansehen und
dabei verschiedene Konstruktionsmethoden demonstrieren. Hier wie auch
spéter ersetzen wir der Ubersicht halber in den Betti-Diagrammen Nullen
durch Punkte.

Beispiel 2.4.1.

e Sei n =0, also V = (eg), und F = Opo. Der F darstellende Modul
D >0 H(F(i)) = k[zo] hat Regularitit 0 (vgl. Beispiel 1.2.28). Die
Terme von R(F), und damit die Terme der Tate—Auflosung T'(F) mit
kohomologischem Grad ¢ > 0, sind daher

T = Puopi—i) @ B (Fi - j))
JEN
> wp(—i) @ HY(F(i))

I

wE(—i) ® k[xo]l = wE(—i) .
Die zugehorigen Differenziale sind gegeben durch
Plexd) =e @i,

also bzgl. der kanonischen Basen der k[zo]; durch die Matrix (e). Die
Tate-Auflosung T(F) ist der Komplex mit dem Betti-Diagramm

0‘ 1 1
‘ —1 0

11
1 2
und den (linearen) Differenzialen (eo).
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e Ist n =1 und F = Op1, so hat V die Basis {eg, e1}. Ein darstellender
Modul von F ist

M = @Ho(f(i)) = @B klxo, 1] -

120

Auch er hat als Polynomring die Regularitéit 0 (vgl. wieder 1.2.28).
Nach 2.3.1 besteht die unterste Zeile des Betti-Diagramms von T(F)
aus den Dimensionen der homogenen Bestandteile von M, genauer
bi—i(T(F)) = dim(M;). Der Satz 1.4.18 iiber die Kohomologiegruppen
von Garben des P" besagt

bin—i(T(F)) = dim(H' (F(i — 1))) = dim(H*(F(~i — 1))
und liefert so die iibrigen Eintréage. Es folgt

1.« 3 2 1
T(F): 0

cee : .1 23
- =3 -2 -1 0 1 2

Zur Erinnerung: Jeder Punkt steht fiir eine 0. Die Abbildungen im
linearen Teil haben dabei eine Form analog zu

€y €1 0 0 ZO 60 8
0 e e 0| bzw. Loco ;
0 0 €y €1 0 €1 o

0 0 e

die Matrix des nichtlinearen Differenzials ist
(60 AN 61) .

e Fiir n > 1 und F = Opn ergibt sich analog

n e 2n+1 n+1 1
n—1
T(F) : E
0 . . . 1 n+1 2n+1
-3 -2 =1 0 1 2

mit mittlerem Differenzial

(eo/\.../\en) .

o7



Beispiel 2.4.2. Betrachten wir nun ein minimal komplizierteres Beispiel,
und zwar dasjenige der Strukturgarbe O, p1 der rationalen Normkurve vom
Grad 2. Fiir sie erhalten wir eine Tate—Auflésung mit Termen

1l--- 7 5 3

1 . .
cee . .1 3 5
|- =3 2 -1 01 2
Dabei sind die linearen Differenziale von der zu den Beispielen 2.4.1 analogen
Form, die Differenziale in der Mitte sind

(& e e 0 €o
( 0 ! 2) bzw. egNey e1

et Ney eaNey 0
erNey €9
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Kapitel 3

Tate—Auflésungen
und die Veronese—Einbettung

Die Veronese Einbettung vg: P* — PV fiir N = ("Zd) — 1 induziert eine
Abbildung v, := (vg4)« auf Ebene der Garben auf P und PN,

Das Bild einer kohirenten Garbe F unter dieser Abbildung ist wieder
kohérent (vgl. Korollar 1.5.7), also ist auch ihm eine Tate-Auflésung zu-
geordnet. Da es nach Bemerkung 1.5.8 bei der Betrachtung der Kohomo-
logiegruppen keinen Unterschied macht, ob wir das Bild von F als Garbe
iiber PN oder vyP" ansehen, kénnen und werden wir vy oft als Abbildung
P" — y4P" betrachten.

Selbstverstiandlich ldsst sich die Tate—Auflosung der Bildgarbe v, F nach
Berechnung eines darstellenden Moduls der Definition folgend konstruieren.
Da v, F jedoch durch F eindeutig bestimmt ist, stellt sich die Frage, ob eine
komplette Neuberechnung der Tate—Auflésung von v, F notwendig ist, oder
ob diese sich vielleicht aus der Auflésung von F konstruieren ldsst.

Wir werden zeigen, dass das in der Tat der Fall ist, und auch darlegen,
wie wir die neue Auflosung tatséichlich konstruieren kénnen.

Zur Loésung dieses Problems gehen wir in zwei Schritten vor. Bevor wir
uns mit den Differenzialen der Auflésung einer d-upel-eingebetteten Gar-
be v,F beschiftigen kénnen, miissen wir zundchst herausfinden, auf wel-
chen Réumen diese operieren. Dazu untersuchen wir die Terme der Tate—
Auflésung, fiir die sich {iber die Kohomologiegruppen ein einfacher Zusam-
menhang mit den Termen der Auflésung von F ergeben wird.

Anschlielend wenden wir uns den Differenzialen selbst zu. Als Einstieg
betrachten wir dazu die Auflésung einer Garbe mit 0-dimensionalem Triger,
da dort die Abbildungen die einfachste Struktur aufweisen. Die Konstruktion
aus diesem Spezialfall ldsst sich dann auf héhere Dimensionen verallgemei-
nern.

Im gesamten Kapitel verwenden wir weiter die Bezeichnungen aus Ka-
pitel 2. Auflerdem vereinbaren wir:
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Notation 3.0.1. Es bezeichne F eine kohédrente Garbe auf P" = P(W),
dargestellt durch den Modul M = @, H°(F(4)).

Seien V der zu Sym,W duale Vektorraum, E = AV die duBere Algebra
iiber V, und {fa |a e N*H |a| = d} diejenige Basis von V, die zur Basis
{xa |la € Nt || = d} von Sym,W dual ist. Wir schreiben auch f;, ;1
fiir das zu x;, - - - x;, duale Element dieser Basis.

3.1 Die Transformation der beteiligten Moduln

Zum Studium der Moduln in der Tate-Auflosung T'(v.F) der Veronese-Ein-
bettung einer Garbe erinnern wir uns an Korollar 2.3.2. Danach hat jeder
solche Modul die Form

T = Puwp(j—i) @ H (v.F(i - j)) .
JEN
Wollen wir einen Zusammenhang zwischen den Moduln der Tate—Auflésun-
gen von F und v,F herstellen, geniigt es also, Zusammenhénge zwischen

den Kohomologiegruppen von F und v.F zu untersuchen.
Wir betrachten zunéchst einige Beispiele:

Beispiel 3.1.1. Sei n =1 und F = Op1. Wir haben in 2.4.1 gesehen, dass
die Tate—Auflosung von F die Form

1{--- 3 2 r . ..
0f--- . . .1 23
-3 -2 -1 0 1 2
hat. Die Betti-Zahlen der Auflésung von (v2).F kennen wir aus 2.4.2:
1{..- 7 5 3 1 .
0 . . .1 3 5
-3 -2 -1 0 1 2

Allgemein berechnen wir fiir die 2-upel-Einbettung eines Twists F(k + 21),
0 < k < 2 das Diagramm

1 4—k—-1 2—k-1 . .
0 k+1 2+k+1 4+k+1
e =11 —1 —1+1 —1+2

Bei d-upel-Einbettung von F(k + dl), 0 < k < d, erhalten wir Diagramme
der Form

0 k+1 d+k+1 2d+k+1

1] 2d—k—1 d—Fk—1
e =11 —1 —1+1 —1+2

Das Betti-Diagramm von T(F) wird scheinbar ,,durch eine geeignet aus-
gediinnte und zusammengeschobene Version ersetzt*.
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Natiirlich bieten diese wenigen und dazu noch sehr speziellen Beispiele
mit einer der einfachsten Garben auf dem kleinen Raum P! keine verlissliche
Grundlage fiir Vermutungen zur allgemeinen Gestalt des Betti-Diagramms
der Veronese-Einbettung einer Garbe. Doch auch Experimente mit anderen
Beispielen liefern dhnliche Ergebnisse.

Wir wollen nun unsere Intuition vom Zusammenschieben des Diagramms
formalisieren und ihre Richtigkeit beweisen. Um dies tun zu kénnen, benéti-
gen wir einen letzten Hilfssatz. Seien dazu X = P" und Y = v4P™.

Lemma 3.1.2 (Projektionsformel). Seien f: X — Y ein Morphismus,
F ein Ox-Modul und & ein lokal freier Ox-Modul von endlichem Rang.
Dann existiert ein nattrlicher Isomorphismus

fo(F @ox [7€) = fuF Qo € .
Beweis. Im Fall £ = OF gilt
fF @oy €= [.F @oy Oy = (fF ©oy Oy)" = (f.F)"
und
FRoy ff€ = Foo, [0y
F @ox (f710% @510, Ox)
F@ox (f710y)" @10, Ox)
F®oy (f 10y ®f-10, Ox)"
.7:®(9X OSL{

(.7'-®@X (’)X)n
Fr,

11l 1Rl

I

also zusammen
f*(]:®(9x f*g) = f*(fn) = (f*]:)n = fF Koy &

Im allgemeinen Fall ist &€ lokal isomorph zu OF, und wir konstruieren wie
oben Isomorphismen auf einer offenen Uberdeckung von Y. Da diese Iso-
morphismen kanonisch sind, erzeugen sie den gesuchten globalen Isomor-
phismus. O

Dies ermoglicht uns nun den Beweis folgenden Satzes iiber die Form der
Moduln der Tate—Auflésung einer d-upel-eingebetteten Garbe.

Satz 3.1.3 (Modultransformation). Die d-upel-Einbettung einer kohd-
renten Garbe F transformiert die Kohomologiegruppen von F zu

HY (v, F)(3)) = H/ (F(i - d)) .
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Beweis. Nach Satz 1.5.5 existiert eine offene, affine Uberdeckung {V;} von
Y, so dass die Urbilder v;l(Vi) affin sind, d.h. v4 ist ein affiner Morphismus.
Nach [14, II1.4.1] folgt daraus schon

H (v, F) = HY (F)

fiir alle j € Ny und fiir alle kohérenten Garben F. Es geniigt daher zu zeigen,
dass fiir ¢ € Z gilt:

(0 F) (1) 2 F(i-d) .
Sei also 7 € Z und V C Y eine beliebige, offene Menge. Dann ist das Urbild
U = v;'(V) C X ebenfalls offen und isomorph zu V, da vg: X — Y ein
Homoomorphismus ist. Es gilt daher

(AV) = (@F o, Oy(@)(V)
2 (0(F @0y Oy ()(V)
= (Fooy Oy (i)(U)
20 (F ooy, Ox(i-d)(U)
= (Fl-d)O).

Also gilt (v F)(i) = F(i-d).

Korollar 3.1.4. Hat T(F) das Betti-Diagramm

ni- bips1 bon bip—1
-+ bo12 box bipo
O|--- b1 boo b1,-1
-1 0 1
S0 15t
nij--- bn-l—(—n—l)d,(n-l—l)d bn—i—(—n)d,nd bn+(—n+1)d,(n—1)d
1y b1-24,24 bi_dq,d bio
b_a,d bo,o bd,—d
—1 0 1

das Betti-Diagramm von T(v.F). Dieses besteht also aus den Diagonalen
der Form {bgi1j —ai(T(F))|j € N} im Diagramm von T(F).
Beweis. Es gilt
bij—i(T(vsF)) dim HY (F(i — j))
dim H (F(d(i - 7))
= dimH/(F((j +d(i — j)) — 7))
(

= b]+dz —3),d(5— z)(T ‘7:))

3.1.3
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Bemerkung 3.1.5. Die Tate-Auflosungen T(F(i)) der Twists von F sind
von ¢ € Z insofern praktisch unabhingig, als sie sich lediglich durch eine
Verschiebung von der Tate-Auflésung von F unterscheiden. Genauer gilt
T(F(i)) = T(F)[—i]. Fiir die Auflssung der Veronese-Einbettung eines
Twists gilt dies nicht mehr. Allerdings ist T(v«(F(i))) (bis auf Verschie-
bung) nur abhéngig von i mod d.

3.2 Die Transformation der Auflésung von Gar-
ben mit 0-dimensionalem Tréger

Nun, da wir wissen, wie sich die Terme von Tate-Auflosungen unter den
Veronese—Einbettungen verhalten, konnen wir uns Gedanken iiber die Diffe-
renziale machen. Wir beginnen dazu mit Auflésungen, die nur lineare Diffe-
renziale enthalten. Sei F eine kohérente Garbe auf P"” mit 0-dimensionalem
Tréger. Dann gilt nach 1.4.18

H/(F(i)) =0 fiir alle j > 0 und alle i € N.

Alle Differenziale der Tate—Auflésung von F sind damit linear, insbeson-
dere ist T(F) = lin(T(F)) = R(P, H°(F(i))). Eine analoge Aussage gilt
natiirlich auch fiir die Tate-Auflésung von v, F.

Wieder wollen wir uns zunéchst an einem Beispiel ansehen, wie die Dif-
ferenziale von v, F aussehen:

Beispiel 3.2.1. Sei F die Strukturgarbe des Punktes {(1 : 2)} C P!. Die
zugehorige Tate—Auflosung ist

mit Differenzialen
E— E; e— (eg+2e1)Ne.

Bei der 2-upel-Einbettung ergibt sich dasselbe Betti-Diagramm, zusammen
mit den Differenzialen

E—E; fv (fo) +2fan +4fo2) AT

bei 3-upel-Einbettung mit den Differenzialen
E—E; v (fao) +2fen +4fa2 +8f02) A f -
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Wir wollen nun zeigen, dass die Matrizen, welche die Differenziale der
Tate—Auflésung von v, F darstellen, im Wesentlichen durch Multiplikation
der darstellenden Matrizen der Differenziale in der Auflésung von F entste-
hen. Dazu machen wir uns erst einmal Gedanken iiber den Zusammenhang
der darstellenden Matrizen der Differenziale mit den darstellenden Matrizen
der Multiplikationsabbildungen, welche die S-Modulstruktur von M definie-
ren.

Notation 3.2.2. Sei im Folgenden M = @, M, = @, H(F(l)) darstel-
lender Modul einer kohérenten Garbe F mit O-dimensionalem Trager, und
sei weiter die S-Modulstruktur auf M durch die Multiplikationsabbildungen
ph: S @ M; — Mp,, gegeben. Mit B; = {mgl), e ,m(l)M)} bezeichnen wir

rg(
fiir diesen Abschnitt fest gewéhlte Basen der Ik—Vekto%riiLllme M;.

Lemma 3.2.3. Seien die Finschrinkungen
(i (i, ): (23) ®@ My — Mg

der Multiplikationsabbildungen p' auf M; bzgl. der Basen B; und By, durch
Matrizen N} € Mat(rg(M;11) x 1g(M;), k) gegeben, p' also durch

Z.IlNZl € Mat(rg(Ml+1) X rg(Ml)aw) :
=0

Dann werden die (linearen) Differenziale gol: M; — V& My, der Tate—
Auflosung T(F) bzgl. derselben Basen von M; und M1 durch die Matrizen

n

> €N} € Mat(rg(M41) x rg(M;),V)
=0

beschrieben. Das bedeutet, dass ¢ und pit bzgl. fest gewdihlter Basen der Vek-
torrdume M; im Wesentlichen dieselben Transformationsmatrizen haben.

Beweis. Zur Vereinfachung der Notation beschrinken wir uns in der folgen-
den Betrachtung auf einen festen Index I und schreiben kurz pu; := p(;, -)
sowie N; := Nl-l. Ist
I+1
pi(m;”) = vigemy

k
so gilt N; = (Vi,j,k:)j,h

Wir spalten gol: M; — V ® My in der bzgl. der Basis eg,...,e, von
V' offensichtlichen Weise auf, ndamlich durch Projektion auf die von den e;
erzeugten Unterrdume. So erhalten wir Abbildungen

i = gpé: M; — {e;) @ Mi1q .

64



Wegen
piml) = e @ pi(m)

(I+1
— el ® Z VZ,] kmk )

(141
- Zl/z,]k (ez@mk+ )>

hat auch ¢; die darstellende Matrix N;. Es folgt, dass

> eiN} € Mat(rg(M11) x rg(M;), V)
=0

die darstellende Matrix von ¢ bzgl. der gegebenen Basen ist. O

Satz 3.2.4. Seien die Differenziale p': My — V & My, der Tate-Auflisung
von F gegeben durch

n
ZeiNf € Mat(rg(Mj+q) x rg(M;),V) .
i=0
Seien weiter ®*: Mg — (Sym,W)* @ Mx11)q die Differenziale der Tate-
Auflosung von v, F. Dann wird ®F dargestellt durch

Z f{“7 g} de+d L. Nzkld € Mat(rg(M(,Hl)d) Xrg(Mkd), (Syde)*) .
i1<...<ig
Beweis. Die Multiplikationsabbildung des Sym(Sym,;W)-Moduls @, Mja,
der bekanntlich ein darstellender Modul von v, F ist, ist die von M = @ M
induzierte, also die Hintereinanderausfithrung geeigneter ;'. Betrachten wir
die Einschrankungen

kd(

P (g e @iy o)t @iy o Tig) @ Mg — Mgy1ya

von 4, so gilt genauer

kd+d— L,

kd kd
(21, -~ 2igs ) = pE T oo bl

I

Die Kommutativitdt von p garantiert die Unabhéngigkeit von der Reihen-
folge der x;,. Da nach Lemma 3.2.3 mit ¢! auch p! durch N} gegeben ist, ist
die darstellende Matrix obiger Abbildung bzgl. der Basen Byq und Bjy1)4
gerade

NEdHAL Nk € Mat(rg(M(s1ya) % 18(Mpa), k) -

Die darstellende Matrix von p*? ist also

Z Tiy o Ty NFd+d=1, Nfld € Mat(rg(M(kH)d) X 1rg(Mpyq), Sym W) .

iq
11 <...<ig

Nach Lemma 3.2.3 folgt die Behauptung. O
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3.3 Die Transformation der Auflésung von Gar-
ben mit héherdimensionalem Triger

Hat F einen Trager der Dimension n > 1, so hat das Betti-Diagramm von
T(F) mehrere Zeilen.

Gleiches gilt fiir die Tate-Auflésung von G:=wv,F. Wir miissen daher
hier erstmals nicht nur lineare, sondern beispielsweise auch quadratische
Abbildungen betrachten. Fiir den linearen Anteil erinnern wir uns an die
Zerlegung

lin(T(G)) = @R<@Hj(g(i))>

aus Satz 2.3.1, die es uns erlaubt, die Komplexe R(, H?(G(i))),0 < j <n
getrennt zu betrachten. Fiir diese iibertrigt sich die Argumentation aus
Kapitel 3.2. Damit kénnen wir die linearen Anteile der Abbildungen von
T(G) bereits vollsténdig aus denen von T(F) berechnen:

Korollar 3.3.1. Sei G = v, F die d-upel-Finbettung einer Garbe F. Sei
weiter ®F: W/ (G(k)) — (SymyW)* @ HI(G(k + 1)) der lineare Anteil eines
Differenzials von T(G), und seien firl € {kd,...,(k+1)d} die linearen An-
teile o': HI(F(1)) — V@HI (F(1+1)) der Differenziale der Tate-Auflisung
von F gegeben durch die Matrizen

> €N} € Mat(rg(H (F(1 + 1)) x rg(H (F(1))), V) .
=0

Dann wird ®* dargestellt durch die Matriz

kd+d—1 kd
Z f{il"'wid} ’ Nid " T Nil :

11<...<ig

Diese Uberlegungen sind offenbar unabhingig von der Dimension der
betrachteten Garbe. Das bedeutet, dass wir den linearen Teil der Tate—
Auflésung der d-upel-Einbettung einer beliebigen kohédrenten Garbe F auf
P" aus dem linearen Teil der Tate—Auflésung von F konstruieren kénnen.

Dies erlaubt es uns schon, die gesamte Tate—Auflésung von v, F zu be-
rechnen:

Algorithmus 3.3.2. Gegeben die Tate—Aufiésung T(F) einer kohdrenten
Garbe F, kénnen wir wie folgt Ausschnitte der Tate—Auflosung von v JF
berechnen.

0. In der Prazis ist nur ein endlicher Teil von T(F) gegeben. Diesen
erginzen wir durch den Beginn einer injektiven Auflosung des ,letzten®
Differenzials so weit, dass wir die ersten Differenziale desjenigen Teils
von T(F) erhalten, in dem T(F) und R(I'wF) tbereinstimmen.
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1. Aus diesen bestimmen wir mit Satz 3.2.4 ein lineares Differenzial ®
von T (v.F).

2. Dann berechnen wir eine freien Auflésung von coker(®) und eine in-
jektive Auflésung von ker(®P).

3. Fiigen wir die beiden Auflésungen zusammen, so erhalten wir T (v, JF).

Bemerkung 3.3.3. Natiirlich ist es praktisch nicht moglich, in Schritt 2
die kompletten Auflésungen zu berechnen. Da wir nur an einem endlichen
Ausschnitt von T(v.F) interessiert sind, ist dies jedoch auch nicht notig.
Wie viele Terme dieser Auflésungen wir wirklich berechnen, hingt davon
ab, welchen Differenzialen von T(v,F) unser Interesse gilt.

FEine Implementierung des Algorithmus in Macaulay2 findet sich im An-
hang.

3.4 Funktorielle Konstruktion der Differenziale

Es ist an dieser Stelle unbefriedigend, dass zur Bestimmung der nichtlinearen
Differenziale mit Hilfe von Algorithmus 3.3.2 die Berechnung von Auflésun-
gen notwendig ist. Unser weiteres Ziel ist es, nicht nur den linearen Teil
sondern alle Differenziale explizit anzugeben.

Genauer wollen wir uns iiberlegen, wie wir auch nichtlineare Differenzia-
le von T'(v,F) direkt aus T(F) bestimmen kénnen. Kommen wir dazu kurz
auf den Fall einer Garbe F mit 0-dimensionalem Tréger und darstellendem
Modul M = @, M; = @, H°(F(l)) zuriick. Hier wissen wir, wie die Diffe-
renziale von T (v, F) aussehen, und aufgrund ihrer einfachen Struktur mag
die folgende Konstruktion unnétig kompliziert scheinen. Doch die bisherige,
koordinatengestiitzte Konstruktion ist nicht ohne weiteres zu verallgemei-
nern, und in diesem einfachen Fall ist die Korrektheit der nun vorgestellten,
alternativen Herangehensweise offensichtlich.

Ein Differenzial E ® My, — E ® Mj, 4 von T(v,F) kénnen wir wie folgt
beschreiben:

Wie schon in Kapitel 3.2 fassen wir die Differenziale von T(F) als Abbil-
dungen M; — V ® M1 auf. Mit Hilfe von Lemma 3.2.3 ergeben sich daraus
die adjungierten Abbildungen p': W ® M; — M;,. Aus Satz 3.2.4 wissen
wir, dass das gesuchte Differenzial adjungiert ist zu der Multiplikationsab-
bildung

w: SymgW @ My, — Mjy4q -

Diese wiederum erhalten wir, indem wir die Komposition der Multipli-
kationsabbildungen p! in der Form

v: WO @ My, — Miy1q
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schreiben, und aufgrund der Symmetrie der Multiplikation auf M faktorisiert
v iiber Sym,W & M;,. Insgesamt ergibt sich p: Sym;W @ M;, — Mj,14 als
Komposition der Einbettung Sym,W ® M;, — W& @ M;, mit v.

Um dies verallgemeinern kénnen, benttigen wir den Begriff von Wegen
in Auflésungen.

Definition 3.4.1. Sei d: F' — F’ ein Homomorphismus graduierter, freier
E-Moduln, F' =, Fj und F' = P, Fy. Dann bezeichnen wir die Kompo-
nenten
F;—F-4 F— F
von d mit dj .
Ist (F*,d) ein Komplex graduierter, freier E-Moduln F* = €P; F}, so
heifit eine Folge

7 7 1+1 41 . i+1 z+2 i+n—1 ., i+n—1 i+n
(d.]o ]1 F *)F d]l g2 F *)F d]n 17]71 F]n 1 *)F >

ein Weg von F ;é’ nach F}" in F'*, wenn alle d;:];kH von 0 verschieden sind.

Beispiel 3.4.2. Betrachten wir das Beispiel der Tate-Auflosung T(O,,p1)
aus 2.4.2. Sie hat die Gestalt:

1|« 7 5 3

1 .
cee : .1 35
|- =3 =2 -1 .0 1 2
Also sind (dﬂ,d%o,dao) und (dié,d&o,déﬁ) Wege zwischen den beiden
Moduln vom Rang 3 in T(O,,p1), jedoch ist (dﬁyd%pdio) kein solcher,
weil d(l) , und d} o Nullabbildungen sind.

In den einleitenden Uberlegungen haben wir also ein Differenzial der
Form E ® M, — E® M;jy+q von T (v, F) aus einem Weg von E ® M;, nach
E ® M 1q in T(F) konstruiert. Die Vermutung ist nun, dass ein analoges
Vorgehen allgemein die korrekte Abbildung liefert:

Vermutung 3.4.3. Sei F eine Garbe auf P" und &: A™(Sym;W)*®A — B
eine Komponente eines Differenzials von T (v.JF) wie in 3.4.1.

(i) Seipl,..., o' ein Weg von Ay = A nach Ajy1 = B in T(F),
pls AW R Ay — Ajyq
adjungiert zu ¢ und
l
v ®Aij®A—>B ,
j=1
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die ,Komposition® der 117, genauer die Abbildung

o (idpgmw @ 1o .. o (id @ p?)o(id | ®ut) .
QAW ® AW
j=3 j=2
Sei weiter v: A™(SymgW) — @, A" W die natiirliche Inklusion. Er-
setzen wir ® durch die zu vo(1®id4) adjungierte Abbildung, so entsteht
wieder ein Komplez.

(ii) Seien {®1,...,D,} diejenigen Abbildungen, die entstehen, wenn wir
obige Konstruktion fiir alle Wege von A nach B in T(F) durchfiihren.
Dann ist ® eine Linearkombination von ®1,..., ..

Bemerkung 3.4.4. Zwei Aspekte fallen bei dieser Konstruktion ins Auge:

e Das Korollar 3.1.4 zur Transformation der Moduln der Tate—Auflosung
gibt die mogliche Linge eines Weges von A nach B vor: Mit den Be-
zeichnungen von 3.4.3 gilt [ = m(d — 1) + 1.

e Ein Problem bei der praktischen Berechnung der neuen Auflésung auf
diesem Wege ist die Abbildung A™(Sym;W) — &); A" W.

Wir wissen aus Korollar 1.3.11, wie wir A%(Sym,W) als Unterraum von
A2(W) @ W®24=2 auffassen konnen, und in diesem Fall ist auch der
Isomorphismus A%(Sym,W) = @, ungerade W (2d=a.0) yergleichsweise
leicht zu finden, wie etwa im folgenden Beispiel 3.4.5. Damit ldsst
sich obige Konstruktion im Prinzip fiir beliebige kohérente Garben
auf Kurven durchfiithren. Im Prinzip deshalb, weil sie eine Summation
tiber die Elemente der symmetrischen Gruppe Gy involviert und daher
rasch sehr ineffizient wird.

Noch komplizierter ist die Situation bei Garben auf hoherdimensiona-
len Rdumen, wo sich neben der wachsenden Komplexitét noch ein wei-
tere Problem ergibt: Zwar ldsst sich auch in diesem Fall A™(Sym V)
als Untermodul von @; A™/W auffassen, jedoch ist dem Autor kein
Verfahren bekannt, um im allgemeinen Fall die Einbettung zu berech-
nen.

Beispiel 3.4.5. Greifen wir das Beispiel der Auflésung von Op1 auf, bzw.
betrachten wir genauer diejenige von F = Opi(1) (vgl. 2.4.1). Ihr Betti-
Diagramm ist

t--- 3 2 1 . .
T )
|- -4 =3 -2 -1 0

3
1

Daher gibt es zwischen je zwei Moduln der Auflésung genau einen Weg. Die
linearen Differenziale in der Tate—Auflésung einer Veronese—Einbettung von
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F kennen wir bereits. In diesem Fall haben sie (bzgl. derselben Basen wie
in Beispiel 2.4.1) die Form

fo - Ja 0

0 | fo fa

oder sind dazu transponiert.
Wir wollen nun das nichtlineare Differenzial in T(v2F (1)) berechnen,
einer Auflésung mit Betti-Diagramm

1(--- 6 4 2

e . . . 2 46
- =3 -2 -1 0 1 2
Es ist also V = (eg, 1), W = (0, 21) und V = (Symy,W)* = (fo, f1, f2)-

Bezeichnen wir die Differenziale in T(F(1)) mit ¢° und diejenigen in
T (v2F (1)) mit &, so wollen wir also ®:=®~1: A — A%(V) ® B berechnen,
wobei £ ® A und E® B die Terme vom kohomologischen Grad —1 und 0 in
T(F (1)) sind. Der erste Schritt ist dabei, die Adjungierten der Differenziale
auf dem Weg (g0_3, 02, <p_1) zu komponieren. Dies liefert die darstellende
Matrix
ToRQToNT1 Ty ToR@xgNxT1 QT
(«T1®CCO/\CC1 Rxog ToR@x1 N2 ®$1) ’

Die zweite Zutat zur Berechnung von & ist die Einbettung

ASymW) @A =W ANW W A=A NWeaW e W .
Dazu erinnern wir uns an die Identitit A%(Sym,W) = W& aus Korollar
1.3.11. Der Isomorphismus, und damit die gesuchte Einbettung, ist gegeben

durch

abNed — ca((a@b®c)®d) +cean((a®b®d) ®c)
= aNc®bRd+aNcRd®Db

+aANdRbR®c+aANdRc®b

+bAc®a®d+bAc®RdRa

+oNdRa®c+bNd®cRa .
Wohldefiniertheit und Bijektivitéit ergeben sich durch direktes Nachrechnen.
Hintereinanderausfiihrung der Einbettung und der oben bestimmten Abbil-
dung ergibt

<f0 ANfi fon f2>
foNfe finfe

und diese Abbildung ergénzt die (schon bekannten) linearen zu einem exak-
ten Komplex.
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Anhang A

Implementierung in
Macaulay2

In diesem Kapitel prasentieren wir eine Implementierung der vorgestellten
Ideen in dem Computeralgebra—System Macaulay2. Bevor wir den verwen-
deten Programmcode vorstellen, sind einige einleitende Bemerkungen nétig.

o Meistens werden wir einen Modul M durch eine Présentationsma-
trix m représentieren. Der Wechsel zwischen einem Modul und sei-
ner Présentationsmatrix geschieht mit den Befehlen presentation (M)
und coker (m).

e Viele Ausgaben von Macaulay2—Prozeduren liefern auch Informatio-
nen iiber den Typ des Ergebnisses. Dieser ist jedoch in den allermeisten
Féllen klar, so dass wir diese Informationen fast durchgéngig unter-
driickt haben.

e Macaulay2 gibt Komplexe in absteigender Notation an, d.h. als

C_1 Co Ch

e Die Konvention fiir das Anzeigen von Betti-Diagrammen in Macaulay2
unterscheidet sich in zwei Punkten von unserer. Zum Einen sind — in
Ubereinstimmung mit der absteigenden Notation von Komplexen — die
Eintrage horizontal und vertikal gespiegelt, zum Anderen sind die das
eigentliche Diagramm begleitenden Eintrige teilweise anders gewéhlt.
Betrachten wir als Beispiel den folgenden Ausschnitt aus der Tate—
Auflésung von Op1 und das zugehorige Betti-Diagramm:

il: E

7Z7Z/32003[e_0..e_1,SkewCommutative=>true] ;

i2: m = matrix{{e_Oxe_1}};
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i3: R = res coker m

1 1 2 3
03 =E <—-E <——-E <-—-E

0 1 2 3
i4: betti R

04 = total: 112 3
0: 1.
1: . 123

Die oberste Zeile des Diagramms zeigt, genau wie die Exponenten in
der Ausgabe der Auflosung, die Ringe der beteiligten freien Moduln
an. In den Zeilen darunter wird diese Zahl jeweils in die Zahl der Erzeu-
ger der homogenen Bestandteile zerlegt. Die erste Spalte zeigt dabei
die Grade der Erzeuger des Moduls vom kohomologischen Grad 0 an
(der kohomologische Grad eines Moduls wird in der Ausgabe 03 der
Auflésung durch Macaulay2 unter dem Modul vermerkt). Dieser hat
also im Beispiel einen Erzeuger vom Grad 0 und keine weiteren Erzeu-
ger. Die iibrigen Eintrdge des Diagramms ergeben sich wie bekannt,
d.h. der zweite Modul der Auflésung hat einen Erzeuger vom Grad 2
usw..

Damit ist aus dem Betti-Diagramm insbesondere nicht direkt abzule-
sen, welches der Term mit kohomologischem Grad 0 ist. Diese Infor-
mation miissen wir direkt der Auflésung o3 entnehmen, bei der unter
jedem Term sein kohomologischer Grad vermerkt ist.

Berechnung von Tate—Aufl6sungen

Kommen wir nun zu den Algorithmen. Im ersten Teil dieses Abschnitts
stiitzen wir uns teilweise auf das Kapitel Sheaf Algorithms Using the Exterior
Algebra in [6], wo die Prozedur symExt und #hnliche Prozeduren zur Berech-
nung von Tate—Auflésungen und Garbenkohomologie beschrieben werden.

Zunichst wollen wir uns an einem Beispiel die Berechnung einer Tate—
Auflésung ansehen.

Beispiel A.0.1. Berechnen wir die Tate-Auflésung der twisted cubic, der
rationalen Normkurve vom Grad 3. Sie ist gegeben als Nullstellenmenge der

2x2-Minoren von
Trog I1 X2
Ty w2 x3)’

2 2
Tor2 — Ty, XT3 — T1T2, T1T3 — Ty

d.h. der Polynome
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in P(W), W = (xo,...,x3). Zunichst definieren wir den Grundkorper und
die duflere Algebra, sowie eine darstellende Matrix der Kurve.

il : kk=ZZ/32003;
i2 : n=3;
i3 : S=kk[x_0..x_n];

i4 : E=kk[e_0..e_n,SkewCommutative=>true];

i5 : m=matrix(apply(2,i->apply(n,j->x_(i+j))))

o5 =1 x_0 x_1 x_2 |
| x_1 x_2 x_3 |

2 3
o5 : Matrix S <-—- S

Berechnen wir eine freie Auflésung des von m présentierten Moduls,
so stellen wir fest, dass diese nicht linear ist. Das lisst sich auch an der
Regularitat dieses Moduls erkennen:

i6 : betti res coker m
06 31
3.
.1

total: 2
2

= O

i7 : regularity coker m

o7 =1
Schneiden wir an der richtigen Stelle ab, so wird die Auflésung linear:

i8 : ml=presentation truncate(regularity coker m,coker m);
i9 : betti res coker ml

09 = total: 5 12 9 2

1: 5612 9 2
Erinnern wir uns an die Definition der Tate—Auflésung einer Garbe. Der
erste Schritt bestand dabei darin, den Funktor R auf einen 0-reguléren Mo-
dul anzuwenden. Dies ahmen wir durch die Prozedur symExt nach. Deren
Code werden wir spéater angeben; fiir den Moment geniigt es zu wissen,
dass symExt (m,E) zu einem durch die Matrix m présentierten, O-reguléren
S-Modul M und der #ufleren Algebra E das erste Differenzial in R(M) be-

rechnet.

Der zweite Schritt bestand darin, an R(M) eine freie Auflsung des
Cokerns des ersten Differenzials anzuhéngen. Auch dies vollziehen wir hier
nach.
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110 : mlE=symExt (m1,E);
i1l : betti(res coker mlE)

oll = total: 8 563 4 7 10
-1: 85 2 . .
0: . .14710

Also hat die twisted cubic (bis auf einen Shift) eine Tate-Auflosung mit
Betti-Diagramm

-~ 10 7 4 1
0 L2
| -4 -3 -2 -1

An dieser Stelle sehen wir auch die Notwendigkeit, mit einem O-reguldren
Modul zu starten. Beginnen wir néamlich die Berechnung mit m statt m1, so
erhalten wir nicht die gesuchte Auflésung:

i10 : mE=symExt (m,E);
i1l : betti(res coker mE)

0ll = total: 5 2 3 10 22 40
-1: 52 .
o: . . . . . .
1: . . 3 10 22 40
Diese Auflésung hat drei Zeilen, kann also nicht die Auflosung einer
Garbe mit eindimensionalem Tréger sein. Und noch etwas sehen wir hier: der
Grad der Erzeuger des ersten Moduls wird von Macaulay?2 als —1 angegeben,
danach steigen die Grade an. Dies widerspricht unserer Konvention, muss
also angemessen beriicksichtigt werden.

Kommen wir nun zuriick zu dem einzigen bisher ungeklédrten Schritt
in diesem Beispiel. Die Prozedur symExt berechnet fiir einen graduierten
S-Modul M, der durch eine Prisentationsmatrix m gegeben ist, das erste
Differenzial von R(M). Voraussetzung ist, dass der Modul eine Regularitét
von 0 besitzt. Ist dies nicht der Fall, so kénnen wir symExt stattdessen auf
eine Prisentation des Untermoduls M, C M, r > reg(M), anwenden.

Umgekehrt berechnet symExt auch aus einer linearen Abbildung {iber der
dufleren Algebra den Modul, dessen Tate—Auflosung die gegebene Abbildung
als erstes Differenzial besitzt.

Basis dafiir ist zum einen die Tatsache, dass die Multiplikationsabbildung
auf M in der darstellenden Matrix codiert ist, zum anderen Lemma 3.2.3,
nach dem sich die Differenziale in R(M) aus dieser Multiplikationsabbildung
berechnen lassen.
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symExt = (m,E) ->(
ev := map(E,ring m,vars E);

mt := transpose jacobian m;

jn := gens kernel mt;

q := vars(ring m)**id_(target m);
mE := ev(g*jn);

-- Graduierung anpassen:
map (E"{(rank target mE):1},E"{(rank source mE):0},mE)

Beispiel A.0.2. In obigem Beispiel haben wir aus m1 das ,,Basis—Differen-
zial“ m1E der Tate—Auflésung der twisted cubic berechnet. Diesen Schritt
kénnen wir auch umkehren:

i12 : symExt(mE1,S)

012 = {-1} | x_.00 0 0 x_10 0 x_0x_20 x_0 x_1 |
{-1x | 0 x_1 x.2 x.3 O 0 0 0 0 0 0 0 |
{-1} | x.3 -x_0 0 0 0 x_1 O 0 0 x_2 0 0 |
{-13 1 0 © -x_00 x3-x0x_1 0 0 O x_2 0 |
{-1}3 1 0 0 0 -x_0 0 0 -x_0x.1x3-x00 x_2|
5 12
0l2 : Matrix S <--- S
i13 : mil
ol3={1}r 10 x_ 20 0 0 x_1 O 0 0 0 0 x_0 |
{1x 1 0 0O o0 0 0 0 x_10 x_.2 0 x_3 0 |
{1 1 0 0 -x_20 -x_.30 x_ 0 -x_1 x_1 -x_2 x_2 x_3 |
{1y | 30 =x.1 -x2x2 x3 0 x0 0 O 0 0 |
{1} | x.2 x.30 x1 0 0 0 0 0 x0 0 O |
5 12

0l3 : Matrix S <--- S

Der einzige Unterschied zwischen diesen Abbildungen besteht offenbar
(neben der verschiedenen Graduierung) in der Wahl der Basen. Die ebenfalls
in [6] beschriebene Prozedur bgg betreibt zusétzlichen Aufwand, um die
Basen in einer einfacher vorhersehbaren und konsistenten Weise zu wéhlen.

Mit Hilfe der Prozedur symExt lédsst sich nun jeder endliche Ausschnitt
der Tate-Auflésung berechnen, und wir kénnen die bisherigen Uberlegungen
in einer einzigen Funktion biindeln.

Ist m die darstellende Matrix eines graduierten Moduls M iiber S, so
berechnet tate(m,E,1,h) den Ausschnitt

T'M) — ... — ThM)
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der Tate—Auflésung von M. Dabei folgt die Prozedur genau dem Vorgehen
im ersten Beispiel dieses Abschnitts, d.h. sie berechnet zunéchst die Re-
gularitdt von M und daraus ein Differenzial von R(M>eg(ar))- Schlielich
miissen noch die Grade der Differenziale und der Shift der Auflésung ange-
passt werden. Die Graduierung ergibt sich dabei im Wesentlichen aus der
Regularitat von M, der Shift aus den gewédhlten Grenzen:

tate = (m,E,loDeg,hiDeg)->(
M := coker m;
reg := regularity M;
bnd := max(reg+l,hiDeg-1);

mt := presentation truncate(bnd,M);
mE := symExt(mt,E);
-- Graduierung an das Abschneiden von M anpassen:
mE = map(E"{(rank target mE):-bnd},
E~{(rank source mE):-bnd-1},
mE) ;
mE = transpose mE;

-- obere Grenze anpassen, falls M
-- zu stark trunkiert werden musste
if bnd>hiDeg-1 then
mE = (res(coker mE,
LengthLimit=>(bnd-hiDeg+2))) .dd_(bnd-hiDeg+2) ;
res(coker mE,LengthLimit=>max(1,hiDeg-1loDeg)) [hiDeg]

An dieser Stelle sind ein paar Worte zum Format der ausgegebenen
Auflésung notig. Diese wollen wir anhand eines Beispiels formulieren.

Beispiel A.0.3. Berechnen wir die Tate-Auflésung der twisted cubic mit
der Prozedur tate und extrahieren wir einige Informationen aus dem Er-
gebnis:

i14 : tate(m,E,-3,2)

8 5 3 4 7 10
E <-E <-E <-E <-E <-E

ol4d

i1l5 : betti tate(m,E,-3,2)

0l5 = total:

i16 : unique flatten degrees (tate(m,E,-3,2))_-1

ol6 = {-1}
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Zunéchst erinnern wir an die Tatsache, dass in Macaulay2 Auflésungen
und Betti-Diagramme im Vergleich zu unserer Schreibweise gespiegelt sind.

Die unter den Moduln der Tate—Auflosung stehenden Zahlen geben den
kohomologischen Grad des jeweiligen Moduls an. Da dieser bei Macaulay?2
in Richtung freier Auflésungen ansteigt, entsprechend unserer Konventionen
jedoch absteigen sollte, gilt hier, dass fiir ¢ € Z das Ergebnis des Kommandos
(tate(m,E,1,h))_i der (—i)-te Term der Tate—Auflosung ist.

Die zweite Beobachtung ist, dass auch die Erzeugergrade der Moduln ne-
giert sind. Auch dies ist eine Folge der gespiegelten Notation von Auflésun-
gen.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch Prozeduren zur Be-
rechnung einiger einfacher Tate—Auflosungen demonstrieren, die Grundlage
vieler Experimente und auch einiger Beispiele in dieser Arbeit waren.

Die oben demonstrierte Methode der Auflésungsberechnung bewirkt oft,
dass die Matrizen der Differenziale nicht in einer intuitiv zugénglichen Form
angegeben und vorhandene Strukturen durch eine ungeschickte Basiswahl
verdeckt werden.

Dies konnen wir umgehen, wenn wir Vorwissen iiber die Differenziale
der Tate—Auflésung einbringen und die Matrizen in einer Form vorgeben,
die diese Strukturen betont. So kennen wir beispielsweise die linearen Dif-
ferenziale der Auflosungen T(v,Op1(7)) in Spezialfillen aus den Beispielen
2.4.1 und 2.4.2, und wir haben schon geschlossen, dass sie auch allgemein
bzgl. geeigneter Basen die Form

fo - fa 0

0 fo o fa

haben. Da Macaulay2 im Allgemeinen bei der Berechnung einer Auflésung
die Basen nicht so wihlen wird, dass die Abbildungen alle diese Gestalt
haben, helfen wir nach, indem wir die linearen Differenziale (und damit die
Basen) vorgeben.

Wahlen wir den Twist ¢ so, dass die Matrix des nichtlinearen Differenzi-
als, der ,,Sprung* der Auflésung, quadratisch ist, konnen wir seine Eintrige
aus dem Wissen berechnen, dass einerseits die Komposition dieses Differen-
zials mit den beiden benachbarten jeweils die Nullabbildung sein muss, und
andererseits die Matrizen letztgenannter Differenziale durch Transposition
ineinander iibergehen. (Sicherlich ist die Berechnung noch direkter moglich,
jedoch nicht mit den bisher entwickelten Mitteln.)

Das fragliche Differenzial berechnen wir wie folgt, wobei wir am Ende die
Graduierung schon so anpassen, dass das Ergebnis wirklich ein Differenzial
der Tate-Auflosung von v, Op:1 (7)) ist:
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jump = (d) -> (
kk=77Z/32003;

E = kk[e_ 0..e_d,
SkewCommutative=>true,MonomialOrder=>GLex] ;

F := E[a_1..a_(binomial(d+1,2))];

ind:=0;

mhelp := matrix table(d,d, (i,j) —->
if i<=j then (ind=ind+1; a_ind) else O*a_1);
m := matrix table(d,d, (i,j) ->
if i<=j then mhelp_(i,j) else mhelp_(j,i));
ml := substitute(matrix table(d,2*d, (i,j) ->
if i<=j and j-i<=d then e_(j-i) else 0),F);
J := jacobian ideal flatten entries(m*ml);
erg:= gens kernel transpose substitute(J,E);
1 (entries transpose erg)#0;
val:= substitute(m,apply (#1,i->a_(i+1)=>-1_1));
map(E~{d:0},E~{d:-2},val)

)

Einen grofleren Ausschnitt der Tate—Auflosung erhalten wir dann durch
Hinzufiigen der linearen Differenziale.

symmEmbedding = (d) -> (
middle := jump(d);
E = ring source middle;
makelinearmap := (numlines) -> (
matrix (E,table(numlines,numlines+d,
(i,j) -> if i<=j and j-i<=n then e_(j-i) else 0)));
startmap := map(E~{d*(5):4},E~{d*(4):3},
transpose makelinearmap(d*(4)));
maplistl := reverse (
apply(3,i-> transpose makelinearmap(d*(i+1))));
maplist2 := apply(2,i->makelinearmap(d*(1+i)));
chainComplex(flatten{startmap,maplistl,middle,maplist2}) [4]

Berechnung von Veronese—Einbettungen

Auch wenn wir mit Macaulay2 die Tate—Auflésung der Veronese—Einbettung
einer Garbe aus der Auflésung der Garbe selbst berechnen, folgen wir genau
den Uberlegungen aus Kapitel 3, genauer dem Algorithmus 3.3.2.

Im Detail bedeutet dies Folgendes: Die Prozedur veronese liefert zu
einem Ausschnitt T der Tate-Auflosung T(F) einer Garbe F = M und einer
positiven Zahl d einen Ausschnitt der Tate-Auflésung der d-upel-Einbettung
Vs F .

Dies geschieht in mehreren Schritten. Zunéchst extrahieren wir eine Ab-
bildung aus R(Ms,ee(nr)), d.h. ein lineares Differenzial d: 7" — T, bei
dem die Grade der Erzeuger von 7% und T°*! mit dem kohomologischen
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Grad dieser Moduln iibereinstimmen, und berechnen daraus eine Prisen-
tationsmatrix eines geeigneten Anteils Ma = €D, ; M; von M. Enthalt der
gegebene Ausschnitt der Auflésung kein geeignetes Differenzial, so erweitern
wir ihn zuvor sukzessive.

In einem zweiten Schritt bestimmen wir daraus die Multiplikationsab-
bildung von Mp.q nach M, 1).4, deren Adjungierte nach Lemma 3.2.3 das
erste Differenzial von M>y.q4 ist.

Aus diesem konnen wir dann beliebige Teile von T (v.F) berechnen.

veronese=(T,E,d)->(
-- Initialisierungen
EO := ring T_(min T);
kk := coefficientRing EO;
n := rank source vars EO-1;
N binomial (n+d,n);
if N=!=rank source vars E then

error ("in procedure \"veronese\": "|
"Expected E with "|N|" Variables, "|
"but got "|(rank source vars E)|".");
S :=kk[x_0..x_n];
-- Schritt 1la
inHO:=apply((min T)..(max T),i->(max degrees T_i)#0==1i);
tmin:=-infinity;
scan(l..#inHO0-1,i->if inHO_i then tmin=i+(min T));
if tmin <= min T then

then (
-- Aufldsung erweitern
t := min T+1;
mE:= T.dd_t;
T’ :=(chainComplex transpose

(res coker transpose mE).dd_5) [6-t];
return (veronese(T’,E,d,recurse=>0)));
mE = T.dd_tmin;
-— Schritt 1b
reg:= regularity coker symExt(mE,S);
bnd:= ceiling((reg-tmin)/d)+2;

rl := res(coker transpose mE,LengthLimit=>(bnd)*d+tmin+1);
mE = transpose rl.dd_((bnd)*d+tmin+1) ;--(bnd+1);

m := symExt(mE,S);

Ma := coker m;

-— Schritt 2

MO := basis(0,Ma);

M1 := basis(d,Ma);
F1 := chainComplex(M1);
Lb := (entries symmetricPower(d,vars S))#0;

t:=Lb#0;tm:=m;etm:=m;Ft:=F1;

MM := sum(N,i->( t=Lb#i;
tm=(map (target M1, source MO**(S~{-d}), (t*M0))% gb m);
Ft=chainComplex (tm) ;
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etm=extend (F1,Ft,map(F1_0,Ft_0,id_(target M1)));
E_i*substitute(etm_1,E)));
-— Schritt 3
MM = map(E"{(rank target MM):-bnd+1},
E~{(rank source MM):-bnd},MM);
(res (coker transpose MM,LengthLimit=>4)) [bnd]
)

Beispiel A.0.4. Wir vollziehen das Beispiel 3.2.1 der Strukturgarbe des
Punktes (2 : 1) € P! nach. Thre Tate-Auflésung erhalten wir durch

i17 : S = kk[x_0..x_1];
118 : E = kk[e_0..e_n,SkewCommutative=>truel;
i19 : T = tate(matrix{{x_1-2%x_0}},E,-2,2);

Nun berechnen wir die Tate-Auflésung der 2-upel-Einbettung und ex-
trahieren eines der Differenziale.

i20 : F = kk[f_0..f_2,SkewCommutative=>true];

i21 : T2 = veronese(T,F,2)

021

F <—-F <-F <-F <-F
-1 0 1 2 3
i22 : T2.dd_1
022 = | -f_0-2f_1-4f_2 |
Genauso verfahren wir bei der 3-upel-Einbettung.
i23 : F = kk[f_0..f_3,SkewCommutative=>true];
i24 : T3 = veronese(T,F,3)

1 1 1 1 1

024 F <—-F <—=F <-—-F <K--F

-1 0 1 2 3

i256 : T3.dd_1

025

| -f_0-2f_1-4f_2-8f_3 |

In beiden Fillen erhalten wir (bis auf einen Faktor) genau die im Beispiel
angegebenen Differenziale.
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Kohomologieberechnungen

In Beispiel 2.3.4 haben wir einen exemplarisch durchgefithrten Vergleich
zweier Methoden zur Berechnung von Kohomologiegruppen gesehen. Da-
bei kamen zwei Methoden zum Einsatz: die Verwendung der in Macaulay?2
eingebauten Prozedur HH und die Verwendung der Tate-Auflsung.

Die Prozedur HH basiert auf der Identitét

HIF = Exty 7/ (M, S(-n — 1)),

die fiir jeden endlich erzeugten S-Modul M, F = M und j > 1 gilt. Dabei ist
NV das graduierte Vektorraum-Duale des S-Moduls N. Der Prozeduraufruf
HH"j (F(i)) liefert zu einem Objekt F vom Typ sheaf den k-Vektorraum
HI(F(i)).

Eine Alternative bietet die Verwendung der in Bemerkung 2.3.3 ange-
deuteten Methode. Dazu berechnen wir zuerst einen Ausschnitt der Tate—
Auflésung. Aus diesem lassen sich wiederum die entsprechenden Kohomolo-
giegruppen der Twists von F = M auslesen.

Insbesondere liefert tate(m,E,1,h)_(-1i) fiir [ < ¢ < h die Kohomolo-
giegruppen H/ (F(i — j)).

Zum Vergleich der Ausfithrungszeiten haben wir Kohomologiegruppen
gegebener Garben F einmal mit HH und einmal mit tate berechnet. Dabei
wurde nach jeder Berechnung der Interpreter neu initialisiert. Gegeben wa-
ren jeweils eine Darstellung des zu untersuchenden Objekts als Garbe und
als Modul. Die Ausgabe der Ergebnisse erfolgt in unterschiedlichen Forma-
ten, wobei das Auslesen konkreter Kohmologiegruppen aus beiden Formaten
praktisch gleich schnell geschehen kann.

Als erstes haben wir einen Twist des Horrocks-Mumford Biindels in P*
gewahlt. Seine Tate—Auflosung enthilt das Differenzial

etNeys eaNey es/Ne;r egNex egNes
eaNes esNeyg egNey egNer el Ney)

Die zugehorige kohdrente Garbe bzw. deren darstellenden Modul erhalten
wir wie folgt:

-— Horrocks-Mumford Biindel in P~4

kk=7ZZ/32003;

S = kk[x_0..x_4];

E = kk[e_0..e_4,SkewCommutative=>true] ;

hormum=matrix{{e_1*e_4,e_2*e_0,e_3*e_1,e_4*e_2,e_0*e_3},
{e_2%e_3,e_3%e_4,e_4xe_0,e_Oxe_1,e_1xe_2}7};

ME = (res (coker hormum,LengthLimit=>6)).dd_6;
MS = symExt(ME,S);
F = sheaf coker MS;

Nun kénnen wir Kohomologiegruppen von Twists dieser Garbe berech-
nen:
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-- Berechnung von HH"j(F(i-j)) fiir -7<=i<=0 und alle j
time tate(MS,E,0,7);
time apply(5,j-> apply(8,i-> HH"j(F(i-j))));

-- Berechnung von HH"4(F(-14))
time tate(MS,E,-10,-9);
time HH"4(F(-14));

Ahnlich lduft die Berechnung von Kohomologiegruppen der rationalen
Normkurve vom Grad 10:

-- Rationale Normkurve vom Grad n;

n = 10;

kk=ZZ/32003;

S = kk([x_0..x_n];

E = kk[e_0..e_n,SkewCommutative=>true] ;

MS = matrix(apply(2,i->apply(n,j->x_(i+j))))
F sheaf coker MS;

-- Berechnung von HH"j(F(i-j)) fiir 0<=i<=2 und alle j
time tate(MS,E,0,2);
time apply(n+1,j-> apply(3,i-> HH"j(F(i-j))));

-— Berechnung von HH"j(F(8-j)) und HH"j(F(9-j)) fir alle j
time tate(MS,E,8,9);
time apply(n+1,j-> apply(2,i-> HH"j(F(8+i-j))));

—-- Berechnung von HH"0(F(60)) und HH"0(F(120))
time tate(MS,E,60,61);

time HH"O0(F(60));

time HH"O(F(120));

Die auf diese Weise ermittelten Berechnungszeiten variieren selbst bei
mehrfacher, von Neustarts unterbrochener Wiederholung auf dem selben
Rechner um einige Prozent. Die in 2.3.4 angegebenen Werte stellen jeweils
den Durchschnittswert von 5 Berechnungen dar.
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