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Bitte offnen Sie das Klausurheft erst dann, wenn Sie dazu aufgefordert werden.

Hilfsmittel sind nicht zugelassen. Am Arbeitsplatz diirfen nur Schreibgerite, Getrinke,
Speisen und Ausweise mitgefiithrt werden. Taschen und Jacken miissen an den Wénden
des Klausursaals zuriickgelassen werden. Mobiltelefone sind ebenfalls dort ausgeschaltet
aufzubewahren.

Das Verlassen des Saals ohne Abgabe des Klausurhefts gilt als TAuschungsversuch.

Wenn Sie wiahrend der Bearbeitung zur Toilette miissen, geben Sie bitte Thr Klausurheft
bei der Aufsicht ab. Es kann immer nur eine Person zur Toilette.

Alle Losungen miissen auf den bedruckten rechten Seiten des Klausurhefts notiert wer-
den. Die leeren linken Seiten dienen als Platz fiir Skizzen und werden nicht korrigiert.
Notizpapier ist nicht zugelassen. Sie konnen mit Bleistift schreiben.

Fiir die Bearbeitung der Klausur stehen 100 Minuten zur Verfiigung. Insgesamt kénnen
100 Punkte erreicht werden. Zum Bestehen der Klausur geniigen 50 Punkte.

Bitte legen Sie zur Identifikation Thren Personalausweis bzw. Reisepass sowie Thren Stu-
dierendenausweis neben sich.

Viel Erfolg!

Bitte lesen

Wir versuchen euch mit dieser Probeklausur eine Vorstellung vom Ablauf und dem Aussehen der End-
klausur in Programmierung 1 zu geben. Dennoch ist sie insbesondere was Stoffauswahl und erlaubte
Hilfsmittel angeht nicht représentativ fiir die Endklausur.

Falls Sie einen Aufgabenteil nicht 16sen konnen, diirfen Sie die angegebenen Prozeduren und ihre Funk-
tionalitdt dennoch in den darauffolgenden Aufgabenteilen zur Losung verwenden.

Sie diirfen zur Losung der Aufgaben keine nicht deklarierten Hilfsprozeduren verwenden. Wihrend der

Probeklausur diirfen Sie die linken Seiten der Klausur zum Schreiben benutzen.
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Aufgabe 1. (2 + 6 + 2 = 10 Punkte)

Die Datenstruktur Schlange kann, wie aus der Vorlesung bekannt, effizient durch die

geschickte Verwendung zweier Listen implementiert werden.

a) Geben Sie die beiden Darstellungsinvarianten dieser effizienten Implementierung

an.
(i) Die Liste p@rev q stellt die Schlange dar.
(ii) Wenn p leer ist, dann ist auch q leer.
b) Vervollstindigen Sie nun die Implementierung:
structure QUEUE = struct

type ’a queue = ’a list * ’a list
val empty = ([1,[1)

fun snoc ([1,.) x = ([x],[])
| snoc (p, @ x = (p, x::q)

fun head (p, q) = hd p

fun tail ([x], q) = (rev q, [1)
| tail (p, @ = (t1 p, @

end

Hinweis: Sie diirfen die Prozedur rev : o list — « list zum Reversieren einer Liste

ohne vorherige Deklaration benutzen.

c) Erklédren Sie kurz, weshalb es sinnvoll ist, akkumulierte Laufzeiten von Datenstruk-

turen zu betrachten.

Erklédren Sie nun, wieso alle Operationen obiger Implementierung akkumuliert be-

trachtet konstante Laufzeit haben.

Die Reversionskosten sind durch die Anzahl Einfiigeoperationen begrenzt.

Aufgabe 2. (3 + 3 + 8 + 1 = 15 Punkte)

Sei folgende Prozedur gegeben:

null : Nx N — N
null(m,n) = if m < n then 0 else nulllm,n +2-(m+mn) div 3+ 1)+
nullln+2-(m+n) div3,n+ (m+n) div3+ 1) + null(n + (m +n) div 3,n)
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a) Geben Sie Rekursionsfunktion und die Rekursionsrelation an.

Rekursionsfunktion:
An.if m<n then ()

else (m,n+2-(m+n)div3d+1), (n+2-(m+n)div3,n+ (m+n)dv3+1),
(n+ (m+mn) div 3,n))

Rekursionsrelation:
{((m,n). (a,b)) € N m>n
A((m=a Ab =n+2-(m+mn)div3+1)
Vie=n+2-(m+n)divd Ab =n+(m+n)div3+1)
V(a=n+(m-+mn)div3 Ab =n))}

b) Geben Sie eine natiirliche Terminierungsfunktion an.
An. if m < n then 0 else |m — n|

c) Zeigen Sie, dass null die Nullfunktion berechnet. Verwenden Sie dazu den Korrekt-
heitssatz.

Sei die Nullfunktion gegeben durch:
feNxN—=N, f(mn)=0

(i) Sei p:=null Domf =N xN= Dom p
AuBerdem terminiert p nach Aufgabenteil b) fiir alle Argumente aus dem
Definitionsbereich. Damit ist die erste Bedingung aus dem Korrektheitssatzes
gezeigt.

(ii) Nun miissen wir zeigen, dass f die definierenden Gleichungen von p erfiillt.
Dazu unterscheiden wir zwei Fille:
m < n:
if m < n then 0 else f(m,n+2-(m+n)div3+1)+
f(n+2-(m+n)div3,n+ (m+n)div3d+1)+ f(n+ (m+n) div 3,n)

=0 Definition if
= f(m,n) Definition f
m > n:

if m <n then 0 else f(m,n+2-(m+mn) div3+ 1)+
fmn+2-(m+mn)div3,n+ (m+n)div3+1)+ f(n+ (m+n)div 3,n)
=fmn+2-(m+n)div3d+1)+ f(n+2-(m+n)

div3,n+ (m+n) div3+1)+ f(n+ (m +n) div 3,n) Definition if
=0+0+0 Definition f
= f(m,n) Definition f

Damit erfiillt f die definierenden Gleichungen von p und p berechnet f kor-
rekt. O

d) Bestimmen Sie die Komplexitit der Ergebnisfunktion.

Die Ergebnisfunktion ist in O(0).



Aufgabe 3. (10 Punkte)

Sei
Fy:=0
F =1
F, =F, 1+ F,—o fuir n>1
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Beweisen Sie per Induktion: Vn € N : F12 + F22 + -4 Fﬁ = F, - Fi,41. Begriinden Sie

jeden Beweisschritt.

Behauptung: F12 + F22 + -+ Fg =F, - Fhi1

Beweis durch Induktion iiber n € N;. Wir unterscheiden zwei Félle.

Sei n=1. Dann:
Fl2 =1=F-F

Sei n > 1.

Durch Induktion haben wir einen Beweis fiir n — 1. Also gilt:
FP+F;+- -+ F_ +F?

=F, 1 -F,+ Fg Induktion fiir n-1
=F, - (Fh_1+ F) Ausklammern
=F, Fo1 Definition der Fibonacci -Zahlen

Somit ist die Behauptung gezeigt. O

Aufgabe 4. (6 + 4 = 10 Punkte)

Betrachten Sie folgende Prozedur:

change : L(N) — L(N)
change nil = nal
change (x :: xs) = (2-z):: change xs

a) Bestimmen Sie die rekursive Darstellung der Laufzeitfunktion von change beziiglich

folgendener Groflenfunktionen:
o \xs.|xs|
o \zs.|zs|+ 7

o \zs.2lzsl

Die Laufzeitfunktion p: N — N7 ist fiir die einzelnen Gréflenfunktionen wie folgt

gegeben.
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p(n) =1 falls n =0
p(n) =p(n—1)+1 sonst

p(n) =1 falls n <7
p(n) =p(n—1)+1 sonst

p(n) =1 falls n1 <1
p(l5])+1  sonst

=
2
I

b) Bestimmen Sie mit Hilfe der Rekurrenzsétze die Komplexitit der jeweiligen Lauf-
zeitfunktionen. Begriinden Sie jeweils kurz, warum Sie den entsprechenden Rekur-
renzsatz anwenden diirfen.

(i) Die ersten beiden Laufzeitfunktionen sind nach dem polynomiellen Rekurrens-
satz in O(n), da sie linear-rekursiv sind und konstante Nebenkosten haben.

(ii) Die letzte Laufzeitfunktion hat logarithmische Komplexitéit, da sich in jedem
Schritt die Grofle des Arguments halbiert, die Laufzeitfunktion monoton ist
(kann durch Induktion bewiesen werden) und die Nebenkosten konstant sind.

Aufgabe 5. ((2 + 3 + 3) + (2 + 5 + 5) = 20 Punkte)

a) Sei A = {1,2,3,4,5,6} eine Menge und sei R = {(1,4),(1,5),(4,5),(5,1)} eine
Relation iiber A.

(i) Zeichnen Sie den Graph der Relation.
ONNO
o/
)

& ©

(ii) Ist R funktional? Injektiv? Surjektiv auf A7 Total auf A? Begriinden Sie IThre
Antworten!

R ist nicht injektiv auf A, da (4,5) und (1,5) enthalten sind, nicht surjektiv
auf A, da z.B. 2 nicht getroffen wird. R ist auch nicht funktional, da 1 zweimal
in der ersten Paarkomponente vorkommt ((1,4) und (1,5)). R ist nicht total
auf A, da z.B. 6 nicht in der ersten Paarkomponente vorkommt.

(iii) Geben Sie Ro R an! Was kénnen Sie mit R und R o R fiir die Transitivitét
von R folgern?
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o
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RoR={(1,1),(1,5),(5,5),(5,4),(4,1)}

Man erinnere sich an die mathematische Definition aus dem Buch:
R ist transitiv, wenn Ro R C R.

Da Ro R ¢ R, ist R nicht transitiv.

b) Es sei eine abstrakte Datenstruktur RelSet gegeben, die die iiblichen Operationen
auf Mengen iiber Paaren des Typs int * int spezifiziert. Zudem besitzt sie eine
Operation toList: set — (int * int) list, die eine Menge wieder in eine Tupelliste
umwandelt. Thre Signatur sei dabei

type set

val emptyset : unit — set

val insert : (int * int) list — set — set
val toList : set — (int * int) list

val isElement : (int * int) — set — bool
val isSubset : set — set — bool

val union : set — set — set

Wir kénnen nun Relationen als Elemente vom Typ set darstellen.

(i) Geben Sie einen Ausdruck vom Typ set an, der die Relation R darstellt.

let

val a = RelSet.emptyset ()

val a = RelSet.insert [(1, 4), (1, 5), (4, 5), (5, 1)] a
in

a
end

(ii) Schreiben Sie eine Prozedur closure: set — set, die den transitiven Abschluss
einer Relation bestimmt, d.h., die in eine gegebene Relation genau die Kanten
einfiigt, die bendtigt werden, um die Relation transitiv zu machen.

Tipp: Schreiben Sie zunéchst eine Prozedur compose: set — set — set, die
die Komposition zweier bindrer Relationen berechnet. Erinnern Sie sich dann
an die mathematische Definition von Transitivtdt aus dem Skript (bzw. Tei-
laufgabe a)(iii)!).
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fun compose R S =

let
val r = RelSet.toList R
val s = RelSet.tolList S

fun compose’ nil (a,b) = nil
| compose’ ((c,d)::xs) (a,b) = if b = c then (a,d)::compose’ xs (a,b)
else compose’ xs (a,b)

val e = RelSet.emptyset()

val ¢ = List.concat (map (compose’ s) r)

val e = RelSet.insert c e
in

e
end

fun closure R =

let
val C = RelSet.union (compose R R) R

in
if RelSet.isSubset R C andalso RelSet.isSubset C R then C else
closure C

end

(iii) Sie haben in der Vorlesung verschiedene Moglichkeiten kennengelernt, die ab-
strakte Datenstruktur Mengen zu implementieren. Diese hatten fiir die je-
weiligen Mengenoperationen unterschiedliche Laufzeiten. Welche Implemen-
tierung wiirden Sie fiir RelSet wéihlen, damit Thre Prozedur closure eine
moglichst geringe Laufzeitkomplexitét hat. Vergessen Sie nicht, Nebenkos-
ten zu betrachten. Gehen Sie dabei davon aus, dass toList stets mit linearer
Komplexitét realisiert ist. Begriinden Sie Thre Entscheidung!

Die Implementierung von RelSet sollte fiir emptyset konstante, fiir isSubset
lineare und fiir insert linear-logarithmische Komplexitit haben, denn so ist
closure bzw. compose am effizientesten.
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Aufgabe 6. (5 + 5 + 5 + 5 + 5 = 25 Punkte)
Es sei die folgende abstrakte Grammatik fiir logische Ausdriicke gegeben.

rzeld=N
O, €Eexp=true|z|Lx:p|-¢|d—

Das Ziel ist es einen Interpreter fiir logische Ausdriicke zu schreiben, d.h., der einen
logischen Ausdruck zu Werten aus der Menge {0, 1} auswertet. Die Konstant true sowie
die Operatoren — und — sollten IThnen aus der Aussagenlogik bereits bekannt sein. Weiter
steht der Ausdruck z fiir eine logische Variable. Der Ausdruck 1z : ¢ soll wahr werden,
wenn ¢ beziiglich x eine Tautologie ist, d.h. ¢ zu 1 auswertet, egal ob die Variable z den
Wert 1 oder den Wert 0 représentiert.

ZB.soll Lz:1ly:—~(z — ) — y zu 1 auswerten, der Ausdruck Lz : z jedoch zu 0.

Eine Variable x heifit gebunden in ¢, wenn sie nur in Teilausdriicken der Form 1z : ¢
vorkommt.

a) Geben Sie Typen und Typinferenzregeln an, die einem Ausdruck nur dann unter der
leeren Umgebung einen zuléssigen Typen zuweisen, falls alle Variablen gebunden
sind.

S'I‘rue —_—
T + true : bool

Tx =tl

SId ——
THx:t

T'[z := bool] = ¢ : bool
TH1lx:¢ :bool

STauto

T+ ¢ : bool

SNeg ———
T+ —¢ : bool

TF ¢ : bool T+ : bool
ThF ¢ — 1 bool

SImply

b) Schreiben Sie nun die Prozedur elab, die den Typ eines Ausdrucks bestimmt,
falls dieser existiert, und ansonsten eine Ausnahme wirft. Deklarieren Sie dazu
selbststéndig alle notwendigen Datentypen (z.B. unter anderem fiir Ausdriicke)
und Ausnahmen.
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type id = string

type ’a env = id -> ’a

exception Unbound of id

fun empty x = raise Unbound x

fun update env x a y = if y=x then a else env y

exception Error of string

datatype exp = True
| Var of id
| Tauto of id * exp
| Neg of exp
| Impl of exp * exp
datatype ty = Bool

fun elab f True = Bool
| elab £ (Val x) = f x
| elab f (Taut x) = (case (elab (update f x Bool) e) of
Bool => Bool
| _ => raise Error "T Taut")
| elab £ (Neg e) = (case elab f e of
Bool => Bool
| _ => raise Error "T Neg")
| elab £ (Imply(el,e2)) = (case (elab f el, elab f e2) of
(Bool, Bool) => Bool
| _ => raise Error " T Imply")

Geben Sie nun die Inferenzregeln fiir die dynamische Semantik an.

DTrue ————
V Ftrue>1
Ve=w
DId ———
ViEzpoo
Viz :=0]F ¢>uvy Viz:=1F ¢>vy v:=if v; = 1 then vy else 0
DTauto

VELlx:¢ppw

ViEo>u v/ ;= if v =0 then 1 else 0
VPF'ﬂ¢E>U/

DNeg

Alternativ: v/ :=1—v
1 , U1 =0
VEoru VEY> v V= 1 ,uup=wvy3=1
201 =1Av =0

DImply
ViEg—vro

Schreiben Sie eine Prozedur ewval, die einen aussagenlogischen Ausdruck auswertet.

Deklarieren Sie dazu alle notwendigen Datentypen und Ausnahmen (sofern nicht

schon bei Teil b) geschehen). Die Auswertung muss nur fiir wohlgetypte Ausdriicke

ein korrektes Ergebnis liefern.



type value

fun eval £
| eval f
| eval f

| eval f
| eval f

= int

True = 1
(Var x) = f x

(Tauto(x, e)) = (case (eval (update f x 0) e, eval (update f

x 1) e) of
(1, 1) => 1
| _ =>0)
(Neg e) = if eval f e = O then 1 else O
(Impl(el, e2)) = (case (eval f el, eval f e2) of
0,.) =>1
| (1,1) => 1
| _=>0)
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e) Zusatz: Schreiben Sie einen Lexer lex: char list — token list. Sie diirfen fiir die Ope-

ratoren die oben definierte mathematische Schreibweise und folgenden Datentyp

token verwenden.

datatype token = NOT | VAR of var | TAUTO | TRUE | ARROW | LPAR |

RPAR | DOT

fun lex nil=nil

lex (#" " ::xs) = lex xs

lex (#"\n" ::xs) = lex xs
lex (#"\t" ::xs) = lex xs

|

|

|

| lex (#"." ::xs)

| lex (#"-" :: #">" ::xs) = ARROW::lex xs
| lex (#"(" ::xs)

| lex (#")" ::xs)

|

|

|

DOT::1lex xs

LPAR::lex xs
RPAR::lex xs

lex (#"-" :: #"|" ::xs) = TAUTO::lex xs
lex (#"!" ::xs) = NEG::lex xs
lex (c::cr) = 1if Char.isAlpha c

then lexId [c] cr
else raise Error "lex" and

and lexId cs cs’=
if null cs’ orelse not(Char.isAlpha (hd cs’))

then

(case implode(rev cs) of
| "true" => TRUE :: lex cs’
| s =>(ID s) :: lex cs’ )

else lexId (hd cs’:: cs) (tl cs?)

f) Stellen Sie eine konkrete Grammatik fiir logische Ausdriicke auf. Wandeln Sie die-

se dann in eine RA-taugliche Grammatik um, die die Thnen aus der Vorlesung

bekannten Klammerregeln fiir logische Ausdriicke umsetzt.

Hinweis: Sie diirfen die beiden Schritte gerne in einem Schritt kombinieren und

direkt eine RA-taugliche konkrete Grammatik angeben!

qexp ::= aexp | L id ”.”qexp

aexp ::= noexp aexp’

aexp’ ::= [ "7 aexp |

noexp ::= noexrp’ perp
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noexrp’ ::= [- noexp’]
pexp ::= true | 7 ("qexp”)”

Zusatz: Schreiben Sie zu Threr Grammatik einen Parser.klausurBody.pdf
Zusatz: Ein Parser zur angegebenen Grammatik

fun exp (TAUTO:: (VAR s)::DOT::tr) = case gexp tr of
(e, t) => (Tauto(s, e), t)
| exp ts = aexp ts
and aexp tr = (case noexp tr of
(el, ARROW::tr) => (case aexp tr of (e2, t) => (Imply (el, e2)))
| s =>8)
and noexp (NOT::tr) = (case (noexp tr) of (e, t) => (Not e, t))
| noexp ts = pexp ts
and pexp (TRUE::tr) = (True, tr)
| pexp ((VAR s)::tr) = (Id s, tr)
| pexp (LPAR::tr) = (case exp tr of (e, RPAR::t) => (e, t) | _ =>
raise Error "RPAR")

| pexp _ = raise Error "PEXP"
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Aufgabe 7. (6 + 4 = 10 Punkte)

Das Ihnen hoffentlich noch bekannte Restaurant Hermanns € Eisentraut braucht erneut
Ihre Hilfe. Dieses Mal soll Zeit beim Wiirzen der Gerichte gespart werden.

Sie empfehlen die Kochmaschine vom Typ Kochomat 5000, die zum Gliick auf SML-Basis
arbeitet und von Ihnen ein Tupel des Typs wuerze als Eingabe verlangt:

type wuerze = (unit -> bool) * (unit -> bool)

Dabei steht die erste Komponente fiir Salz und die zweite fiir Pfeffer. Die Maschine
geht nun wie folgt vor: Sie testet fiir jede der beiden Tupelkomponenten einzeln, ob
die jeweilige Prozedur true ausgibt. Wenn ja, so wiirzt sie das Gericht. Und das Ganze
jeweils so lange, bis die Prozedur false ausgibt.

a) Schreiben Sie nun einen Generator gen : int x int — wuerze, welcher zu der Einga-
be (s, p) das passende Tupel fiir die Kochmaschine zuriickgibt, sodass diese s-mal
mit Salz und p-mal mit Pfeffer wiirzt.

fun gen (m,n) =

let
val m’ = ref m
val n’ = ref n
val salz = (fn ( ) => if 'm’ =0
then false
else (m’ := 'm’-1; true))
val pfeffer = (fn ( ) => if In’ =0
then false
else (n’ := !'n’-1; true))
in (salz, pfeffer)
end
b) Schreiben Sie die Prozeduren countSalz : wuerze — int und

countPfeffer : wuerze — int, welche den Wiirzegrad fiir Salz beziehungsweise
Pfeffer bestimmen. Der Wiirzegrad ist die Anzahl der Wiirzvorginge fiir die
jeweilige Zutat.

Hinweis: Dabei ist der Zustand der Argumentprozeduren nach einem Aufruf von
countSalz oder countPfeffer egal.

fun countSalz (salz, pfeffer) =
if salz()
then l+countSalz(salz, pfeffer)
else O
fun countPfeffer (salz, pfeffer) =
if pfeffer()
then 1+countPfeffer(salz, pfeffer)
else O



