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Binet ldchelte mit gesenktem Kopf und geweiteten Nasenfli-
geln und schien versunken in einen jener vollkommenen Gliicks-
zustdnde, die zweifellos nur anspruchslose Beschdftigungen
vermitteln konnen, die den Geist durch leicht zu iiberwinden-~
de Schwierigkeiten anregen und ihn v8llig befriedigen mit ei-

nem Resultat, das keine welteren Wiinsche mehr schafft.

Aus Gustave FLAUBERTs

"Madame Bovary"



EINLEITUNG

Das automatische Beweisen mathematischer Sadtze durch einen Computer wird seit
etwa zwanzig Jahren intensiv erforscht und ist heute eine eigene Diziplin auf
dem Gebiet der Kiinstlichen Intelligenz. Zwar sind seit HERBRAND /He29/ Algo-
rithmen bekannt, die zu jedem gililtigen Satz einer formalisierbaren Theorie ei-
nen Beweis berechnen, aber diese Beweisprozeduren bendtigen filir interessante
Theoreme so ungeheuer viele Rechenschritte, dafl sie auch auf zukiinftigen Re-
chenanlagen nicht realisierbar sein werden. Nach den ersten enttduschenden Er-
fahrungen mit diesen HERBRAND-Prozeduren wurde die Entwicklung ab 1965 durch
den von J.A. ROBINSON entwickelten Resolutionskalkiil /Ro65/ dominiert. Dieser
Kalkiil ist einer der ersten Logikkalkiile, die speziell fiir die Implementierung
auf einem Rechner entworfen wurden. In der folgenden Dekade wurden Dutzende
von Verfeinerungen fiir den Resolutionskalkiil entwickelt und implementiert. Da
keiner dieser Versuche zu einem Beweissystem filhrte, das die euphorischen Er-
wartungen der friihen sechziger Jahre erfiillte, setzte sich die Erkenntnis
durch, daB ein leistungsfdhiges Beweisprogramm neben der Deduktionskomponente,
die den Logikkalkiil implementiert, iiber eine Wissenskomponente verfiigen mufl,
die inhaltliches Wissen und spezifische Beweismethoden iiber das mathematische
Gebiet einbringt, aus dem das Theorem stammt. Wdhrend fiir die Deduktionskompo-
nente viele Konzepte und Ergebnisse vorliegen (Resolution, Paramodulation, Ma-
trixkalkiile usw.), findet man fiir die Wissenskomponente eines Automatischen

Reweisers -diedoch bis heute vor allem Absichtserkldrunagen.

Die Connection Graph Proof Procedure, die der Deduktionskomponente des Karls-
ruher Beweissystems /BEHSSW81/ zugrunde liegt, wurde 1975 von Robert KOWALSKI
publiziert /Ko75/. Diese Beweisprozedur unterscheidet sich von den anderen Ver-
feinerungen des Resolutionskalkiils besonders dadurch, daB mit dem Fortschreiten
des Ableitungsprozesses viele der vorher erzeugten Klauseln wieder geldscht
werden kdnnen. Trotz der Versuche von BROWN /Br76/, BIBEL /Bi8la, Bi8lb/ und
von SIEKMANN und STEPHAN /SS76, SS80/ ist das Vollstadndigkeitsproblem der Con-



nection Graph Proof Procedure bisher nicht geldst: Es ist offen, ob fiir den
zugrunde liegenden "KOWALSKI-Kalkilil" eine Suchstrategie existiert, die fiir je-
de unerfiillbare Klauselmenge mit der Erzeugung der leeren Klausel terminiert.
Die vorliegende Arbeit untersucht dieses Problem und liefert die folgenden L&-

sungsbeitrage:

(1) Fiir die Klasse der undr widerlegbaren Klauselmengen, die im Automatischen
Beweisen von groBer Bedeutung ist und die die HORN-Mengen mit einschliefit,
konnten wir alle offenen Fragen kliren. Unter anderem geben wir ein Kriterium
fiir die Vollstidndigkeit von Strategien bei undr widerlegbaren Klauselmengen an.
Dieses Kriterium liefert insbesondere, daB jede undr erschopfende (d.h., jeder
Link, der eine unidre Resolution reprdsentiert, wird nach endlich vielen Schrit-
ten wieder geldscht) Strategie fiir undr widerlegbare Klauselmengen vollstdndig
ist. Dies ist auch dann der Fall, wenn die Tautologie-Eliminationsregel unein-
geschridnkt und die Subsumtions-Eliminationsregel mit der Einschrénkung aus
/Bi8lc/ angewendet werden. Wir zeigen die obigen Ergebnisse mit einer neuen,
transparenten Beweistechnik, die sich voraussichtlich so verallgemeinern 1&8t,
daB mit ihr auch das Vollstdndigkeitsproblem fiir allgemeine Klauselmengen ge-

16st werden kann.

(2) Fiir die Tautologieelimination geben wir Gegenbeispiele an, die zeigen,
daB die bisher fiir den allgemeinen Fall erwarteten und von uns fiir den unaren
Fall nachgewiesenen Eigenschaften schon bei aussagenlogischen Klauselmengen

nicht mehr erfiillt sind.

(3) BIBEL zeigt in /Bi8lc/, daB der KOWALSKI-Kalkiil, wenn man bestimmte Re-
striktionen fiir die Tautologie~ und die Subsumtionselimination vorsieht, fiir
aussagenlogische Klauselmengen konsistent ist, d.h., daB jeder Graph, der aus
dem initialen Graphen einer unerfiillbaren aussagenlogischen Klauselmenge abge-
leitet werden kann, wieder unerfiillbar ist. Wir zeigen in dieser Arbeit die
eigentlich interessante, stdrkere Eigenschaft der Konfluenz, d.h., daB jeder
Graph, der aus dem initialen Graphen einer unerfiillbaren aussagenlogischen
Klauselmenge abgeleitet werden kann, mit der Resolutionsregel fiir Klauselgra-

phen widerleabar ist.

Nach den Vorbereitungen in Kapitel 1 filhren wir in Kapitel 2 den KOWALSKI-
Kalkiil und das Konzept des Filters ein. Dabei haben wir Wert darauf gelegt,
alle Konzepte pridzise und formal zu definieren und einen breiten begrifflichen
Rahmen fiir unsere und weitere Untersuchungen zu schaffen. In dieser Arbeit be-

trachten wir eine neue Variante der Klauselgraph-Resolutionsregel, die i.a.



weniger Links erzeugt als die bisher vorgeschlagen Versionen von KOWALSKI
/Ko75/, BRUGNOOHE /Br75/, /Ko79/ und von BIBEL /Bi8la, Bi8lc/. Natiirlich gel-
ten unsere Ergebnisse auch fiir die bisherigen Versionen der Resolutionsregel.
Neben der Tautologieelimination (die Gegenbeispiele (2) finden sich in Abschnitt
2,7) betrachten wir auch ausfithrlich die Subsumtionselimination. In Kapitel 3
sammeln wir die Ergebnisse fiir aussagenlogische Klauselmengen und zeigen den
Konfluenzsatz (3). SchlieBllich betrachten wir in Kapitel 4 den Sonderfall der
undren Klauselmengen und entwickeln die Losung des undren Vollstidndigkeitspro-
blems. Die Kapitel 3 und 4 sind voneinander unabhdngig, so daB der am Haupter-
gebnis interessierte Leser nach dem Studium von Kapitel 2 sofort zu Kapitel 4

iibergehen kann.



KAPITETL 1

VORBEREITUNGEN

In diesem Kapitel definieren wir die Notationen fiir die Elemente des Resolu-
tionskalkiils und zitieren die fiir uns wichtigen Ergebnisse. Ausfiihrliche Dar-
stellungen des Resolutionskalkiils findet man in /Ni71/, /CL73/ und /Lo78/.
Der Resolutionskalkil wurde 1965 von J.A. ROBINSON /Ro65/ formuliert und ist
als logischer Rahmen filir automatische Beweiser gedacht. Methodisch baut er
auf den friihen Arbeiten von SKOLEM /Sk28/ und HERBRAND /He29/ auf. Im letz-
ten Abschnitt stellen wir noch einige Ergebnisse iiber konfluente Relationen

zusammen.



1.1 Die Sprache des Resolutionskalkiils

1.1.1 Variablensymbole. Die folgenden Symbole heiflen Variablensymbole: x, vy,

Z, Uy V, W, Xyyeeeq Wy x2,... . Die Menge aller Variablensymbole bezeichnen
wir mit VAR und vereinbaren fiir sie die obige alphabetische Ordnung. Metasym-

bole fiir Variablensymbole sind X, Y.

1.1.2.Konstantensymbole. Die folgenden Symbole heiflen Konstantensymbole: a,

b, ¢, 4, a;,..., d1, az,... . Als Metasymbol benutzen wir a.

1.1.3 Funktionssymbole. Fiir n >1 heiBen die folgenden Symbole Funktionssym=

bole der Stelligkeit n: fn, gn, hn, f?, g?, h?, fg,... . Als Metasymbol be-

nutzen wir £.

l.l.4m?rédikatenéymbole. Fir n >0 heiBlen die folgenden Symbole Prddikaten-

. . n : n n n
symbole der Stelligkeit n: P, Qn, R, s, T, P?,..., T?, Pg,... . Als Me-

tasymbol benutzen wir P.

1.1.5 Terme. Variablensymbole oder Konstantensymbole sind Terme. Wenn f ein
n~-stelliges Funktionssymbol ist und tys...s t, Terme sind, dann ist die Zei-

ein Term. Die Menge aller Terme bezeichnen wir mit TERME.

chenreihe ftl"'tn

Metasymbole fiir Terme sind s und t.

1.1.6 Atome. Wenn P ein n-stelliges Priddikatensymbol ist und tis-e0, t, Ter=
me sind, dann ist die Zeichenreihe Pt;...t,; ein Atom. Metasymbole fiir Atome

sind K, L, M und N.

1.1.7 Literale. Atome sind Literale. Wenn K ein Atom ist, dann ist die Zei-

chenreihe K ein Literal. Das Symbol . heiflit Negationssymbol. Die Menge aller

Literale bezeichnen wir mit L. Metasymbole fiir Literale sind K, L, M und N.
Wenn L ein Literal ist, bezeichnen wir mit |L| das zu L gehdrende Atom. Zwei

Literale L und K heiflen komplementdr, wenn |L| =|K| und L #K. Wenn I ein Li-

teral ist, bezeichnen wir mit L das eindeutig bestimmte komplementdre Literal

zu L.

1.1.8 Klauseln. Eine endliche, eventuell leere Menge von Literalen heiBt Klau-



sel. Die leere Klausel ist die leere Menge und wird mit[bezeichnet. Die Men-

ge aller Klauseln bezeichnen wir mit €. Metasymbole fiir Klauseln sind C, D

und E. Mit |C| bezeichnen wir die Anzahl von Literalen in der Klausel C. Ei-
ne Klausel heiBt Tautologie, wenn sie zwei Literale enthdlt, die zueinander
komplementir sind. Eine Klausel heiBt undr, wenn sie genau ein Literal ent-

hilt. Als Metasymbol fiir Mengen von Klauseln benutzen wir S.

1.1.9 Ausdriicke. Ein Ausdruck ist ein Term oder ein Literal oder eine Klau-

sel. Als Metasymbol fiir Ausdriicke benutzen wir A.

1.1.10 Enthaltene Variablen. Sei A ein Ausdruck. Mit Var(A) bezeichnen wir

die Menge der Variablensymbole, die in A vorkommen. Ein Ausdruck, in dem kein

Variablensymbol vorkommt, heift variablenfrei (engl: ground expression). Fiir

eine Klauselmenge S sind Var (S) und Variablenfreiheit entsprechend definiert.

1.1.11 Varianten. Die Varianten einer Klausel C sind rekursiv wie folgt defi-
niert: C ist eine Variante von C; wenn D eine Variante von C ist und X ein
Variablensymbol, das in D vorkommt, dann ist die Klausel, die man aus D er-
hilt, indem man alle Auftreten von X dﬁrch'éin Variablensymbol Y,.das in D

nicht vorkommt, ersetzt, eine Variante von C.

1.1.12 Aussagenlogische Klauselmengen. Die nullstelligen Praddikatensymbole

heiBen aussagenlogische Atome. Ein Literal L heifBt aussagenlogisch, wenn L]
ein aussagenlogisches Atom ist. Eine Klausel C heiBit aussagenlogisch, wenn
alle Literale in C aussagenlogisch sind. Eine Klauselmenge S heifit aussagen-

logisch, wenn alle Klauseln in S aussagenlogisch sind.

1.1.13 Schreibweise. Bei Funktions- und Prddikatensymbolen lassen wir den die
Stelligkeit angebenden Hochindex weg und sorgen dafiir, daBl er sich aus dem
Kontext ergibt. Fiir ein negatives Literal ~Pt;...t,  schreiben wir Etl...tn.
Gelegentlich bringen wir die Stelligkeit von Funktions- oder Pradikatensymbo-
len dadurch zum Ausdruck, daBl wir die Unterterme in Klammern einschlieflen und
durch Kommata trennen, z.B. f(a,b) statt fab . Eine Klausel {Ll,...,Ln} schrei-
ben wir kurz als Zeichenreihe L;...L, . Wenn C eine Klausel und L ein Literal

ist, dann ist C=L :=C~- {L}



1.2 Unifikationen

1.2.1 Substitutionen. Eine Abbildung g: TERME —TERME heiflt Substitution,

wenn gilt:

(a) Fiir jeden Term ftj ...t ist c(ftl...tn)==fg(tl)...g(tn).

(b) Fiir jede Konstante a ist g(a)=a.

(c) Fiir hochstens endlich viele Variablen X ist ¢(X)# X.

Als Metasymbole fiir Substitutionen verwenden wir g, ¢, ¢ und auch andere klei-
ne griechische Buchstaben. Statt o(t) schreiben wir kurz ot. Die Identitédt

TERME — TERME ist eine Substitution und heifBt die leere Substitution. Als

Symbol fiir die leere Substitution benutzen wir €. Wenn ¢ und t Substitutionen
sind, dann ist die Komposition 10, t0(t):= t(o{t)) wieder eine Substitdtion.

Die Komposition von Substitutionen ist eine assoziative, aber i.a. nicht kom-
mutative Operation. Die Menge der Substitutionen ist mit der Komposition eine

Halbgruppe mit dem Einselement €.

1.2.2 Darstellung von Substitutionen. Die Zeichenreihe X/t heiBt Komponente

der Substitution o, wenn X eine Variable ist mit oX =t und X $#t. Eine Substi-
tution hat nur endlich viele Komponenten. Die leere Substitution ist die ein-
zige Substitution, die keine Komponente hat. Eine Substitution ist durch die
Menge ihrer Komponenten eindeutig bestimmt, da sie dies durch ihre Restrik-

tion auf VAR ist. Wie iiblich identifizieren wir deshalb eine Substitution mit
der Menge ihrer Komponenten. Damit sind fiir Substitutionen die Mengenoperati-

onen Vereinigung, Durchschnitt und Differenz definiert.

1.2.3 Ber(0) und Var (o). Sei 0 eine Substitution. pie Menge der Variablen X

mit oX +X heifit Bereich von ¢ und wird mit Ber (o) bezeichnet. Die Menge aller
Variablen, die in der Komponentendarstellung von o auftreten, wird mit Var{o)

bezeichnet. Beispielswelise ist fiir o ={x/fy} Ber(o)={x} und Var(o)= {x,vy}.

1.2.4 Normale Substitutionen. Eine Substitution ¢ heifit normal, wenn sie

idempotent (d.h. ¢gog =¢g) 1ist und filir zwei verschiedene Variablen X und Y mit

oX =Y stets X<Y im Sinne der alphabetischen Ordnung aus 1.1.1 gilt.

1.2.5 Allgemeinste Substitution. Sei M eine Menge von Substitutionen. Eine

Substitution g EM heiBt allgemeinste Substitution in M, wenn fiir jede Substi-



tution T€ M eine Substitution 6 existiert mit 1 =00.

1.2.6 Restriktionen von Substitutionen. Sei ¢ eine Substitution und V eine

Menge von Variablen. Die Restriktion von ¢ auf V ist definiert durch ¢ v:=

{X/t Ixif €5 AXEV) und ist offensichtlich wieder eine Substitution.

1.2.7 Kanonische Fortsetzung von Substitutionen. Sei ¢ eine Substitution. Fiir

ein Atom Pty...t, ist o(Pty:..tp):=Poty...ot,. Fiir ein negatives Literal .L
ist o(~L):= ~og(L). Fiir eine Klausel {Ll,...,Ln} ist o({Ll,...,Ln}):=
{oLy,...,0L,}. Flr eine Klauselmenge {Cy,...,C,} ist o({Cy,..,Cu}):=
{Ocl,...,dcn}.

1.2.8 U-Substitutionen. Sei V eine Menge von Variablen. Eine Substitution 6 mit

Ber (8) C V heiflit U~Substitution (Umbenennungssubstitution) fiir V, wenn ¢ auf
V injektiv ist und 6 Variablen in Variablen abbildet. Eine Substitution @
heifBBt U~Substitution fiir einen Ausdruck A, wenn § eine U-Substitution fiir
Var (A) ist. Fiir eine U-Substitution 8§ heilt e_l := {Y/X| X/Y €g} die inverse
Substitution. Offensichtlich ist eine Klausel D genau dann eine Variante ei-
ner Klausel C, wenn es eine U-Substitution ¢ fiir C mit D =¢C gibt. Wenn ¢ ei-

. . .. . . . -1
ne U-Substitution fiir C mit D =9gC ist, dann gilt C=g¢ D.

1.2.9 Lemma. ¢, 1, 6 Seien Substitutionen und A ein Ausdruck. Dann gilt:

(a) {(to)A=1(on).

(b) (81t)o =6(10).

(c) Wenn fiir jeden Term t gt =1t ist, dann ist ¢ =r.

(d) Wenn C eine Klausel mit |oC| =|C| und L €C ein Literal ist,
dans ist o (C - L)= oC - oL.

Bewein. Fir (a)=- (c) siehe /Ro65/. (d) ist evident. []

1.2.10 Unifikation. Sei M eine Menge von Ausdriicken. M heif3it unifizierbar,

wenn es eine Substitution gmit |0M|‘51 gibt. ¢ heifBit dann Unifikator fir M.

1.2.11 Unifikationssatz+ Zu jeder unifizierbaren Menge von Ausdriicken exi=

stiert genau ein normaler allgemeinster Unifikator. Die Unifizierbarkeit ist

mit linearem Aufwand entscheidbar, Ebenso 148t sich der normale allgemeinste
Unifikator, wenn er existiert, mit linearem Aufwand berechnen. Wenn ¢ der

normale allgemeinste Unifikator fiir eine Menge M von Ausdriicken ist, dann gilt
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Var(g) C Var(M).

Beweis. Fir die Existenz und Eindeutigkeit des normalen allgemeinsten Unifi~

kators verweisen wir auf /Ro65/ und /He82/. Ein linearer Unifikationsalgorith-

mus wird von PATERSON und WEGMAN in /PW78/ angegeben. []
1.1.12 nau(Li,...,Lnl. Seien Lyses-sDlp Literale. Den normalen allgemeinsten
Unifikator von Ll,...,Ln bezeichnen wir, falls er existiert, mit
nau(Ly,..«,Lp).

1.1.13 Potentiell komplementdre Literale. Zwel Literale L und K heiBen poten-

tiell komplementdr, wenn es fiir K eine U-Substitution 6 gibt, so daB L und

8K unifizierbar sind.

1.2.14 Lemma. L und K seien Literale und ¢ sei eine Substitution. Wenn gL und

K potentiell komplementdr sind, dann sind auch L und K potentiell komplemen-

tar.
Beweis. Siehe /He82/. []
1.2.15 Kombinationssubstitutionen. Seien ¢ = {Xy1/tj1,...,Xp/tp} und

1={Y¥y/S7,...,Yy/sy} Substitutionen. Dann heifit der Unifikator o*t :=
nau (PXy...XpY¥3...¥y, PEy...tuSy...5,), wenn er existiert, die Kombinations-

substitution von g und 1 . Die Kombinationsoperation * ist kommutativ und

assoziativ. Wenn M=={ol,...,gn}'éiﬁéfﬂéﬁ@gvon Substitutionen ist, dann heif3t
die Substitution (*ol GGM)v=cl*...*on, falls sie existiert, die Kombinations-
substitution von M. Eine Menge M von Substitutionen heifit konsistent, wenn

die Kombinationssubstitution von M existiert.

1.2.16 Lemma.
(a) Wenn ¢ eine normale Substitution ist, dann ist g = g*g .
(b) Fiir zwei konsistente Substitutionen ¢ und ¢ gilt:
o*1t =(o*t)o=(c*t)r=0lo*t)=1l(0o*1).
(c) Fiir zwei normale Substitutionen ¢ und T mit Ber(t) M\ Var(o)=@ gilt:
g*T =01,
(d) Wenn L und K variablendisjunkte Literale sind, und ¢ ein normaler Unifi-
kator von L und K ist, dann gilt ¢ = o* nau(L,K).

Beweis. Siehe /He82/. [l
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1.3 Semantik von Klauselmengen

In diesem Abschnitt skizzieren wir die Aquivalenz zwischen den iiblichen, mit
allen Junktoren und Quantoren ausgestatteten prddikatenlogischen Sprachen und

der aufs duBerste abgemagerten Sprache des Resolutionskalkiils.

1.3.1 Basismodelle. Eine Menge /) von variablenfreien Literalen heifBt Basis~

modell (engl: ground model), wenn /) keine komplementdren Literale enthdlt.

1.3.2 Erfiilllbarkeit von variablenfreien Klauselmengen. Eine variablenfreie

Klauselmenge S heilBt erfiillbar, wenn es ein Basismodell / gibt, so daB fir
jede Klausel C€S gilt: CMM+@. Eine variablenfreie Klauselmenge heiBt un-

erfiillbar, wenn sie nicht erfiillbar ist.

1.3.2 Erfillbarkeit von Klauselmengen. Eine Klauselmenge S heif3t unerfiillbar,
wenn es eine Menge S' von Varianten von Klauseln in S und:eine Substitution o
gibt, so daB o0S' variablenfrei und im Sinne von 1.3.2 unerfiillbar ist. Eine

Klauselmenge heiflt erfiillbar, wenn sie nicht unerfiillbar ist.

1.3.4 Klauselmengen und Formeln in SKOLEM-Normalform. Einer Klauselmenge kann

wie folgt eine priddikatenlogische Formel zugeordnet werden: Ein Literal ent-
spricht einer atomaren oder einer negierten atomaren Formel; einer Klausel
c=1{Ly,...,Ly} mit Var(C) ={Xy,...,X,} entspricht eine geschlossene Formel
(¥X1...Xp: Lp VvV ...\ L,); schlieBilich entspricht einer Klauselmenge S =
{C{,...,Cy} eine Formel C] A...A Cy. Da die Ordnungen fiir. Klauseln, Literale
und Variablen bei Klauselmengen irrelevant und bei Formeln relevant sind, ent-
sprechen einer Klauselmenge i.a. mehrere Formeln, die sich aber lediglich in
diesen Ordnungen unterscheiden. Fiir Formeln ist der Begriff erfiillbar (A uner-
fiillbar gdw ~A allgemeingiiltig) unabhidngig von Klauselmengen definiert. Der
Satz von HERBRAND (1930) garantiert, daB eine Klauselmenge genau dann erfiill-
bar ist, wenn eine ihr entsprechende Formel erfiillbar ist. Eine Formel A

heiBt in SKOLEM-Normalform (SNF), wenn es eine Klauselmenge gibt, flir dieA eine

entsprechende Formel ist. Wenn A eine Formel in SNF ist, gibt es genau eine

Klauselmenge SA’ so daB A eine entsprechende Formel zu SAist.

1.3.5 Satz(SKOLEM 1928). Zu jeder priadikatenlogischen Formel A gibt es eine
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Formel A* in SNF, so daB A genau danh erfiillbar ist, wenn A* erfiillbar ist.

Zu A 138t sich eine Formel A* mit polynomialen Aufwand berechnen.

Beweis. Siehe /Lo78/ und /Sk28/.

1.3.6 Zusammenfassung. Beim Automatischen Beweisen geht es darum, zu allge-

meingiiltigen (engl: valid) Formeln der Struktur Al AN ANA T durch einen

Algorithmus einen Beweis zu konstruieren. Dabei heiflen die Formeln A; AxiLome

und die Formel T 7heonem. Die obigen Sdtze zeigen, dafl dies geschehen kann,

indem man einen Beweis fiir die Unerfiillbarkeit einer entsprechenden Klausel-

menge konstruiert:

Ay A ..
<== Al/\"
<==> AF A..

1

<==> 5 U .

At

./NA,— T allgemeingiiltig

. N Ay A~T unerfillbar

VAN Aﬁ N (~T)Y* unerfillbar

.U S, U
AR

fill .
S(~T)* unerfiillbar
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1.4 Dper Resolutionskalkiil

1,4.1 F-Substitutionen. tine Substitution ¢ heiBt P-Substitution (Faktori-

sierungssubstitution) fir eine Klausel C, wenn es unifizierbare Literale

Ly,...,L, €C, r{21~gibt' so daB 0==nau(Ll,...,L ist. Offensichtlich ist je-

n)
de F-Substitution 0 filir eine Klausel C normal und erfiillt Var (o) C Var(C).

Die leere Substitution € ist eine F-Substitution fiir jede Klausel.

1.4.2 Faktoren. Eine Klausel D heiflt Faktor einer Klausel C, wenn es eine
F-Substitution © fiir C gibt, so daB D =0C. Ein Faktor D einer Klausel C heif}t

echt, wenn |D| <|C

1.4.3 Lemma. Sei C eine Klausel und ¢ eine normale Substitution. Dann exis-

tiert eine F-Substitution T fiir C mit |tC| =|oC| und o =o*r.
Beweis, Siehe /He82/. [

1.4.4 Resolventen. Seien C und D variablendisjunkte Klauseln und L €C und
K €D Literale, fir die ¢ v=nau(L,R) existiert. Dann heiflt die Klausel
Res (C,L;D,K):= (6C - 0L) U (6D - 0K) (bindre) Resolvente von C und D. C und D

heiflen die Elternklauseln der Resolvente.

1.4.5 Lemma. Sei S eine Klauselmenge. Sei D eine Variante oder ein Faktor ei-
ner Klausel in S, oder sei D eine Resolvente, deren Elternklauseln Klauseln
in S sind. Dann ist S erfillbar gdw S U {D} erfiillbar ist.

Beweis. Siehe /Lo78/ oder /CL73/. []

1.4.6 V-Resolventen und FV-Resolventen. Seien C, D und E Klauseln. E heif3t

- V-Resolvente von C und D, wenn es Varianten C* bzw. D' von C bzw. D gibt,
so dafBl Literale L und K existieren mit E=Res(C',L;D',K).
- FV-Resolvente von C und D, wenn es Faktoren C' bzw. D' von C bzw, D gibt,

so daBB E eine V-Resolvente von C' und D' ist.

1.4.7 Resolutionsableitungen. Sei C eine Klausel und S eine Klauselmenge. Ei-

ne endliche Folge C;...Cy, n> 1 von Klauseln heifit Resolutionsableitung fur
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C aus S, wenn C, =C ist und fiir jedes k mit 1 <k <n gilt: Cg ist Variante ei-
ner Klausel in S, oder es existieren i <k und j <k, so daB Cj FV-Resolvente

von C4 und Cy ist. Eine Resolutionsableitung C;...C, heifit tautologiefrei,

wenn kein Ci eine Tautologie ist.

1.4.8 Widerlegungen. Eine (Resolutions) Widerlegung einer Klauselmenge S ist

eine Resolutionsableitung fir die leere Klausel aus S.

1.4.9 Lemma. Zu jeder unerfiillbaren Klauselmenge S existiert eine tautologie-

freie Widerlegung.
Bewels, Siehe /Lo78/ oder /CL73/. []

1.4.10 Satz ( Korrektheit und Vollstdndigkeit des Resolutionskalkiils). Ei-
ne Klauselmenge S ist genau dann unerfiillbar, wenn eine Widerlegung fir S

existiert.

Bewedis.

"<=="" (Konrnektheit). Sei S eine Klauselmenge, zu der eine Widerlegung exi-
stiert. Angenommen, S ist erfiillbar. Dann liefert wiederholtes Anwenden von
Lemma 1.4.5 auf die Widerlegung, daB S U {0} erfiillbar ist. W!

"=z (Voddsitindigheit), Lemma 1.4.9. []

1.4.1]1 Lemma. Sei S eine Klauselmenge und C€S. Dann gilt:

(a) Wenn C eine Tautologie ist, dann ist S erfiillbar gdw S - {C} erfiillbar ist.

{b) Wenn C isoliert in S ist, dann ist S erfiillbar gdw S — {C} erfiillbar ist.
C heiBt isoliert (engl: pure) in S, wenn es in C ein Literal gibt, wel-
ches zu keinem Literal in einerxr von C verschiedenen Klausel in S poten-

tiell komplementdr ist.

Beweis. Siehe /1078/ oder /CL73/. []
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1.5 Konfluente Relationen

Wir sammeln hier einige Notationen und Ergebnisse fiir bindre Relationen, die

wir der Arbeit /Hu80/ entnommen haben.

1.5.1 —, ~*s, —%,_  Sei —» eine binire Relation auf einer Menge M. Statt

<a,b> € —— schreiben wir wie iiblich a— b. Mit —%*, bzw. —%, bezeichnen wir

die transitive bzw. die transitive und reflexive Hiille von ——s.

1.5.2 Ableitungen. Sei — eine bindre Relation auf M. Eine Folge aj...a, mit
n>1 heiBt — ~Ableitung, wenn fiir alle i aj — aj47 9ilt. Dabei heiBt n die
Lange der Ableitung. Eine unendliche Folge ajasas...ap... heiBt nichtabbre-

eine -——-Ab~-

chende ——-Ableitung, wenn fiir alle n das Anfangsstiick aj...ap

leitung ist.

1.5.3 Normalformen. Sei —— eine bindre Relation auf M. b heifBlt —»-Normal-

form zu a, wenn a—*»b gilt und kein c €M mit b-—s c existiert.

1.5.4 Noethersche Relationen. Eine bindre Relation —s auf M heiB3t noethersch,

wenn es keine nichtabbrechende -——s=~Ableitung gibt. Wenn -— noethersch ist,

dann existiert zu jedem a €M mindestens eine - -Normalform.

1.5.5 Konfluenz. Eine bindre Relation — auf M heiBt konfluent, wenn fir al-
le a,b,c €M mit a—%+b und a—*+c ein d €M existiert mit b—*,d und ¢ —*, d.
Wenn — konfluent ist, dann existiert zu jedem a €M hdchstens eine Normal-

form. Eine bindre Relation ——s auf M heiBt lokal konfluent, wenn fiir alle a,

b,c €M mit a-——b und a— c ein d €M existiert mit b_-*,d und c-%,d.

1.5.6 Satz. Fiir eine noethersche bindre Relation —» auf M sind die drei fol-
genden Aussagen dquivalent:

(a) — 1ist konfluent.

(b) — 1ist lokal konfluent.

(c) Z2u jedem a €M existiert genau eine — -Normalform.



KAPITEL 2

DER KOWALSKI-KALKUL

Klauselgraphen (clause graphs, connection graphs) sind im Automatischen Be-
weisen eine verbreitete Datenstruktur, fiir die viele verschiedene Ableitungs-
systeme untersucht wurden. Beispiele sind die Arbeiten von ANDREWS /An76, An8l/,
von BIBEL /Bi82b/, von CHANG und SLAGLE /CS879/ (rewrite rules), von SICKEL
/Si76/ (graph-unrolling) und eben die auf dem Resolutionsprinzip basierende
Connection Graph Proof Procedure von KOWALSKI /Ko75/, die - im Unterschied zu

den anderen Verfeinerungen des Resolutionskalkiils - das LOschen vieler der mit
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dem Fortschreiten des Ableitungspfdzesses erzeugten Klauseln erlaubt.

Der nicht gerade gliicklich gewdhlte Begriff "Connection Graph Proof Procedure"
(welcher Graph hat keine Konnektionen?) steht fiir eine ganze Familie von Beweis-
prozeduren, denen ein gemeinsamer Kalkiil zugrunde liegt. Dieses von uns als
KOWALSKI~Kalkliil bezeichnete Ableitungssystem flir Klauselgraphen besteht aus
einer Resolutions- und einer Faktorisationsregel sowie zwel Reduktionsregeln
zur Elimination von Tautologien und Subsumtionen. Zusdtzlich zum Kalkiil filhren
wir dann das Konzept des Filters ein, das die Formulierung spezieller Beweis-
prozeduren erlaubt, indem man Restriktionen (z.B. flir die Anwendung der Reduk-
tionsregeln) und Suchstrategien (z.B. breadth first, depth first) vorgibt. Das
Vollstidndigkeitsproblem des KOWALSKI-Kalkiils bes&eht nun darin, hinreichende
Kriterien fiir vollstindige Filter anzugeben. Dabei heifit ein Filter vollstédn-
dig, wenn die durch ihn definierte Beweisprozedur fiir jede unerfiillbare Klau-
selmenge mit der Erzeugung der leeren Klausel terminiert. Bis heute ist offen,

ob ein solcher vollstdndiger Filter existiert.

Wir legen dieser Arbeit eine neue Variante der Klauselgraph-Resolutionsregel
zugrunde. Sie unterscheidet sich von friiheren Versionen dadurch, daB sie i.a.
stirker reduzierend ist, d.h., daB sie weniger neue Kanten in den Graphen ein-
bringt. Ihre Einfilhrung ist dadurch gerechtfertigt, daB alle bekannten und neu-

en Vollstidndigkeitsergebnisse auch fiir diese Regel gezeigt werden kodnnen.

In dieser Arbeit wurde besonderer Wert darauf gelegt, alle Konzepte fir den
KOWALSKI-Kalkiil prdzise und formal zu definieren und einen breiten begrifflichen
Rahmen fiir die folgenden Untersuchungen zu schaffen. In diesem und zum Teil im
folgenden Kapitel sammeln wir - neben neu gezeigten Ergebnissen - die bisher

bekannten Resultate Ffiir den KOWALSKI-Kalkiil.
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2.1 Klauselgraphen

Ein Klauselgraph ist eine graphendhnliche Datenstruktur flir eine Menge von
Klauseln. Seine Kanten stellen mdgliche Resolutionen dar. Die folgenden Bei-
spiele geben einen ersten Eindruck und zeigen die Unterschiede zu gewdhnli-

chen Graphen:

@ [Fal—{Pxlort—2]

e
(b) [Pa}—{Bx[Pfx |—{PfEfy]

Payx |Pbzx —

@  [Fa—{FxlEE—{Fylrty}—{PEEEz]oz] [72]

() [ea] [B] [

Jeder Knoten repidsentiert eine Klausel und wird als ein: Kette nebeneilander-
liegender Zellen, die mit den Literalen der Klausel markiert sind, gezeichnet.
Eine Zelle zugammen mit dem enthaltenen Literal heiBft Li:eralauftreten. Die
Kanten im Klauselgraphen heiBlen Links. Jeder Link verbindet zwei potent.ell
komplementdre Literalauftreten. Der Graph (e) hat drei Knoten und keinea

Link. Der rechteste Knoten reprisentiert die leere Klausel und ist als leere
Zelle gezeichnet. An einen Knoten, der die leere Klausel reprdsentiert, kann

kein Link fiihren.

2.1.1 Knoten. Die folgenden Symbole heiBBen Knoten: kl' k2, k3,... Die Men-
ge aller Knoten bezeichnen wir mit K. Als Metasymbole .fiixr Knoten verwenden
wir @, blcl dlel £

. . a . .
2.1.2 Literalauftreten. Ein Literalauftreten L® ist ein geordnetes Paar
b

<L,a> €L x K. Zwei Literalauftreten .2 und k° heiBen potentiell komplementdr,
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wenn L und K potentiell komplementdr sind.

. . . b . - , b .
2.1.3 Links. Ein Link LaK ist &in ungeordnetes Paar {La,K }, wobeil 1 und
Kb potentiell komplementire Literalauftreten sind. Als Metasymbol fiir Links

. .. . . a_b . . .
benutzen wir . Fiir einen Link g =L K heiBen a und b die Inzidenzknoten von

%. Genauer sprechen wir vom positiven und vom negativen Inzidenzknoten eines
Links. Ein Link ¢ inzidiert mit einem Literalauftreten La, wenn L2 €% . Wenn

) a ., ... , a .. : . .
2 mit L° inzidiert, sagen wir auch, daB & an L~ fiihrt. Ein Link & verbindet

, , b . . ab . .
die Literalauftreten La und Kb, wenn % =LaK . Ein Link L K heiBt Autolink,

wenn a =b ist.

2.1.4 Klauselgraphen. Ein Tupel § =<Knoten,C,Links> heift Klauselgraph wenn

gilt:

(a) Knoten ist eine endliche, eventuell leere Teilmenge von K.

(b) C ist eine Abbildung Knoten —— € . Wir schreiben C, fiir C(a).

(c) Link ist eine Menge von Links. Fiir jeden Link LaKbGELinks gilt:
a €EKnoten und L €C, und b €Knoten und K €Cy,.

(d) Fir zwei verschiedene a,b €Knoten gilt stets, daB Ca und Cy variablendis-
junkt sind.

Ein Knoten a heifit Knoten in ¢, wenn a € Knoten. Ein Literalauftreten 2

heiBt Literalauftreten in (¢, wenn a Knoten in G und L €C, ist. Ein Link g

heiBt Link in ¢, wenn & €Links.

Die Knoten sind Namen fiir Klauseln. Sie werden bendtigt , weil wir auch Gra-
phen betrachten wollen, -in denen die gleiche Klausel mehrfach auftritt. Zwei
verschiedene Knoten, die die gleiche Klausel reprdsentieren, konnen sich in
den inzidenten Links unterscheiden. Ein Beispiel dafiir ist der Graph (d).

Die in Bedingung (d) geforderte Variablendisjunktheit ist nicht prinzipiell
erforderlich, erleichtert aber an einigen Stellen die formale Behandlung des

Untersuchungsgegenstandes.

2.1.5 Bezeichnungen. Sei g:=<Knoten,C,Links> ein Klauselgraph. Dann bezeichnet

- |G| := |knoten| die Anzahl der Knoten in (.
- s{G) :={Ca[ a EKnoten} die Klauselmenge von (.
- Var(G) :=Var(s(§)) die Variablenmenge von (.

Die Anzahl der Knoten des Graphen (d) ist sechs, die des Graphen (e) 1st drei.



21

Die Klauselmenge des Graphen (e) ist {Pa,ﬁb,[]}. Die Variablenmenge des Gra-

phen (c¢) ist {x,y,z,u,v}.

2.1.6 Eigenschaften. Sei § ein Klauselgraph. § heiBt

- total, wenn fiir zwei komplementdre Literalauftreten La und Kb in @G stets
gilt, daB LaK]f'MLink in G ist.

- erfullbar, wenn S(§) erfiillbar ist.

- unerfiillbar, wenn S(§) unerfiillbar ist.

- tautclogiefrei, wenn S(() keine Tautologie enthdlt..

- aussagenlogisch, wenn S(() aussagenlogisch ist.

Die Graphen (a), (b) und (¢) sind total, (d) und (e) sind nicht total.Alle
Graphen (a) — (e) sind unerfiillbar und tautologiefrei. Keiner der Graphen

(a) = (e). ist aussagenlogisch.

2.1.7 Der leere Klauselgraph (). Der leere Klauselgraph ist der eindeutig be-

stimmte Klauselgraph § mit |g|==o. Wir bezeichnen ihn mit (). Der leere Klau-

selgraph ist total, erfiillbar, tautologiefrei und aussagenlogisch.

2.1.8 Die Klauselgraphen ([J).. Jedeh Klauselgraphen § mit |G| =1 und

${(G)= {00} bezelchnen wir mit - (@) . Die’Graphen () sind total, unerfiillbar,

tautologiefrei und aussagenlogisch.

2.1.9 Subklauselgraphen. Seien § =<Knoten,C,Links> und §' =<Knoten',C',Links'>
Klauselgraphen. § heifit Subklauselgraph von (', wenn Knoten C Knoten',
Links C Links' und C die Restriktion von C' auf Knoten ist. Die Inklusions-

relation C,
GC G' :<==> Gist Subgraph von G'

ist eine Halbordnung auf der Menge aller Klauselgraphen. Der &R{einste AKlau-~
selgraph ist der leere Klauselgraph. Der grdBte Subgraph eines Klauselgraphen
¢ ist G selbst.

2.1.10 Unwesentlich verschiedene Klauselgraphen. Die Gleichheitsrelation fir

Klauselgraphen ist sehr fein. Zum Beispiel gibt es fiir (O) unendlich viele
verschiedene Varianten, die sich nur in der Knotenbenennung unterscheiden.

Zweil Klauselgraphen heiflen unwesentlich verschieden, wenn sie sich nur in den
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Knoten- und Variablenbenennungen unterscheiden. ([0) bezeichnet also eine gan-

ze Aquivalenzklasse von Klauselgraphen.

2.1.11 parstellung von AT-Klauselgraphen. Ein aussagenlogischer, tautologie-

freier Klauselgraph heifit AT-Klauselgraph. Ein AT-Klauselgraph kann keine

Autolinks enthalten, da bei aussagenlogischen Klauseln nur Tautologien poten-
tiell komplementidre Literale enthalten. Fiir AT-Klauselgraphen verwenden wir

eine Verfeinerung der in /Bi8lc/ benutzten Matrixdarstellung. Der AT-Klausel-

graph

/

wi
t

e
SN

EE
[BIR} R[s|
I— Y]

hat beispielsweise die folgende Matrixdarstellung:

B

0

P P P
Q" ~QTQ
RTR
S S

Jedem Knoten des Graphen entspricht dabei eine Spalte der Matrix. Da wir Tau-
tologién ausgeschlossen haben, ist es mdglich, jedem Atom eine separate Zei-
le zuzuordnen. Dadurch verlaufen Links immer nur innerhalb einer Zeile. Da
in den von uns betrachteten AT-Klauselgraphen stets nur sehr wenige Links
fehlen, 148t sich eine weitere Verbesserung der Lesbarkeit und Schreibbarkeit

durch eine Negativdarstellung der Links erreichen: Nur die Links, die fehlen,

werden gepunktet eingezeichnet. Der obige AT-Klauselgraph hat in Negativdar-
stellung iiberhaupt keine Kante mehr, da er total ist.

Um die Links in der Matrixdarstellung eines AT~Klauselgraphen bezeichnen zu
konnen, denken wir uns die Spalten von links nach rechts mit eins beginnend
durchnumeriert . LnKm bezeichnet dann den Link, der das Literal L in der n-ten

Spalte mit dem Literal K in der m~ten Spalte verbindet.
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2.1.12 Elementaroperationen. Seien § ein Klauselgraph, % ein Link, a ein Kno-

ten und C eine Klausel. Dann sind die Elementaroperationen filir das Hinzufiligen

und Loschen von Links und Knoten in Klauselgraphen wie folgt definiert:

- G -4 bezeichnet den Klauselgraphen, den man aus § erhilt, wenn man in §
den Link % 1l8scht.

- G+ 4% bezeichnet den Klauselgraphen, den man aus § erhdlt, wenn man in §
den Link % einfligt. Die Operation ist rnusz darn definiert, wenn die
durch £ verbundenen Literalauftreten bereits in § enthalten sind.

- G -a bezeichnet den Klauselgraphen, den man aus G erhdlt, wenn man in §
den Knoten a und alle zu a inzidenten Links l13scht.

- G +<a,C> bezeichnet den Klauselgraphen, den man aus § erhilt, wenn man in
G den Knoten a mit C, :=C einfligt. Die Operation ist nur dann defi-
niert, wenn a bisher nicht in § enthalten ist und wenn § und C varia-

blendisjunkt sind.

Der folgende Algorithmus bildet zu einer Klauselmenge einen entsprechenden Gra-

phen. Die Definitionen fiir "nm(§)" und "n-reduziert" finden sich in Abschnitt 2.2.

2.1.13 Algorithmus Initialer Klauselgraph

Eingabe: S

.

Klauselmenge;

Variablen: G

Klauselgraph := ();

¢, D:¢€; L, M:L; a, e : K;

7: Fir jede Klausel C€S, die keine Tautologie ist
7.7: a := Knoten, dernicht in G vorkommt;
7.2: D := Variante von C, die variablendisjunkt zu § ist;
7.3: G := G + <a,D>;
7.4: Fiir jedes Literal L €Cy
Toh.7: Fiir jedes Literalauftreten M in G,
das potentiell komplementdr zu 1?2 ist
Ted.7.7: G =G + MeLa;
2: G = 1(G);
Auwsgabe: G,

Nachbedingung: ¢ tautologiefrei, total, m-reduziert und S(G) C S
und ¢ erfilillbar gdw S erfiillbar.
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Verifikation: Die Nachbedingung ist evident bis auf die Aquivalenz der Er-

fiillbarkeit von G und S. Diese ergibt sich aber leicht aus Lemma 1.4.11. []

Da die mit dem obigen Algorithmus zu einer Klauselmenge S erhaltbaren Graphen
im Sinne von 2.1.10 nur unwesentlich verschieden sind, ist es legitim, von
dem initialen Klauselgraphen zu einer Klauselmenge S zu sprechen. Wir bezeich-
nen ihn mit Gs.

Der Graph {(a) ist der initiale Graph zu der Klauselmenge {ﬁa, PxQy, éb}.
Er ist aber auch der initiale Graph zu {5a, PxQY, éb, QbRz, RuPuPu}. Die Gra-
phen (d) und (e) kdnnen zu keiner Klauselmenge initial sein, da sie nicht to-

tal sind.
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2.2 Die m-Reduktion

Ein Hauptmerkmal des KOWALSKI-Kalkiils ist das sogenannte n-Paingip tin Klau-
gelgnaphen., Dieses verlangt, daB nach einem Ableitungsschritt stets solange
Knoten mit den inzidenten ILinks geldscht werden, bis an jedes Literalauftre-

ten im Graphen wenigstens ein Link fiihrt, der kein Autolink ist.

2.2.1 n-reduzierte Klauselgraphen. Ein Literalauftreten in einem Klauselgra-

phen heiBt isoliert (engl: pure), wenn es mit keinem oder nur mit Autolinks
inzidiert. Ein Knoten heiBlt isoliert, wenn er ein isoliertes Literalauftreten
enthilt. Ein Klauselgraph heifit r-reduziert, wenn er keinen isolierten Knoten

enthdlt.

Die Graphen (a), (b) und (c) aus 2.1 sind g-reduziert. In Graph (d) sind
die Literalauftreten Qz und éa isoliert. Im Graphen (e) ist der Knoten [

nicht isoliert. Die Graphen () sind n-reduziert.

Wir werden nun zeigen, dafl zu jedem Klauselgraphen den grdBte p-reduzierte
Subgraph existiert, und daB er sich berechnen lafit, indem man in einer be-
liebigen Reihenfolge solange isolierte Knoten 18scht, bis keiner mehr vorhan-

den ist.

2.2.2 Die m-Relation. Sei § ein Klauselgraph. Wir schreiben g-—%—»g', wenn
G' =G -a und aein isolierter Knoten in § ist. Wir schreiben Q——;—*Q', wenn
és einen Knoten a mit g-—%—»g' gibt. Die entsprechende Relation —— ist eine

bindre Relation auf der Menge aller Klauselgraphen.
2.2.3 Satz. Die n-Relation ist noethersch und konfluent.

Beweis. DaB die w-Relation noethersch ist, ist evident, da fir g-—?—+g' stets
|G'] = |G| -1 gilt. Es geniigt also zu zeigen, daB die n-Relation lokal konflu-
ent ist. Seien also G, ga;‘g&)Klauselgraphenlnuia,ijnotenndt g-—%~*ga und
g—%}»g@. Wir haben zu zeigen, daB es einen Graphen §' gibt mit ga—{%*g' und
Gp—2—G".

Fall7:a=b. G' :=G, =Gy

Fall 2:a #b. Sei ' der Graph, den man aus § erhdlt, indem man zuerst alle

mit a oder b inzidenten Links l8scht und dann a und b selbst. Man iberlegt

. . . . b
sich leicht, daB gilt: G,——G' und gb—qé—»g'. []
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Wir bezeichnen die n-Normalform eines Klauselgraphen G, deren Existenz und

Eindeutigkeit durch den obigen Satz gewdhrleistet ist, mit m(G). Wir zeigen

nun, daB die konstruktiv definierte m-Normalform m(§) stets der algebraisch

definierte, gr&Bte m-freie Subgraph von & ist.

2.2.4 Satz. Sei G ein Klauselgraph. Dann ist 7©(§) der grdBte n-freie Subgraph

von g.

Beweis: Sei G ein Klauselgraph. m(5) ist offensichtlich ein m-reduzierter Sub-
graph von G. Wenn § m-reduziert ist, dann ist w(§)=:§ trivialerweise der grdB- .
te m-reduzierte Subgraph von §. Sei G also nicht .m-reduziertund sei G' ein be-

liebiger m-reduzierter Subgraph von G. Wir haben zu zeigen, daB G' C n(§) ist.

Es gibt §y,...,Gn und ay,...,ap-1 mit n>2, so daB
) al a 4n-1
G=G)——Gy—=2— ... B g o =1(G).

Angenommen, G' ¢ 7(G) . Dann gibt es ein i mit G' C G; und Q'¢ Gi+1 =§i -aj.
Das bedeutet, daB a; in §' liegt und in G; isoliert ist. Also muB a; auch in

G' isoliert sein. W! []

Die m-Normalform des Graphen (d) in 2.1 ist (), die des Graphen (e) ist (O .
Der Ubergang zum grdBten n-reduzierten Subgraphen kann also eine sehr starke
Reduktion sein, die unter Umstdnden ein vdlliges kollabieren eines unerfiill-

baren .Graphen in den erfiillbaren, leeren Graphen () bewirkt.
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2.3 Die Resolutionsregel

ieder Link eines Klauselgraphen verbindet zwei potentiell komplementdre Li-
ﬁerale und stellt damit eine Resolutionsmdglichkeit dar. Obwohl man im Prin-
Zip auch auf Autolinks resolvieren kdnnte (sogenannte Selbstresolution), ist
die Resolution beim KOWALSKI-Kalkiil nur auf ANon-Autolinks zugelassen. Da die
durch einen Non-Autolink l=LaKb'verbundenen Klauseln variablendisjunkt sind,
existiert stets die bindre Resolvente Res(C4,L;Cp,K) . Die ergeugende Kom-
ponente der Klauselgraphresolutionsregel bildet diese Resolvente zu & und fiigt
sie nach einer Variablenumbennenung als neuen Knoten in den Graphen ein. Da-
nach werden die Links an die Resolvente durch Vererbung ausschlieBlich aus
den Links an die Elternknoten gebildet. Die zeduzierende Komponente der Klau-
selgraphresolutionsregel 18scht zundchst % und fithrt dann eine n~Reduktion
des Graphen durch. Das L3schen des Resolutionslinks % bedeutet weit mehr als
die Unterdriickung einer Wiederholung der Resolution auf 2. Zum einen tridgt
das Ldschen von 2 zur Isolierung seiner inzidenten Literalauftreten bei. Da
nach jedem Ableitungsschritt n-reduziert wird, k&nnen dadurch schlieBllich
weltere Links geldscht werden, auf denen noch nicht resolviert wurde. Zum an-
deren verstidrkt der Vererbungsmechanismus die LOschwirkung von %: Beil spdt-
eren Resolutionen kann % nicht mehr vererbt werden, so dafi das Loschen von &

das "Ldschen", d.h. die Nichtbildung, vieler zukiinftiger Links nach sich zieht.
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2.3.1 Algorithmus o,

Eingabe: G, : Klauselgraph;
L = Li‘KE : Link in § mit a $b;
Konstanten: g := nau(L_,K );
§ := U-Substitution fiir Res(Ca,Lo;Cb,Ko) , so daB

G, und gRes(C4,L,;Ch,K,) variablendisjunkt sind;

¢ := Knoten, der in (, nicht vorkommt;
Variablern: g : Klauselgraph := go;

L, K, M : L; d, e : K;
7 G =G + <c,8Res (Cyq,L,:iCh,K,) >;
2: Plir alle L €Cg
2.7: Wihle K, d mit d€{a,b} N KE€Cy N L =g0K;
2.2 Fir alle M, e

mit u°k? ist Link in G
und M und L sind potentiell komplementéir
e
2.2.1: G =g+ mM1Y
Auwsgabe: Gi
Nachbedingung: G, =G - c.

Die folgende Skizze veranschaulicht die Funktion von p_':

a=d b
I____JM\—\———'{KL\\I e W [ ... [ Jo——W ... 72 [..1]|

\ L

e

\ Xej

N e i_LN ... &\w L %l\

? C

2.3.2 Die Linkvererbung. Der Hauptgedanke bei der Klauselgraphresolutionsre-

gel ist, beim Einbinden der Resolvente die aufwendige Suche nach potentiell
komplementdren Literalauftreten .irngendwo im Graphen zu vermeiden.
Jedes Literal der Resolvente wird aus einem oder mehreren Literalen der El-

ternklauseln gebildet. Wir bezeichnen diese Literale in den Elternklauseln als
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Vorgidnger des Literals in der Resolvente. Ein Resolventenliteral mit mehr als

einem Vorgianger entsteht durch Verschmelzung (engl: merging) seiner Vorganger.

Das Einbinden der Resolvente ¢geht nun wie folgt vor sich: In Schritt 2.1 von
p, wird zu jedem ILiteral L. in der Resolvente indeterministisch ein Vorgidnger
K in einem der Elternknoten, der mit d bezeichnet wird, gewdhlt. Dieser will-

kiirlich ausgewdhlte Vorginger heift signifikanter Vorgdnger. Ein Literal L

der Resolvente wirdﬂnur dann mit einem potentiell komplementdren Literalauf-
treten M° durch einen Link verbunden, wenn M? bereits mit dem signifi-
kanten Vorganger Kd verbunden ist., Wir sagen, dafl der Link M°LE an die Resol-
vente durch Vererbung aus dem Link MeKd an den Elternknoten entstanden ist.

e d e e .cC e ¢
Wir sagen weiter, daB M K vererbt wurde zu M 1° und daB M L~ von M K ver-

. d . . .
erbt wurde. Vererbt werden kann der Link M°K" immer dann, wenn die potenti-
elle Komplementaritdt durch den tibergang K— L = 60K nicht verloren gegangen
ist. Da bei aussagenlogischen Klauselgraphen stets 80K =K gilt, kOnnen hier

immer alle Links vererbt werden.

Wir geben nun zwei Beispiele an, in denen ein Literal der Resolvente mehr

als zwel Vorgdnger hat:

(a) jo|pF———F|9| (b) |ga]ox|Px Pa

1 |

[of |Qa]

In (b) hat das Resolventenliteral Qa zwel verschiedene Vorgdnger in derselben

Elternklausel. Dieser Fall kann bei aussagenlogischen Klauselgraphen nicht
vorkommen. Dort kdnnen nur, wie in (a), zwei Literale verschmelzen, die zu

verschiedenen Elternklauseln gehOren.

2.3.3 Mono- und Multivererbung. In p, kommen nur Links an den signifikanten

Vorgdnger eines Resolventenliterals filir die Vererbung in Frage. Links an an-

dere Vorgdnger bleiben unberiicksichtigt. Wir sprechen daher von Monovererbung.

Dagegen gibt Robert KOWALSKI in /Ko75/ und /Ko79/ eine Resolutionsregel an,

die mit Multivererbung arbeitet. Dabei wird filir jeden Vorgidnger versucht,

seine inzidenten Links an die Resolvente zu vererben. Die Vererbungsmechanis-
men von Wolfgang BIBEL in /Bi81a/}uui/Bi8lc/éf2eugen1nehrﬁLinks‘als bei Mono-
und weniger Links als bei Multivererbung. Das folgende Beispiel zeigt die Un-

terschiede zwischen Mono- und Multivererbung:
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10IR] @ | Q|P——P[9—/0I[R]

)
El
Ol
Bl
B
O

Die Graphen (b) und (c) enstehen durch Anwendung von p, auf den Graphen (a).
Bei (b) wurde der signifikante Vorgdnger des Resolventenliterals im linken
Elternknoten gew&hlt, wdhrend er bei (c) rechts gewdhlt wurde. Der Indetermi-
nismus bei der Wahl des signifikanten Vorgdngers ist also wesentlich, d.h. je
nach Wahl erhdlt man verschiedene Graphen als Ergebnis. Graph (d) entsteht
aus (a) durch Anwendung einer Resolutionsregel mit Multivererbung. Die Links

beider Vorgdnger werden an die Resolvente vererbt.

Monovererbung hat gegeniiber Multivererbung zwei Vorteile. Zum einen werden
weniger Links erzeugt, wie die obigen Beispiele zeigen. Zum anderen erzeugt
p, Jeden Link nur einmal. Dagegen wird bei Multivererbung ein Link an ein
Resolventenliteral mit mehreren Vorgidngern u.U. mehrfach gebildet, nidmlich

flir jeden Vorgdnger einmal, wie das folgende Beispiel demonstriert:

Monovererbung erspart also bei einer Implementierung die unter Umstidnden auf-

wendige Abfrage, ob ein Link schon gezogen ist.

2.3.4 Lokale Links. Links, die die Resolvente mit einem Elternknoten verbin-

den, heifilen lokal. Zwei Links heiflen parallel, wenn sie dieselben Knoten ver-
binden. Der Leser liberlege sich, daB lokale Links nur durch Vererbung von Au-

tolinks oder von Links, die zum Resolutionslink parallel sind, entstehen

i
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kénnen. Die folgenden Beispiele zeigen die beiden Moglichkeiten:

i N
(b) Qa|P—P|QOx

l

|0a|0x'

‘In (a) wird der Autolink des linken Elternknotens an die Resolvente vererbt.
Beispiel (b) zeigt, wie subtil der Vererbungsmechanismus arbeitet: Aus dem
zum Resolutionslink parallelen Link Qaéx:werden. insgesamt drei Links an die
Resolvente gebildet. Dies geschieht im einzelnen wie folgt: Nehmen wir an,
daB in der Schleife 2 von p, die Resolventenliterale in der Reihenfolge Qa,

Qx' abgearbeitet werden. Dann ergeben sich die folgenden Schnappschiisse:

(c) [galPt———{P[0x (d)

[Qa | Ox!]
(e) |ga|PF—P|0Ox| (£)  |Qa[Pf|——"—P[Ox]|

el G2 [5%]

Als Vorgdnger fiir Qa in der Resolvente kommt nur Qa im linken Elternknoten in
Frage. An dieses Qa filhrt nur der parallele Link. Wenn man ihn vererbt, erhilt

man die Situation (d4d).

Der Vorgdnger filir das Literal Qx' in der Resolvente ist Qx im rechten El-
ternknoten. An diesen Vorgdnger fiihren in der aktuellen Situation (d) zwei
Links. Die Vererbung des lokalen Links ergibt einen Autolink und die Situati-
on (e). Die Vererbung des parallelen Links ergibt einen weiteren lokalen Link
und die finale Situation. (f).

Bearbeitet man die Resolventenliterale in der umgekehrten Reihenfolge, be-

kommt man gespiegelte Zwischenzustdnde und dJdenselben Finalzustand.
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Bei Anwendung von p, auf einen AT-Klauselgraphen k&nnen, falls die Resolvente

keLneﬂTautologie ist, keine lokalen Links entstehen. Das liegt daran, daB es
in AT-Klauselgraphen keine Autolinks gibt und die Resolventen zu zwei ver-

schiedenen, parallelen Links stets Tautologien sind.

2.3.5 Die Indeterminismen in p .:Der Algorithmus p, ist an den folgenden Stel-

len indeterminisqisch:

(a) Bestimmung van e.

(b) Bestimmung von c.

(c) Reihenfolge bei Schritt 2.

(d) Wahl des signifikanten Vorgédngers in Schritt 2.1.

{e) Reihenfolge bei Schritt 2.2.

Der Leser liberlege sich, daB die Indeterminismen {c) und (e) unwesentlich
sind, d.h., daB sie keinen Einflufl auf den finalen Graphen haben. Die Inde-
terminismen in (a) und (b) beeinflussenden finalen Graphen zwar, aber nur un-
wesentlich (im Sinne von 2.1.10) durch verschiedene Knoten- und Variablenbe-
nennungen., Der einzige wesentliche Indeterminismus in p, ist (d), also die
Wahl des signifikanten Vorgdngers. Wenn ein Literal der Resolvente zwei Vor-
gdnger hat, die sich in den inzidenten Links unterscheiden, dann wird der fi-

nale Graph je nach Wahl des signifikanten Vorgdngers verschieden ausfallen,

wie die Graphen (a), (b) und (c¢) in 2.3.3 zeigen. Man mache sich klar, dafl
bei einer Wiederholung des Ubergangs §-7%—+§!selbst bei gleichem (!) Resultat
" To

G' die signifikanten Vorgdnger anders gewdhlt sein kdnnen.

Durch Vorgabe der signifikanten Vorgidnger 1aBt sich p, im wesentlichen de-
terministisch machen. In einer Implementierung kann man etwa solche Literal-
auftreten als signifikante Vorgdnger wdhlen, bei denen die Anzahl der inzi-
denten Links minimal ist. Wir machen hier keine weiteren Aussagen zur Wahl
der signifikanten Vorgdnger, da diese filr die von uns untersuchten Fragen, wie

Konfluenz und Vollst&ndigkeit, ohne Bedeutung ist,

Das folgende Lemma gibt eine weitere Nachbedingung fiir p, an, die die Links
an die Resolvente unabhdngig von der Vererbungsschleife 2 in p, charakteri-
siert. In spdteren Beweisen werden wir oft auf dieses Lemma zurlickgreifen.
Wir schreiben Q—%:H'Q'; wenn <G ,%> eine korrekte Eingabe fiir p ist, und wenn

G' eine mdgliche Aﬁsgabe zu dieser Eingabe ist.
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2.3.6 Lemma. Sei Q-—%——+§'. Sei 1° ein Literalauftreten in der Resolvente 2zu
—— ]

£ und sei Kd der beim obigen Ubergang gewidhlte signifikante Vorganger zu LC.

Dann gilt fiir jedes Literalauftreten M in G', das zu ¢ potentiell komplemen-

tar ist:

d . . .
M LS ist Link in G' <==> M°k” ist Link in G'.

Beweis., Man mache sich zunichst die Aussagen des Satzes an der folgenden Skiz-

ze klar:

~_ N %

M K] | 1 ]

|

L |

Dabeli ist zu beachten, daB der Knoten e mit jedem der drei anderen Knoten
identisch sein kann.
Die statische . Aussage des Satzes muB fiir den Beweis mit dem
dynamischen Ablauf der Vererbungsschleife von p, 1n Zusammenhang gebracht
werden. Im Beweis legen wir einen beliebigen, aber fest gewdhlten Ablauf
Q-—%:+§'/zugrunde, bei dem Kd als signifikanter Vorginger fiir LC gewdhlt wur-
de.

"==>". Sei M'L® Link in G'. M°L® muBin Schritt 2.2.1 von g, im <L,K%,nM®>-
Durchlauf eingefiigt worden sein. Dafiir ist Voraussetzung, daB der Link MeKd

. e . . .. e e d. .
bereits existierte. Da p, keine Links 1&scht, existiert M K ‘auchnoch in §'.

ne==. sei M%? Link in g'.
Fall 7: MeKd istLink in §. Da Kd der signifikante Vorgidnger zu Lt ist, und
nach Voraussetzung M und L potentiell komplementir sind, wird MeLc jedenfalls
in Schritt 2.2 von p, erzeugt. Damit ist LS Link in gr.
Fall 2: ¥°k? ist nicht Link in G. pannist k¥ ein lokaler Linkd.h. e =c. Wir
haben zu zeigen, daB der Autolink MCLc der Resolvente von P, erzeugt wird,
Sei Nf der signifikante Vorgidnger zu v®. pa MCKd nach Veraussetzung Link in

G' ist, liefert der "==>"-Teil des Beweises, daB auch Nde Link in ' ist. Da

hif :

N™ und Kd signifikante Vorgidnger sind, sind f und d beide Inzidenzknoten von
£4 . . . . .

%. D.h., daB N'K~ ein zu & paralleler Link oder ein Autolink eines der Inzi-

denzknoten von § ist. Also existiert der Link Nde bereits in §. Graphisch
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138t sich die vorliegende Situation wie folgt darstellen:

Fall 2a: In Schritt 2 von p, wird zuerst M und dann L bearbeitet. Dann exi-
stiert, wenn die Links an Lt erzeugt werden, bereits der Link MCKd. Da M und
L nach Voraussetzung potentiell komplementdr sind und Kd der signifikante
Vorgédnger zu L° ist, wird der Autolink ML erzeugt. '

Fall 2b: In Schritt’'2 von p, wird zuerst L und dann M bearbeitet. Da M und L
nach Voraussetzung potentiell komplementdr sind, gilt dies auch fiir N und L
(Lemma 1.2.14). Also wird bei der Bearbeitung von L der lokale Link Nch ge-—

bildet. Bei der nachfolgenden Bearbeitung von M wird dieser lokale Link zum
Autolink ML vererbt. []

Der Vererbungsmechanismﬁs von p, soll die Suche nach potentiell komplementdren
Literalauftreten ersparen. Wir zeigen nun, daB er vollstdndig ist, d.h., daB

er totale Graphen in totale Graphen iiberfiihrt.

2.3.7 Satz. Sei § i »G'. Dann ist, wenn § total ist, auch §' total.

Beweis. Sei g—%tﬁ-g'und sei G total. Sei L ein Literalauftreten in der Re-
solvente zu & und M€ einLiteralauftreten in G', welches potentiell komplemen-—
tir zu 1° ist. Wir missen zeigen, daB M°LS ein Link in G' ist.

Zu jedem Literal der Resolvente sei der signifikante Vorgdnger durch einen
Ubergang wie oben festgelegt. Sei Kd der signifikante Vorgdnger von Lc. Wegen
Lemma 2.3.6 geniigt es zu zeigen, daB MeKd Link in §' ist. Lemma 1.2.14 lie-
fert, daB M und K potentiell komplementdr sind, da M und L dies nach Voraus-

setzung sind.

- . a . .. .
fall,7:e=fc. Dann sind Me und K~ potentiell komplementdre Literalauftreten

. . , a _. , , . .
in G. pa § total ist, ist M°k” Link in G. Da G ein Subgraph von §' ist, ist

e d . . . . . !
MK, wie zu zeigen war, ein Link in G'.
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Fall 2: e=c. Sei Nf der 'signifikante Vorgidnger zu v®. Da M und K potentiell
komplementdr sind, sind auch N und K potentiell komplementdr. Als signifikan-
te Vorganger éind Nf und Kd beide Literalauftreten in G. Da G total ist, exi-
stiert der Link Nde in G und damit, da ¢ C §', auch in ¢'. Lemma 2.3.6 lie-

fert, daB MeKd Link in §' ist, was zu zeigen war. []

Die Klauselgraphresolutionsregel ist- der folgende Algorithmus p:

2.3.8 Algorithmus p

Eingabe: G, : Klauselgraph;

% : Non-Autolink in G ;
Variable: G : Klauselgraph := g ;
7: G =0, (G,2);
2: G = m(G-1);

©

Ausgabe:

Man beachte, daB p (g,m) nicht die Anwendung einer Funktion p, auf G und %

o
darstellt.. Vielmehr handelt es sich um den Aufruf eines indeterministischen
Unteralgorithmus. qa(g,l) ist also kein eindeutig bestimmter Klauselgraph.

Dagegen ist m(G ~ %) in Schritt 2 eindeutig bestimmt.

Das Ldschen des Resolutionslinks und die abschlieBende m-Reduktion kdnnen
zu erheblichen Reduktionen fiihren. Als Beispiel betrachte man den unerfiill-
baren, m~reduzierten Graphen (a) in 2.3.3 . Wenn man die p-Regel auf den mitt-
leren Link PP anwendet, erh#lt man, unabhingig von der Wahl des signifikanten
Vorgdngers, den leeren (!) Klauselgraphen. Die p-Regel kann also schon im aus-
sagenlogischen Fall, durch den Schneeballeffekt bei der m-Reduktion, groBe Tei-
le des Graphen 1l8schen. Das obige Beispiel zeigt auch eindrucksvoll, daf3 die
Reduktionswirkung bei Monovererbung erheblich grioBern als bei Multivernerbung
{4%: Da bei Multivererbung der erzeugende Teil der Resolutionsregel den Gra-
phen (d) liefert, 18scht der reduzierende Teil lediglich die beiden Eltern-
knoten. Man kann zeigen, daBl bei AT-Klauselgraphen und bei Multivererbung ge-
nerell hSchstens die beiden Elternknoten geldscht werden kdnnen, d.h., daf

grundsidtzlich kein Schneeballeffekt auftreten kann.
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pas Loschen des Resolutionslinks hat viel groBere Konsequenzen als das blofBe
Unterdriicken einer Wiederholung der Resolution. Insbesondere kann ein geldsch-
ter Link bei spdteren Resolutionen nicht mehr vererbt werden. Der Vererbungs-

mechanismus potenglient also die Ldschwirkung eines einzelnen Links.
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2.4 Die Faktorisierungsregel

Mit der Faktorisierungsregel filir Klauselgraphen kdnnen zu einem Knoten die
echten Faktoren gebildet und in den Graphen eingebunden werden. Dabei werden
die Links an den Faktor mit der gleichen Vererbungsmethode wie bei der Reso-

lutionsregel erzeugt.

2.4.1 Algorithmus ¢

Cingabe: o Klauselgraph;
a : Knoten in G, ;
o : F-Substitution fiir C; mit o § e;
Kongtanten: 6 := U-Substitution fiir oC,, so daB G, und 80C, variablendis-
junkt sind;
c := Knoten, der in §, nicht vorkommt;
Variablen: G : Klauselgraph := G ;
L, K, M : L; e : K;
7 G =G + <c,90’Ca>;
20 Fiir alle LE€C,
2.7: Wdhle K mit K €C, und L =60K;
2.2: . Fir alle M, e
mit MK ist Link in G
und M und L sind potentiell komplementdr
2.2.1: G := g+ n1%;
Ausgabe: m(G) .

. , a,d .
Wir schreiben g—{f_»g', wenn <G,a,g”> eine korrekte . Eingabe fiir ¢ ist, und

wenn G' eine mdgliche Ausgabe zu dieser Eingabe ist. Wenn g_”i'."_.g' und ¢

. . , $
m-reduziert ist, dann ist offensichtlich ¢ C §', d.h., bei der abschlieflenden
m-Reduktion kann dann hdchstens der neugebildete Faktorknoten gelb’écht wer-

den.

. a,o . .
2.4.2 Lemma. Sei g—-&—* G'' G+G' und sei G n-reduziert. Sei LS ein Literal-

. .o a . , .
auftreten im Faktor zu a,o und sei K der beim obigen Ubergang gewdhlte sig-
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nifikante Vorganger zu 1°. Dann gilt fiir jedes Literalauftreten M° in g,

das zu L° potentiell komplementdr ist:

v®rS ist Link in §' <==> MK~ ist Link in G'.
Beweis. Analog zu Lemma 2.3.6. []

2.4.2 Satz. Sei g—i%§1+g' pann ist, wenn G total ist, auch G' total.

Beweis. Analog zu Satz 2.3.7. []

Die Faktorisierungsregel 1dB8t sich nicht auf aussagenlogische Graphen anwen-
den, da zwei variablenfreie Literale nur dann unifizierbar sind, wenn sie
gleich sind.

In den von uns untersuchten Spezialfdllen (aussagenlogische und unidre Klau-
selmengen) ist die Faktorisierungsregel ohne Bedeutung. Fir den allgemeinen
Fall wissen wir vom Resolutionskalkiil, daB die Faktorisierungsregel erforder-
lich ist. Da es jedoch bisher kein einziges Vollstdndigkeitsresultat fiir die-
sen allgemeinen Fall gibt, sind alle Aussagen iiber die Form und die Anwen-
dungsbedingungen der Faktorisierungsregel rein spekulativ. So stellt auch un-

sere Version nur einen Vorschlag dar.
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2.5 Ableitungen.

2.5.1 Ableitungsregeln. Eine Ableitungsregel fiir Klauselgraphen ist ein in-

deterministischer Algorithmus, der Klauselgraphen in Klauselgraphen iiber-
filhrt. Der KOWALSKI-Kalkiil besteht aus insgesamt vier Ableitungsregeln, nim-
lich der f-, der ¢-, der T- und der o-Regel. Die T~ und die 0-Regel fiihren
wir erst in den Abschnitten 2.7 und 2.8 ein, da wir zur Diskussion der mit
ihnen verbundenen Probleme auf Begriffe zuriickgreifen wollen, die wir in die-
sem und im ndchsten Abschnitt definieren. Wihrend p und ¢ primdr erzeugende
Regeln sind, d.h. neue Elemente in den Graphen einfiigen, sind ¢ und g rein

reduzierende Regeln, die lediglich Knoten ldschen und damit den Graphen in

einen seiner Subgraphen iiberfiihren. Alle vier Regeln des KOWALSKI-Kalkiils er-

zeugen T-reduzierte Graphen. Wir schreiben:

X1ye00.,%X
- G —ali—-———g—* G', wenn o € {p,¢$,0,1} und <§,xl,...,xn> eine korrekte Ein-
gabe fiir ¢ ist, fiir die ¢' eine mdgliche Ausgabe ist.

- 1 ; . xll"'lxn ' .

- 656" Wenn es Xj,...,xp mit § — — (' gibt.

R wenn o +8 und § ~—— G oder § ——G' gilt.

- g*—' g', wenn gW g' gllt.

2.5.2 Ableitungsschritte. Ein Tupel E==<g,xl,...,xn,a,g'> heifit Ableitungs-

Xl,...,X
Qo

schritt, wenn § L ¢' gilt und O¢S(G) ist.

2.5.3 Ableitungen. Eine Folge T =Zj-..Zp, n>0 von Ableitungsschritten

2i: G g Gi heiBt Ableitung (im KOWALSKI-Kalkiil), wenn gilt:

{a) Fir alle i mit 1 <i_<_n ist gi—l=gi‘

(b) Die ¢-Regel wird in I nicht auf Knoten angewendet, die in T selbst durch
die ¢-Regel erzeugt wurden.

.. . . . . 3,0 . . . 8,0 -

(c) Flir zwei Faktorisierungsschritte zj: 51*?7—‘“*91 und Zj' gj"ﬂf;“‘*gj in
I mit i<j existiert stets ein k mit i<k< j, so daB a kein Knoten in gk
ist.

Die leere Ableitung ist die leere Folge von Ableitungsschritten. Die Bedin-

gungen (b) und (c) erzwingen, daB in T kein Faktor mehrfach gebildet wird.
Damit wird die ¢-Regel der p-Regel gleichgestellt, bei der eine Wiederholung

einer Resolution, da der Resolutionslink geldscht wird, von vornherein unmog-
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lich ist. In Bedingung (c) miissen wir die Existenz eines Graphen § , der d
nicht enthdlt, verlangen, weil im Verlauf von T ein Knoten erzeugt werden
kann, der dann wieder geldscht wird und schliefBlich erneut, i.a. mit einer

anderen Klausel markiert, durch die p- oder die ¢-Regel eingebracht wird.

2.5.4 Bezeichnungen. Sei T': Gg *+§l ... ~+ Y eine nichtleere Ablei- -

tung. Dann heiBt

- 90 der Initialgraph von T.

- G, der Finalgraph von T.

ein Zwischengraph von I', wenn 0 <i <n gilt.

Die Anzahl der Ableitungsschritte in einer Ableitung T heifit die Lidnge von T
und wird mit |[T| bezeichnet. Die leere Ableitung hat also die Lidnge null. Eine
Ableitung T heifit fortsetzbar, wenn es eine nichtleere Ableitung T' gibt, so
dafl die Konkatenation I'T' eine Ableitung ist. Offensichtlich ist eine nicht-
leere Ableitung I genau dannnicht fortsetzbar, wenn der Finalgraph von ' ent~
weder die leere Klausel enthdlt, oder der leere Graph ist. Dies folgt sofort
aus der Tatsache, daB der Finalgraph einer nichtleeren Ableitung stets nm-re-
duziert ist, da jede Anwendung einer Ableitungsregel des KOWALSKI-Kalkiils von

einer T-Reduktion begleitet wird.

2.5.5 Schreibweisen. Wir schreiben:

- T: G—G', wenn ' eine Ableitung mit dem Initialgraphen § und dem
' : Finalgraphen G' ist, oder wenn T die leere Ableitung und
G=G" ist.
I: GF—G'}—G", wenn T: G|—G" gilt und G' ein Zwischengraph von T ist,
oder wenn I die leere Ableitung und G =G' =G" ist,
GG, wenn eine Ableitung I mit T: GF—G' existiert.
GG —gnr, wenn eine Ableitung T mit I': G|—G'}F—G" existiert.

t

Der Leser mache sich klar, daB die Ableitungsrelation (— des KOWALSKI-Kal-

kiils zwar reflexiv, aber wegen den Bedingungen (b) und (¢) in 2.5.3 nicht tran-
sitiv ist. Aus diesem Grund benutzen wir statt —3*, (bezeichnet die trarsitive

Hiille von ——) das neue Symbol |— .

2.5.6 Widerlegungen. Eine Ableitung I heifit Widerlegung fiir einen Klauselgra-

phen G, wenn G der Initialgraph zu ' ist und der Finalgraph von I die leere

Klausel enthdlt. Ein Klauselgraph heifit widerlegbar, wenn eine Widerlegung
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fiir ihn existiert. Wir schreiben:
- I : (0, wenn T eine Widerleégung fiir § ist.
$H—o, wenn G widerlegbar ist.

2.5.7 Die induzierten Resolutionsableitungen. Sei T: gk—~—g' eine Ableitung.

Sei S(G) ={Cy,...,Cn} und seien Dy,...,Dy die in I' erzeugten Resolventen in
der Reihenfolge ihrer Erzeugung. Dann gibt es stets passende Varianten

Di,...,Di von Di,...,D, so dafi T :=Cl"'CnDi"'Dﬁ eine Resolutionsableitung

R
(siehe 1.4.7) ist. FR heiBt induzierte Resolutionsableitung zu T. Offensicht-
lich ist I' genau dann eine Widerlegung fiir (, wenn LY eine Resolutionswider-

legung fir S(G) ist.

2.5.8 Beispiel. Sei S ={§,PR,§Q,§§}. T sei die Widerlegung:

Lol
i
)

N
142

i

0 ot
Lol

0

01

o

lae)

8

Dann ist FR==§,PR,§Q,§§,P,§,D eine induzierte Resolutionsableitung zu I'. Man

iberlegt sich leicht, daB die durch den Baum

@: R PR PQ PQ

Y

i

L —

R

v

O

dargestellte Resolutionswiderlegung @ flir S von keiner Ableitung gS}———g in-
. . . =1 2
duziert werden kann, da nach der elnleltenden Resolution auf R R das Atom R

nicht mehr im Graphen vorkommt.

2.5.9 Korrekth=it und Vbllstédndigkeit. Die klassischen Forderungen an einen

Logikkalkiil sind Korrektheit (engl: soundness) und Vollstdndigkeit (engl:
completeness). Der KOWALSKI-Kalkiil heifBit
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- korrekt, wenn jede Klauselmenge S, fiir die QS widerlegbar ist, unerfiillbar
ist.
- vollstdndig, wenn fiir jede unerfiillbare Klauselmenge S der initiale Graph

gs widerlegbar ist.

2.5.10 Korrektheitssatz. Der KOWALSKI-Kalkiil ist korrekt.

Beweis, Sei S eine Klauselmenge und T eine Widerlegung fiir QS. Sei PR eine
induzierte Resolutionsableitung zu I'. Dann ist FR eine Resolutionswiderlegung
fiir S(QS). Die Korrektheit des Resolutionskalkiils (1.4.10) garantiert, daB
S(QS) unerfiillbar ist. Wegen S(QS) C S ist auch S unerfiillbar. []

Die Vollstidndigkeit des KOWALSKI-Kalkiils ist bis heute unbewiesen. In den Ka-
piteln 3 und 4 zeigen wir die Vollst&dndigkeit filir spezielle Klassen von Klau-

selmengen.

2.5.11 Nichtabbrechende Ableitungen. Eine unendliche Folge Zji5...Ip... VOn

Ableitungsschritten heifit nichtabbrechende Ableitung, wenn fiir alle n >1 das

Anfangsstiick Z7...Inh eine Ableitung ist.

2.5.12 Beispiel filir eine nichtabbrechende Ableitung.

P P P P| =23 P P P -15 P P P P
_ PP l_Qh_Q_.,l_ -
Q Q e Q Qf ° Q
P P P P P §2P3

= | - ———— e & ®
Q 0 p
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2.6 Filter

Robert KOWALSKI nannte seinen Kalkiil die "Connection Graph Proof Procedure”
In der Tat kann man den KOWALSKI-Kalkiil als einen indeterministischen Algo-
rithmus auffassen: Zu einer Klauselmenge S wird zundchst der initiale Graph
QS gebildet. Danach werden solange indeterministisch gewdhlte Ableitungs-
schritte ausgefiihrt, bis die leere Klausel erzeugt ist. Die Korrektheit des
Kalkiils gestattet dann die Aussage, daB S unerfillbar ist, und die erzeugte
Widerlegung ist ein Beweis dafiir.

Die naheliegende Forderung an diesen Algorithmus ist, dafBl er volldtdnng
ist, d.h., daB er fiir jede unerfiillbare Klauselmenge S nach endlich vielen
Schritten mit der Erzeugung der leeren Klausel terminiert. Diese Forderung
ist aus zwei Griinden nicht erfiillt:

Erstens braucht der AbleitungsprozeB, auch fir unerfiillbare S, nicht zu ter-
minieren, da es, wievdie Beispiele 2.5.12 und 2.7.6 zeigen, nichtabbrechende
Ableitungen von gs aus gibt.

Zweitens kann die Widerlegbarkeit an sich verloren gehen, wie die Beispiele
2.7.2 und 2.8.6 demonstrieren werden.

Man bendtigt also, zusdtzlich zum Kalkiil, einen Filter, der die Wahl der Ab-
leitungsschritte so einschrénkt, daB die beiden obigen Insuffizienzen beseitigt

werden.

2.6.1 Filter. Ein Filter F (fiir den KOWALSKI-Kalkiil) ist ein entscheidbares
Priddikat auf der Menge aller Ableitungen (des KOWALSKI-Kalkiils), so daB fiir
jede Ableitung I' =%1...%, gilt: Wenn F(r) gilt, dann gilt flir jedes k mit
1<k<n: F(zl__.zk). Eine Ableitung T heifit f-Ableitung, wenn /(I) gilt. Eine

nichtabbrechende Ableitung G, —> Gy —* G, — ... heifit nichtabbrechende F-Ab-
leitung, wenn fir alle n>1 das Anfangsstiick G —* ...—> G, eine Ff-Ableitung

ist. Eine Ableitung T heiBt Ff-fortsetzbar, wenn es einen Ableitungsschritt I

gibt, so daB I'Z eine F-Ableitung ist. Wir schreiben:
- r:9}7;—-§ﬂ'wenn T eine F-Ableitung ist.
gfjf——g', wenn es eine F-Ableitung von ¢ nach G' gibt.

Als Synonym filr Filter benutzen wir die Begriffe Restriktion und Strategie.

Ob wir einen Filter als Restriktion oder als Strategie bezeichnen, hidngt vor

allem von seiner sprachlichen Formulierung und der damit verbundenen Intuition
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ab. Typische Beispiele fiir Restriktionen sind:

2.6.2 Die NR-Restriktion. Eine Ableitung I heiBt NR-Ableitung, wenn in [ nur

p- und ¢-Schritte vorkommen. NR steht fiir "no reduction”.

2.6.3 Die FF-Restriktion. Eine Ableitung T': § — ... ~—*§% heiBt FF-Ablei-

tung, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfillt sind:

(a) Vor dem ersten Nicht-¢-Schritt in [ wird zuhéchst die ¢~Regel auf jeden
Knoten in G, so oft wie mdglich angewendet.

(b) Nach einem p-Schritt in T wirddie ¢-Regel, vor dem ndchsten Nicht-¢-
Schritt, so oft wie mdglich. auf den Resolventenknoten angewendet.

FF steht fiir "full factoring”.

2.6.4 Die T-Restriktion. Eine Ableitung I': G — ... -—— G heiBt T-Ableitung,

wenn keine der erzeugten Resolventen und Faktoren eine Tautologie ist.

2.6.5 Die U~Restriktion. Eine Ableitung I heiBt U-Ableitung, wenn ' keine

¢-Schritte enthdlt und.diep-Regel nur auf undre Links angewendet wird. Ein

Link heifit undr, wenn wenigstens eine seiner Inzidenzklauseln unir ist.

2.6.6 Generationen von Links und Knoten. Sei T: § — Gy —*... — G, eine

Ableitung. Wir definieren fiir jeden Knoten und filir jeden Link in I die Gene-

ration (engl: level) rekursiv wie folgt:

- Fir jeden Knoten a in §, ist Gen(a):=0.

- Fiir jeden durch einen p-Schritt gi-{§—+gi+l eingebrachten Knoten c ist
Gen(c):= 1+ max {Gen(a) ,Gen(b)}, wobei a und b die Inzidenzknoten zu % sind.

-~ Flir jeden durch einen ¢-Schritt gi—fb§1—>gi+l eingebrachten Knoten c ist
Gen(c) := Gen(a) .

~ Fiir jeden Link & =LaKb in I' ist Gen(#):=max {Gen(a) ,Gen(b)} .

2.6.7 Die M-Restriktion. Eine Ableitung T heifBt M-Ableitung, wenn fiir jeden

p-Schritt g—{%—»g' in T gilt: Gen(g)=min {Gen(2')| &' ist Link in §}. M steht

fir "monotonous".

Bei Restriktionen liegt alse die Betonung darauf, anzﬁgeben, welche Schrudltte
nicht gewdhlt wenden dilnfen. Dagegen sind Strategien positiv formuliert, d.h.,

es wird angegeben, welche Schnitite gewihit wernden sodlen. Ein Beispiel ist:
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2.6.8 Die BF~Strategie. Man erhilt eine BF-Ableitung Q,-——*Ql——*... wenn

man von ¢ ausgehend wie folgt vorgeht:

(a) Zuerst sind zu jedem Knoten in Q) mit der ¢-Regel alle nichtisolierten

~ Faktoren zu bilden.

(b} Die p-Regel darf auf einen Link % in 91 nur dann angewendet werden, wenn
seine Generation min.mal ist, d.h., wenn fiir jeden Link %' in G; gilt,
dafBl Gen(2)< Gen(¥).

(c) Nach einem p-Schritt, bei dem ein Resolventenknoten ¢ gebildet wurde,
miissen mit der ¢-Regel sofort alle nichtisolierten Faktoren zu c erzeugt
werden.

(d) pie 1~ und die o-Regel diirfen nicht angewendet werden.

BF steht fir "breadth first search!

Wir haben die BF-Strategie bewuBt informell formuliert, denn genau in der
informellen Formulieyung steckt der Unterschied zwischen Restriktionen und
Strategien. Man iberlegt sich ndmlich leicht, daB die BF-Strategie gerade die

Ubernlagerung der M-, Fr-, und NR-Restriktion ist, d.h.:

BF <==> M /\ FF ,\ NR
2.6.9 Konfluenz. Ein Filter F heiBt konfluent, wenn flir jede unerfiillbare
Klauselmenge S gilt: Jede F-Ableitung Ggt—G.: die keine Widerlegung ist,

138t sich zu einer F-Widerlegung §gl—Gh— 0O fortsetzen.

2.6.10 pie Eigenschaft noethersch. Ein Filter £ heiBt noethersch, wenn fiir

keine unerfiillbare Klauselmenge S eine nichtabbrechende F-Ableitung von Ggq

aus exjistiert.

2.6.11 vollstindigkeit. Ein Filter F heifBit vollstdndig, wenn F konfluent und

noethersch ist.

Wenn F ein volls%éndiger Filter ist, dann stellt der KOWALSKI-Kalkiil zusammen
mit F einen indeterministischen Algori%hmus dar,‘aer fiir jede unerfiillbare
Klauselmenge S nach endlich vielen Ableitungsschritten Gg—G1 —Gy— ...
die leere Klausel erzeugt. Da bisher selbst die Vollstadndigkeit des KOWALSKI~
kalkiils an sich unbewiesen ist, ist natiirlich @uch die Existenz von vollstédn-
digen Filtern nicht gesichert. Es wird jedoch allgemein angenommen, daf die

BF-Strategie vollstdndig ist.
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In Kapitel 4 untersuchen wir den Spezialfall der undren Klauselmenge. Wir
werden ein leicht iiberpriifbares Kriterium fiir die Vollstdndigkeit von Fil-
tern angeben. Insbesondere erfiillt die BF-Strategie dieses Kriterium und ist
damit fiir unére Klauselmengen vollstdndig. Wir definieren jetzt einige Be-

griffe, die zur Formulierung von Vollstdndigkeitskriterien niitzlich sind.

2.6.12 Erschipfende nichtabbrechende Ableitungen. Eine nichtabbrechende Ab-

leitung I: § —>G] —> Gy — ... heiBt erschdpfend (engl: exhaustive), wenn

gilt:

(a) Jeder Link in T wird nach endlich vielen Schritten wieder geldscht, z.B.
durch die p-Regel.

(b) Zu jedem Knoten a in I, der nicht wieder gelBscht wird, werden mit der

¢~Regel sdmtliche nichtisolierte Faktoren gebildet.

Die nicht abbrechende Ableitung in Beispiel 2.5.11 ist offensichtlich
nicht erschopfend. In Beispiel 2.7.6 geben wir eine erschdpfende nichtab-

brechende Ableitung an.

2.6.13 Erschopfende Filter. Ein Filter F heifBit erschdpfend, wenn jede nicht-

abbrechende F-Ableitung, die vom initialen Graphen QS einer unerfiillbaren

Klauselmenge S ausgeht, erschopfend ist.

2.6.14 Fortsetzbarkeit. Ein Filter F/ heifit fortsetzbar, wenn fiir jede uner=-

fiilllbare Klauselmenge S und filir jede F-Ableitung I: §g}—G gilt: I ist eine

Widerlegung oder T' ist F-fortsetzbar.

2.6.15 Satz. Sei / ein noetherscher Filter. Dann ist F genau dann konfluent,

wenn £ fortsetzbar ist.

Bewelis.,
"==>"_ Trivial, da in der Definition 2.6.1 gefordert wird, daB, wenn

F(Zy...3,) gilt, stets fiir alle k mit 1 <k <n auch Flsy...5p) gilt.

"<==", Sei f/ ein noetherscher und fortsetzbarer Filter.
Angenommen, F ist nicht konfluent, Dann gibt es eine unerfiillbare Klausel-
menge S und eine F-Ableitung T: Gg}—G, die keine Widerlegung ist, und die
sich auch nicht zu einer F-Wideriegung fortsetzen 1aB8t. Da F fortsetzbar

ist, ldBt sich I' jedoch zu ﬁiAbleitungen I'¥y1,T21%3,... fortsetzen. Alsoc exi-



stiert eine nichtabbrechende F—Ableitung IZyZg..., die von gs ausgeht. Da F

noethersch und S unerfiillbar ist, kann dies nicht sein. W! []

2.6.16 Vermutung. Jeder erschopfende und fortsetzbare Filter F mit £ ==> NR

ist vollstandig.

47
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2.7 Tautologien

Der initiale Klauselgraph QS ist tautologiefrei., Durch die p- und die ¢-Re-
gel konnen jedoch Resolventen und Faktoren gebildet werden, die Tautologien
sind. Die t-Regel gestattet die Elimination jedes Knotens, dessen Klausel

eine Tautologie ist. Die t1-Regel des KOWALSKI-Kalkiils ist der folgende Algo-

rithmus:

2.7.1 Algorithmus 7

Eingabe: G Klauselgraph;
a : Knoten in §, so daB C, eine Tautologie ist;
Awsgabe: m(Gg-a).

2.7.2 Beispiel. Die folgende Ableitung zeigt, daB durch die uneingeschrédnkte

Anwendung der 1-Regel die Widerlegbarkeit verloren gehen kann:

P B 122 P B 545 P P P 35
o 9| ¢ 2o/l o & |/
R R R R R R R R R R R R R
P P P P 1-4 P P
- 5 | R - -
Q Q Rf —— Q Q B Q Q
K R R R R E R R R| R R R

Der initiale Graph ist offensichtlich widerlegbar. Der finale Graph ist er-

fiillbar und damit nicht widerlegbar.

Ein konfluenter Filter muB also die Anwendbarkeit der T-Regel einschrénken.
BIBEL gibt in /Bi8lc/ die folgende Bedingung an, auf die wir in Kapitel 3

noch niher eingehen werden.

2.7.3 Die BIBELsche Tautologie-Eliminationsbedingung. Wir sagen, daB a die

BIBELsche Tautologie-Eliminationsbedingung (BTEB) bzgl. L in G erfiillt, wenn
gilt: G ist ein Klauselgraph, a ist ein Knoten in G und L und L sind Literale

in C,, so daB
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e f-a .
fiir alle Links M LY und N L° in (&
e f . . .
gilt: M'N ist Link in §.
Wir sagen, daB a die BTEB in § erfi{illt, wenn ein Literal L existiert, so daB

a die BTEB bzgl. L in § erfiillt. Die folgende Skizze veranschaulicht die BTEB:

/7
Lo [M{---[N]...]

Neben der Eigenschaft, daB C; eine Tautologie ist, fordert die BTEB, daB zu
. f-a ) . e f o L L
zwei Rampen M°L? und N'LY stets die Briicke M N~ existiert. Die in Beispiel

2.7.2 eliminierte Tautologie erfiillt die BTEB nicht, da die Briicke Rlﬁz fehlt.

2.7.4 Die BTE-Restriktion. Eine Ableitung T heif3t BTE-Ableitung, wenn in T

die t-Regel nur auf Knoten angewendet wird, die die BTEB erfiillen.

2.7.5 Die BTELA-Restriktion. Eine Ableitung T heiBt BTELA-Ableitung, wenn T

eine BTE-Ableitung ist und jede erzeugte Tautologie sofort durch die t-Regel
eliminiert wird. LA steht fiir "look ahead"”, da nur solche tautologischen Re-

solventen und Faktoren erzeugt werden diirfen, die die BTEB erfiillen.

Die BTE-, BTELA- und auch die T-Restriktion (2.6.4) verhindern den in Bei-
spiel 2.7.2 den Verlust der Widerlegbarkeit. Die T-Restriktion unter-
driickt die Anwendung der t-Regel v8llig, da keine Tautologien mehr auftre-
ten konnen. Sie ist verhdltnismidBig effizient zu implementieren. Dies gilt
nicht flir die BTE-Restriktion, da unter Umstdnden sehr viele Rampenpaare ex-
istieren konnen. Die BTELA-Restriktion ist wegen der Vorausschau noch zeit-
intensiver als die BTE-Restriktion. Dafiir ist sie, was die Suchraumreduktion
anbetrifft,den beiden anderen Restriktionen iiberlegen. Die BTE-Restriktion
ist beziiglich der Suchraumreduktion sogar der effizienteren T~Restriktion
unterlegen, da nur ein Teil der erzeugten Tautologien, die unter Umstanden

sehr viele inzidente Links haben kdnnen, wieder geldscht werden kann.
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2.7.6 Beispiel fiir eine erschépfehde, nichtabbrechende BTELA-Ableitung:

P P P P P P P P
_ 1=2 _ Rl§4 _ - ﬁle
Q Q—— Q Q Q— |9 Q Q Q——
R R R R R R R R R R R
P PR R g5 | P B P 5405 P S
S0 0 ol5 292 o 29995
R R R R R R
P P .t 51P3 F s, élQS . ’P.. .?.- '.‘.'o élgz
0o g ol——le e d oo Q¢ Q9
R R R R R R R R R
JELELL, R o3 P TR g2 PR s
— ‘. _..'.. - —-— ‘P’
02 022 |H5le 99 =12 0 —
R R R R R R R R R R R R
P PB| |P P
Q 9 =1 2 9@
R R R Rl |R R R R

Der initiale Graph ist der gleiche wie in Beispiel 2.7.2. Der finale Graph
entspricht dem initialen Graphenbis auf die Tatsache, daB jedes Literalauf-
treten durch sein Komplement ersetzt isf. Folglich 1&Bt sich der finale Graph
mit den analogen Schritten wieder in den initialen iiberfithren. Wir haben also

insgesamt die Situation:

- 8 ist eine unerfiillbare, aussagenlogische Klauselmenge.

+, + ) . _ .
I Qg 0. T QS Pt Q% ist eine BTELA-Ableitung.

- Qé und gs haben keine Klausel gemeinsam.

Also ist I'TT... eine erschdpfende, nichtabbrechende BTELA-Ableitung, die vom

initialen Graphen einer unerfiillbaren aussagenlogischen Klauselmenge ausgeht.

2.7.7 1-Links. Ein Link in einem Klauselgraphen heifit T-Link, wenn er kein

Autolink ist, und wenn seine Resolvente eine Tautologie ist.

|
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Das folgende interessante Beispiel wurde kiirzlich von N. EISINGER gefunden:

2.7.8 Beispiel fiir einen initialen unerfiillbaren Graphen, in dem nur t-Links
vorkommen:

|Pxa|Pxx|

|Bya|Pyy|

Jeder der vier Links ist ein T-Link. Keine der tautologischen Resolventen er-
fiillt die BTEB. Die T- und die BTELA-Restriktion lassen also als Ableitungs-
schritte nur die Faktorisierung zu. Die BTE-Restriktion hingegen 1dBt die Re-

solution auf allen Links zu.
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2.8 Subsumtion

2.8.1 S-Substitutionen. Seien Cund D Klauseln. Eine Substitution 6 mit

Ber (8) C Var(D) heiBft S-Substitution von D nach C, wenn 6D C C und |6D]| = |D]|

ist.

2.8.2 Subsumierte Klauseln. Seien C und D Klauseln. Wir sagen:

- D subsumiert C, wenn eine S-Substitution von D nach C existiert.

- D subsumiert C reduzierend, wenn C von D subsumiert wird und C keine Va-

riante von D ist.

Unsere Definition der Subsumtion weicht von der 8~Subsumtion in /Lo78, S.97/
ab. Dort wird statt |eD| =]|D| schwdcher |D| <|C| gefordert. In /Ro65/ wird
auf die Forderung |6D| =|D| v3llig verzichtet. Sowohl unsere Bedingung als
auch LOVELANDs Bedingung stellen Reduktionsforderungen dar. Diese Reduktivi-
tdt ist im Hinblick auf vollstdndige Filter erforderlich. In Abschnitt 4.3

werden wir unsere Bedingung |6D| = |D| ndher begriinden.

2.8.3 Lemma. Es gibt keine unendliche Folge ClC2C3... von Klauseln, bei der,

fir alle n>1, C, von C, 4] reduzierend subsumiert wird.

Beweis. Nach Definition 1.1.7 sindLiterale Zeichenreihen. Wenn L ein Literal
ist, bezeichnen wir mit |L| die Linge von L als Zeichenreihe. Offensichtlich
gilt stets !Ll,il- Fiir eine Klausel C ={Li,...,Lp} mit n>1 definieren wir

die Komplexitit [C] durch:

(1) fele=fu | +|n,l +... + {1 | - [var(c) |.

Diese Klauselkomplexitdt erfiillt offensichtlich folgende Eigenschaften:
(2) [c]>0; [c]:=0 genau dann, wenn C=0 .

(3 cCp==>([c]<[D]; CCDANCEFD ==> [C]<[D].

(4) [Cc]<[e6C] fiir jede Substitution ¢.
(5) [Cc] <[eC] fiir jede Substitution g mit Ber(g) C Var(C), die keine U-Sub-

stitution fir C ist.

Wir zeigen nun, daB fiir zwei Klauseln C und D stets gilt:
(6) Wenn C von D reduzierend subsumiert wird, dann ist [C] > [D].

Seien also C und D Klauseln, so daB C von D reduzierend subsumiert wird. Dann
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gibt es eine Substitution 6 mit 6D C C, |6D| = |D| und Ber(6) C Var (D).

Fall 7: |ep| < |c|. pann gilt: [D] <[6D] <[c].

Fall 2: |ep] =]|c|. Also ist 6D =C. Da D keine Variante von C ist, kann © keine
U-Substitution fiir D sein. Also gilt: [D] <[eD] =[C].
Angenommen, C3CC3... ist eine unendliche FolQe von Klauseln, bei der, filir al-

le n>1, Cp reduziered von Cp4) subsumiert wird. Dann gilt [C3]>[Cp]>[C3]> ...

Da fiir n>1 [Ch] €N ist, kann dies nicht sein. W/ . []

2.8.4 Subsumierte Knoten: Sei § ein Klauselgraph und seien a und b zwei ver-

schiedene Knoten in . Wir sagen, daB a von b [reduzierend] subsumiert wird,

wenn C, von Cy, [reduzierend] subsumiert wird.
Die o-Regel fiir den KOWALSKI-Kalkiil ist der folgende Algorithmus:

2.8.5 Algorithmus o

Eingabe: G : Klauselgraph;
a : Knoten in G, so daB ein von a verschiedener Knoten in §

existiert, der a subsumiert.

Ausgabe: w(G-a).

2.8.6 Beispiel (N.EISINGER). Die folgendé Ableitung zeigt, dafl durch uneinge-

schridnktes Anwenden der o-Regel die Wideflegbarkeit verloren gehen kann.

1 3 4 5 6 7 8 9
P P P P P

G = Q 9 00 Q0 Q9 ©Q
R R R R R

G, 1ist ein totaler, ﬂ-réduzierter AT-Klauselgraph. Man rechnet leicht nach,

daB G, widerlegbar ist. Die Links §4Q5, §4Q6, §2P8 undvf’ZP9 filjhren auf Resol-
venten, die von den Knoten 2, 1, 7 und 5 subsumiert werden. Wenn man die Re-
solutioﬁen in der angegebenen Reihenfolge durchfilhrt und die subsumierten Re-
solventen sofort mit der o -Regel eliminiert, wird bei der letzten m -Reduktion

die Spalte 2 geldscht, und man erhdlt den (neu numerierten) Graphen Ql:
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1 3 4 5 6 7 8
5 5 E..Q" P

Gy = 000 9 00 0
R R R R

= =6 . .
Die Resolventen zu RlR4 und RlR werden von 2 und 3 subsumiert. Resolution

auf diesen Links und Elimination der subsumierten Resolventen liefert den

Graphen §5:
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7 .8
‘1—’ N P Pl 34 67 |[P P P PP
R Y R™R Q0 T o e,
G, =12 9 0 D 00 Q‘;‘“’*l\...l—-p————> 0 0 0 0 0 9 9 =: G5
' R R R R R

In §3 sind die Spalten 1 und 3 von Spalte 4 und die Spalten 6 und 7 von Spalte

8 subsumiert. Eliminiert man diese Spalten mit der o-Regel, so kollabiert der

Graph zum leeren Graphen (). Insgesamt haben wir also eine Ableitung
E% —5—;i9-(), wobei QO ein widerlegbarer, m-reduzierter und totaler AT-Klau-
1

selgraph ist.

Ein konfluenter Filter muBl also, neben der Anwendbarkeit der t-Regel, auch
die Anwendbarkeit der o-Regel einschrdnken. Wieder greifen wir auf eine Bedin-

gung aus /Bi8lc/ zurilick:

2.8.7 Die BIBELsche Subsumtions-Eliminationsbedingung. Wir sagen, daB a die

BIBELsche Subsumtionseliminationsbedingung (BSEB) bzgl. b und 6 in G erfiillt,
wenn a und b verschiedene Knoten des Klauselgraphen G sind, und wenn 6 eine

S-Substitution von Cp nach C, ist, so daB

fliir jedes Literal L €C,
und fiir jeden Link Mer? in G
gilt: M°r° ist Link in G.
Wir sagen, daB a die BSEB in § erfiillt, wenn es b und 6 gibt, so daB a die
BSEB bzgl. b und 6 in § erfiillt. Die folgende Skizze soll die BSEB veran-

schaulichen: b
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Die BSEB fordert also, daR b den Knoten a nicht nur klauselmdfig, sondern auch
bzgl. der Links subsumiert, Da den Links, wegen der Vererbung und der m-Reduk-
tion, eine primare Bedeutuhg zukommt, erscheint uns diese Forderung durchaus
natiirlich. Die Beweise in den Kapiteln 3 und 4 (Bemerkung 4.3.12) werden wei-

teres zur Erhellung der BSEB beitragen.

2.8.8 Die BSE-Restriktion. Eine Ableitung I heiBft BSE-Ableitung, wenn in T die

o-Regel nur auf Knoten angewendet wird, die die BSEB erfiillen.

2.8.9 Die BSERF-Restriktion. Eine Ableitung ' heifit BSERF-Ableitung, wenn T

eine BSE-Ableitung ist und fir jeden o-Schritt I: Q-%;—+§' in T eine der fol-

genden Bedingungen erfiillt ist:

(a) a ist ein Knoten im Initialgraphen von T. 7

(b) £ folgt in T direkt auf einen p-Schritt und a wurde in diesem p-Schritt
als Resolventenknoten erzeugt.

(c) ¢ ist ein reduzierender BSE-Schritt, d.h., es gibt b und 8, so daB a die

BSEB bzgl. b und 6 in § erfiillt und Cp, keine Variante von C, ist.

RF steht flir "reducing or forward".
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2.9 Anmerkungen und Verweise

Der KOWALSKI-Kalkiil wurde zuerst in /Ko75/ beschrieben und wird dort als die
Connection Graph Proof Procedure bezeichnet. Die in /Ko75/ beschriebene Reso-
lutionsregel arbeitet mit Multivererbung und erzeugt stets alle lokalen Links
unabhingig vom Vererbungsmechanismus. Von BRUYNOOGHE /Br75/ stammt der Vor-
schlag, die lokalen Links durch Vererbung aus Autolinks zu erzeugen. Dieses
Konzept wurde von KOWALSKI in /Ko79/ iUbernommen. Die Idee, weniger Links als
bei Multivererbung zu erzeugen, geht auf BIBEL /Bi8la, Bi8lc/ =zuriick. Seine
Vererbungsmechanismen liegen zwischen der von uns eingefiihrten Mono- und der
Multivererbung von KOWALSKI. Die Kalkiile in /Ko75, Ko79/ enthalten keine Sub-
sumtionsregel. Subsumtion beim KOWALSKI-Kalkiil wird in den Arbeiten von EI-
SINGER /Ei80, Ei81/, BIBEL /Bi8lc/ und CHAMPEAUX /Ch82/ untersucht. EISINGER
gibt einen effizienten Test auf Subsumtion an, der die speziellen Gegeben-
heiten in Klauselgraphen ausnutzt. Von BIBEL stammen die Eliminationsbedin-
gungen fiir Tautologien und subsumierte Klauseln. In /Bi8lc/ zeigt er, daB ein
entsprechend eingeschrdnkter Kalkiil zumindest fiir aussagenlogische Klausel-

mengen konsistent ist. Wir werden darauf im ndchsten Kapitel n8her eingehen.

In /Br76/, /SS76, SS80/ und /Bi8la; Bi8lb/ wird das Vollstadndigkeitspro-
des KOWALSKI-Kalkiils angegangen. Die Autoren versuchen jeweils, Krite-
rien fiir die entsprechenden Eigenschaften von Filtern zu beweisen. Leider sind
die Beweise alle falsifiziert oder jedenfalls unvollstdndig. Bis heute ist
selbst die Vollstidndigkeit des KOWALSKI-Kalkiils an sich (siehe 2.5.9) unbe-

wiesen.

WALTHER /Wa8la, Wa8lb/ untersucht die Elimination redundanter Links und gibt
effiziente Kriterien zu ihrer Erkennung an. Unter redundanten Links werden da-

bei T-Links, oder Links, deren Resolvente isoliert ist, verstanden.

STEKMANN und WRIGHTSON machen in /SW80/ Vorschldge zur Einbeziehung der Pa-
ramodulation in den XKOWALSKI-Kalkiil. Zusdtzlich zu den (Resolutions-) Links
filhren sie P-Links ein, die mdgliche Paramodulation reprdsentieren, und die

shnlich wie die normalen Links vererbt werden.

Die uns bekannten Implementierungen des KOWALSKI-Kalkiils sind das System
von AMBLE /Am75/, der Beweiser COGITO von CHAMPEAUX /Ch78/ und die Markgraf

Carl Refutation Procedure der Karlsruher Gruppe /BEHSSW81/. Das Karlsruher



System ist weltweit eines der am besten ausgebauten Beweissysteme und wird

fortlaufend weiterentwickelt.

SchlieBlich erwdhnen wir noch eine neuere Arbeit /Bi82a/ von BIBEL, in der
er mehrere Beweisprozeduren, darunter auch die Connection Graph Proof Pro-

cedure, miteinander vergleicht.
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KAPITEL 3

KONFLUENZ BETI

AUSSAGENLOGISCHEN KLAUSELMENGEN

In diesem Kapitel entwickeln wir den Beweis fiir die Vollstindigkeit der soge-

nannten AE- Strategle bei aussagenloglschen Klauselmengen. Der Beweis, der in

anderer Formullerung in /E180/ und implizit auch in /B181c/ enthalten ist,
baut auf der von BIBEL gezeigten Invarianz der Eigenschaft spannend auf /BiSlc/.
Ein spannender Klauselgraph ist unerfiillbar und verfiigt zudem liber hinreichend

viele Links, um auch nach einer m-Reduktion noch unerfiillbar zu sein.

Unser Beitrag ist der bisher fehlende, nichtelementare Beweis dafiir, daB jeder

spannende Klauselgraph auch widerlegbar ist. Zusammen mit der von BIBEIL gezeig-
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ten Invarianz der Eigenschaft spannend erhilt man damit, daB die Konjunktion

der BTE- mit der BSE~Restriktion konfluent ist.

Die Vollstidndigkeitsbeweise fiir die klassischen Verfeinerungen des Resolu-
tionskalkiils werden iiblicherweise in zwei Stufen gefiihrt: Zunichst wird die
Vollstdndigkeit fiir den aussagenlogischen Fall gezeigt, um danach mit Hilfe
des Satzes von HERBRAND durch das sogenannte Lifting auf den allgemeinen Fall
tibertragen zu werden. Dabei ist das Lifting der unproblematische Teil, so daB
der Beweis praktisch schon dann erbracht ist, wenn die Vollstindigkeit fiir aus-
sagenlogische Klauselmengen gezeigt werden kann. Beim KOWALSKI-Kalkiil treten
aber durch die Linkvererbung und die T-Reduktion Schwierigkeiten auf, die nach
unseren Untersuchungen ein Lifting sehr kompliziert oder sogar unmdglich er-

scheinen lassen.
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3.1 Die Invarianz der Eigenschaft spannend

Wenn man den unerfiillbaren Graphen (d) in 2.1 7-reduziert, dann kollabiert
er zum erfiillbaren leeren Graphen. Da im KOWALSKI-Kalkiil jeder Ableitungs-
schritt von einer 7m-Reduktion begleitet wird, muB ein widerlegbarer Graph
folglich, neben der Unerfiillbarkeit seiner Klauselmenge, zusitzlich die Ei-
genschaft haben, dafl er Uber hinreichend viele Links verfiigt, die ihn gegen
die m-Reduktion stabilisieren. Die von BIBEL eingefiihrte Eigenschaft span-
nend charakterisiert diese zum Erhalt der Widerlegbarkeit erforderliche
Linkreichhaltigkeit eines unerfiillbaren aussagenlogischen Klauselgraphen.
BIBEL zeigt in /Bi8lc/, daB der initiale Graph zu einer unerfiillbaren aussa-
genlogischen Klauselmenge spannend ist, und daB die Resolutionsregel Ffiir
Klauselgraphen spannende Graphen in spannende Graphen iiberfiihrt. Auch die
T- und die o-Regeln erhalten die Eigenschaft spannend, allerdings im allge-
meinen nur dann, wenn filir den zu eliminierenden Knoten die entsprechende
BIBELsche Eliminationsbedingung erfiillt ist. Diese zunichst etwas artifi-
ziell erscheinenden Eliminationsbedingungen werden vor dem Hintergrund der
Eigenschaft spannend transparent: Sie sind gerade hinreichende Bedingungen
dafiir, daB der Graph auch ohne die Links an den tautologischen bzw. subsu-

mierten Knoten noch spannend ist.

Bevor wir ndher auf spannende Klauselgraphen eingehen, halten wir noch zwei
spezielle Eigenschaften der p-Regel filir den Fall fest, daB diese auf einen aus-

sagenlogischen Graphen angewendet wird:

3.1.1 Lemma. Sei 9-%?—>Q' und sei G ein aussagenlogischer Klauselgraph.

(a) Wenn (' den Resolventenknoten c zu & enthdlt, L €C. ist und Kd ein signi-
fikanter Vorgdnger zu L° ist, dann gilt fiir jeden Link MeKd in ¢', daB
auch ML ein Link in ¢' ist.

(b) Wenn ' den Resolventenknoten zu ¢ nicht enthdlt, dann gibt es einen

nichtundren Inzidenzknotén von g, der nicht in G' enthalten ist,

Beweis, Sei § ein aussagenlogischer Klauselgraph mit g-%g~>g' Sei §" ein
Graph mit:
(1) 64— G und §' =(G - 0.

o

Schliefilich sei ¢ der Resolventenknoten zu g in §'.
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Teil (al., Sei c in G' enthalten. Sei L €C. ein Literal und sei Kd ein sig-
nifikanter Vorgdnger zu L” bzgl. des Ubergangs (1). Sei MeKd ein Link in G'.
Wir miissen zeigen, dafB MeLC ein Link in §' ist. Zundchst ist MeKd auch ein
Link in §". Da ¢ aussagenlogisch ist, gilt K=L=M. Lemma 2.3.6 liefert nun,

e_C
daB ML ein Link in §" ist. Da G' nach Voraussetzundg sowohl e als auch c ent-

nalt und g #M°LC ist, ist M°LC auch ein Link in T (G" -%).

Teil (6).8ei ¢ in G' nicht enthalten. Seien 90,...,§n Graphen mit n> 1 und
' " t_g = _

(2) G55 CH =G G ——Gn=6".

Sei Qk der erste Graph, in dem ¢ isoliert ist (¢ ist dann ein Knoten in gk).
Danh gibt es ein Literal L €C,, so dab 1 in §k isoliert ist. Sei Kd der sig-
nifikante Vorgdnger zu 1 in ¢" bzgl. des libergangs (1). Dann ist d ein nicht-
undrer (d.h. [Cq| >2) Inzidenzknoten von &. Wir werden zeigen, daB d kein Kno-
ten in G' ist. Da K=L ist (G ist aussagenlogisch), garantiert Lemma 2.3.6,
daB MeKd genau dann ein Link in G" ist, wenn MoLC ein Link in G" ist. Da %
weder mit Kd noch mit L° inzidiert, gilt also auch:

(3) MeKd ist genau dann ein Link in 90, wenn M°L® ein Link in QO ist,

Da bei der n-Reduktion (2) ein Link MeLC genau dann geldscht wird, wenn der
Knoten e gel&scht wird, ist der Knoten d in Gy entweder gar nicht enthalten

oder aber wenigstens isoliert. Also ist 4, wie zu zeigen war, kein Knoten in

g'. []

3.1.2 Die Eigenschaft spannend. Sei G =<Knoten,C,Links> ein aussagenlogischer

Klauselgraph. Eine Abbildung w: Knoten — L heiBit Pfad in G, wenn fiir alle

a €EKnoten m(a) €Cy ist. Ein Pfad 7 in G heift komplementdr in G, wenn es Kno-

. . a b | . . . .
ten a und b in § gibt, so daB w(a) w(b) ein Link in G ist. § heiBt spannend,
wenn § nichtleer ist und wenn jeder Pfad in G komplementdr in § ist. Ein Graph,
der die leere Klausel enthdlt, ist also stets spannend, da er keine Pfade be-

sitzt. In der Matrixdarstellung lassen sich Pfade besonders gut veranschauli-

chen:
p P~ P P
,I - -
P Q,’ { Q /QQI SN
’;, i ' V=1 b
' ‘R~ ‘R

Wenn man sich die Literale der Matrix als Perlen vorstellt, ist ein Pfad ein
Faden, der von links nach rechts durch die Matrix l&8uft und in jeder Spalte

durch genau ein Literal gezogen ist. Komplementdr ist ein Pfad genau dann,
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wenn zwel seiner Perlen mit einem Link verbunden sind.

3.1.3 Satz (BIBEL).
(a) Ein totaler aussagenlogischer Klauselgraph ist genau dann unerfiillbar,
wenn er spannend ist.

(b) Jeder spannende aussagenlogische Klauselgraph ist unerfiillbar.

BeweLaAknge. Zu einem aussagenlogischen Klauselgraphen § 1dBt sich eine For-
mel (L..V ...) /N ... AN(...V ...) in konjunktiver Normalform (KNF) angeben,
indem man jedem Knoten a in § eine Formel (...\/ ...) zuordnet, die C, im Sin-
ne von 1.3.4 entspricht. Diese 1l&Bt sich durch vollstdndiges Ausmultiplizieren
in eine Formel (... N ...) ... V(... /N ...) in disjunktiver Normalform (DNF)
Uberfilhren. Eine Formel in DNF ist unerfiillbar genau dann, wenn jede Klammer
zwel komplementdre Literale enth&dlt. Da die Pfade eines Graphen genau der DNF

seiner KNF-Formel entsprechen, ergeben sich nun (a) und (b) leicht. []

Der Leser wird sich an dieser Stelle eventuell fragen, warum wir etwas so kom-
pliziertes wie den KOWALSKI-Kalkiil untersuchen, wenn sich die Unerfiillbarkeit
einer aussagenlogischen Klauselmenge doch einfach dadurch entscheiden 1lapt,

daB man alle Pfade auf Komplementaritdt untersucht. Wir nutzen die Gelegenheit,
um festzustellen, daB eine Klauselmenge S ={C1,C2,...,Cn} nicht weniger als
[ci].]cal. ... .|cy| Pfade besitzt, also exponetiell viele relativ zur Anzahl

der Klauseln. Bei nur 50 Klauseln mit mindestens je vier Literalen erreichen wir

schon die stattliche Anzahl von 1019 Pfaden.

Das ndchste Lemma zeigt, daf die durch die Eigenschaft spannend charakteri-
sierte Linkreichhaltigkeit eines Graphen durch die 7-Reduktion nicht beeintrdch-

tigt wird:

3.1.4 Lemma. Wenn G ein spannender aussagenlogischer Klauselgraph ist, dann ist

auch 7(§) spannend.

Bewelis., In Abschnitt 2.2 haben wir T(G) als die Normalform von G bzgl. der kon-

fluenten und noetherschen T-Relation definiert. Es genligt also, die folgende Be-
hauptung zu zeigen:

(1) Wenn G——G' gilt und § ein spannender aussagenlogischer Klauselgraph ist,

dann ist auch §' spannend.
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|
Sei also G ein spannender aussagenlogischer Klauselgraph und sei ' ein Graph

mit G——G'. Sei r' ein Pfad in §'. Wir miissen zeigen, daB 7' in G komple-
mentdr ist. Zundchst existiert (siehe 2.2.2) ein isoliertes Literalauftreten
L% in G mit G' =G -a. 7' ist also ein Pfad in G -a. sei m die Erweiterung von
' auf G mit w(a) :=1L. Da G spannend ist, ist m komplementdr in §. Es existie-
ren also zwei Knoten e und f in G, so daB 1T(e)e1r(f)f ein Link in G ist. Da La
in G isoliert und w(a) =L ist, gilt e+a und f4a. Also sind e und f auch Kno-
ten in G -a. Da in G -a gegeniiber & nur solche Links fehlen, die mit a inzi-
dieren, ist n(e)en(f)f=1r' (e)en' (f)f auch ein Link in & -a. Also ist T', wie

zu zeigen war, in G' =G -a komplementir. []

3.1.5 Die BTS’E*R‘estrAi}“{ti*’oh.’ Eine Ableitung I heifBt BTSE-Ableitung, wenn T

eine BTE- und auch eine BSE-Ableitung ist.

3.1.6 Satz (BIBEL). Sei § ein spannender aussagenlogischer Klauselgraph. Dann
ist jeder Graph ' mit g}-B—T-S-E—g' spannend.
Beweis. Sei § ein spannender aussagenlogischer Klauselgraph. Wir zeigen den

Satz in drei Teilen.

Tell 7; Wenn G' ein Graph mit §—5—G' ist, dann ist G' spannend. Sei also G
ein Graph mit G~ G'. Dann existiert ein Link & in G und ein Graph G" mit:
(1) G G" und G' =m(G" - %)

Wegen Lemma 3.1.4 genligt es zu zeigen, daB §" -2 spannend ist. Sei also @"

ein Pfad in G" - %.

Angenormzen,, " ist nicht komplementdr in " -%. Sei ¢ der Resolventenknoten
zu % in G". Offensichtlich gilt:

(2) G=G" -c.

Sei Kd ein signifikanter Vorgidnger zu TT"(c)c bzgl. des Ubergangs (1). Dann ist
Kd ein Literalauftreten in §, das nicht mit £ inzidiert. Wir definieren einen

Pfad ¥" in G" durch
K wenn x =d
V() =
" (x) “sonst.
Sei ¥ die Einschrénkung von ¥" auf §. Da G spannend ist, existieren zwei Kno-

e £ . . . . .
ten e und £ in G, so daB ﬁw=‘b(e) V(£f)” ein Link in G ist. Da % zwar mit d,

d
aber nicht mit X inzidiert, und V¥(d) =K ist, gilt jedenfalls Ly ¥8. Also
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ist Sl,q) ein Link in G" - %. .

Fall 7.7: SLq) inzidiert nicht mit d. Dann gilt SL\p =n"(e)en“(f) . Folglich ist
n" komplementdr in §" - g. ({//

Fall 7.2: 2y, inizidiert mit 4. Dann gilt o.B.d.A. Kd=1li(f)f. Da Kd ein signi-

—— . . e
fikanter Vorgdnger zu ﬂ"(c)c ist und ¥(e) =K =7"{(c) gilt, ist &" :=y (e) Tr"(c)c
wegen Lemma 2.3.6 ein Link in ¢" und damit aueh in §" - 2. Wegen e $d ist

e
" =1" (e) 1" (). Also ist 7" komplementdr in " -o. /!

Teil 2: Wenn (' ein Graph mit g—";L-»g' ist und a die BTEB in § erfiillt, dann
ist §' spannend . Sei also §' ein Graph mit g—?—»g' und sei a ein Knoten, der
die BTEB bzgl. L in § erfiillt. Dann gilt §' =1(§ -a). Wegen Lemma 3.1.4 geniigt
es zu zeigen, daB G -a spannend ist. Sei also 1 ein Pfad in G -a.

Angenommen, m ist nicht komplementdr in G -a. Sei

- der Pfad in G, der durch Erweiterung von 7 mit nL(a) =1 entsteht.

- Trf. der Pfad in G, der durch Erweiterung von 7 mit Tri-‘(a) =1L entsteht.

Da G spannend ist, existieren zwei Knoten e und f in G, so daB Q’l:: ﬂL(e)eTrL(a)a
=1r(e)eLa und 2, :=ﬂ£(f)f“£(a)a=ﬂ(f)f£a Links in G sind. Da a die BTEB bzgl.
L in G erfiillt, existiert zu den beiden Rampen %1 und &, die Briicke %3 =
n(e)en(f)f in §G. Da %3 nicht mit a inzidiert, ist %3 auch ein Link in G -a.

Also ist 7 in G -a komplementdr. (/!

Teild 3: Wenn ' ein Graph mit g——g‘—»g' ist und a die BSEB in § erfiillt, dann
ist §' spannend. Sei also G' ein Graph mit g—ﬁ—»g' und sei a ein Knoten, der
die BSEB bzgl. b und e in § erfiillt. Dann gilt G' =7(§ -a). Wegen Lemma 3.1.4
geniigt es wieder zu zeigen, dafl G -a spannend ist. Sei also 7w ein Pfad in G -a.
Angenommen, 7 ist nicht komplementdr in G -a. Sei { die Erweiterung von n auf
G mit y(a) :=m(b) (wohldefiniert, da eChp=Cp, C C,). Da § spannend ist, ist vy
in § komplementdr. Da die Einschrdnkung von ¢ auf G -a in G -a nicht komple-
mentdr ist, existiert ein Knoten e in §, so daB q)(e)e\p(a)a ein Link in § ist.
Da a die BSEB bzgl. b und e in ¢ erfiillt, muB auch % :=\p(e)eq)(a)b =n(e)en(b)b
ein Link in § sein. Da & nicht mit a inzidiert, ist & auch ein Link in G -a.

Also ist 7 in G -a komplementdr. /!

Sei nun §' ein Graph mit g}‘—ﬁt—g'. Da die Faktorisierungsregel auf aussagen-
logische Graphen nicht anwendbar ist, entsteht (' aus G durch endlich viele
Anwendungen der p-, T- und der o-Regel, wobei bei der t- und der ¢-Regel je-

weils die BIBELschen Eliminationsbedingungen erfiillt sind. Wie wir in Teil 1
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bis Teil 3 gezeigt haben, bleibt bei jedem dieser Ableitungsschritte die Ei-

genschaft spannend erhalten. Als6 ist §', wie zu zeigen war, spannend. L]

3.1.7 Korollar. Sei S eine aussagenlogische Klauselmenge.
{a) Wenn ¢ ein Graph mit gSkEﬁgﬁE-g ist, dann ist § genau dann erfiillbar,
wenn S erfiillbar ist.

(b) Wenn gskiﬁiﬁ?-() gilt, dann ist S erfiillbar.

Beweis, Sei S eine aussagenlogische Klauselmenge.
Teid {a). Sei G ein Graph mit 9Sk7§E§E—§.

"G erfiillbar ==> S erfiillbar”. Sei also § erfiillbar. Angenommen, S ist un-
erfillbar. Dann ist wegen Satz 3.1.3(a) gs spannend. Wegen Satz 3.1.6 ist auch
G spannend. Also ist G wegen Satz 3.1.3(b) auch unerfiillbar. {//

"S erfiillbar ==> G erfiillbar". Sei also S erfiillbar. Wegen S(QS)<: S ist
auch Qs erfiillbar. Da in einer Ableitung stiﬁzﬁ;—g neue Klauseln nur mit der
Resolutionsregel erzeugt werden, ist G, wie zu zeigen war, wegen Lemma 1.4.5

erfiillbar.

Teid (b). Folgt sofort aus Teil (a), da der leere Graph erfiillbar ist. []
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3.2 Die AE-Entscheidungsprozedur.

Mit Hilfe der im vorhergehenden Abschnitt nachgewiesenen Invarianz der Ei-
genschaft spannend 1ld8t sich nun zeigen, daB die von der DAVIS-Putnam-Beweis-—
prozedur /DP60/ her bekannte Atomeliminierungs-Strategie (AE-Strategie) fiir
den KOWALSKI-Kalkiil bei aussagenlogischen Klauselmengen konfluent und noe-
thersch ist. Das Prinzip der AE-Strategie ist, nacheinander die vorkommenden
Atome aus dem Graphen zu eliminieren. Dabei wird ein Atom L aus dem Graphen
entfernt, indem alle mit L inzidenten Links mit der p- oder der t-Regel ge-
16scht werden.iDie t-Regel wird bendtigt, um zu verhindern, daB bei Resolu-
tion auf Li-Tautologien solche neuen Links gebildet werden, die mit L inzi-
dieren.

In der Einleitung zu Abschnitt 2.6 haben wir ausgefiihrt, daBl der KOWALSKI-
Kalkiil zusammen mit einer Strategie einen indeterministischen Beweisalgorith-
mus darstellt. Entsprechend formulieren wir hier die AE-Strategie als einen
Algorithmus, der, ausgehend vom initialen Graphen einer Klauselmenge, Ablei-
tungsschritte im KOWALSKI-Kalkiil durchfiihrt. In dieser Verpackung als Algo-
rithmus entspricht der Vollstdndigkeit der AE-Strategie die totéle Korrekt-
heit der AE-Beweisprozedur. Es wird sich zeigen, dafl die AE-Beweisprozedur

sogar eine Entscheidungsprozedur fiir die Aussagenlogik ist.
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3.2.1 Algorithmus AE-Entscheidungsprozedur

Cingabe:

Variablen:

G-Invariante:

7:

1-Invarniante:

7.7:

7.2:

7.2.17:

7.3:

7.3.17:

7. 4%

Toda 12

Ausgabe:

S : aussagenlogische Klauselmenge;
G : Klauselgraph := gs;

L : &L; a: K; & Link;

Ys™BrsE 97

Solange G # () und G # (O)
G total;
Wdhle ein Atom L in G;

Solange ( einen Knoten a enthdlt,

so daB C, eine Tautologie ist
G = n(G~-a);

Solange ( einen Knoten a enthdlt,

so daB a von einem anderen Knoten in § subsumiert
G = w{G-a);

Solange § einen Link & enthdlt,

so daB3 ¢ mit den Literalen L und i inzidiert

G = p(G,%);

"erfiillbar", wenn G = (), sonst "unerfilillbar"

3.2.2 Satz. Die AE-Entscheidungsprozedur ist total korrekt.

~- t1=~Regel

wird

-= g-Regel

-~ p-Regel

Bewedi s, Fiir den Beweis bendtigen wir zwei neue Begriffe. Sei L ein Literal.

Dann heifit

- ein aussagenlogischer Klauselgraph § total bis auf L, wenn fiir zwei kom-

. a ~b |
plementidre Literalauftreten K und K~ in § mit |K| #|L] stets gilt, daB

Kaib ein Link in § ist.

- eine Klausel C Tautologie bzgl. L, wenn C die Literale L und L enthilt.

Da die m-Reduktion die Totalitdt ohne L erhdlt, 1d8t sich mit Lemma 2.3.6,

analog wie bei Satz 2.3.7,

leicht zeigen, daBl gilt:
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(0) Wenn G ein bis auf L totaler aussagenlogischer Klauselgraph mit

g-{%—+g' ist, dann ist, wenn ¢ mit L inzidiert, auch §' total bis auf L.
Wir verifizieren nun die AE-Entscheidungsprozedur, indem wir zundchst filir je-
de der vier Schleifen eine passende Invariante zeigen und nachweisen, daB die
Schleife terminiert, wenn ihre Invariante zu Beginn der Abarbeitung erfiillt
ist. Mit Hilfe dieser Schleifeninvarianten werden wir dann die ¢-Invariante

und schlieflich die Nachbedingung zeigen.

Schleife 7.2. Wir zeigen, daB
(1) G ist total und gsf—gfgg—g

eine Invariante der Schleife 1.2 ist, und daB Schleife 1.2 stets terminiert.
Teaminienung. Trivial.

Invariante. Sei S eine Klauselmenge und seli ( ein totaler Graph mit 9s}"ﬁf§§—9'
Sei a ein Knoten in §, so daB Cy eine Tautologie ist. Sei G' :=n{G-a). Wir
miissen zeigen, dafl ' ein totaler Graph mit gskﬁ&ﬁﬁf—g' ist. Da § total ist,
ist § -a total und damit auch §' =n(G -a). Die Totalitdt von ¢ liefert weiter,
daB a die BTEB in § erfiillt. Da g—%—+gu gilt damit auch QITTS—E—Q" Folglich
ist QSFEEEE— G', wie zu zeigen war.

Schideife 7,3. Analog wie bei Schleife 1.2 zeigt man, daB (1) Invariante von

Schleife 1.3.ist, und daB Schleife 1.3 immer terminiert.

Schleife 7.4. Wir zeigen, daB

(2) ¢ ist total bis auf L und § enthdlt keine Tautologie bzgl. L und gs}—EEEE—g
eine Invariante von Schleife 1.4 ist,.und daBl Schleife 1.4 stets terminiert,
wenn vor der Abarbeitung die Bedingung (2) erfiillt ist.

Invarniante. Sel S eine aussagenlogische Klauselmenge, sei L ein Literal und sei
¢ ein Graph mit 9s*‘§$§§'9 , der total bis auf L ist und keine Tautologien bzgl.
L enthdlt. Sei ¢ ein Link in (, der mit dem Literal L inzidiert. SchlieBlich
sei §' ein Graph mit g-%%—»g'. Wir miissen zeigen, dafi ' total bis auf L ist,

daB ' keine Tautologie bzgl. L enthdlt, und daB § [ G' gilt. Da wegen

S’ BTSE
G G' auch Glo=e=— ' ist, gilt folglich auch Gstgssg G- Da g total bis

auf L ist, (' aus § durch Resolution auf einem Link entsteht, der mit L und L
inzidiert, ist wegen (0) auch ¢' total bis auf L. SchlieBlich kann die Resol-
vente zu ¢ keine Tautologie bzgl. L sein, da sie weder das Literal L noch das

Literal L enthdlt, Dies liegt daran, daBl ¢ mit L und L inzidiert und die Inzi-
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denzklauseln von & keine Tautologien bzgl. L sind. Also enthidlt G' keine Tau-
tologie bzgl. L und erfiillt somit alle Bedingungen von (2).

Téﬂminieaung. Da, wenn vor der Abarbeitung die Bedingung (2) erfiillt ist,

die Resolvente zu %, wie wir oben gezeigt haben, weder das Literal I noch das
Literal L enthdlt, wird bei jedem Durchlauf der Schleife 1.4 die Anzahl der

Links, die mit I. inzidieren, echt kleiner.

Schleife 7. Wir zeigen, daB (1) Invariante von Schleife 1 ist, und daB Schleife
1 stets terminiert, wenn vor der Abarbeitung (1) erfiillt ist.

Invariante. Sei S eine aussagenlogische Klauselmenge, sei § ein totaler Graph
mit gSF};Eig—g und sei L ein Atom in §. Sei

- gl ein Graph, der aus § durch Anwendung der Schleife 1.2 entsteht.

- §2 ein Graph, der aus (7 durch Anwendung der Schleife 1.3 entsteht.

- §3 ein Graph, der aus §2 durch Anwendung der Schleife 1.4 entsteht.

Wir missen zeigen, daB § bzw. §; bzw. 92 die Invarianten der Schleifen 1.2
bzw. 1.3 bzw. 1.4 erfiillen, und daB (3 total mit gs}—§555—93 ist. Zundchst er-
fiillt § die Invariante von Schleife 1.2. Also ist G, ein totaler Graph mit
QSFEEEE—gl, der keine Tautologie enthdlt. Da G, die Invariante von Schleife
1.3 erfillt und offensichtlich G, C G; gilt, ist G, ebenfalls ein totaler
Graph mit gsrqiaig—gz, der keine Tautologien enthdlt. Also erfiillt G2 die In-
variante von Schleife 1.4. Folglich ist G3 total bis auf L und erfiillt
gs}—EE§E—§3. Aus QS}~EE§E—§3 folgt, daB §3 zudem w-reduziert ist. Die Termi-
nierungsbedingung von Schleife 1.4 sichert, daB 93 keinen Link mehr enthilt,
der mit L inzidiert. Also enthdlt 93 die Literale L und L nicht mehr. Da wir
schon gezeigt haben, daf §3 total bis auf L ist, haben wir nun, daB 93 sogar
total ist, wie zu zqigen war.

lewminierung. Wir haben oben gezeigt, daB 93 das Atom L nicht mehr enthdlt.

Also wird bei jedem Durchlauf der Schleife 1 die Anzahl der in G vorkommenden

Atome echt kleiner.

G-Invarniante, Da G zu QS initialisiert wird, ist die G-Invariante nach der Ini-
tialisierung erfiillt. Da die G-Invariante von allen Schleifeninvarianten im-
pliziert wird, ist die G-Invariante fiir jeden Graphen § erfiillt, den die AE-

Entscheidungsprogedur als Zwischenergebnis erzeugt.

Nachbedingung. Sei S eine aussagenlogische Klauselmenge und sei G' ein Graph,

der aus gs durch Anwendung der Schleife 1 entsteht. Wir miissen zeigen, daB
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G' = () genau dann gilt, wenn S erfiillbar ist. Zunidchst garantieren die G~In-

variante und die Terminierunsbedingung von Schleife 1, daB gilt:

(3) QSP——————Q' und entweder §' = () oder G' = (0).

"Gt o= gTiiO S erfiillbar". Ergibt sich direkt aus Korollar 3.1.7(b).

"S erflillbar ==> G' = ()". Sei also S erfiillbar. Mit Korollar 3.1.7(a) folgt,
daB G' erfiillbar ist. Wegen (3) gilt §' =() oder G' = (D). Da (O) unerfiillbar
ist, muB G' = () sein. []

3.2.3 Korollar. Der KOWALSKI-Kalkiil ist filir aussagenlogische Klauselmengen
vollstédndig.

Bewedis., Sei S eine unerfiillbare aussagenlogische Klauselmenge. Wir miissen zei-
gen, daB eine Widerlegung fiir gs existiert. Zundchst ist S eine korrekte Ein-
gabe fir die AE-Entscheidungsprozedur. Satz 3.2.2 und die G-Invariante garan-
tieren, daB die AE-Entscheidungsprozedur fiir S mit einer Ableitung § }————— (O)

S’ BTSE
terminiert. Also existiert eine Widerlegung fiir QS. []

3.2.4 Satz. Die AE-Entscheidungsprozedur hat exponentiellen Aufwand relativ

zur Anzahl der Literalauftreten in S.

Beweis, Sei S eine aussagenlogische Klauselmenge. Dann terminiert die AE-Ent-
scheidungsprozedur fiir S mit einer Ableitung T: gsk———(> oder TI: st~——(D).
Sei FR eine induzierte Ableitung (siehe 2.5.7) zu r. Offensichtlich ist PR
eine reguldre Resolutionsableitung (fiir die Definition siehe /Ga77, S.26/).
Theorem 4.2.1 in /Ga77/ besagt nun, daB es ein ¢ >0 gibt, so daB fiir alle n
eine unerfiillbare aussagenlogische Klauselmenge S mit n Literalauftreten exi-
stiert, so daB jede reguldre Resolutionswiderlegung fiir S wenigstens 2cn Re-
solutionen enthdlt. Dies bedeutet, daB die AE~Entscheidungsprozedur fiir ein
solches S wenigstens 2Cn p~Schritte (Schritt 1.4.1) ausfihrt. Also hat die
AE-Entscheidungsprozedur exponentiellen Aufwand relativ zur Anzahl der Lite-
ralauftreten in S. Wir bemerken noch, daB die Exponentialitdt der reguldren

Resolution zuerst von TSEITIN gezeigt wurde (siehe /Ts68/). []
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3.3 Der Konfluenzsatz

3.3.1 Satz. Sel ¢ ein spannender aussagenlogischer Klauselgraph. Dann exis-

tiert eine Widerlegung Q._§1+D, bei der nur auf Non-t-Links resolviert wird.
Wir verschieben den umfangreichen Beweis und stellen zundchst fest:

3.3.2 Korollar. Die BTSE- und die BTSEAT-Restriktion sind fiir aussagenlo-

gische Klauselmengen konfluent.

Beweis. Sei Seine unerfiillbare aussagenlogische Klauselmenge und sei

r: gstﬁ@ETg; Dann liefern die S#tze 3.1.3 und 3.1.6, daB G spannend ist.
Also existiert wegen S;tz 3.3.1 eine Widerlegung r': QP7§E§§7GE—D' Die Kon-
katenation rr' ist eine BTSE-Widerlegung. Also ist die BTSE-Restriktion fiir
aussagenlogische Klauselmengen konfluent. Wenn I sogar €ine BTSEAT~Ableitung
ist, dann ist auch I'r' eine BTSEAT-Widerlegung. Also ist auch die BTSEAT-

Restriktion fiir aussagenlogische Klauselmengen konfluent. 1]

Die Konfluenz der BTSE~Restriktion fiir aussagenlogische Klauselmengen ergibt

sich also in drei Teilen:

- Unerfiillbare totale Klauselgraphen sind spannend (Satz 3.1.3).

- BTSE-Ableitunger €rhalten die Eigenschaft spannend (Satz 3.1.6).

- Jeder spannende Klauselgraph ist widerlegbar. (Satz 3.3.1).

Unser Satz 3.3.1 stellt also das bisher fehlende letzte Drittel des Konflu-
enzbeweises dar. BIBEL zeigte in /Bi8lc, Corollary 2.7/ erstmals, daBl der KO-
WALSKI-Kalkiil weni¢stens fiir aussagenlogische Klauselmengen vollstdndig ist.
Sein Beweis benutzt genau die Technik, die auch der AE-Entscheidungsprozedur
zugrunde liegt, und ist damit, wie wir gleich n&her begriinden werden, ent-
scheidend davdn abrdngig, dafl der initiale Graph total ist. Um Satz 3.3,1

zu zeigen, bei dept flir den initialen Graphen nur noch vorausgesetzt wird,

daB er spannend ist, bedarf es also einer neuen Beweistechnik.

Wenn man den BewelS (siehe 3.2.2) fir die totale Korrektheit der AE-Entschei-
dungsprozedur analysiert, stellt man fest, daB er wesentlich davon abhingt,
daB alle auftretencen Tautologien die BTEB erfiillen und damit, unter Erhalt

der Eigenschaft spennend, eliminiert werden k&nnen. Damit die Tautologien aber
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die BTEB erfiillen, muB der initiale Graph total gewesen sein. Wenn er nur noch
spannend ist, Kdnnen nicht mehr alle Tautologien eliminiert werden. Das hat

zur Folge, daB man die Terminierung der Schleife 1.4 der AE-Entscheidungspro-
zedur (siehe 3.2.1) nicht mehr garantieren kann, da dann neue Links, die mit
dem Atom L inzidieren, entstehen kdnnen. Das Prinzip der AE-Entscheidungspro-
zedur ist, durch die kombindiesrte Anwendung der p~ und der t1-Regel, nacheinander
die vorkommenden Atome zu eliminieren. Auch in unserem Beweis fiir Satz 3.3.1
werden wir die Anzahl der vorkommenden Atome reduzieren, diesmal allerdings

durch die Kombination der °f-~ und der 0¢-Regel.

Fiir den Beweis von Satz 3.3.1 bendtigen wir eine spezielle Literal-Eliminie-
rungstechnik, die von den Vollsténdigkeitsbeweisen flir die klassischen Restrik-

tionen des Resolutionskalkiils her bekannt ist:

. _a .
3.3.3 Q—La und (-L. Sei G ein aussagenlogischer Klauselgraph und sei L ein Li-

teralauftreten. Dann bezeichnet g~La den Graphen, der aus ( entsteht, wenn man
das Literalauftreten La (also nicht den ganzen Knoten a) und alle mit La inzi-
denten Links loscht. Mit -1 bezeichnen wir den Graphen, den man aus g'erhélt,
wenn man alle Auftreten des Literals L 1loscht. Offensichtlich enthdlt 7 (G-L)
das Atom |L| nicht mehr. Wenn § der Graph aus 2.1.11 und a der linkeste Knoten
in G ist, dann ist Q-Pa der folgende Graph:

éiﬂ —[;- {P|S]

P|R|

.

P
o)

B

o
1)

Der Graph m({-P) schlieBlich hat die Form:

L — =
(e] (ST

3.3.4 Lemma. Sei § ein spannender aussagenlogischer Klauselgraph und sei La
ein Literalauftreten. Dann gilt:

a
(a) G-1, ist spannend.

(by G-1, und w({-1) sind spannend.

. . . . - .
Beweis. Sei § ein spannender aussagenlogischer Klauselgraph und sei L ein Li-

teralauftreten.
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Teil (a). Sei 7w ein Pfad in Q—La. Wir miissen zeigen, daB 7 komplementidr in
Q—La ist. Zundchst ist © auch ein Pfad in (. Da § spannend ist, ist pin §
komplementdr. Folglich gibt es Knoten e und f in G, so daB n(e)en(f)f ein Link
in ¢ ist. Da w ein Pfad in G-12 ist, gilt Tr(e)e +La und n(f)f=%La. Da in g-La
gegeniiber G nur Links fehlen, die mit La inzidieren, ist n(e)en(f)f auch ein

a . . .
Link in G-L . Also ist 7 in QFLa komplementdr.

Teild (6). Da die mn—Reduktion die Eigenschaft spannend erhidlt (Lemma 3.1.4),

folgt mit Teil (a) sofort, daB mit G auch G-L und 7({-L) spannend sind. (]

Um die folgenden Lemmata bequem formulieren zu konnen, fiihren wir noch zwei

weltere Notationen ein. Wir schreiben § —ET—+§', wenn es in § einen Non-T1-

Link & mit §'7%*+§' gibt. Wenn § ein Klauselgraph und L ein Literal ist, dann
a, .a . . )

ist Auftr(L,$) :={L° ] L= ist Literalauftreten in G}.

3.3.5 Lemma. Seien § und // aussagenlogische Klauselgraphen mit G C 4. Dann gilt:
(a) (G C n(#H.

L . . . .
(b) Wenn G —5—G' gilt, dann existiert ein Graph #' mit H.7§_+#' und G' C H'.
(c) Wenn Qkﬁg~—0 gilt, dann existiert eine Widerlegung #-7Ffi+g.

Bewelis, Seien G und // aussagenlogische Klauselgraphen mit G C 4.

Teid (a). pa G C # ist, gilt auch w(G) C #. Da n(§) ein n-reduzierter Subgraph
von # und w(#) der groBte m-reduzierte Subgraph von # ist, gilt #(G) C n(#).

Tell (b). Sei 9-%%~+§'. Dann existiert ein Graph §" mit g._&~_,g" und

G' =7 (G" - %) . Wegen Teil (a) geniigt es zu zeigen, daB ein Graph A" mit
#'%r—+ﬂ" und G" C #" existiert. Dies ist aber evident, da man in p, den Resol-
ventenknoten c, die U-Substitution 6 und die signifikanten Vorgadnger geeignet

wdhlen kann.

Tetd (c), sei T' eine T-Widerlequng fiir . Wir zeigen durch vollstidndige Induk-

tion iber die Ldnge von I', daB eine Widerlegung H—3T1+D existiert.

“IT| =0 ". Dann enthdlt § die leere Klausel. Also enthdlt auch # die leere

Klausel.

"IT|>0", Sei I'= Il und sei I der Ableitungsschritt g-jy_;gl. Offensicht-
lich ist T’ eine T-Widerlegung fiir §, mit '] <|r].
Fall 7: a =1 oder a=o . Dann gilt 91}: G C#. Also ist die Induktionsvoraus-

setzung auf Ql, #/ und T'' anwendbar. Folglich existiert, wie zu zeigen war, eine
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Widerlegung # —pp 0

Fall 2: o=¢ . Dies kann nicht sein, da gaussagenlogisch ist.

Fall 3: a=p . Sei & ein Non-1-Link in § mit § —%m=— g Dann ist % auch ein
-T-T1,1 1 . '3

Non-T-Link in //. Wegen Teil (b) existiert ein Graph ;L/l mit ’L/—'b_T_*Hl und

QlC // . Die Induktionsvoraussetzung ist auf gl, #l und T'' anwendbar und lie-

fert ;‘/ DT —=%+0. Also gilt # gT '7‘/1 DT*\D’ wie zu zeigen war. [1]

3.3.6 Lemma. Sei G ein m-reduzierter aussagenlogischer Klauselgraph und sei L
ein Literal. Wenn w(G-L) ~———-—+S gilt, dann existiert ein Graph ' mit g_.r.,g'
der eine der folgenden zwei Bedingungen erfiillt:

(a) |Auftr(L,G")]| < [Auftr(L,§) |.

(b) |Auftr(L,G')]| = |Auftr(L,§)| und § C 7(G'-L).

Beweis., Sei G ein Tr"redUZieJcter aussagenlogischer Klauselgraph, sei L ein Li-

teral und sei m(G-L) —5F3 . Dann existieren wegen Lemma 3.3.5(b) Graphen §'
und S" mit: N
G-L—g S D a(S"-e) =5"
U | U
- %
TT(g L) o7 > S -

Da die Inzidenzklauseln (in () von % das Literal L nicht enthalten, ist & auch

in G ein Non-1-Link. Man iiberlegt sich leicht, daB ein Graph (" existiert mit:
Q—%o——-* G" und S" =G"-1, .

Wir definieren

(2) G' :=7(G"-R)

Offensichtlich gilt

(3) G pp—G' und Auftr(L,G') C Auftr(L,G") C auftr(L,§).

Fall 1: IAuftr(i,g')l < |Auftr(L,G)|. Dann erfiillt G' die Bedingung (b).

Fall 2: |Buftr(L,G')| = |Auftr(L,§)|. Dann gilt, wie wir zeigen werden:

(4) 5" =v(G'-L).

Mit (1) folgt sofort,daf

(5) S*=mS"-2) =m((G"-%) -L).

Wegen m(¢"-%) -L C (G"-%) - L gilt

(6) m(G'-L) =m(T(G"-2) ~L) C mW((G"-L) -L)= S'.

Da Auftr(f,,n (G"-2)) =Auftr(£,§"-—sz,) und G"-3 keine isolierten Auftreten von L
enthilt (da G n—reduzier£ (1) ist und g nicht mit dem Literal L inzidiert),

gilt, wie zu zeigen war, die Bedingung (4). Mit § C §' folgt, daB §' die Be-
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dingung (b) des Lemmas erfillt. []

3.3.7 Lemma. Sei ¢ ein w-reduzierter aussagenlogischer Klauselgraph und sei

L ein Literal. Sei # ein Subgraph von m(G-L) mit ﬁ--+D bann existiert ein

Graph ' mit g—~——~+ ', der eine der folgenden Bedingungen erfiillt:
(a) O€s(G").
(b) {L}€s(").

(c) |Auftr(L,G')| < |auftr(L,$) .

Bewelis, Sei § ein n-reduzierter aussagenlogischer Klauselgraph, sei L ein Li-
teral und sei # ein Subgraph von p(G-L). Sei T: ”‘755**0 eine Widerlegung fir

f. Wir zeigen durch vollstdndige Induktion iber die Lange von 1, daB ein Graph

G' mit (57 (' existiert, der eine der Bedingungen (a), (b) oder (c) erfiillt.
"Ir] =0". Dann ist O€ S(#). Also gilt D€ S(§) oder {L} €S(G).G':=G ist folg~
lich ein Graph mit §G—=*r (', der die Bedingung (a) oder (b) erfiillt.
"Ir| >0". Sei r=g3r'und sei x: H—%Er+ Hl. Wegen Lemma 3.3.5(b) existiert

ein Graph S mit:

(1) w(56-L) _""‘*S und // c S.

Wegen Lemma 3.3.6 (G ist m-reduziert!) existiert nun ein Graph Ql mit
G476y

auf den einer der beiden folgenden Fdlle zutrifft:

Fall 1: IAuftr(i,gl)I < |Auftr(L,§)|. Dann erfiillt G' :=§l die Bedingung (b).

Fall 2: |Auftr(L,§l)| = |Auftr(L,§) | und S'Ciﬂ(gl—L). Wegen (1) ist dann

HlCZﬂ(Ql—L). Also ist die Induktionsvoraussetzung auf 91, L, Hl und T' anwend-

bar. Folglich existiert ein Graph G' mit G %ijsaL th+9', der wegen
lAuftr(i,Ql)l = |Auftr(L,G) | eine der Bedingungen (a), (b) oder (c) des Lemmas
erfiillt. []

3.3.8 Beweis fiir Satz 3.3.1. Wegen Lemma 3.3.5(c) genligt es, die folgende,

schwdchere Behauptung zu zeigen:

(1) Fir jeden m-reduzierten, spannenden aussagenlogischen Klauselgraphen exis-
tiert eine T-Widerlegung.

Flir einen Klauselgraphen G definieren wir

(2) Atome(§) := {|L|| es gibt einen Knoten a in § mit L €Cg}.

Wir beweisen nun die Behauptung (1) mit einer Doppelinduktion.
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Sei also ( ein w-reduzierter, spannender aussagenlogischer Klauselgraph. Wir
zeigen durch vollstdndige Induktion iiber |Atome(G)|, daB eine T-Widerlegung

fiir § existiert.

“|Atome (G) | =0" Dann enthdlt G die leere Klausel. Also existiert eine T-

Widerlegung fiir G.

"[Atome(§)| >Q". Sei L €Atome(G). Wir zeigen zundchst mit Hilfe der Induk-
tionsvoraussetzung die Behauptung:
(3) Wenn # ein n-reduzierter, spannender aussagenlogischer Klauselgraph mit

Atome (/) € Atome(G) ist, dann existiert eine T-Widerlegung fiir #.

Sei also # ein n-reduzierter, spannender aussagenlogischer Klauselgraph mit
Atome (/) C Atome(G) . Wir zeigen durch vollstindige Induktion iiber lAuftr(i,H)],

daB eine T-Widerlegung filir / existiert.

"|Auftr(L,/) | =0". Dann gilt |Atome (#) | < |Atome (G) |. Also ist die HuBere In-
duktionsvorausssetzung auf # anwendbar und liefert, wie zu zeigen war, eine T-

Widerlegung fiir #.
" |Auftr(L,4) | > o".

Fall 7: H enthdlt eine undre Klausel {L}. Sei a ein Knoten in # mit Cg ={L}.
. . . . . acb | . .
Da # m-reduziert ist, existiert ein Link & =1L  in #. Da # aussagenlogisch ist,

kann % kein t-Link sein. Sei Hl ein Klauselgraph mit:

2
(4) //T—T—r//l
Fall 7.7: Hl enthdlt den Knoten b nicht mehr. Dann gilt
|Auftr(£,#l)[ < |Auftr(L,#)|. Also ist die innere Induktionsvoraussetzung auf

#l anwendbar und liefert #l}ﬁ5——D. Wegen (4) existiert also , wie zu zeigen war,
eine T-Widerlequng fiir /.

Fall 7.2: Hl enthdlt den Knoten b. Wegen Lemma 3.1.1 enthilt Hl auch den Resol-
ventenknoten ¢ zu %. Da der zweite Inzidenzknoten zu £ undr ist, erfiillt b die
BSEB in Hl bzgl. ¢ und €. Also existiert ein spannender (!), m-reduzierter Graph
HZ mit:

(5) %/l—kg—» #, und |Auftr(L,4,) | < |Auftr(L4)) | < |[Buftr(L,4) |.

Somit ist die innere Induktionsvoraussetzung auf Hz anwendbar und liefert
#2}75——0. Wegen (4) und (5) existiert, wie zu zeigen war, eine T-Widerlegung

fiir #.

Fall 2: # enthilt keine unire Klauseli{I,L m(#-L) ist wreduziert, wegen Lemma

i
3.3.4(b) auch spannend und erfiillt |Atome (#-L)| < |Atome(§)|. Also ist die HuBere
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Induktionsvoraussetzung auf 7 (#-L) anwendbar, und liefert, daB eine T-Wider-
legung fir n(4-L) existiert. Wegen Lemma 3.3.5(c¢c) gilt sogar n(H—L)-afi+O_
Nun existiert wegen Lemma 3.3.7 ein Graph #' mit:

(6) H-7;fL*H' und #' ist spannend und gp-reduziert,

auf den einer der folgenden Fidlle zutrifft:

Fall 2,7; O€S(#'). bann gilt #F7F——D, wie zu zeigen war.

Fall 2,2: {L} €S(#'). Wenn man fiir #' so wie in Fall 1 fiir # verfihrt, er-
hdlt man H'k??——D. Zusammen mit (6) ergibt sich, wie zu zeigen war, daB eine
T-Widerlegung fiir # existiert.

Fall 2.3: |Auftr(L,#')| < |Auftr(L,4) |. Dann ist die innere Induktionsvoraus-
setzung auf 4' anwendbar und liefert H'fﬁf——D. Wieder erhdlt man zusammen mit

(6), daB, wie zu zeigen war, eine T-Widerlegung fiir # existiert.

Damit haben wir die Behauptung (3) gezeigt. Da sie auf { anwendbar ist, exis-
tiert, wie zu zeigen war, eine T-Widerlegung fiir §. Also haben wir die Be-

hauptung (1) und damit Satz 3.3.1 bewiesen. []



KAPITEL 4

VOLLSTANDIGKEIT BETI

UNAREN KLAUSELMENGEN

Fiir allgemeine Klauselmengen sind alle Fragen, die die Vollstdndigkeit von
Filtern fiir den KOWALSKI-Kalkiil betreffen, noch offen. Selbst die Vollstan-
digkeit des reinen Kalkiils (siehe 2.5.9) ist unbewiesen. Fiir aussagenlogische
Klauselmengen sind immerhin 2zwel wichtige Ergebnisse gezeigt: Zum einen ist
eine vollstidndige Strategie, nidmlich die AE-Strategie, bekannt. Zum anderen
konnten wir fiilr die BTSE-Restriktion, die lediglich die Anwendbarkeit der Re-
duktionsregeln einschradnkt, die Konfluenz nachweisen. Was im aussagenlogischen
Fall noch fehlt, ist ein hinreichend allgemeines Kriterium fiir die NOETHER-

Eigenschaft von Filtern.
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Wie bereits in der Einleitung zu Kapitel 3 ausgefiihrt, ist es beim KOWALSKI-
Kalkiil bisher nicht gelungen, Vollstdndigkeitsergebnisse fiir den aussagenlo-
gischen Fall auf den préddikatenlogischen Fall zu iibertragen. Man bendtigt also
voraussichtlich eine neue Beweistechnik, die von vornherein auf prddikatenlo-
gischer Ebene arbeitet. Wir glauben diese Technik gefunden zu haben, kdnnen
sie aber im Rahmen dieser Arbeit nur fiir die immerhin unentscheidbare Teilklas-
se der unidren Klauselmengen (siehe Abschnitt 4.2) vorfiihren, die im Automati-
schen Beweisen von groBer praktischerkBedeutung ist (siehe /Ch70/, /Ku72/ und
/HW74/). Sie schlieBt die gut untersuchte HORN-Klasse mit ein, deren Michtig-

keit hinreicht, um z.B. Gruppen oder BOOLsche Algebren zu axiomatisieren.

Unsere Beweistechnik basiert auf der folgenden Idee aus /SS76, SS80/: Der
initiale Graph zu einer unerfiillbaren Klauselmenge enthdlt einen unerfiillbaren,
m-reduzierten Subgraphen, den sogenannten Kern. Diesem Kern kann eine nichtne-
gative, ganzzahlige Komplexitdt zugeordnet werden. Komplexitdt Null bedeutet,
daB der Kern die leere Klausel enthdlt. Bei einer Anwendung der Resolutionsre-
gel gibt es zwei MSglichkeiten: Entweder liegt der Resolutionslink auBerhalb
oder innerhalb des Kerns. Resolution auBerhalb des Kerns 1d8t diesen unberiihrt.
Resolution innerhalb des Kerns transformiert den Kern und reduziert seine Kom-
plexitdt. Zusammen ergeben diese Annahmen iiber den Kern, daB jede Ableitungs-
strategie, die nur die Resolutionsregel und diese erschopfend (d.h., jeder er-
zeugte Link wird nach endlich vielen Schritten wieder geldscht) benutzt, voll-

stdndig ist.

Wenn man diese Idee weiter verfolgt, ergeben sich jedoch zwei Schwierigkei-
ten: Wie transformiert sich der Kern bei Anwendung der Resolutionsregel und

wie sieht ein geeignetes KomplexitdtsmafB fiir den Kern aus?

Ein naheliegender Gedanke ist, den Kern als Projektion seiner Resolutions-
widerlegung zu definieren und zu untersuchen, wie sich diese Resolutionswider-
legung bei Resolution innerhalb des Kerns transformiert. Dies stdBt jedoch auf
uniiberwindliche Schwierigkeiten, da die Struktur von Resolutionswiderlegungen
sehr fein und die Transformationen entsprechend kompliziert sind. Wir beseiti-
gen diese Schwierigkeiten, indem wir die Resolutionswiderlegungen zu Klassen
blindeln und die gesamte Klasse durch eine einzige, einfachere Struktur dar-
stellen. Flir die Darstellung dieser Klassen eignen sich die Widerlegungsgraphen
von SHOSTAK /Sh76/, die insbesondere den Vorteil habken, daB in ihnen nur Vari-
anten von solchen Klauseln vorkommen, die auch im Kern auftreten. Statt der

Transformationen des Kerns betrachten wir nun die besser handhabaren Transfor-
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mationen des korrespondierepden Widerlegungsgraphen und seiner Projektion in
den Kern. Es zeigt sich, daB eine Resolution innerhalb des Kerns einer oder

mehreren Resolutionen auf dem korrespondierenden Widerlegungsgraphen entspricht.

Unire Klauselmengen zeichnen sich nun dadurch aus, daB ihre Resolutionswider-
legungen sogar durch Widerlegungsbdume dargestellt werden kdnnen. Bei allgemei-
nen Klauselmengen sind dagegen Zyklen unvermeidbar, wenn der Widerlegungsgraph

nur Varianten von Klauseln des Kerns enthalten soll.

In Abschnitt 4.1 fihren wir die fir unserén Bewelis erforderlichen Widerle-
gungsbdume ein, die wir reduzierte Klauselbdume oder kurz R-Bdume nennen. Da-
nach betrachten wir in 4.2 undre Klauselmengen und stellen den Zusammenhang mit
den R-Biumen her. Die Projektion der R-Biume in den Kern und die Transforma-
tionen bei den verschiedenen Ableitungsschritten betrachten wir in Abschnitt
4.3. Nach diesen Vorbereitungen kdnnen wir in 4.4 die eigentlich anvisierten

Vollstindigkeitssdtze fiir undre Klauselmengen zeigen.

Unsere Untersuchungen schlieBen die Eliminationsregeln fiir Tautologien und
Subsumtionen mit ein. Ein Hauptvorteil der neuen Beweismethode ist, daB sie
die Funktion dieser Reduktionsregeln transparent macht. Insbesondere erwei-
sen sich die BIBELschen Eliminationsbedingungen auch vor diesem Hintergrund als
adiquat. Uberraschenderweise zeigt sich jedoch, daf die Tautologie-Eliminations-
regel bei undren Klauselmengen, die ihre Faktoren enthalten, ohne Einschrankung
angewendet werden darf, ohne die Vollstdndigkeit zu gefdhrden. Wie die Beispiele

2.7.2 und 2.7.8 zeigen, ist dies bei allgemeinen Klauselmengen nicht der Fall.
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4.1 Reduzierte Klauselbdume

Reduzierte Klauselbdume sind spezielle Klauselgraphen, die von der Resolutions-

regel wieder in reduzierte Klauselbdume iberfijhrt werden. Die Einschréankung

der durch die Resolutionsregel erzeugten Relation —%— auf reduzierte Klausel-
bdume ist konfluent und noethersch. Die Normalform jedes reduzierten Klausel-
baums bezliglich dieser Relation ist der Graph (D). Reduzierte Klauselbiume ent-
halten keine Tautologien und keine ;(-rinks. Am Ende des Abschnitts filhren wir

eine spezielle Subsumtionsregel fir requzierte Klauselbiume ein. Diese erlaubt,

Klauseln des Baumes durch subsumierende Klauseln von auBerhalb z.u ersetzen.

4.1.1 Pfade. Sei § ein Klauselgraph. Eine Folge aj...ap von Knoten in ¢ mit
n>1 heifit Pfad in ¢, wenn es paarweise verschiedene Links %q,...,%,_7 in§gibt,
so daB %; die Knoten a; und a;,] verbindet. aj; heifit der Anfang, a, das Ende
und n-1 die Ldnge des Pfades a;...a

Ein Pfad aj...a verbindet die Knoten

n° n

a und b, wenn {aj,ap} ={a,b}.

4.1.2 Zusammenhang. Ein Klauselgraph § heifit zusammenhdngend, wenn fiir je zweil
Knoten a und b in § stets ein Pfad in § existiert, der a mit b verbindet. Der

leere Klauselgraph () und die Graphen (0O) sind zusammenhdngend.

4.1.3 Komponenten. Sei § ein Klauselgraph. Eine Komponente von § ist ein maxi-
maler (bzgl. der Inklusionsordnung) zusammenhidngender Subgraph von §. Jeder
nichtleere Klauselgraph hat wenigstens eine Komponente. Ein Klauselgraph ist

zusammenhdngend genau dann, wenn er hdchstens eine Komponente hat.

4.1.4 Zyklen. Sei G ein Klauselgraph und a ein Knoten in §. Ein Pfad in G,

der linger als Null ist und der a mit a verbindet, heiBt Zyklus in §. G heifit
zyklisch, wenn es einen Zyklus in § gibt. § heiBt azyklisch, wenn § nicht zyk-
lisch ist. Offensichtlich kann ein azyklischer Klauselgraph keine Autolinks

enthalten.

4.1.5 klauselbdume, Ein zusammenhd@ngender, azyklischer, nichtleerer (!) Klau-
selgraph 3 heiBt Klauselbaum, wenn jedes Literalauftreten in 3 mit genau ei-

nem Link inzidiert. Ein Beispiel flir einen Klauselbaum ist:
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[Bo}—Px[oy——0a[R2[Sb|—Su

Klauselbiume sind offensichtlich stets w-reduziert. Wenn 3 ein Klauselbaum mit
|B] =1 ist, dann gilt stets [ = (O). Ein Klauselbaum mit mehr als einem Knoten
enthilt mindestens einen undren Link. Dabei heift ein Link undr, wenn wenigs-

tens eine seiner Inzidenzklauseln undr ist.

4.1.6 Unifizierbare Klauselgraphen. Ein Klauselgraph G heifit unifizierbar, wenn

. . e . b |, . . .
es eine Substitution £gibt, so daB fiir jeden Link LaK in G gilt, dafl £ ein Uni-

fikator von L und K. ist. & heiBt dann Unifikator fiir G. Ein Unifikator fiir den

Klauselgraphen in 4.1.5 ist z.B. {x/b, y/a, z/a, u/b}.

4.1.7 Satz. Sei G ein unifizierbarer Klauselgraph. Dann existiert genau ein nor-

maler allgemeinster Unifikator fiir G. Den normalen allgemeinsten Unifikator fir

G bezeichnen wir, falls er existiert, mit nau(g). Es gilt stets:

var (nau(G)) C Var(§).

Beweis. Sei G ein Klauselgraph. Wenn G keine Links hat, dann ist offensichtlich
€ der normale allgemeinste Unifikator von (. Seien also &9,...,4p, wobei n>1
ist, die Links von §. Fiir jeden Link %, seien Sil'-"lsiki und till--"tiki

die eindeutig bestimmten Terme, so daB ein Prddikatensymbol P existiert, fiir das
Psil---siki und ~Ptil...tiki die Inzidenzliterale von %4 sind. Wir definieren
S5 :=fkisil...siki, ty ﬁ=fkitil...tiki, s :=f's]...sp und t :=ft]...tp. Offen-
sichtlich ist £ genau dann ein Unifikator von §, wenn £ ein Unifikator fir s

und t ist. Der Unifikationssatz 1.2.11 liefert nun alle Aussagen des Satzes. []

4.1.8 Satz. Sei 3 ein Klauselbaum. Dann gilt:

(a) Zu zwei Knoten a und b in A gibt es stets genau einen Pfad in 3, der mit
a anfangt und der mit .b- endet.

{b) Zu einem Pfad w=aj...ap in B gibt es stets eindeutig bestimmte Links
R in 3, so daB %5 die Knoten a; und a1 verbindet. Die Links

Ry s---sfn-1 heiBen die zu 1 gehdrigen Links.

Beweis. Trivial. [
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4.1.9 T—Pfade in unifizierbaren Klauselbdumen. Sei A ein Klauselbaum und sei

m=aj...a, ein Pfad in B. seien &1,...,%,-1 die zu 7 gehdrigen Links. Ein Li-
teralauftreten 1 heiBt

- Anfang von 7, wenn n >2 und a =a; undLaezl.

~ Ende von 7, wenn n >2 und a =ap und Laezn_l.

Offensichﬁlich hat =, wenn n >2 ist, genau ein Literalauftreten als Anfang und
genau ein Literalauftreten als Ende.

Sei £ ein Unifikator fiir 8. 7 heiBt t-Pfad fiir £bzgl. L und K, wenn die folgen-

den Bedingungen erfiillt sind:

(a) LEC,, und K€Cy  und EL = K.

(b) L%l ist nicht der Anfang von w.

{c) k?N ist nicht das Ende von r.

Sei 7 ein t-Pfad fiir £ bzgl. L und K. Die folgende Skizze gibt eine anschauliche

Darstellung von mw:

. . . . £ . ) .
Man iberlegt sich leicht,daB die Literalauftreten M° und N~ in 8 eindeutiqg be-
stimmt sind, und daB EM = &N gilt. T 1Bt sich aus 8 eliminieren, indem man zu
e f .. . . . . .
Bt :=1((B+M N )-—MeLal) iibergeht. ' ist wieder ein Klauselbaum mit £ als Uni-

fikator. Offensichtlich gilt S(8') € s(8) und |B'| <|B].

4.1.10 R-Biume. Ein Klauselbaum 5 heiBt reduziert oder R-Baum, wenn 3 unifizier-
bar ist und wenn es in B keine t-Pfade fiir nau(8) gibt. Ein Klauselbaum £ heiBt

reduziert fir £, wenn £ ein Unifikator fiir 8 ist und wenn in 5 keine t-Pfade fiir

£ existieren. Offensichtlich ist jeder Klauselbaum /3, fiir den ein Unifikator £
existiert, so daB 8 fiir ¢ reduziert ist, insbesondere ein R~-Baum. Die Graphen

() und () sind R-BAume. Auch der Graph in 4.1.5 ist ein R-Baum.

4.1.11 Satz. Zu jedem unifizierbaren KLauselbaum [ existiert ein R-Baum 8' mit

s(B8') C s(B) und |B'| < |B].
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Beweis. Sei B ein KLauselbaum und ¢ ein Unifikator fiir 8. Mit der in 4.1.9 be-
schriebenen Reduktion lassen sich alle t-Pfade fiir £ aus £ eliminieren, da bei
jeder Elimination die Anzahl der Knoten echt kleiner wird. Man erhdlt so schliefi-
lich einen Klauselbaum 53', der fiir § reduziert ist, und der S(8') C s(f) und

18" < |B] erflillt. [
4.1.12 Proposition. Ein R-Baum enthdlt keine Tautologie.

Bewelis. sei B ein Klauselbaum, der fiir ¢ reduziert ist.

Angenommen, [ enthdlt eine Tautologie. Dann gibt es einen Knoten a in A und
ein Atom L mit L €Cz und ieca. Offensichtlich ist a ein ¢-Pfad in B fiir ¢
bzgl. L und L. Also ist B nicht fiir £ reduziert. W/ []

2
4.1.13 Satz (Resolution auf R-Bdumen). Sei BT B' und sei A ein R-Baum. Dann
ist B' ebenfalls ein R-Baum, der den Resolventenknoten zu % enthdlt, und der

die Inzidenzknoten zu % nicht mehr enth&lt. Es gilt also |[B| > |83'].

2
Beweis. Sei S~ B' und sei S ein R-Baum. Sei

a_b
- L=L.K,.

- G ein Klauselgraph mit 3—’30—»g und@B' =n(G -%).

-~ ¢ der Resolventenknoten zu % in §.

- O :=nau(Lo,I_<o) .

- 0 eine U-substitution fiir Res(Cy,L,;Cp,K,) mit C, =0Res(C4,L,;Cy,K,) .
£ :=nau(f).

zi=£0 L.
Dann gilt:
(1) B ist reduziert fiir . (da ¢ var () =£)
(2) £=8*0=¢0. (Lemma 1.2.16(d))

(3) Wenn L €Cs; und K der signifikante Vorgdnger zu Lc ist, dann gilt K =¢L.
Aussage (3) ergibt sich wie folgt:

L = (ge"l) (80K) =E0K ,da Ber (8™ 1)N var (oK) =g.
=EK wegen (2).
=CK ,da ¢ Var (X) =g,

Wir zeigen nun den Satz in vier Teilen:

Teilld 7: T ist ein Unifikator filr § und fiir 8'. Es genigt zu zeigen, daB ¢ ein
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Unifikator fiir G ist, da ' ein Subgraph von § ist. Sei also MeNf ein Link in
G. Wir miiBen zeigen, daB IM=IN ist.

Fall 7.7: e4c und f $c. Dann ist v®N% Link in B. Da ¢ Unifikator fiir B ist,
gilt M =IN.

Fall 7.2: e=c und f #c. Sei Kd der signifikante Vorginger zu M*. Wegen Lemma
2.3.6 ist Kde Link in §. Fall 1.1 liefert, daB CK==Cﬁ ist. Wegen (3) gilt, wie
zu zelgen war, M = IN.

Fall 7.3: e%c und £ =c. Analog zu Fall 1.2.

Fall 7.4: e=f =c. Sei Kd der signifikante Vorginger zu M° Wegen Lemma 2.3.6

£ . . . = . . =
ist x9N Link in G. Fall 1.3 liefert, daB ZK =ZN. Wegen (3) gilt wieder M ={N.

Telld 2: Bei B—%%—»Q wird jeder Link, der mit einem signifikanten Vorginger in-
zidiert, vererbé. Sei also L€C, und sei Kd der signifikante Vorgdnger zu L°.
Sei MeKd ein Link in §. Wir miiBen zeigen, daB MeLC ein Link in § ist. Dafiir ist,
wegen Lemma 2.3.6, hinreichend, dafl M und L potentiell komplementdr sind. Da ¢

ein Unifikator fir G ist, gilt CM=ZK. Wegen (3) gilt dann M =ZL.

Teid 3: B' ist ein Klauselbaum, der c enthilt und der a und b nicht enthilt. Da
'"=7(G -%) ist, verifiziert man die Behauptung leicht mit Hilfe der folgenden

Skizze, die G darstellt:

2 | l 2 I b
RN

.- 1...] | 11

v
I’J/A---I’///A;\\\\‘IML\?I

—— |

Die signifikanten Vorgdnger sind schraffiert eingezeichnet. In Teil 2 haben wir

gezeigt, daB alle Links, die mit einem signifikanten Vorgdnger inzidieren, an

die Resolvente vererbt werden, so daB G die obige Struktur haben muB.

Teid 4: B' ist reduziert fiir ¢.

Angenommen, m' =aj...an ist ein T-Pfad in B' fir ¢ bzgl. L und K.

Fall 4.7: Fir alle i ist aj fc. Dann ist 7' t-Pfad in B fiir ¢ bzgl. L und K.

Das kann wegen (1) nicht sein. W/

-~ . . e £ .. C o
Fadll 4.2: n=1 und aj =c. Dann sind L,K€Cs. Seien M und N die signifikanten
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Vorgdnger zu LC und KC. Da cL==ci gilt, gilt wegen (3) auch M= d@

Fall 4.2.7: e=f. Dann ist e ein t-Pfad in B fiir ¢ bzgl. M und N. w!

Fall 4.2.2: e +£. pann ist ef ein t-Pfad in B fiir g bzgl. M und N. wr

Fall %#,3: n>1 und es gibt ein i mit aj =c. Seien &7y,...,%n-1 die zu ' geho-

rigen Links in B'.

Fall %#,3.7: aj =c. Dann ist L €Cc. Seien

- Me der signifikante Vorgdnger zu L’

- Nf der signifikante Vorgidnger des Literalauftretens in aj =c, das mit g
inzidiert.

Da ;L==;R ist, gilt wegen (3) auch gM==gR.

Fall 4.3.7.7: e=f. Dann ist eap...ap t-Pfad in B fir ¢ bzgl. M und K. w!

Fall %#.3.7.2: e #£. Dann ist efa,...a; t-Pfad in B fiir ¢ bzgl. M und K. w!

Fall #4.3.2: a, =c. Analog zu Fall 4.3.1.

Fall 4.3.3: aj =c und 1<i<n. Seien

- Me der signifikante Vorgdnger des Literalauftretens in aj; =c, das mit Li-1
inzidiert.

- Nf der signifikante Vorgdnger des Literalauftretens in a; =c, das mit ¢4
inzidiert.

Fall %#.3.3.7: e=f. Dann ist aj...aj_j€aj43---3p t-Pfad in A fiir ¢ bzgl. L

und K. W/

Fall 4.3.3.2: e+ £. Dann ist aj...a;_jefa;,;...a, ein t-Pfad in B fiir ¢ bzgl.

L und K. W/ []

4.1.14 Korollar. Sei 3 ein R-Baum. Dann gilt:

(a) B enthdlt keine t-Links.

(b) B _—*.,(0), wobei nur auf undren Non-t-Links resolviert wird.
Y

(c) Jeder unifizierbare Klauselbaum ist unerfiillbar.

Beweis., Sei B ein R-Baum.

Teil (al. Angenommen, % ist ein t-Link in B. Sei B' ein Klauselgraph mit
B—%}a-B'. Wegen Satz 4.1.13 ist B' ein R-Baum, der die Resolvente zu ¢ ent-
hilt. Also enthidlt [3' eine Tautologie. Das kann wegen Proposition 4.1.12 nicht
sein. W/

7ei (b). Jeder Klauselbaum besitzt mindestens einen Knoten. Wenn [ nur einen
Knoten enthilt, dann ist A= (0). Wenn A mehr als einen Knoten enthdlt, dann

enthilt A auch einen unidren Link g (siehe 4.1.5). Wegen (a) ist g sogar ein
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unidrer Non-t-Link. Wegen Satz 4.1.13 existiert ein R-Baum /' mit B-—§—+B' und
|B'| <|B|. Also gibt es eine Widerlegung S —*, (D), bei der nur auf undren
Non-t1-Links resolviert wird.

7eil (c). Wegen Satz 4.1.11 geniigt es zu zeigen, daB R-Bdume unerfiillbar sind.
Sei also 3 ein R-Baum. Wegen (b) gilt, daB B'"Ei* (@). Also gilt BF—0O im
KOWALSKI-Kalkiil. Die Korrektheit des KOWALSKI-Kalkiils liefert nun, daB 3 un-

erfiillbar ist. []

4.1.15 Die 0B~Regel fiir R-Bidume. Die zweite und letzte Ableitungsoperation fir
R-Bdume ist die oB-Regel. Sie erlaubt, eine Klausel Ca im Baum durch eine neue

Klausel, die C,; subsumiert, zu ersetzen.

Algonithmus oy

Cingabe: A : R-Baum;
a : Knoten in f ;
D : Klausel, die variablendisjunkt zu [ ist;

S~-Substitution von D nach Cg;
Konstante: d : Knoten, der nicht in 3 vorkommt;

Variablen: G : Klauselgraph := 3 ;
K, L, M: L; e : K;

7: G := G + <4d,D>;
2 Fiir alle L €Cy
2.7: Wahle K;eca mit K =6L; -- eindeutig bestimmt.

. } e a . . . ) . .
2.2¢ Wdhle M, e mit M K ist Link in §; -- eindeutig bestimmt.

e a e_d = . .
2.3 G :=(G-MK) +ML ; -- nau(M,K) existiert
==> nau(M,L) existiert.

3 G = 1(G); (M,L)
Auwsgabe: Gg.

Die folgende Skizze zeigt G direkt vor der m-Reduktion in Schritt 3:
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Die gepunkteten Links wurden von o5 geldscht. DaB die von o neu erzeugten
Links an d auch wirklich potentiell komplementdre Literale verbinden, folgt
aus Lemma 1.2.14, da K=6L gilt.

Wie bisher schreiben wir:
a,D, o
——l—

A B A', wenn <pB,a,D, 8> eine korrekte Eingabe fir op ist, und wenn g'
als Ausgabe zu dieser Eingabe erhalten werden kann.
- BTB-—»B', wenn es a, D, O mit B—i—}g—p—!—l—»B' gibt.

4.1.16 Satz. Sei B-——o———+5' und sei B ein R-Baum. Dann ist auch 3' ein R-Baum
- B

mit [B] <|B'].

a,D,9

Bewelis. Sei B—E-L-L—+B'. Sei
B

- & :=nau(f.

- L :=&6,

Dann gilt offensichtlich:
1) ¢ =&,

(1) Var (B)

(2) B ist reduziert fiir .

(3) Wenn L €D und K€C, mit K=0L ist, dann gilt CK =ZL.

Wir zeigen nun den Satz in drei Teilen,

Teid 7: B' ist ein Klauselbaum mit |B| <|B'|. Dies ergibt sich sofort aus der

Skizze und der Bemerkung in 4.1.15.

Teil 2: T ist ein Unifikator fiir 8'. Wir miissen filir jeden Link % in B' zeigen,
daB Z die Literale von % echt komplementdr macht. Sei also % ein Link in 3°'.
Wenn % auch ein Link in B ist, folgt die Behauptung sofort aus (2). Wenn g
kein Link in 8 ist, gibt es M, e und L, so daB & '—‘LdMe und e ${a,d} ist. Sei
K €C, das eindeutig (wegen ID| =|6D|) bestimmte Literal mit K =¢L. Da k*M® ein

Link in B ist, gilt CK=2;1\_'1 wegen (2). Wegen (3) gilt gL=;b—4, wie zu zeigen war.
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feid 3: B' ist reduziert fiir .

Angenommen, ™' =aj...ap ist ein t-Pfad in AB' fiir ¢ bzgl. L und K.

Fall 3.7: Fir alle i ist aj ¥d. Dann ist 7' t-Pfad in 8 fiir ¢ bzgl. L und K.
Das kann wegen (2) nicht sein. [/

Fall 3.2: n=1 und ay =d. bann sind L,K €Cg. Seien M,NE€C4 (in ) die Litera-
le mit M=6L und N=6K. Da L =ZK ist, gilt wegen (3), daB ZM =ZN ist. Also
ist a ein 1-Pfad in Bfiir ¢ bzgl. M und N. {{//

Fall 3.3: n>1 und es gibt ein i mit aj =d. Seien £1¢-v., b1 die zu 7' ge-
hdrigen Links in B'.

Fall 3.3,7: a; =d. Dann ist L €Cg. Seien

- M das eindeutig bestimmte Literalauftreten in A mit M =61,.

- Nld das Literalauftreten in ', welches mit 21 inzidiert.

- N° das Literalauftreten in B mit N=6N;.

Da CL =ZK ist, gilt wegen (3) auch, daB IM =K ist. Also ist aa,...a, ein 1~
Pfad in f fiir € bzgl. M und K. {{//

Fall 3,3.2: a,=d. Analog zu Fall 3.3.1.

Fall 3.3.3: a; =d.und 1 <i <n. Dann ist aj...aj_jaa a, ein t-Pfad in £

i+l %n
fiir £ bzgl. L und K. (/! (]

4.1.17 Lemma. Es gibt keine unendliche Folge 308182. .. von R-B3dumen, so daB

fiir alle 1 >0 gilt: Es existieren a, D und 6, so daB Bi %gQ‘LBiﬂ ein re-

duzierender op-Schritt ist, d.h., daB Cs von D reduzierend subsumiert wird.

Beweis. Angenommen., 808182... ist eine Folge mit den obigen Eigenschaften.
Offensichtlich gilt:

(1) (Bol > 811> ...>1.

Also existiert ein n >0 mit:

(2) [Bul =181 | = 1Byl =+t .

Damit wird in jedem Schritt B; —GE"‘*Bi.,_l mit i >1 genau ein Knoten a gel&scht
und durch einen neuen Knoten d ersetzt, wobei C, von Cd reduzierend subsumiert
wird. Es gibt folglich eine unendliche Folge €1CyC3... von Klauseln, so daB C;

von Ci+l reduzierend subsumiert wird. Das kann nach Lemma 2.8.3 nicht sein. w!

[]
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4.2 Undre Klauselmengen

4.2.1 Undre Resolutionsableitungen. Eine Resolutionsableitung Cl...Cn fiir C
aus S heift undr (engl: unit), wenn fiir jedes k mit 1 <k <n gilt: Cy ist ei-
ne Variante einer Klausel in S, oder es existieren i <k, j <k und Faktoren

C bzw. D von Cj bzw. C4, so daBl C undr und Cy eine V-Resolvente von C und D

ist.

4.2.2 Strikt undre Resolutionsableitungen. Eine Resolutionsableitung Cy...Cy

fiir C aus S heiBt strikt undr, wenn fiir jedes k mit 1<k <n gilt: Cy ist Va-
riante einer Klausel in S, oder es existieren i <k und j <k, so daB C; undr

ist und Cy eine V-Resolvente von Cj und Cj ist.

4.2.3 Initiale Resolutionsableitungen. Eine Resolutionsableitung C;...C, fiir

C aus S heilBit initial (engl: input), wenn fiir jedes k mit 1<k<n gilt: Cy
ist eine Variante einer Klausel in S, oder es existieren i<k und j<k, so
daB C; eine Variante einer Klausel in S und Cy eine FV-Resolvente von C; und
C. ist.

J

4.2.4 Strikt initiale Resolutionsableitungen. Eine Resolutionsableitung

Ci1..-Cy fiir C aus S heifit strikt initial, wenn filir jedes k mit 1<k<n gilt:
Ck ist eine Variante einer Klausel in S, oder es existieren i<k und j<k,
so dafB Cy eine Variante einer Klausel in S und Cx eine V-Resolvente von C;

und Cj ist.

4.2.5 R-Bdume fiir S. Sei 8 ein R-Baum und S eine Klauselmenge. Dann heifit 3

R-Baum fiir S, wenn S(#) C S ist.

4.2.6 Beispiel. Die Klauselmenge S ={PbPa,§x§yQ,§} ist wie folgt undr und
initial widerlegbar:

(a) PbPa PxPyQ O (b) PbPa PxPYyQ O
PyQ

PbQ
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(a) ist eine undre und (b) ist eine initiale Widerlegung fir S. Man sieht un-
schwer, daBl weder eine strikt undre noch eine strikt initiale Widerlegung
noch ein R-Baum fiir S existieren. Da S keine undren Faktoren besitzt, ist
dies auch fiir S zusammen mit seinen undren Faktoren der Fall. Dagegen ist {(b)
eine strikt initiale Widerlegung fiir S zusammen mit seinen Faktoren. Ein R~

Baum fiir S zusammen mit seinen Faktoren ist

(c) [2] 1Py {Pb[Pa ——Px[0—0]

oder auch

@
L —
(Q[Pul——Pa b ——Px[o[By —{Pb[PaF——{Fz[o}—7]

|

(4)

for
!

4.2.7 Satz (CHANG, HARRISON, RUBIN). Fiir eine Klauselmenge S sind die folgen-

den Aussagen dquivalent:

(a) Fir S existiert eine undre Widerlegung.

(b) Fiir S zusammen mit seinen Faktoren existiert eine tautologiefreie strikt
undre Widerlegung.

(c) Fiir S existiert eine initiale Widerlegung.

(d) Fiir S zusammen mit seinen Faktoren existiert eine tautologiefreie strikt
initiale Widerlegung.

(e) Filr S zusammen mit seinen Faktoren existiert ein R-Baum.

Wir diskutieren zundchst die Aussage und die Implikationen des Satzes und ho-

len dann den Beweis nach.

4.2.8 Undre Klauselmengen. Eine Klauselmenge S heil3t

- UW-Klauselmenge, wenn fiir S eine undre Widerlegung existiert.

- UWF-Klauselmenge, wenn S eine UW-Klauselmenge ist, die ihre Faktoren enthidlt.

- undr, wenn S erfilllbar oder wenn S eine UW-Klauselmenge ist.

- UF-Klauselmenge, wenn S undr ist und seine Faktoren enthidlt.

Satz 4.2.7 liefert fiinf verschiedene Charakterisierungen fiir UW-Klauselmen-

gen. Die Ubereinstimmung zwischen undr und initial widerlegbaren Klauselmen-
gen wurde von CHANG /Ch70/ entdeckt. HARRISON und RUBIN /HR78/ erkannten den
Zusammenhang mit den R-Baumen. Die refutation trees in /HR78/ entsprechen

genau unseren unifizierbaren Klauselbdumen., Wir haben die unifizierbaren

Klauselbdume und Satz 4.2.7 unabhd@ngig von HARRISON und RUBIN gefunden und
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wurden erst spiter auf deren Arbeit aufmerksam. Wdhrend in /HR78/ lediglich
die Beweisidee fiir Satz 4.2.7 skizziert wird, geben wir den Beweis vollstan-
dig und detailliert an. AuBerdem haben wir den Satz um die Tautologiefreiheit

verscharft.

4.2.9 Die repradsentierten Widerlegungen. Sei S eine Klauselmenge und B ein

R-Baum fiir S. Jede Ableitung [: B——Elé-(o) erzeugt nach 2.5.7 mindestens ei-

ne Widerlegung I'p fir S. Die Menge
2(B) ﬁ={FR! I ist eine Ableitung B-—5—5+(D)}

heiBt die Menge der von B repridsentierten Widerlegungen. Offensichtlich ist
Q(B) nichtleer und endlich. Jede Ableitung aus @(f3) ist eine tautologiefreie

Widerlegung fir S ohne Faktorisierung.

4.2.10 satz. Sei 88 ein R-Baum fiir eine Klauselmenge S. Dann enthdlt Q(8)
stets eine tautologiefreie strikt undre und eine tautologiefreie strikt ini-

tiale Widerlegung fir S.

Bewels. sei B ein R-Baum fiir eine Klauselmenge S. Wir miissen lediglich zeigen,
daB 9 (8) eine unire und eine initiale Ableitung enthdlt, da jede Ableitung in

2(B) eine tautologiefreie Widerlegung fiir S ohne Faktorisierung ist.

Tell 7: 2(3) enthdlt eine undre Ableitung. Wegen Korollar 4.1.14(b) existiert
eine Widerlegung T: B’—a—i* (0), bei der nur auf undren Links resolviert wird.
IEQGQ(B) sei eine von ' induzierte Resolutionsableitung. Offensichtlich ist

FR eine undre Ableitung.

Teil 2:7 Q(B) enthdlt eine initiale Widerlequng fiir S. Satz 4.1.13 garantiert,
dafl bei einem Resolutionsschritt auf einem R-Baum stets die beiden Eltern-
knoten geldscht werden, und die Resolvente immer im Folgebaum enthalten ist.
Sei I': —a—i+(o) eine lineare Ableitung, das heifB3t, ausgehend von einem be-
liebigen Link in 3 wird nur noch auf Links resolviert, die mit der jeweils zu-
letzt gebildeten Resolvente inzidieren. Offensichtlich hat jeder Link,auf

dem in I resolviert wird, mindestens einen Inzidenzknoten, der schon in f3
enthalten ist. Also ist jede von I' induzierte Ableitung FR.GQ(B) eine initi-

ale Widerlegung fiir S. []

R-Biume stellen eine graphentheoretische Charakterisierung fiir die Unerfiill-
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barkeit von undren Klauselmengen dar. Gegeniiber einer Resolutionswiderlegung
filr S hat ein R-Baum 5 fiir S die Eigenschaft, daB in B bis auf Variantenbil-

dung nur Klauseln aus S vorkommen.

R~-Bdume konnen zu zwel verschiedenen Zwecken benutzt werden. Wir verwenden
sie in dieser Arbeit als BeweLAweakgeug. Andererseits etablieren sie einen
neuen Beweisbegniff fiir die Unerfiillbarkeit unirer Klauselmengen. Eine Be-
weisprozedur konnte also - statt beispielsweise aus QS im KOWALSKI-Kalkil so-
lange neue Graphen zu erzeugen, bis die leere Klausel auftaucht - direkt in
98 nach einem R-Baum suchen, der dort, wenn S8 undr widerlegbar ist, in
"liberlagerter Form" (Pr&zisierung im ndchsten Abschnitt) als Subgraph enthal-
ten sein muB. Der Autor hat fiir das Karlsruher Markgraf Carl System einen so-
genannten Terminator Modul implementiert, der genau diese Suche durchfiihrt.
Ndheres findet sich in /BEHSSW81/. Da ein einziger R-Baum viele verschiedene
Resolutionswiderlegungen darstellt, liegt der Gedanke nahe, daB die Suche
nach einem R-Baum effizienter als die Suche nach einer undren Resolutionswi-
derlegung ist. Die praktischen Ergebnisse mit dem Terminator Modul best&dtigen

dies.

Die Idee, die Unerfiillbarkeit einer Klauselmenge S durch Widerlegungsgra-
phen, deren Knoten ausschlieBlich Varianten in S sind, zu charakterisieren,
wird im Automatischen Beweisen seit einiger Zeit intensiv erforscht. Friihe
Ansdtze hierzu sind die Resdolution Graphs von YATES, RAPHAEL und HART /YRH70/
und die Refutation Graphs von SHOSTAK /Sh76/. Wiahrend die Widerlegungsgraphen
dieser Arbeiten noch primdr dazu intendiert sind, als Beweishilfsmittel Er-
gebnisse zur Vollstdndigkeit von Strategien und Restriktionen fiir den Reso-
lutionskalkiil zu liefern, erkannten ANDREWS /An76/ und SICKEL /Si76/, daB
die Suche nach Widerlegungsgraphen zu Beweisverfahren fiihrt, die eine wahr-
scheinlich iiberlegene Alternative zu den auf dem Resolutionskalkiil basieren~
den Beweilsprozeduren darstellen. Die Verfolgung dieses Gedankens fiihrte zu
den sogenannten MatrixkalRiilen von ANDREWS /An81/ und BIBEL /Bi82b/. Die Ma-
trixkalkiile vermeiden einen der Hauptnachteile des Resolutionskalkiils: Die zu
beweisende Formel muBl nicht mehr in eine Klauselmenge und die damit verbunde-
ne SKOLEM-Normalform (siehe 1.3.6) iberfihrt werden. Dadurch wird die durch
das Ausmultiplizieren bewirkte Aufbldhung der Ausgangsformel vermieden, und
die in der Formulierung der Axiome und des Theorems enthaltenen problembezo-

genen Strukturen bleiben erhalten.

Widerlegungsgfapben, die die Unerfiillbarkeit von allgemeinen Klauselmengen
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charakterisieren, kommen nicht mehr ohne Zyklen aus. Undre Klauselmengen
zeichnen sich also gerade dadurch aus, daB sich ihre Unerfiillbarkeit mit
baumartigen Graphen charakterisieren 1l&BRt. Die Widerlegungsgraphen aus /Sh76/
charakterisieren die Unerfiillbarkeit von aussagenlogischen Klauselmengen.
Der Clou dabei ist, daB sie Zyklen nur in sehr eingeschridnkter Form zulassen

und deren Funktion transparent machen.

Von CHANG /Ch70/ stammt die Idee, einen -Beweiser in zweli Teile zu zerlegen.
Der eine Teil ist ein sogenannter Lemma-Generator , der zu einer Klauselmenge
S neue Klauselmengen Sy,...S5, erzeugt , so daB S genau dann unerfiillbar ist,
wenn alle §S; undr widerlegbar sind. Der zweite Teil ist dann ein spezieller
Beweiser filir undre Klauselmengen. Es ist klar, daB ein Beweiser, der nur fiir
undre Klauselmengen vollstdndig sein mufl, viel effizienter sein kann als ein
Beweiser, der fiilr allgemeine Klauselmengen vollstdndig ist. Um aber den Lem-
ma-Generator bauen zu konnen, ist ein Kriterium notwendig, mit dem sich ent~
scheiden 1&Bt, ob eine Klauselmenge undr ist. Die sogenannte HORN-Eigenschaft

ist ein dafiir hinreichendes Kriterium.

4.2.11 HORN-Mengen. Eine Klausel, die hochstens ein positives Literal ent-

hdlt, heifit HORN-Klausel (siehe /HoS5l1/). Eine Klauselmenge, die nur aus HORN-

Klauseln besteht heiBt HORN-Menge.

4.2.12 Satz (HENSCHEN, WOS). Jede unerfiillbare HORN-Menge ist strikt unir

widerlegbar.

Bewels. Siehe /HW74, Theorem 1/. []

Eine Klauselmenge heilBt HORN-umbenennbar, wenn sie sich zu einer HORN-Menge

umbenennen 1l&Bt. Fiilr eine prdzise Definition von "umbenennen" verweisen wir
auf /Le78/. Man kann allgemeiner als Satz 4.2.12 zeigen, daBl jede unerfiillba-
re Klauselmenge, die HORN-umbenennbar ist, auch strikt undr widerlegbar ist.
Dagegen ist nicht jede strikt undr widerlegbare Klauselmenge HORN-umbenennbar.
Ein Beispiel dafiir ist {Qb, Qa, OxQyPxPy, ObPa}. Die HORN-umbenennbaren Klau-
selmengen sind also eine echte Unterklasse der undren Klauselmengen. LEWIS
gibt in /Le78/ einen effizienten Algorithmus an, der entscheidet, ob eine
Klauselmenge HORN-umbenennbar ist .und im positiven Fall eine entsprechende Um~

benennung liefert.
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4.2.13 Satz. Die Unerfiillbarkeit von undren Klauselmengen ist unentscheid-

bar.

Beweis. HERMES /He65/ und REYNOLDS /Re70/ zeigen, daBl die Erfiillbarkeit von
HORN-Mengen unentscheidbar ist. Da jede HORN-Menge eine undre Klauselmenge

ist, muB auch fiir undre Klauselmengen die Erfiillbarkeit unentscheidbar sein.[ ]

Viele mathematische Theorien lassen sich durch HORN-Mengen axiomatisieren.
Dazu gehdren die Axiome fiir Gruppen, Ringe und BOOLsche Algebren. Weitere
Beispiele findet man in /Co65/. In PROLOG /VK76, Ko79/ nutzt man aus, dal
HORN-Mengen als indeterministische Algorithmen aufgefaBt werden kdnnen. Die

Maschine, auf der solche Programme ablaufen kdnnen, ist ein spezieller Bewei-

ser fir HORN-Mengen:

Wir holen nun den Beweis von Satz 4.2.7 nach. Daflir bendtigen wir zunachst

das folgende Lemma, welches zeigt, daB man bei undren Widerlegungen mit den

initialen Faktoren auskommt.

4.2.14 Lemma. Seien C, D und E Klauseln und L und K Literale mit E =Res(C,L;D,K)
und D ={K}. E' sei ein Faktor von E. Dann gibt es einen Faktor C' von C, ein
Literal L' €C' und eine Substitution g mit:

(a) £ ist ein normaler Unifikator filir L' und i.

(b) var(g) C Var(CUD).

(c) |c'| =lec'i.

(@ g(c'-L') C E'.

Beweis . Sei ¢ :=nau(L,K) und sei ¢ eine F-Substitution fiir E mit E' =1E. Da
Ber(g)NVar(t) =@ ist, liefert Lemma 1.2.16(c), daB gilt:

(1) to=r1%0.

Also ist 1o normal. Wir definieren £ :=10. Lemma 1.4.3 sichert die Existenz
einer F-Substitution 6 fiir C mit:

(2) |ec| = |ec|

(3) £=¢&%0.

Zusammen ergeben (1) und (3):

(4) £ =10 = t*0= t*cg*0.

Wir definieren L' :=gL und C' :=¢C.
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leild (a). EL' =goL = &L wegen (4) und Lemma 1.2.16(b)
=EtoL wegen (4) und Lemma 1.2.16(b)
=goi da c==nau(L,R)
=gi wegen (4) und Lemma 1.2.16(Db)

Teid (b). Var(g) C vVar(t)UVar (o) C Var(E)U Var (L) UVar(K) C Var(CUD).

— (2) (4)
Teid (¢). fct]=ec| ="|ec| ="|eoc| = feC*].
- (c) (4)
Telld (d]. €(C' -L') =EC' -EL' =(6C -EOL =EC - EL = 106C = 1oL
Ct(oC-oL) =1E=E", []

4.2.15 Lemma. Sei S eine Klauselmenge, zu der eine undre Widerlegung existiert.

Dann existiert fiilr S zusammen mit seinen Faktoren ein R-Baum.

Beweis. Sei S eine Klauselmenge und sei @ eine unidre Widerlegung fiir S. SF be-
zelichne S zusammen mit seinen Faktoren. Wegen Satz 4.1.11 geniigt es, zu zeigen,

daB fir SF ein unifizierbarer Klauselbaum existiert.

Sei m die Anzahl der Resolventen in €, die keine Klauseln in SF sind. Wir zei-
gen durch vollstindige Induktion iiber m, daB ein unifizierbarer Klauselbaum 8

fir SF existiert.
"m=0Q", Dann ist O€S. Folglich ist (O) ein unifizierbarer Klauselbaum fiir SF'

"m>0". Sei E die erste Resolvente in 1, die keine Klausel in SF ist. Es gibt
dann Klauseln C und D und Literale L und K mit: C und D sind Varianten von Klau-
seln in SF' D =1{K} und E =Res(C,L;D,K). Auf £ und SU{E} ist die Induktions-
voraussetzung anwendbar. Es existiert also ein unifizierbarer Klauselbaum 5,
so daB fiir jeden Knoten a in 8 C, eine Variante eines Faktors einer Klausel in
sU{E} ist. Wir transformieren nun [ in einen unifizierbaren Klauselbaum fiir
SF' indem wir jeden Knoten a, fiir den Ca keine Variante einer Klausel in SF
ist, durch zwei neue Knoten ersetzen, die mit D und einem Faktor von C markiert

sind.

Sei also a ein Knoten in 8 , fiir den Cy keine Variante einer Klausel in SF ist.
C; muB eine Variante eines Faktors von E sein. O.B.d.A. sei C, ein Faktor von
E mit Var(8 -a)Mvar(CUD) =@. Sei £ ein Unifikator von £ mit Ber(f) C Var(f8).
Lemma 4.2.14 garantiert nun die Existenz von C', L' und 6 mit:

(1) C' ist ein Faktor von C und L' €C’.

(2) 6 ist ein normaler Unifikator von L' und i;mit Var () C var(CcUD).
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(3) |c'| =]eC'| und 6(C' -L") C C,.

Also existieren Literale Lq,...,Iy, k20 mit:

(4) ¢* =1{Ly,...,Iy,L'} ist eine Variante einer Klausel in $, und [c'] =k +1.
(5) & ist ein normaler Unifikator filir L' und K mit Var(e)NVar(B-a)=4g.

(6) {6Ly,...,8L}CCy und |{0Ly,...,0L}]| =k.

Wir iberfithren B zundchst in den unifizierbaren Klauselbaum Lﬁ, indem wir Cy

auf {6Ly,...,0L3} schrumpfen:

~ | ~
Fllml ] — [l

B By
Sei &1 :=£0. Da ¢ idempotent ist, Var(ﬁi -a)M\var(9) =@ gilt und £ ein Unifi-
kator von f] ist, ist auch £; ein Unifikator von Bj.

Wir i{iberfiihren nun Bl in einen Klauselbaum [, indem wir einen neuen Knoten b

wie folgt einfiigen:

a a b

~ ~ rd
leLl’... eLkl I EJl—li”'Lk,L.'-——l_?_l
| I | !

By By

Offensichtlich ist El ein Unifikator fir 82, da El =€19 gilt und wegen (5)
E1L' =§K ist.

Durch Wiederholung der obigen Transformation k&nnen alle Knoten a in £ besei-
tigt werden, fir die C, keine Variante einer Klausel in SF ist. Damit erhal-

ten wir, wie zu zeigen war, einen unifizierbaren Klauselbaum fiir SF' []

4.2.16 Beweis fir Satz 4.2.7.

"(a) ==> (e)". Lemma 4.2.15.

"(e) ==> (b)". Satz 4.2.10.

"(b) ==> (a)". Trivial.

"(c) ==> (a)". Siehe /CL73, $.135, Theorem 7.1/.

"(e) ==> (4)". Satz 4.2.10. "(d) ==> (c)". Trivial. []
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4.3 Projektionen

Wenn gé der initiale Graph zu einer undren Klauselmenge S ist, die ihre Fak-
toren enthdlt, dann muf QS einen R-Baum fiir § in iiberlagerter Form als Sub-
graphen enthalten. Dieser Kern geht, wenn man von gs aus Ableitungsschritte
ausfithrt, in jeweils neue Kerne iber. In diesem Abschnitt werden wir zeigen,
wie der XKern sich bei den verschiedenen Ableitungsschritten transformiert,
und unter welchen Bedingungen er reduziert wird, Wenn man die Kerntransforma-
tionen im Griff hat, dann kann man auch die Bedingungen angeben, unter denen

Filter konfluent und noethersch sind.

Die Kerxrntransformationen sind jedoch, wenn man sie direkt betrachtet, sehr
verwickelt. Wir falten daher den Kern in den korrespondierenden R-Baum auf
und verbinden die aufgefaltete und die liberlagerte Version des Kerns durch
eine Projektion. Betrachtet man nun, statt der Kerntransformationen, die Trans-
formationen des korrespondierenden R-Baumes und der zugehdrigen Projektion, dann

10sen sich alle Schwierigkeiten in Wohlgefallen auf.

4.3.1 Projektionen. Seien § = <Knoten,C,Links> und ¢' = <Knoten',C',Links'>

Klauselgraphen. Ein Paar <7, n> heiBt Projektion von § in G', wenn gilt:

(a) * ist eine Abbildung Knoten — Knoten'. Filir "~ (a) schreiben wir kurz i.

(b) Fiir jeden Knoten a in G ist Cé eine Variante von Cg.

(c¢) 7 ist eine Substitution mit Ber (w) C Var(g), so daB fiir jeden Knoten a
in G gilt: nCa==Cé.

P in &

. . " . . ) . . . a
(8) Fiir jeden Link % in § ist § ein Link in §'. Fiir einen Link & =1°K
) o a b, _ _4&a
ist § :={(wL) ", (7K) }.:=aL 7K.
Wir schreiben kurz <, 7>: G—>G' wenn G und G' Klauselgraphen sind und <" ,7>

eine Projektion von G in §' ist.

4.3.2 Beispiel.

[}
!
|
|
|
_ T —==|Px|Pfx| i T={y/x}
By[PEyl---—~~ | i
|
|
|
{
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4.3.3 Bild(G,4',<",1>). Sei <",m>: {—G'. Das Bild Bild(g,G',<",n>) von §
in &' bzgl. der Projektion <",n> ist der Subgraph von §' mit den Knoten

{4] a Knoten in G} und den Links {J| & Link in G}. Wenn G' und <”",7> aus dem
Kontext klar sind, schreiben wir fiir Bild(§,§',<”,m>) kurz Bild (g) .

In Beispiel 4.3.2 ist Bild(§) der folgende Klauselgraph:

N
|Pa f|——Px |Pfx ——Pffa]

4.3.4 Lemma. Sei <7,m>: G—>('. Dann gilt:

(a) Wenn § unerfiillbar ist, dann ist auch (' unerfiillbar.

(b) Wenn La und Kb potentiell komplementdre Literalauftreten in ¢ sind, dann
sind 7L, und TK potentiell komplement&r.

(c) Wenn 0O€S(§), dann ist auch DES(G').

Beweis, Sei <7, 7>: G—>(',

7eid {a). Sei G unerfiillbar. Dann ist S(§) unerfiillbar. Da jede Klausel in
S(§) eine Variante einer Klausel in S(G') ist, kann S(G') nicht erfiillbar
sein.

Teid (b)), Seien 12 una Kb potentiell komplementdre Literalauftreten in §. Dann
sind I und K potentiell komplementdr. Da TL und 7K durch Variablenumbenennung

aus L und K entstehen, miissen auch 7L und 7K potentiell komplementdr sein.

Teil (c¢). Trivial. : (]

4.3.5 satz. Sei <",r>: 8—>G und sei S ein R~Baum. Dann gilt:

(a) Bild(8) ist ein unerfiillbarer, n-reduzierter Subgraph von G.

(b) Bild(f) enthilt keine Tautologien und keine t-Links.

(c) Entweder ist Bild(8) = (0) oder Bild(8) enthilt einen uniren Non-t-Link.
(d) BilaB) < n(G).

Beweis. sei <~,m>: B—G und B ein R-Baum.

Teld (a7): Bild(8) ist unerfiillbar. <",m> ist insbesondere eine Projektion von
B in Bild(B). pa B als R-Baum unerfiillbar ist, ist nach Lemma 4.3.4(a) Bild®B)
ebenfalls unerfillbar.

Teld (a2): Bild(B) ist wm-reduziert. Wir miissen zeigen, dafl jedes Literalauf-

..... 2l

treten in biid()) wil efinew Liunk Lu bLidy)r) Luzidierd , der Keln AUTOLLOK IST.
: a . .. . . a ., i . )
Sei L~ ein Literalauftreten in Bild(3). L ist dann ein Literalauftreten in

ab , . . . a ., . o . . .
B. sei =1L K der eindeutig bestimmte Link an L in A. Dann ist § ein Link in
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Bild(8) an ﬂLa. A

Fall a?7: § ist kein Autolink. Dann ist nLa, wie zu zeigen war, in Bild(f)
nicht isoliert.

Fall a22: § ist ein Autolink. Dann ist & =b. Es existiert also ein Literal
Lj_ecb mit 1rLle==11Lé\l und Ll%=K.Wie vorher fiir La gibt es auch an L? einen ein-
deutig bestimmten Link 27 in B. Falls 21 wieder ein Autolink ist, weiche man
entsprechend auf %, aus, ﬁndsu)fort. Da die Links $1:,%5,%3,... einen Pfad in
B bilden und 8 als Baum nur endlich lange Pfade erlaubt, erreicht man schlieB-

~

. . . .. ~ . . . . a . ...
lich einen Link %,, flir den gn kein Autolink ist und mit wL inzidiert.

Teid (b7): Bild(8) enthilt keine Tautologien. Wegen Proposition 4.1.12 enthilt
A als R-Baum keine Tautologie. Da jede Klausel in Bild(f8) eine Variante einer
Klausel in Bist, kann Bild(f3) ebenfalls keine Tautologie enthalten.

Teil (62):; Bild(B) enthilt keine 1-Links. Wegen Korrolar 4.1.14(a) enthilt 8
als R-Baum keine t-Links. Sei & =LaKb ein Link in B3. Dann ist Res (C,,L;Cy,K)
also keine Tautologie. Res(TC,4,7TL;7Ch,TK) ist eine Variante von Res (C,,L;Cy,K),

da 7 bzw. T eine U-Substitution fiir C_ bzw. Cp ist, und da 7C, und 7Cp
Ca Cp a a
variablendisjunkt sind. Also ist auch { kein t-Link.

Teid (c/.. B enthdlt einen undren Link oder 8= (0). Wenn 8= (0) ist, dann ist
auch Bild(f3) = (0). Wenn & ein undrer Link in B ist, dann ist { ein unirer Link

in Bild(8).

Teil (d), Da 7(G) der gr5Bte m-reduzierte Subgraph von G ist, und Bild(8) ein
n-reduzierter Subgraph von § ist, gilt Bild(8) < w(QG). []

4.3.6 Satz. Sei S eine UWF-Klauselmenge. Dann gibt es einen R-Baum 5 und eine

Projektion von B in gs.

Beweis. Sei S eine UWF-Klauselmenge und sei 5 ein R-Baum zu S (existiert wegen

Satz 4.2.7). Wenn man den Algorithmus 2.1.13 fiir die Bildung des initialen Klau-

selgraphen auf S anwendet, entsteht, direkt vor Ausfiihrung von Schritt 2, ein

totaler Klauselgraph § mit:

(1) G =79 .

(2) Zu jeder Klausel CE€S, die keine Tautologie ist, existiert ein Knoten a in
G, so daB C, eine Variante von C ist.

Wegen Satz 4.3.5(d) geniigt es zu zeigen, daB eine Projektion <*,7> von 8 in §

existiert. Fiir ~ wdhlen wir eine Abbildung von den Knoten in B in die Xnoten

von §, so daB fiir jeden Knoten a in 8 die Klausel Cé in G eine Variante von
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C, ist. Die Existenz einer solchen Abbildung ist durch (2) und die Proposition
4.1.12 gesichert. Fiir jeden Knoten a in £ wihlen wir nun eine Substitution mg
mit Ber(7m;) C Var (Ca) und “aca.=ca' Wir definieren w =Ty LJ...L)nan, wobel
aj,...,a, die Knoten von 8 sind. pa Var (Ca;)NVar(Cay) =@ fiir it j gilt, ist
T eine Substitution. Da ¢ total ist, folgt mit Lemma 4.3.4(b), daB <”,q> eine

Projektion von 8 in § ist. []

Wir wissen also jetzt, wie ein R-Baum 8 zu einer UWF-Klauselmenge S mittels ei-
ner Projektion <> iiberlagert werden muB3, damit er als Subgraph Bild(f8) in QS
enthalten ist. Als ndchstes ist zu kldren, wie sich B und <> transformieren,
wenn man eine der vier Ableitungsregeln des KOWALSKI-Kalkiils anwendet. Wir be-

trachten zunidchst die Resolutionsregel.

4.3.7 Lemma. Sei <, s> B——(' und sei B ein unifizierbarer Klauselgraph. Sei
% ein Link in B3 und sei § ein Klauselgraph mit g-—%—+g'. Dann gibt es A' und

<L V> mit:

Beweis, Seien G, G', B, % und <", > wie oben gewdhlt. Es geniigt offensichtlich

zu zeigen, daB A3' und < ,V> existieren mit:

B—%é——rbh

. b . , ..
Sei % =LaK°. B' sei ein Graph, der durch einen Ubergang B-%}_a.B' entsteht,
: d >
bei dem nur solghe K, def{a,b}, Ke€Cg als signifikante Vorgdnger gewdhlt wer-
. . a . s .. 2
d fir 4 X nifikant \% a i '
en, fir die ein sig ikanter Vorgdnger bei dem Ubergang g—jg——>g war.
B' ist bis auf die Knoten- und Variablenbenennungen eindeutig bestimmt. Sei
¢ der Resolventenknoten zu & in fB'. Wir konstruieren eine Projektion <™ ,¢>:

BTG wie folgt:
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~ sel die Erweiterung von ~, bel der & der Resolventenknoten zu j in G' ist.
y:=mnlJo, wobel ¢ eine U-Substitution fiir C, ist mit:
(1) 6C. =Cg-
(2) Fir alle LE€C, gilt: Wenn Kd der signifikante Vorgdnger zu 1° ist, dann
ist ﬂKd der signifikante Vorgdnger zu oL°.
Da Ber (o) und Ber{w) disjunkt sind, ist ¢ jedenfalls eine Substitution. Um zu
zeigen, daB <7 ,y> eine Projektion von A' in §' ist, geniigt es, da die anderen
Bedingungen offensichtlich erfiillt sind, zu zeigen:

(3) Fiir jeden Link &. in ', der mit dem Resolventenknoten c inzidiert, ist

1
il ein Link in §'.

c . . : . d s e o c

Sei also #. =M°L® ein Link in 8'. Sei K= der signifikante Vorgadnger zu L .

Lemma 2.3.é liefert, daB MeKd ein Link in ' ist. Da e ¥c ist (siehe Beweis
von Satz 4.1.13), ist MeKd auch ein Link in B. Also ist nMénKa ein Link in G'.
Weil M und L potentiell komplementdr sind, sind auch wM und 7L potentiell
komplementdr. Da wegen (2) nKa der signifikante Vorgdnger zu wLE ist, liefert
nun die andere Richtung von Lemma 2.3.6, da8 nMéch ein Link in §' ist. Also

. . . ~ g ¢ & ¢ . .
ist, wie zu zeigen war, £, =¢M YL~ =qM yL  Link in g'. []

. % N . . e
4.3.8 Satz. Sei G—p—G' und <" ,m>: B——(, wobei B ein unifizierbarer Klau-

selbaum ist., Dann existieren ' und <~,w> mit:

Wenn % ein Link in Bild(f) ist, dann gilt B~ﬁiﬂ-8'. Wenn & kein Link in Bild(A)

ist, dann gilt B' =B und < ,y> =<",m>,

Beweis, Sei also 9—%¢~*g' und <*,m>: B—— G, so daB B ein unifizierbarer Klau-
selbaum ist. Dann existiert ein Klauselgraph §" mit:

(1) G G" und G' =7 (" -1).

(2) <%, m>: B—>G" (da G C G").

Fall 7: % ist kein Link in Bild(8). Dann gilt wegen Bild(8) C §" -1, Lemma

4.3.5(d) und (1), daB <",m> eine Projektion von 85 in {' ist. Das war zu zeigen.
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Fall 2: % ist ein Link in Bild(8). Dann gibt es einen Link Ql in 8, so daB
ﬁl = & ist. Durch eventuell mehrfaches Anwenden von Lemma 4.3.7 erhilt man

B* und <7 ,¢> mit:

so daB % kein Link in Bild(AB') ist. Ein solcher Baum ' muB nach endlich vie-
len p-Schritten erreicht sein, weil jeder p-Schritt die Knotenanzahl echt re-
duziert. Also ergibt sich mit derselben Argumentation wie bei Fall 1, daB

<7,¥> eine Projektion von B' in G' ist. []

Bei der Faktorisierungs- und bei der Tautologieeliminations-Regel sind die Ver-

hdltnisse sehr einfach, da sie Bild{(8) nicht beriihren.

4.3.9 Satz. Sei 9-75—+g' und <" ,7>: B8—~——G. Dann gilt:
]

g g
<, w> ] [ <, w>
B B

Bewedlis, Trivial, da G C G'. []

]

4.3.10 Satz. Sei g-fr—>g', <",m>: f—+G und sei B ein R-Baum. Dann gilt:

g
<, > ]
B

Beweis, Sei G—=—G und <",r>: B8——G, Dann gibt es einen Knoten a in G, so

¢

I <, >
B

1l
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daB C, eine Tautologie und G' =n(G -a) ist. Da Bild(S3,G,<",m>) keine Tautolo-
gie enthdlt (Satz 4.3.5(b)), gilt Bild(83,G,<",m>) C §-a. Mit Satz 4.3.5(d)

folgt nun Bild(8,G,<",m>) C m(G-a) =G', wie zu zeigen war. []

AbschlieBend betrachten wir die Transformation des korrespondierenden R-Baums

und seiner Projektion bei der Anwendung der Subsumtions-Eliminationsregel.

4.3.11 Satz. Sei g——%—+g' und sei <", m>: B——(,; wobei a die BSEB in ( erfiillt

und A ein unifizierbarer Klauselbaum ist. Dann existieren A3' und <7, y> mit:

G S— g

<", 1> { [ <7 P>

8 =5 6

Wenn a ein Knoten in Bild(fB) ist, dann gilt B—d—i’»B', wobei, wenn g-—%—»g' re-
B
duzierend (siehe 2.8.9(c)) ist, auch die Schritte B_cﬁgi"B' reduzierend ( siehe

4.1.17) sind. Wenn a kein Knoten in Bild(f) ist, dann gilt B' =4 und < ,y>=<",m>.

Beweis. Da G' =7(G -a) ist, folgt die Aussage des Satzes, wenn a nicht in Bild(G)
liegt, aus Satz 4.3.5(d). Wir betrachten nun den interessanten Fall. Seien also

B, a, g, <",7>, b, 6 und §' gegeben mit.

o

wobel a ein Knoten in 3 ist und & die BSEB bzgl. b und ¢ in § erfiillt (Nota-

bene: b ist Knoten in §). Es geniigt zu zeigen, daBl es B' und <7,y> gibt mit:
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(1)
G—— ¢
<, > <7, 0>
B B

(2) Die Anzahl der Knoten in f', die auf i projiziert werden, ist echt kleiner
als die Anzahl der entsprechenden Knoten in 5.

(3) Wenn der 0-Schritt reduzierend ist, dann ist auch der Op-Schritt reduzie-
rend.

Wir konstruieren nun B' und < ,¥> mit diesen Eigenschaften wie folgt:

D sei eine Variante von Cp, die variablendisjunkt zu B ist.
- Tph sel eine U-Substitution fiir D mit "\D=C .

D D b
- m =T ;Tl'
a Var (Cg) a
- 1 v=nglenD; T ist offensichtlich eine S-Substitution von D nach Ca-

a,D,r

- fB' sei ein Baum mit B“jﬂé“L‘“*B'; B' enthdlt den Knoten a nicht mehr.
- 4d sei der gegeniiber B neue Knoten in B'.
- 7 sei die Abbildung von den Knoten von 5' in die Knoten von G mit

& wenn ¢ ein Knoten in B8 ist

b wenn c=d ist.

t

Y= Var(B')LJnD' Offensichtlich ist ¢ eine Substitution mit: Fiir jeden
Knoten ¢ in 8' gilt: VC, =Cg.

Wir zeigen nun, daB < ,y> eine Projektion von 5' in G ist. Da die anderen Be-

dingungen evident sind, bleibt nur zu zeigen, daB filir jeden Link % in A',

der mit d inzidiert, ¥ ein Link in § ist.

. e d | . . ,
Sei also & =M L ein Link in A3'. .Dann ist:
o~ & d é b
(4) T =M yr" = miSapL .

. e _a . . . . o )
Andererseits muB M 1L ein Link in A sein, fiir den gilt:

R,

e _a é a é - é
(5) M tL =T 7ntL =T1M ﬂa(ﬂaleﬂD)La==ﬂM enDLa.

D

ein Literal von Cb ist, garantiert die BSEB, daf auch ﬂMeﬂDLb ein Link in §

ist. Also ist wegen (4), wie zu zeigen war, £ ein Link in G. Man iberzeugt

- . . . , . . & a . . .
Da <",7> eine Projektion von J3 in G ist, ist 7™ €7 L ein Link in §. Da wpL

sich leicht, daBl auch die Bedingungen (2) und (3) erfiillt sind. []

4.3.12 Bemerkung. Der Beweis zu Satz 4.3.11 macht klar, warum in der

ist offensichtlich eine U-Substitution fiir Cy mit T,C, =cC

ao
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BSEB (2.8.7) gefordert wird, daB a von b nicht nur Rlauselmdfig (d.h. 6C_C Cy),

b
sondern auch linkmdﬁig (d.h., wenn KCeLa ein Link in G ist, dann mufl auch
KCLb ein Link in § sein) subsumiert werden muB. AuBerdem wird ersichtlich,
warum wir flir eine S-Substitution (siehe 2.8.1) 6 von D nach C verlangen, da@}
|ép| = |p| ist. Wiirden wir darauf verzichten und statt dessen, wie LOVELAND in
/Lo78/, nur verlangen, daB |D| < |C| ist, dann subsumiert z.B. die Klausel
PxPyPz die Klausel PaQR. Das wilirde beim ﬁbergang B'jﬁ;~*8' erforderlich ma-
chen, daB man den Subbaum fiir Pa zweimal kopiert. Damit wiirde f3' echt mehr
Knoten als B haben. Zudem konnten durch das Kopieren neue Auftreten von PaQR

entstehen., Das bedeutet, daB man selbst die Terminierung des Ersetzungspro-

+ . .
zesses B‘jﬂ;*B' nicht mehr garantieren kann.
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4.4 Ein Kriterium fiir vollstdndige Filter

Der Leser erreicht nun den HOhepunkt der Arbeit. Wir geben in diesem Abschnitt
allgemeine, leicht zu verifizierende Bedingungen an, die fiir die Konfluenz

und die NOETHER-Eigenschaft von Filtern bei undren Klauselmengen hinreichend
sind. Wie sich zeigen wird, lassen sich diese Kriterien mit den in den voran-

gegangenen Abschnitten bereitgestellten Werkzeugen kurz und elegant beweisen.

4.4.1 Satz (Konfluenz). Sei S eine UWF-Klauselmenge und sei ¢ ein Klauselgraph
mit QS}—EEE—Q. Dann gibt es eine Widerlegung g-—6i+o, bei der nur auf undren
Non-T1-Links resolviert wird.

Beweis. Sei S eine UWF-Klauselmenge und sei G ein Graph mit G l===¢. Sei B

ein R-Baum und sei <> ¢€ine Projektion von S in (. Die Existenz von f3 und
<> ist durch die SitZe 4.3.6, 4.3.8, 4.3.9, 4.3.10 und 4.3.11 gesichert. E§

geniigt nun zu zeigen, daf eine der folgenden zwei Bedingungen erfillt ist:

(1) o0€s(q).
{2) G enthidlt einen unidren Non-t-Link % und es existieren G', B' und <>' mit:

G 2 g-

<> <>

und |B]| > |B'] > 0.

Sei also Bedingung (1) nicht erfiillt. Dann folgt aus Satz 4.3.5(c), daB
Bild(3) C § einen unidren Non-t-Link % enthdlt. Satz 4.3.8 liefert nun, daB
auch B' und <>'" wie in (2) gefordert existieren. Also ist Bedingung (2) er-

Fullt. []

Im Gegensatz zu den aussagenlogischen Klauselmengen (Beispiel 2.7.2) kann also
bei den UWF-Klauselmengen die Widerlegbarkeit, auch bei uneingeschrédnkter An-
wendung der T-Regel, nicht verloren gehen. Beispiel 2.7.8 zeigt jedoch, daB
die Anwesenheit der initialen Faktoren dafilir aber unbedingt erforderlich ist.
Der dort dargestellte Graph ist der initiale Graph zu einer UW-Klauselmenge.

Er kann durch je zwei P - und T-Schritte auf den leeren (erfiillbar!) Graphen
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abgeleitet werden.

4.4.2 Undr erschtpfende nichtabbrechende Ableitungen. Eine nichtabbrechende

Ableitung heiBt undr erschdpfend, wenn jeder undre Non-t-Link nach endlich
vielen Schritten wieder geldscht wird. i
4.4.3 Satz (NOETHER-Eigenschaft). Sei S eine UWF-Klauselmenge. Dann gibt es

keine undr erschdpfende, nichtabbrechende BSERF-Ableitung von gs aus.

Bewedis, Wir schreiben hier B“‘g‘—*B', wenn B—-—b—-rﬁ' oder B—O—B—-—+B' gilt. Sei
also S eine UWF-Klauselmenge.

Angenommen , r:gs__»gl_»gz__* ... ist eine undr erschdpfende, nichtabbre-
chende BSERF-Ableitung. Seien BO, Bl' ... R-Bdume und <>g. <>1, ... Pro-

jektion wie folgt:

791 "92 ﬁgi SN

gS
<>O { <>l ] <>2 { <>i
BO

* * * * 8 *

B l B 2 B LRI Y B’ i 8 CRE I Y

Die Existenz der (3 und der <>; ist durch die Sdtze 4.3.6, 4.3.8, 4.3.9,
4,3.10 und 4.3.11 gesichert. Offehsichtlich gilt:

(1) |Bgl 2 181> ... > |B84]>2 fiir alle i> 0.

Es gibt folglich ein m> 1 mit:

(2) 2< Byl = Bur1| = Bzl = -

Das wiederum bedeutet, daB fir alle i>m+l mit Bild(f;) & Gi+1 9ilt, daB ein
‘Knoten a in Bild (i) existiert, so daB gi—i——»giﬂ ein reduzierender g-Schritt
ist. Da nach Satz 4.3.11 ein solcher reduzierender o-Schritt auf der G-Ebene
mindestens einen reduzierenden GB-Schritt auf der SB-Ebene erzeugt, und nach
Lemma 4.1.17 nur endlich viele aufeinanderfolgende reduzierende oB-Schritte auf
der B-Ebene mdglich sind, existiert folglich ein n, fiir das gilt:

(3) Bild(Bp) € §G; fiir alle i>n.

Da 0€S(Gn) ist, enthdlt Bild(Bn) nach Satz 4.3.5(c) mindestens einen undren
Non-T~Link. Dieser wird wegen (3) nicht mehr geldscht. Also ist T nicht unir
erschopfend. W/ ]

4.4.4 Unir erschdpfende Filter. Ein Filter / heiBt undr erschdpfend, wenn jede
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nichtabbrechende F-Ableitung, die vom initialen Graphen QS eine UWF-Klausel-

menge S ausgeht, undr erschopfend ist.

4.4.5 Satz (Kriterium). Jeder Filter F, der die folgenden drei Bedingungen
erfiilllt, ist fiir undre Klauselmengen vollstdndig:

(a) F ==> BSERF.

(b) F ist undr erschdpfend.

(¢} Jede F-BAbleitung I', die keine Widerlegung ist und deren finaler Graph

einen uniren Non-t-Link enthidlt, ist F-fortsetzbar.

Beweis. Sei F ein Filter, der die Bedingungen (a), (b) und (c) erfiillt. Wir

missen zeigen, daB F/ fiir UF-Klauselmengen noethersch und konfluent ist.

letd 7: F ist fir UF-Klauselmengen noethersch. Wir missen zeigen, dall keine
nichtabbrechende f-Ableitung existiert, die vom initialen Graphen gs einer
UWF-Klauselmenge S ausgeht.

Angenommen, T ist eine solche nichtabbrechende F-ableitung. Da £ undr erschdp-
fend ist, ist auch I' undr erschdpfend. AuBerdem ist I eine nichtabbrechende

BSERF-Ableitung, da £ ==> BSERF. Nach Satz 4.4.3 kann aber ein solches T

J I S AU /¥

Teid 2: F ist fiir UF-Klauselmengen konfluent. Wegen Satz 2.6.15 miissen wir

lediglich zeigen, daB F fiir UF-Klauselmengen fortsetzbar ist. Sei S also eine

UWF-Klauselmenge und sei T: gs}—~—§ eine F-Ableitung, die keine Widerlegung
ist. Da £ die Bedingung (a) erfiillt, gilt gs}—ggg—g. Satz 4.4.1 liefert, dafB
eine Widerlegung §-7TJL4]existiert, bei der nur auf undren Non~t1-Links re-

solviert wird. Da G die leere Klausel nicht enthdlt, muB § einen undren Non-
1-Link enthalten. Die Bedingung (c) liefert nun, daB T £f-fortsetzbar ist, was

Zu zeldgen war. []

4.4.6 Korollar. Die BF-Strategie ist fiir UF-Klauselmengen vollstdndig.

Bewels, Wir zeigen, daB die BF-Strategie das Kriterium 4.4.5 erfiillt.
Bedingung (a): Offensichtlich gilt BF ==> NR ==> BSERF.

Bedingung (b): Offensichtlich ist MAFF erschdpfend und damit insbesondere
undr erschopfend. Wegen BF ==> MAFF ist auch BF unidr erschépfend.

Bedingung {c): Trivial. (]
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4.4.7 Die MUP-Strategie. Eine BSERF-Ableitung I heifit MUP-Ableituhg, wenn

fiir jeden p—Scbritt g-%—+g' in I eine der folgenden zwel Bedingungen erfiillt
ist: %

{a) G enthdlt keinen undren Link.

(b) % ist ein undrer Link mit Gen(g) =min {Gen(g')| g' ist undrer Link in Gt.
MUP steht fiir "monotone unitpreference"f Offensichtlich ist die MUP~Strategie
undr ersch8pfend. Bei der MUP-Strategie kdnnen die ¢- und die t~Regeln ohne

Einschrinkung angewendet oder nicht angewendet werden.
4.4.8 Xorollar. Die MUP-Strategie ist fiir UF-Klauselmengen vollstdndig.

Beweis, oOffensichtlich sind alle Bedingungen des Kriteriums 4.4.5 erfiillt. []
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