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Unification Huet Goldfarb

SIMPLY TYPED λ-CALCULUS

s, t ::= λx. s | s t | x | c x ∈ V, c ∈ {a, b, g}
A,B ::= α | A→ B | T α ∈ T V

Γ ` s : A

Γ ` a : T Γ ` b : T

Γ ` g : T → T → T

∆ ` σ : Γ

∀(x : A) ∈ Γ. ∆ ` σ x : A
∆ ` σ : Γ

s � t

s � s′
λx. s � λx. s′
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Unification Huet Goldfarb

UNIFICATION

U (Γ ` s ?= t : A) :=

∃σ

∆. ∆ ` σ : Γ and

s[σ] ≡ t[σ]

Γ ` s ?= t : A

Γ ` s : A Γ ` t : A
Γ ` s ?= t : A

s ≡ t

s . v t . v
s ≡ t
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Unification Huet Goldfarb

EXAMPLE

U(Γ ` λxy. f x ?= λxy. f y : α→ α→ α)
Γ := f : α→ α

Solution:

σ := {f 7→ λ_. z}
∆ := z : α

(λxy. f x)[σ] ≡ λxy. z
≡ λxy. (σf) y
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Unification Huet Goldfarb

nth-ORDER UNIFICATION (Un)

ord A

ord α = 1 ord T = 1

ord (A→ B) =

max {ord A+ 1, ord B}

Γ `n s : A

(x : A) ∈ Γ ord A ≤ n
Γ `n x : A

Γ, x : A `n s : B ord A < n

Γ `n λx. s : A→ B
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Unification Huet Goldfarb

PCP with u, v ∈ V

Given

x1
y1

x2
y2

· · · xn

yn

Find
[i1, . . . , ik]

Such that

xi1 · · ·xik
= yi1 · · · yik

Example

u

uu

v

vv

uuv

u

[1, 3, 2]
;

u

uu

uuv

u

v

vv
= uuuvv

uuuvv
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PCP ≤ U3 – IDEA

`3 s : (α→ α)→ · · · → (α→ α)︸ ︷︷ ︸
n times

→ α→ α

s f1 · · · fn t ≡ fi1(· · · (fik
t) · · · )



9

Unification Huet Goldfarb

PCP ≤ U3 – IDEA

`3 s : (α→ α)→ · · · → (α→ α)︸ ︷︷ ︸
n times

→ α→ α

s f1 · · · fn t ≡ fi1(· · · (fik
t) · · · )



9

Unification Huet Goldfarb

PCP ≤ U3 – IDEA

`3 s : (α→ α)→ · · · → (α→ α)︸ ︷︷ ︸
n times

→ α→ α

s f1 · · · fn t ≡ fi1(· · · (fik
t) · · · )



10

Unification Huet Goldfarb

PCP ≤ U3

PCP(S)↔ U3(f (S))
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Unification Huet Goldfarb

PCP ≤ U3 – ENCODING

Encoding

c1c2 · · · cn = λx. c1(c2(· · · (cn x))) ci ∈ {u, v} ⊆ V

Properties

A
(
B s

)
≡ A++ B s

Γ ` u : α→ α Γ ` v : α→ α

Γ ` A : α→ α
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Unification Huet Goldfarb

EXAMPLE

Lemma

h s1 s2 ≡ h t1 t2 iff ∀i. si ≡ ti

If s � s′ and isLam(head s′) then isLam(head s)
If s t �∗ v then s �∗ s′, t �∗ t′ and v = s′ t′ for some s′, t′

or s �∗ λx. s′, isLambda (head s) for some s′

If s1 s2 ≡ t1 t2, isVar (head s1) and isVar (head t1) then ∀i. si ≡ ti
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DE ≤ U2 – IDEA

Addition

+n s

+0 s = s +Sn s = g a (+n s)

Translation

x s ≡ +n s

; x (+1 a) ?= +1 (x a)

x = c ; x a ?= +c a

x+ y = z ; x (y a) ?= z a

Γ := {x : T → T |x ∈ V}
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Unification Huet Goldfarb

MULTIPLICATION

x · y = z ;

G a b (g (g (z a)(y b)) a) ?= g (g a b)(G (x a) (+1 b) a)

G b a (g (g (z b)(y a)) a) ?= g (g b a)(G (x b) (+1 a) a)
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Unification Huet Goldfarb

SET UNIFICATION

SUA
n {Γ `n si

?= ti : A | 1 ≤ i ≤ k} :=
∃σ∆. ∆ ` σ : Γ and ∀i. si[σ] ≡ ti[σ]
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Unification Huet Goldfarb

SUT2 ≤ U2

Γ `2 g s1 (· · · (g sk a)) ?= g t1 (· · · (g tk a)) : T

Lemma
g s1 s2 ≡ g t1 t2 iff ∀i. si ≡ ti

{Γ `2 si
?= ti : T | 1 ≤ i ≤ k} 7→
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Unification Huet Goldfarb

FORMALISATION

A s

nil s = s

(t :: A) s = t (A s)

s A

s nil = s

s (t :: A) = (A s) t

Λn s

Λ0 s = s

ΛSns = λx. Λn s
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PCP

Definition in1

τj nil = nil
τj (a :: A) = xj ++ τj A a = x1/x2

PCP(S) := ∃A ⊆ S,A 6= nil. τ1 A = τ2 A

Our Definition

τj nil = nil
τj (i :: A) = xj ++ τj A S[i] = x1/x2

PCP(S) := ∃A: L F|S|, A 6= nil. τ1 A = τ2 A

1Forster, Heiter, and Smolka 2017.
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PCP(S)→ U3(f(S))

Given

[i1, . . . , ik]

Pick

∆ := z : α

σ :=


xf 7→ λx1 . . . xn. xi1(· · · (xik

z))
d 7→ λu. u(· · · (u︸ ︷︷ ︸

k−1

z))



(σxf ) x1 · · ·xn ≡ xi1 · · ·xik
z

= yi1 · · · yik
z

≡ (σxf ) y1 · · · yn

(σxf ) u · · ·u ≡ u(· · · (u z))
≡ u((σd) u)
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U3(f(S))→ PCP(S)

(λuvh. h (xf x1 · · ·xn) (xf u · · ·u))[σ] ≡ (λuvh. h (xf y1 · · · yn) (u (d u)))[σ]

We get

σxf x1 · · ·xn ≡ σxf y1 · · · yn (1)
σxf u · · ·u ≡ u (σd u) (2)

By normalisation σxf ≡ λx1 · · ·xl. s for some l, s where s is normal. By
(2) and typing we know that 1 < l ≤ n and s ≡ xi s

′.
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CONTINUED

Case analysis.
Let l < n. Then σxf x1 · · ·xn ≡ (xi s

′[x1/x1, . . . , xl/xl]) xl+1 · · ·xn

and σxf y1 · · · yn ≡ (yi s
′[y1/x1, . . . , yl/xl]) yl+1 · · · yn. Thus

xl+1 ≡ yl+1 by (1) and xl+1 = yl+1.
Let l = n. Let xi1 , . . . , xik

be the longest sequence s.t.
s = xi1(· · · (xik

s′′)). Then
σxf x1 · · ·xn ≡ xi1(· · · (xik

s′′[x1/x1, . . . , xn/xn])) and
σxf y1 · · · yn ≡ yi1(· · · (yik

s′′[y1/x1, . . . , yn/xn])). Since u, v cannot
appear free in s′′ we get xi1 · · ·xik

= yi1 · · · yik
.
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